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MÁTYÁS LÁSZLÓ

Szimultán paneimodellek becslése

A• id&orok és kereastmetaseti · adatok együttes felhaunálá.sának a gyakor­
latban legjobban bevált módja a panelmodellek alb.lma1áaa. A hagyományos
(MÁTYÁS, 1986b) és a dinamikua (MÁTYÁS, 1987/88) modellekre kidolgo110U
paraméterbecslési eljáráaok asonb&n - termúset.esen - a ssimultán modellek
esetén nem kielég{t6ek.

A■ alábbi írás f6 et!lja bemutatni a uimul~ panelmodellek paramétereinek
bealúére Holgál6 f6bb eljárúokat. A t&rgyalandó témakört három saemponsből is
l•flkítjiik:

- egyréut nem fogJ&lkosunk a ma.ximum likelihood becslésekkel, csupán a
legkisebb négy■etek módsserére U.muakod6 eljárúokat mutatjuk be, mivel
esek gyakorlati alkalmaaáaa a legelterjedtebb;

- m'8réa1t ki1ár6lag a véletlen hatáa6 modelleket tÁrgyaljult (ahol u egyed
& időspecifikus hatúok a re■iduália válto16ba kerülnek beépítésre), mivel u
állandó hatúá uimultán modellek becal'-8 via■onylag egyuerien elvége■he&6
(MÁTYÁS, 1986&);

- 1 végül nem foglalkoaunk a■ identifiltáci6 feltételeivel, mivel esek - ssempon­
tunkb61 - a hagyományos fehételekt61 nem különböanek.

A továbbiakban el6uör a modellt éa feltételrend11erét definiáljuk, majd a 
korláto■on infonnáci6a eadimátorokat & végiil a teljes informáci6s e11timátorokat
tekintjük át ré91leteaebben. 1

A modell

'..I Tekintsük a■ M darab 111imul~n egyenletből álló modellt:

Yr+ X{J + U = 0 

ahol

Y aa endogén válto16k megfigye1-inek (NT x M) méret6 mátrixa,

(1) 

1
As írú folyamán vécil felhuad]ju a MÁTYÁS (1986b) ciUben mecfop~ 

likat • tá.maukodunk u oU beveNkU jelöWNkre.
2 

Ahol u idenfüúobt kikiuöböltik.
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X as exogén változók megfigyeléseinek (NT x K) méretű mátrixa,

U a residuális változók (N';. x M) méretű mátrixa,

r az endogén változókhoz kapcsolódó strukt urális paraméterek (M X N} méret íl. 
mátrixa,

fJ az exogén váltosókhos kapcsolódó strukturális paraméterek (K x M} méretű
mátnxa,

K az exogén változók ssáma,

N a megfigyelt egyedek esárna é!l

T a megfigyelt idősor hoessa,

Ai ( 1) rendszer j-edik egyenlete a kővetkeső:

Y; = Y;a; + X,-{3, + u; =Zn;+ u;, (2)

ahol

Y; a J-edik strukturális egyenlet eredmény változójának megfigyeléseit tartalmazó
(NT x 1) méret ű vektor,

Y, a J-edik strukturális egyenlet endogén magyarázó változóinak megfigyeléseit
tartalmazó (NT x M,) méretű mátrix,

X; a J-edik strukturális egyenlet exogén magyarázó változóinak megfigyeléseit tar-
talmazó (NT x K) méretű mátrix,

Z, = (Y,, X,I,
a, (M; x 1) méreti\ pararnétervektor,

f:3, (Ki x 1) méret I\ paramétervektor,

11 [o:1, f:Jjl
u, a reziduáli.s változók (NT x 1) méretű vektora,

M, a J-edik strukturális egyenlet endogén magyará1ó váltosóinak száma,

K, a J-edik egyenlet exogén rnagyaráeő válto1óinak s1áma, továbbá

Y, = YHi és X, == XL,, 

ahol H; és L1 a megfelelő s1elektáló mátrixok, melyek az (1) modellből a J-edik
strukturális egyenletet e!Mllitják.

A véletlen hatású pa.nelmodelleknél aa u; reaiduáhs váltosó felbontható az

(3)

fonuá~n, ahol
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µ1 as egyedhatá.sokat képviaelc5 (N x 1) méretű va.lós1fn6aégi vektorváltosó

JJ,j = (J.'lj1 • • • 1 Jl,Nj),

>., a1 id6hatásokat képviselc5 (T x 1) méretli: va.lós1mt\ségi vektorválto16

).i = (>.1,, • • •, ).T;),
v1 a tényleges residuális vektorváltolÓ, mérete: (NT x 1),

IN , IT a.1 (N x N) illetve (T x T) méretű egységmátrixok.

Tegyük fel,hogy

E(µ,) = 0, E(>.1) = 0, E(v;) = o, j = 1, ... , M 
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E(µ;µ;) = u;,,IN, E()\,>.;) = uf,-1/T, E(v,v:) = u;1,1NT, 
és a µ1, >-.;, VJ vektorok páronként függetlenek minden J és t-re (j és t = 1, .... , M). 

Bevesetve a (MÁTYÁS 1986b) írásban réssleteeen áttekintett 

JNT 
M3 =FA= NT, 

operátorokat, ahol J a csupa l-esekből áll6 megfelelő méretű mátrixot jelöli, a
kiinduló (1) modell re1iduális válto16inak kovariancia mátrixa:

E= E[(vec u)(vec u)'l =E,..® (/N ®Jr)+ E-'® (JN ®Ir)+ Eu® INT, 

ahol

vec a máglyá16 operátort jelöl/ és

E,. = [u;,-,), mérete: (M x M),
E,\ = [ut1], mérete: (M x M), 
Eu= [u;1,I, mérete: (M X M).

A J-edik egyenlet (3) re1iduális váltoa6jának konvariancia mátrixa:

E(u,-u~) = EJJ = u;,,(IN ®Jr)+ u~,,(JN ®Ir)+ u~1,-INr. 

Belátható {a MÁTYÁS, 1986b-ben látottak analógiájára, BALESTRA, &t al., 1987),
hogy a E mátrix spektrálfelbontása a követke16: 

"E= EE;®M;
i=l

---------- 
3 A 1náglyásó operátor adott vektoregyüHeet .egymá.s alá.• rendes.
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E1 =E.,+ TE", E:.i =E.+ NE», 

E3 = E., + TE" + NE» és E4 = E., .

Korláto1ott információs becslésnek nokáa nevesni aat a becslési eljárást, mely
a1 (1) modellt a (2) ÖS81efüggéare al&po1va egyenletenként becsüli, figyelmen kívül
hagyva a1 egyes egyenletek kö1ötti kapceolatból 11ánna16, E-ban megtestesülő in­
fonnáci6t.

Tekintsük újra a j-edik strukturális egyenletet és transsformaljuk a 2LNM4 ess­
timátor elMllitáaánál megesokottakhos haeonl6an, csak egy kicsit általánosabban:

X' Fy1 = X' F Z,1, + X' Fu, (4)

ahol F egy (NT x NT) méretű mátrix. Abban a1 esetben ha F = INr, akkor a (4)
. transzformált modellre a1 ALNM6 -et alkalmazva a hagyományos 2LNM eaztimátort
kapjuk. A reaiduális válto16 (3) struktúrája követke1tében asonban e1 az esztimátor
nem megfelelő. Abban a1 esetben, ha F = w• = M,. akkor a (4) összefüggésre az
ALNM-et alkalmasva a csoporton belüli ( within, intra) eHtimátor szimultán esetre
vonatkoa6 megfelelőjét kapjuk:

x z;w· X(x•w· x)- 1x•w· 11,. (5)

Néuük meg egy kicsit kö1elebbről1 hogy honnan jön as (6) east.imator. Tekintsük
újra a (2) modellt ée tranHfonnáljuk ó.gy, hogy a (3) reaiduumből aa idő és egyed­
hatásokat kiiktauuk. A w• operátorral bet11oro1va a modellt es könnyen elérhető
(MÁTYÁS, 1986b):

w•y, = X'W• Zn,+ w•u,-, 
ahol E(W•u,-u~W•) = u.,,-,w•. Erre alkalmasva a1 instrumentális változókat

X'W•y, = X'W• Zn,+ X'W•ui, 

ahol
E(X'W•u,-u~w• X) = u~,,.x1w• X = u~,,.o. 

A s10U808 módon keresünk egy olyan P nem 111ingulárie mátrixot, hogy

p-1p-1'=0-1, p-iop-1'=1, PP'=O . 

• Kétfokoaatd legki1ebb négyietek módnere.
6 

ÁJtalánoeított legkiaebb négyaetek mődsaere.
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bzz,., tovább transaformálva a modellt.

p-l X'W*y. = p-l X'W* Zn., t p·-lx1w·u, 
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majd alkalmazva. G ALNM-et megkapjuk. as (5) eutimatort

Az {5) esstunétor tehát egy olyan spedá.li::; 2LNM esattmátor, mely két
merőleges vetítés seg ítségével (est v~si a W operátor) küktatia aµ, és.>.., egyed­
/,s időhatésokat, így e1után as ALNM már a ssoká'l08 módon al1t;,,lma1h.até. En­
nek az esstimétomak nagy előnye, hor.y ha!'-1.:':ilalihos mncs 81 ··kJ· g as ismeret lei,
na1 mr~,, b.•r .lésére f, A merőleges veUtét, e.sonn; _ informs, v .csteséggel jar,
fin cél," ·dH r, az egyed b időhat.ások kiiktat6.s.. helve! ~ .,dat figyelembe veani,
mivel tckll.or az (''í) E:J!.timáton.ál Jobb hatásfokú u,1tunf.t,,rt nvvhrtünk. E1.
terhl"'1111tt,e1e11 megfeleié F mátrrx kivá.las1t,ásával tórténl.et . Legyen F 1:1,',
akkor a. {ll Ösa11efiiggé"böl "megfole16 általá.nod~ott 2LNM (A2LNM) esstunátor a
köv,.tkez6

~ · IJNM =- [z'r:: · 1 X(X1E 1x)- 1 X'E 1z l,,.J'i.'1. , " " J1 , 

["'"'-JX(X''"'- lX\ 1 v1r: 1 j X Ll,l..ljj . lJ1J • .... JJ 1JJ •

(6) 

Bel..thato (BALESTRA & al., l~'l, WHITE, 1984), hogy a1 F }",,1 rmnimalisalja
a.1 A2LNM" e'iltimátor kovariancia mátrixának a nyomát [diagonalis elemeinek
Ösri1egét), e11 ilyen értelemben kielégítőnek tekinthető ( vagy1.S ai. F E,/ vála.1.11tás
ilyen értelemben optimális).

"'1é111ük meg ennex i.1 es"imátornak a logikáját ar. (5) esstunátomál látotlakhos;
hll.6c nlóan. A ,i~dik st1 uktu1áhs egyenlet kovariaucra má tnxát a1 R tra1m:formáció
segltségével diagonalisálva (R 1R 1' E,/, R 11:1/H 1' -1, RR' - i.;,,). 

(7)

Ve1e1rnü~ r,1,,ot be a tovJbblépéa érdekében a Unyegibtn a.Hnr,ptohkf.i3an h.atá.rni 

esatimát0r I ,ga1ma. Egy f .iH1mptotikusan to~ita.Llan etl■timátort akkor neve1únt
ltnyegéht:n a~.i,m1•tots6ö•Han hatda'>Jabbnal' egy másik p as1imptotili:usa11 tonli.atlan
eo1ti11,'\t1,má:, •11, t,,t.,1fleges 6 ,• 0 eseté1, var. olyan mmta.elemsaa.m ( (N T)(5)), 
h,cy n.mden r, • (N7':(é_. mi11t.a11á.l a

I 1 t 6 j<1va•· ;,. avar Pr. 

külö11i}:!éE", po11tlv a1em1 ~efinit, ahol at.Jr as aa,simptotikut kovanancia mátrixot
jelöli (W 111n. 1984). Ebből a definlci6b61 kimdulv.o a. (7) mo,!ell optimáliz im1tru­
rnentáh.8 vált,16111ak neve11ük a1okat a válto1ókat, meliyekkel a modellt tran1111-
Íonnálw. maj,. erre a AI.NM-et 1vagy KLNM-et} al.kalmasV.t l'ftY tlnyegél>cn. 

,,

-····---·-·····- 

6 Meg;,egysenM~ he-gy a.zi (lJ 1111mul..i.r modell (2) Jedi!. egye,1le,e konri:u1cia
lllátrncának dia.gonahiálua ú.tján nyert paraméterbecaléaek megegyenek az (5) Nltímátor
ll:Yújtutta beulesekke, M ÁTYÁl>, l 98b.. , 8 AI.TAGI, 198.
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aazímptotikuaan iwtáao, e1nimátorlwz jutunk. Belátható (WHITE, 1984), hogy
a (7) modell esetén as ilyen optimális instrumentális változókat a R-1X mátrix
tartalmassa. Ennek megfelel6en a (7} modellt essel transzformálva:

(R-1X)'R-111; = X'R-1R-1Z;,; + X'R-1R-1u;,

majd as ALNM-et al.blmuva visssakapju.k a (6) esltimátort, ami értelemsserűen
linregéoen uzimptotÜ;uan Jaatáao11. 

• A2LNM ea1timák>r haa1nálhat6ságá.ho1 ssükség van a E,; kovariancia
mátrix becslésére, Es as u; = y,- - Z/i;,.., becsült residuum vektor segitséghel
könn~n el6állitható:

..-.2 1 NM .... '1· ··= -U· ,u,·,•.u m, , i=l,2,4

ahol m, a megfelelő M, operik>rok rangja (m1=N-l, m2=T-l, m,=(N-l)(T-1}),
továbbá

a? .. = éP1 .. + a22 .. - a? . .,,,, ,,, ,JJ .. ,,, '

éa ebből

' f;; =L fit,,-,-M, . 
i=:1 

Esek utb a1 A2LNM eHtimátor má.r minden további nélkül haa1nálható.

BeJátha.t6 (BALESTRA, 1987, felhaa1nálva HSIAO, 1974 eredményeit), hogy
abban &I esetben, ha

1. aµ,, >., & IJJ valóain4~i vektorváltosók elemei függetlenek,

2. X nem 11tochu1tikus &

lim -
1
-X'W" X = A 

T,N-oo NT ' 

ahol A positív definit,7 

3. 

I. N 
1m -=l, 

T,N-oo T 
all.or u (5) • (6) es.di.Jm.wrok u1imptotikuaan (megegyes6en) normális elosslá­
n'6u.1 0 vúha~ ,rt,kltel •

u~,;1l(IIH,-L;)' A(IIH,L1) J-1

11.ow.riuci& máhi.x11aal, ahol Il s reduUl\ forma paramétereinek mátrixa.

' Cak allor leJiet pogitl• debit, ha II modellben nine.e 11abad kon1Lan1, ellenkea6
«tlltlbu. qyuis as X1W• X mitrix uinaulária .
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A fentiekből kővetkesik, hogy a (6) eastimátor (a.s11imptotikusa.n) nem hatáso­
sabb mint a1 (5) esstimátor, ami annak tudható be, hogy N és T --+ co esetén a
residuális válto16 kovariancia lltruktúrájá.ból ssánnuó információ elenyéssö ,1.11 X 
és Y megfigyelés mátrixban foglalt infonnáci6hom képest. Vegyük figyelembe, hogy
a E,; mátrix spektrálfelbontása (MÁTYÁS, 1986b}:

Eii = (<1~Ji + T<1;,; + Nui;;)FA+ 
+ (u~ii + Tu!,-,)Bn + (u;,,- + Nu;,-,-)B1 + o-;;,.w•, 

éa {gy 
.. ~-1 - 1 FA 
üii - 2 T 2 - N 2 +U.,ii + UP.ii t UJ.ii 

+ a lT 2 s; + 2 1N 2 B, + + w• . 
u.,,-;+ uP.ii u.,,,+ uJ.ii a,Ji 

Ennek megfelelően világ011, hogy ha N és T -+ oo a,kkor as (5) eutirnátor & a
(6) e&1timátor aesimptotikusan megegyeaik, Ennek tudatában kell6en nagy minta
esetén (ha N és T is nagy) célsserűbb a1 (5) es timátor hauná1ata., mivel ekkor
nem kell a varianciák becslésével fogla.lk.oini.11 Véges minta esetén (ha a minta nem
kel16en nagy) elméletileg céla1ert\bb as A2LNM essrimétor husnálata, mivel ekkor
a reaiduális válto1ó kovariancia struktúrájából S1ánna16 infonnáci6nak. lényeges He­
repe lehet.

Teljes Jnformáclóa becslés

A1 (l) modell teljes infonnációa becslésének 111okás nevesni aat aa e\já.rást, mely
a modell paramétereit úgy becsüli, hogy a.a egyes egyenletek kö1ötti kapceolatra
\'onatkosó (a E mátrixban megtet1teaül6) infonnáci6t felhaa1nálj~ A1 áltaU,noaított
há.romfoko1atti LNM ea1timátorho1 {A3LNM) a hagyományoo 3LNM0 eHtimátor­
náI meg111okott mődon juthatunk.

Legyen

Ekkor a.1 ( 1) modell felírható a1

!I= z., + u

formában. Legyen

8 
Alit, hogy mi Lekinthet6 na.gy N-nek M T-nek további Montt~Oatrlo viu&áb.k>kbl

kell eldönteni.
9 

· Háromfokora.tú legiilJebb ni§gy1etef/; m&w:ere.
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D=diag<Eu ... EMM>, X=IM®X. 

Ekkor a ( 6) esst.imátor levezetésénél látott transífonnációt elvégezve majd a1
ALNM--et alkalmazva kapjuk a (1) modell általánosított háromfokozatú LNM ess­
timátorát (A3LNM)

'1A3LNM = !Z!D-1 X(X' n-11:n-1 i)-1i•n-1z.1-1x
X 1z:n-1 X(X'D-1ED-1 x)-1 X'D-1y].

A1 east imátor használhatóságához szükséges az ismeretlen varianciák becslése. En­
nek egyik kon1iutens útja a következő:

i=l,2,4

É = !É,i], D = diag < Éu ... EMM >

A hagyományos technikai eszközök segítségével belátható, hogy a (6) esst.imátor
tárgyalásánál bevezetett I., 2. és 3. feltételek esetén a A3LNM esztimátor aszimp­
totikusan uormália elosalásű, 0 várható értékkel és

kovariancia mátrixssal, ahol

nn.,L.,) · 
Abban as esetben, ha az egész reudsaer éppen identifikált, bármely J-edik struk­
turális egyenlet paramétereinek A3LNM esarimatora megegyezik a A2LNM ess­ 
timátorral. A1 ( l) modell paramétereinek teljes információs maximum likelihood
e111timátorának (bonyolult) levesetéaével pedig kimutatható (BALESTR A, P. & al.
1987), hogy ea a1 eHtimátor aszimptotikusan megegyezik a.1 A3LNM esatimátorral.

A1 A2LNM és A3LNM esat.imátorok látHólagos bonyolultságuk ellenére s1á­
mítástechnikai eHkö.ökkel könnyen előállíthatók, [gy gyakorlati alkalmasásuk nem
ütkö1ik nehésségbe. E1 a.sért is kedvesö, mert a asimulrén modellek nagyon in­
fonnációigényeaek, és es a1 igény hatékonyan elégíthető ki a1 idősorok és keresstmet­
M1eti adatok együttes felhannálásával, ami a nimultán panelmodellek felhas1nálását
ősstőnősheti.

(Bdrkuett: 1988. mtijw.a 9-án.} 
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Estimation of Simultaneous Pane) Modela
The purpose of the article ia to ahow how the parameter eetimaticn procedures for

traditional slmultaneoue models can be extended to panel models. By analyaing the prop­
ortiea of the parameter eatimaton thus produced the author wi,hea _to help to the practice
of model builders.


