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Szigma, XX. (1987-88) 4. sz.
KLEMENCSICS MARTA — POVILAITIS SIGITAS

Egy optimailis szabdlyozasi modell és
alkalmazisa a gazdasdgpolitikai elemzésben

1. Bevezetés

A kozgazdasigi, gazdasigpolitikai kutatdsokban jél hasznosithaték az op-
timdlis szabdlyozdsi modellek, amelyek a gazdasig redl- és szabalyozdsi szférajat
osszefliggéseiben dbrazoljik. Ezeknek a modelleknek két olyan fontos tulajdonsiga
van, amely kilonosen alkalmassd teszi Sket gazdasagpolitikai, tervezési problémaék
vizsgalatdra:

dinamikus modellek, tehét folyamatokat dbrizolnak, és

- nem csupan leirjik azokat, hanem lehet&séget nytjtanak a modellezé szamdra
a folyamatokba vald beavatkozdsra is.

Az optimilis szabilyozdsi modellek legegyszertibb — és ezért legkénnyebben
hasznalhaté — - tipusa a linedriskvadratikus szabalyozasi feladat, amelyben a mo-
dell 6sszefliggésrendszere linedris, a célfiggvény pedig kvadratikus. Az ilyen felada-
tot tehdt a kovetkez8képpen fogalmazhatjuk meg:

zy = Azy_ | + Buy +¢ (Te)

T

min' (e — 22) Rl — 20) + (st — 20 Qla — )], (1.2)

t=1
ahol
z; az allapotviltozdk t. évi értékeit tartalmazé n elemi vektor
zy adott n elemi vektor
u; a szabdlyozéviltozok t. évi értékeit tartalmazé m elemi vektor
¢ konstans vektor

Ty és u; az 4llapot-, illetve szabilyozévaltozék elére megadott, valamilyen szem-
pontbdl kivdnatos, megvaldsitandé palyai
A,B,R,Q megfelels méretii egyiitthaté métrixok, R-r8l és Q-rél ltaldban feltételes-

zik, hogy szimmetrikus, pozitiv (szemi)definit matrixok.

Az (1.2.) célfiiggvényt tigy értelmezhetjiik, hogy adott az allapot- és szabélyo-
26véltozdk valamilyen kivént (pl. tervezett) palydja, és a feladat megolddsa soran az
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allapot- és szabalyozéviltozéknak azokat az évenkénti értékeit hatfozzuk meg, ame-
lyek mellett egyiittesen a lehetd ,legkozelebb” haladnak a kitiizott palydikhoz, ab-
ban az értelemben, hogy az eltéréseknek az adott silyokkal stilyozott négyzetosszege
minimalis.

A feladat megfogalmazdsihoz néhany megjegyzést szeretnék fizni:

a.) A modell feltételrendszerének (1.1.) formdja eléggé altalinos, ugyanis mind
az allapot-, mind pedig a szabalyozévaltozéknail tetszdleges szami késleltetett
értéket figyelembe vehetiink, a feladat ekkor is (1.1.) alakra transzformélhaté.
Ebben az esetben az (1.1.) formuldt a modell dllapottér-reprezenticiéjinak
nevezzuk.

b.) A kvadratikus célfiggvény alkalmazisit tobben biraltik. A f6 ellenvetés ezzel
szemben az, hogy szimmetrikus, tehit a kivint palydktdl folfelé és lefelé valé
eltéréseket egyformén kezeli, ami kozgazdasagi modelleknél nem fogadhaté el.
A felvetés jogos, és torténtek is prébalkozasok e téren (ld. pl. FRIEDMAN
[5] és SANDBLOOM [9]), amelyeknek lényege az, hogy szakaszosan kvadratikus
célfiggvényeket hasznilnak. Mi — munkdnk jelenlegi elsé szakasziban — az
egyszeriiség kedvéért mégis a ,sima” kvadratikus célfiggvényt alkalmaztuk,
noha tudataban vagyunk ennek a problémanak.

c.) Kifogdsolni szoktak a célfiggvényben szerepld silymadtrixok szubjektiv voltdt
is. Err8l a kérdésrol, illetve a célfiggvény értelmezésérsl a kovetkez6 részben,
a konkrét modell bemutatdsa kapcsdan szélunk majd.

A lineéris—kvadratikus optimalis szab4lyozisi feladatnak a megolddsira t6bb-
féle médszer létezik. A legdltaldnosabban hasznilt CHOW médszere (1d. pl. CHOW
(2], QURNOVSKY [10]), amely az optimdlis szabdlyozds meghatdrozasdt rekurziv
médon, Riccati egyenletek sorozatinak megolddsival végzi. Erre tobbféle nu-
merikus eljards létezik (ezekrdl ad jé Osszefoglaldst pl. Gyurkovics [6]). Koz-
gazdasigi alkalmazdsokndl azonban problémat jelent az, hogy ahhoz, hogy értel-
mezhetd megolddst kapjunk, a szabalyozévialtozdk értékeire alsé- és felsd korldtokat
kell megadnunk. Chow médszere ezt nem teszi lehetévé, Ezt a problémdt két-
féleképpen lehet megoldani. Az egyik lehetséges Gt a Lagrange-féle relaxicids
médszer alkalmazdsa a Riccati egyenletekre (ld. SANDBLOOM [9]), a masik az,
hogy a feladatot dtalakitjuk programozési feladattd. A megolddshoz ekkor felhasz-
néalhaté a Magyarorszégon is elérhet6 CONOPT nevii programcsomag (ismertet ését
1d. MIHALYFFY-BAGDY [8]). A CONOPT igen iltaldnos esetre van kidolgozva,
igy alkalmas nem linedris osszefiiggésrendszerrel leirt feladat tetszéleges célfiiggvény
mellett torténd megolddsira. A linedris-kvadratikus feladat ennél egyszeriibben
oldhaté meg, figyelembe véve a feladat sajatossagait. A kovetkezd részben ezt az
algoritmust mutatjuk be. Ezt kovetden roviden ismertetjuk azt a modellt, amelyhez
az eljarast kialakitottuk, és szélunk a szdmitdsok néhiny f6 tapasztalatarél is.
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2. A linearis-kvadratikus feladat megolddsanak algoritmusa

Induljunk ki a kovetkez6 feladatbdl:

T
TinZ[(zt — 2)'R(zy — 7,) + (e — %) Q(ue — )] (2.1
\u g i
¢ = Azy_ 1 + Buy + Gey + ¢ (2.2)
ULt S Uy S UI)t, (2.3-)

ahol z; az dllapotviltozdk t. évi értékeinek n elemit vektora
us  a szabdlyozdviltozdk t. évi értékeinek m elemil vektora

e;  amodell szempontjdbdl kiilsé hatdsokat képviseld exogén viltozdk k elemt
vektora

UL, és UP, a szabalyozévialtozdk értékeire vonatkozd alsé és fels6 korlatok m
elemi vektorai

A, R m x n méretlt mitrixok
B n x m méreti mitrix
Q@ m x m méretli mdtrix
G n X k méretd mdtrix
¢ n elemi konstans vektor
z; adott n elemil vektorok, az dllapotvaltozék megvaldsitands (tervezett)
palydi
"4y adott m elemil vektorok, a szabalyozévaltozék megvalésitandé palyai.

Feltessziik tovdbba, hogy z, vektor adott, valamint hogy R és Q szimmetrikus
pozitiv szemidefinit matrixok.

A feladat megolddsa azt jelenti, hogy meghatdrozzuk azokat az z; és u; vek-
torokat, amelyek kielégitik a (2.2.) rendszerfeltételeket, valamint a (2.3.) korldtozé
feltételeket, és amelyek mellett a (2.1.) célfiggvény értéke minimélis.

Irjuk fel a (2.2.) rendszer altaldnos megolddsat:

t—1 t—1 t—1
Ty = Atz + Z A*Bu,_ + Z A*Ge, i + Z Akc. (2.4.)
k=0 k=0 k=0

Ezt most helyettesitsiik be a (2.1.) célfiiggvénybe! A megfelel$ italakitdsokat
elvégezve azt kapjuk, hogy a (2.1.)-(2.3.) feladat ekvivalens a néla jéval egyszeriibb
formdban felirhaté
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minv' Fu + 2d'v + g (2.5.)
v v <y, (2.6.)
feladattal, ahol
u UL, Up,
us UL, Up,
ve=] . 1 ‘ 5 Up . ;
ur I/LT [/ l).]v
T T
g = }_: rRri + ) ulQu,
1=l 1=1

‘roRA°B+ r\RAB+r,RA*B+...+ rf_RAT'B-4\Q

d; r\RA°B + r,RAB +.. 4 RAT *B -,

dr
re_RA'B - 45,.Q
amelyben a kovetkezd jeloléseket alkalmaztuk:

A = E  egységmatrix
ro=Azg+Gey+c— %, =p; —
71:API+G62+C" Iy =pg — Iy

rr-1 = Apr-1 + Ger +c¢ — Zr = pr — ir.

Mivel @ és R szimmetrikus mdtrixok, a célfiggvényben szereplé F' matrix is
szimmetrikus és az aldbbi formdban irhatd fel (itt csak a felsé hiromszog matrixot
irjuk fel):

T . BA'RA'B + Q; YL B'A"RAT'B; v AT prgad (D3R A1 g

Y BARAIPEQ o Il EARHTAR R

ZII(T»-l)B:A:mT (TR A B+ Q

Adott z; mellett keressik tehdt azt a v vektort, amelyre a (2.5.) célfugg-
vényérték minimdlis. A feladatban szereplé v viltozékra csak alsé- és felsé kor-
latok vannak megadva, a programozisi feladat feltételrendszere tehat igen le-
egyszerisodott. A felirdsbdl lathatd, hogy a mddszer a szabéalyozék optimalis
értékeit a vizsgdlt idSszak minden évére egyszerre, egy feltételrendszer keretein beliil
hatdrozza meg, szemben Chow mdédszerével, ahol az optimalis szabalyozdk évente
keriilnek meghatdrozasra, a feladat \ijbél és jbél torténs megolddsival.
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Ez a médszer megnoveli a feladat méreteit: a {2.5.)—(2.6.) feladatban szerepld
valtozdk szama T x m, a feltételrendszer viszont igen egyszerd, igy végilis gyors,
hatékony megolddsi algoritmust sikerilt kialakitani.

Oldjuk fel most azt a feltevésiinket, hogy @ és R szimmetrikus matrixok. Ebben
az esetben természetesen az F mdtrix sem lesz szimmetrikus. A {2.5.) célfiggvény
viszont ugyanott veszi fel minimalis értékét, mint a vele ekvivalens

1
min 2v'(F + Flv+2d'v+¢q (2.7.)

fuggvény, ahol az (F + F') matrix mdr szimmetrikus.

A (2.5.)-(2.6.), illetve (2.6.)-(2.7.) kvadratikus programozasi feladatnak a
megolddsira FLETCHER R. és JACKSON M. P. mddszerét hasznéaltuk fel (prog-
ramkonyvidri leirdsat 1d. [4]), amely az optimdlis pont meghatdrozdsara a gradiens
mdédszert alkalmazza, de ennek sordn erdésen kihaszndlja a feladatnak azokat a saja-
tossagait, hogy a viltozdékra csak alsé- és felsé korlatok vannak megadva, valamint
hogy a (2.5.) célfiggvényben szereplé F mdtrix szimmetrikus.

Az algoritmus hatékonysiagat jellemzi, hogy szdmszeriisitett modellink (ld.
kovetkezd részben) — amelyben a transzformaélt (2.5.)-(2.6.) feladat 42 véltozét
tartalmazott — a szamitégépben 40 K memdriat foglalt, egy futds 9 sec. CPU 1dét
hasznalt el.

3. A vegyes iranyitas egy optimalis szabdlyozdsi modellje1

Roviden ismertetjik azt a modellt, amelynek a megolddsara az eléz6ekben leirt
algoritmust kialakitottuk.

Célunk egy olyan modell kidolgozasa volt, amely felhasznilhaté a gazdasidgpo-
litika mozgdsterének feltirdsara, a kiilonbozé gazdasagpolitikai prioritasok hatdsa-
nak vizsgalatara. Ezért modellinket nagyon aggregdltan, a f6 népgazdasigi kate-
goridkra épitve dolgoztuk ki.

Modellink allapotviltozéinak korét a népgazdasigi mérleg alibbi kategéridi
alkotjdk

1.) Brutté nemzeti termelés (BT)

2.) Hazai eredetii anyagfelhasznalds (AH)
3.) Anyagimport (Al)

4.) Alldeszkdzallomany (K)

5.) Lakossagi fogyasatas (LF)

A vegyes irinyitis modellezésének gondolatat LIGETI ISTVAN vetette fel. Az eredeti

1

modell kidolgozsa, Skonometriai becslése BERDE EVA nevéhesz fiizédik (1d. (1]). A
modell megfogalmazasihoz, felépitéséhez rajtuk kivil az OT TGI és OT IMI munkatdrsai
kéziil HULYAK KATALIN, HUNYADI LAszLO, HUTTL ANTONIA és NEMENYI

JUDIT nytjtott segitséget.
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6z0sségl fogyasztds (KF)
Allami beruhizas (AB)
Villalati beruhdzis (VB)
Nem rubel export (ED)
10.) Nem rubel import (IDD)
11.) Rubel export (ER)
12.) Rubel import (IR)

A szabdlyozéviltozdk kivalasztasandl abbél a megfontoldsbdl indultunk ki,
hogy gazdasigunkban egyidejiileg, egymds mellett és sokszor egymds hatdsat
keresztezve, gyengitve léteznek és mitkodnek az indirekt és a direkt irdnyits elemei

6) K
7.)
8.)
9.)

is (innen szdrmazik a vegyes irdnyitas elnevezés). Ennek megfeleléen modelliinkben
megkiilonbéztetjik a szabilyozék két csoportjdt:

Az indirekt szabdlyozds elemeit képviseli
— a lakossigi jovedelem (J)

- a lakossagi hiteltobblet (HL) és
— a nyereségagi fejlesztési alap (NYF)™ kategéridja.

Ezzel kapcsolatban megjegyezzik, hogy tulajdonképpen ezek a pénziigyi kategoridk
nem szabdlyozék, maguk is tobbféle szabilyozé (pl. addékulesok, kamatlibak)
hatasdra alakulnak. Akkor mégis miért ezeket kezeljitk modelliinkben szabdlyozé-
valtozékként? Erre tobb okunk van. Elészor is az igazi” szabilyozdk mértéke,
hatékore, s6t a szabalyozis elvei is gyakran valtoztak az elmilt években, azért ezek
felhaszndldsival idésorokon alapuld vizsgalatokat végezni szinte lehetetlen. Masod-
szor: a szabdlyozék és a gazdasigi folyamatok szovevényes kapcesolatidban az egyes
szabdlyozdk (gyakran egymds hatdsit mdédosité) miikodését elkiiloniteni sokszor
nem is lehet. Végiil: az itt felsorolt hirom kategéria viszonylag jél kézbentarthaté-
nak bizonyult.

A direkt irdnyitdst képviselik modelliinkben a szabdlyozévdltozokként szerepls
tervszamok.  Itt azt a hatdst prébdltuk megragadni, amit a nyilvinossigra
hozott tervszamok gyakorolnak — az alsébb szintii déntéseken keresztil — a
gazdasigi folyamatok alakuldsira. FEz természetesen igen attételes, bonyolult
hatdsmechanizmus, amit modelliink jécskan leegyszerfisitve kezel. Ezért az ered-
mények értékelésénél igen évatosnak kell lenni. Modelliinkben hirom tervszdm
szerepel szabalyozdként, ezek mind az importhoz kapcsolédnak:

~ tervezett gépimport (PIG)
— tervezett anyagimport (PIA)

— tervezett rubel relaciés import (PIR).

Ez a kategdria 1985 6ta mar nem létezik, a tovibbiakban csak az egyszer(iség kedvéért

alkalmazzuk, és a nyereségbdl villalati fejlesztésekre forditott Gsszegeket értjitk alatta.
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Ezekre a kategdéridkra — az import erésen kozpontositott szabalyozds miatt — foko-
zottan érvényes, hogy a nyilvdnossidgra kerild tervszdmok bizonyos virakozdsokat,
elvirdsokat indukdlnak, illetve eligazitdst adnak a virhaté tendencidkrél.

A nem rubel reliciés kiilkereskedelmi kategéridk egyenleteinek becslésénél olyan
valtozdkat is be kellett vezetniink, amelyek kiviil esnek a modelliink vizsgédlati korén:
az import egyenletében egy dummy valtozét kellett szerepeltetnunk (DUMZ2), az

exportéban pedig egyfajta kulkereskedelmi drindexet (MNWA).3

A modell egyenleteit az egyes kategéridk 1970-83-as évekre vonatkozé folyddras
idSsorai alapjdn az egyszerii legkisebb négyzetek mddszerével szdmszeriisitettik,
majd a becslést djra elvégeztik az egyenletrendszer egészére a legkisebb négyzetek

¢ 2 . ’ 4
kétfokozati mddszerével.

Modelliink egyenletei a kovetkezdk:®
Bn = 1, 1064(EDt_1 s IDDf-l) + 0,807 BT‘!*-I =t 1,549 AIt_1+
+4, T749( % ~ Ji1)

e
~—

2.) AH; = 0,6905 BT, —0,2021 AI,—0,6905 BT;.;+1,0345 AH; ; —9582,316
3.) AL, =0,5562(IDD, + IR;) +0,2611 Al,_,

4) Kt = 0,9407 Kt—l +0,5171(VB:..1 +AB¢..1)

5.) LF, =0,2609 LF,_, +0,7285 J, —0,9489 HL,

B.)  KF; =0, 05(IDD; + IR;) +0,8534 KF,_,

7.) AB, =0,6848V B,_, —0,0921 K,_; +0,3334 PlA; +10319,17

8) VB, = -0,3279 AB;_, +1,6078 NY F, + 0,8019 PIG, + 6105,951

9.) ED, =0,2458 IDD, + 0,04862 BT,_, + 55,3998 M NW A,
10.) IDD; = 0.0498 BT, 0,5127 IDD, ,+1,41516 PIG,+48583,43 DUM2,+

+11455,87

11.) ER, = 0,4225 ER, | +0,5683 PIR;

12.) IR, = 0,1564(V B, + ABy) —0,1475 IR,_; + 0,7430 PIA, .

Mint ldthatd, modellink 12 4llapotvaltozdt és 6 szabalyozévaltozdt tartalmasz.
Mivel a brutté nemzeti termelés egyenletében a lakossigi jovedelem késleltetett
értéke is szerepel, fel kellett irnunk a modell dllapottér-reprezentaciéjat, amely 18
egyenletet tartalmaz.

A modellel végzett vizsgdlatok sordn a (2.1.) forméji célfiiggvényt hasznéltuk.
Szdmit4sainkban a kezds (0.) évnek az 1984-es évet tekintettuk, az optimaliz4ldst a
VIL Stéves tervidBszak végéig, vagyis 1990-ig végeztiik. Megadtuk a vizsgalt id8szak
minden évére az 4llapot- és szabalyozévaltozék tervezett értékeit (a VIL Stéves terv-
ben szerepld el8iranyzatokat tekintettik ,kivanatos” palydknak), és megprébaltuk
a vdltozdk alakuldsit ezekhez a palydkhoz kozel terelni.

° A modell felépitése sorin figyelembe vett elméleti megfontoldsokat és tapasztalati
szempontokat BERDE K. [1] anyaga részletesen ismerteti, itt azokra nem tériink ki.
A szimitdsok az OT IMI HwB gépén a TSP 4.0 programmal késziiltek.
E Az egyenletek statisztikai jellemzGit szamszerfien itt nem ismertetjiik, azok [1]-ben

megtalidlhatdk.
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A célfuggvényben szerepld silymdtrixokat (@ és R) tébbféleképpen értelmez-
hetjik. Felfoghatjuk iigy, hogy egyes elemeik a hozzajuk tartozd viltozdkra vonat-
koztatva a kivdnt pdlydktdl valé eltérés ,koltségeit” reprezentdljik. Tekinthetjik
ezeket az elemeket ,bintetésnek” is, amellyel az eltéréseket sijtjuk.  Kife-
jezhetik a sdlymatrixok ezenkiviil a gazdasagpolitikai prioritdsokat i1s. Ha pl. a
gazdasdgpolitika szamdra kilonosen fontos a killkereskedelmi egyenleg tervezett
alakuldsanak biztositdsa, a megfeleld valtozdkhoz tartozd silyt elég nagynak
valasztva elérhetjiik, hogy a kiilkereskedelmi egyenleg a kivant palydn, vagy ah-
hoz elég kozel haladjon, és megvizsgdlhatjuk, hogy ez a kovetelmény milyen von-
zatokkal jar a gazdasigi folyamatok mds teruletén. Mi vizsgilataink sorin ez
utébbi megkozelitést alkalmaztuk. Kiinduld helyzetben gy hataroztuk meg a
silymdtrixok elemeit, hogy figyelembe vettuk azt. hogy az egyes valtozdknak
kilonbozé a szérdsuk, ezért ugy tudunk egyenld kovetelményeket tdmasztani az
egyes valtozékkal szemben, ha a silymatrixok diagonilis elemeiként a megfelels
valtozdk szérasanak reciprokdt szerepeltetjuk. Mivel azonban a szdérdsok nagyok,
igy gyakorlatilag minden elem zérus lett volna. Kzért, ehelyett az egyes valiozdk
relativ szérasainak reciprokai szerepeltek a silymatrixok fédiagonalisiban. A gaz-
dasdgpolitikai prioritdsok vizsgdlatindl azutdn eltértiink ezektdl a silyoktol.

Akarhogyan értelmezziik is a célfiggvényben szerepld silymdtrixokat, azok
elemel szukségképpen szubjektiv itéleteket tiikroznek, hiszen nem létezik olyan
objektiv mérce, amivel a kivant palydktdl valé eltérések koltségeit, vagy a gaz-
dasagpolitikusok prioritdsait mérur tudnank. Ezért a célfnggvény értékének sze-
rintunk nincs realis kozgazdasagi tartalma, elemzéseinkben nem foglalkoztunk az
optimalis célfuggvényértékek vizsgdlatival. CHOW |3 cikkében a szabalyozovidlto-
z6k kulonbozé értéket mellett kapott optumdlis célfuggvinydriékeket az egyes gazda-
sagpolitikai alternativik rangsoroldsira hasznilja. Véleményunk szerint ez megala-
pozatlan, de a gazdasigpolitikai prioritasok vizsgdalatira a kvadratikus célfiggvény
J6l hasznélhaté.

A modellel végzett szamitdsokat 7] tanulmdnyunk részletesen ismerteti. Itt
csupan a szamitisok néhany f6 eredményét foglaljuk ossze roviden.

4. A modellszamitiasok eredményeirél
A vizsgilatot harom lépésben végestiik:
1.) a VIL otéves terv konzisztencidjanak vizsgalata;
2.) az optimilis redl- és szabilyozasi palydk meghatirozisa;
3.) a gazdaséagpolitikal prioritasok vizsgdlata.
Elsé lépésben kiszamitottuk az dllapotvaltozok palydit az 1985 1990. id6szak-
ra, feltételezve, hogy a szabdlyozévdltozék minden évben a tervezett értékuket ve-

szik fel.

Az igy szamitott palydk néhdny jellemz6 mutatéjit — a tervvel 6sszehasonlitva
— az 1. tdbldzat tartalmazza.
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1. tdbldzat:
A VII. otéves tervben meghatdrozott és a
szabdlyozd vdltozdk tervezett értékeivel szdmitott pdlya

Pélya Tervezett  Szamitott
pilya palya

Jellemz8
Brutt6 termelés 1990/85 1,36 1,35
Beruhézis 1990/85 1,54 1,67
Nem rubel import 1990/85 1,35 1,43
Nem rubel export 1990/85 1,37 1,27
Rubel import 1990/85 1,30 1,48
Rubel export 1990/85 1,28 1,30
Lakossagi fogy. 1990/85 1,38 1,40
Koz6sségi fogy. 1990/85 1,47 1,35
Kumulilt nem rubel egyenleg md Ft
1986-90 107,2 44,8
Kumuldlt rubel egyenleg md Ft
1986-90 16,9 -79,1

(A mutaték értékelésénél figyelembe kell venni, hogy az 1985 évi bazisértékeket
is a modellbsl szamitjuk!)

Az eredményekbdl lithats, hogy modelliink feltételrendszerében az 4llapot-
és szabdlyozévéltozék tervezett palydit egyidejlileg nem tudjuk megvalSsitani.
A szabdlyozék tervesett alakuldsa esetén modellinkben a brutté termelés ter-
vezettnél valamivel alacsonyabb novekedése a beruhizdsok és mindkét reliciés im-
port erdteljes novekedésével jar, amit a nem rubel export nem tud kovetni. A
lakossigi fogyasztds a tervezett 38 % helyet 40 %-kal né, mig a kozosségi fogyasztis
n6vekedése jelentésen elmarad a tervezett értéktdl.

Misodik lépésben szamitottuk ki modellink optimaélis megolddsit, amelyben
nem ragaszkodunk a szabdlyozéviltozék tervezett értékeihez, hanem azt vizsgéljuk,
hogy hogyan lesz a redl- és szabdlyozasi folyamatoknak a tervezett palyiiktdl valé
eltérése egylittesen minimélis.

Az optimilis palya f8 mutatéit a 2. tdbldzatban hasonlitjuk Gssze a tervezett
mutatékkal.
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2. tdbldzat:
A VII. otéves tervben meghatdrozott €s
a modell dltal optimdlisnak 1télt pdlya

Pilya Tervezett  Optimélis
palya palya

Jellemzd
Brutté termelés 1990/85 1,36 1,33
Beruhé4zas 1990/85 1,54 1,48
Nem rubel import 1990/85 1,35 1,46
Nem rubel export 1990/85 1,37 1.27
Rubel import 1990/85 1,30 1,34
Rubel export 1990/85 1,28 1,28
Lakosségi fogy. 1990/85 1,38 1,40
Kozosségi fogy. 1990/85 1,47 1,32
Kumulélt nem rubel egyenleg md Ft
1986-90 107,2 87,1
Kumuldlt rubel egyenleg md Ft
1986-90 16,9 13,0

Ebben a megolddsban a brutté termelés névekedési iiteme még jobban elmarad
a tervezettdl, 36 % helyett csupan 33 %, amit azonban a modell a beruhdzisok
Jéval alacsonyabb novekedésével valdsit meg: a tervezett 54 % helyett csak 48 %-
kal nének a beruhdzasok. Az import novekedése azonban — elsésorban nem rubel
reliciéban — igen gyors, mig a nem rubel export béviilése alaposan elmarad a
tervben szdmitott mértéktsl.

Az 3llapotviltozdk palydi kozelebb keriiltek a tervezetthez, ennek viszont az
az ,4ra”, hogy a szabdlyozéviltozéknil el kell térniink ezektSl az értékektdl. Az
optimilis megolddst az jellemzi, hogy a beruhdzisokhoz kapcsolédé szabalyozék
(nyereségégi fejlelsztési alap, tervezett gépimport) rendre jéval alacsonyabb értéke-
ket vesznek fel, mint ami a tervben szerepel (ez érthetd is, hiszen a beruhizi-
sok optimélis volumene is jéval alacsonyabb a tervezettnél), a lakossigi jovedelem
és a lakossdgi hiteltcbblet (ami a lakossigi fogyasatast csokkenté tényezd) viszont
meghaladja tervezett értékeit.

ésszességében megallapithatjuk, hogy a VIL otéves terv — a modelliinkkel
szdmitott optimdlis palydkhoz képest — tilzott novekedést irdnyoz el8, ugyanakkor
a killgazdasdgi kérdéseket til optimistén kezeli.

Harmadik 1épésben keriil sor a gazdasigpolitikai prioritdsok vizsgilatira. En-
nek soran feltételestiik, hogy a gazdasigpolitika iranyitsi valamely 4llapotvéltozs
tervezett alakuldsit akkor is biztositani akarjik, ha ez mas véltozékndl a tervezett
palydktdl valé tédvolodast idéz els. Erre vonatkozéan tobb palyat szémitottunk ki.
Feltételestirk, hogy az a v4ltozé, aminek prioritdsa van a tobbivel szemben
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: a nem rubel reldciés kiilkereskedelmi egyenleg
: a rubel reldciés kiilkereskedelmi egyenleg

: a bruttd termelés

: a beruhdzds (4llami+viéllalati).

oQw»

Ezeket a viltozatokat osszefoglaléan a 8. tdbldzat jellemzi.

$.tdbldzat:
Kiemelt prioritdsok mellett szdmitott modellpdlydk

Pilya Valamely viltozé prioritdsival szdmitott pilya
Tervezett Optimalis A véltozat: B véiltozat: C viltozat: D valtozat:
palya pilya  nem rubel rubel brutté  beruhdzés
Jellemz6 egyenleg  egyenleg  termelés
Brutté termelés
1990/85 1,36 1,33 1,51 1,33 1,36 1,33
Beruhizis
1990/85 1,54 1,48 1,36 1,49 1,44 1,54
Nem rubel import
1990/85 1,35 1,46 1,37 1,48 1,47 1,44
Nem rubel export
1990/85 1,37 1,27 1,32 1,27 1,29 1,27
Rubel import
1990//85 1,30 1,34 1,25 1,30 1,26 1,44
Rubel export
1990/85 1,28 1,28 1,28 1,28 1,28 1,28
Lakossdgi fogyasz-
tds 1990/85 1,38 1,40 1,54 1,39 1,42 1,39
K&z583égi fogyasz-
tds 1990/85 1,47 1,32 1,32 1,32 1,33 1,34

Kumul4lt nem rubel
€gyenleg md Ft

1986-90 107,2 87,1 107,2 86,8 91,6 94,1
Kumuldlt rubel
egyenleg md Ft
1986-90 16,9 13,0 —29,3 16,9 ~22,9 —47,1

Az eredmények alapjin a kovetkezd f6 megallapitdsokat tehetjiik:

=~ A nem rubel reliciés kiilkereskedelmi egyenleg tervezett alakuldsinak biz-
tositdsdhoz a tervezettnél és az optimdlisndl is jéval dinamikusabb ter-
melésbdvilés sziikséges, amit a tervezettnél kisebb volumenfi beruh4zis mellett

kell elérni.

~ A rubel reliciés kiilkereskedelmi egyenleg tervezett palydn tartdsa az optimilis
palydhoz kozeli megolddst ad.
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A brutté termelés alakuldsit a tervezettnél jéval alacsonyabb beruhdzdsi
novekedési item mellett, de a nem rubel kiilkereskedelmi egyenleg ked-
vezStlenebb alakuldsdval lehet a tervezett palydn tartani.

Ha a beruhdzdsok az — optimdlisndl gyorsabb — tervezett iitemben b&vilnek,
az optimdlishoz kozeli palydt kapunk. A szikséges tobblettforrdsokat a modell
rubel importbél fedezi, de szembetiind, hogy a beruhdzasok gyorsabb néve-
kedése nem jar sem a termelés, sem az export, sem pedig a fogyasztds gyorsabb
bévilésével, ami a beruhdzdsok igen alacsony hatékonysdgdra utal.

A lakossdgi fogyasztds novekedési titeme minden palydn meghaladja a ter-
vezettet.

Ami az egyes palydkhoz tartozé szabalyozdkat illeti, szamitdsaink két f6 jelleg-
zetességet mutatnak:

A nyereségigi fejlesztési alap értéke minden vidltozatban — még abban
is, amelyben a beruhdzdsok volumene a tervezett szerint alakul — jéval
alacsonyabb a tervezettnél. Ugyanez érvényes, csak kisebb mértékben a
beruhdzisokhoz kapcsolédé mdsik szabélyozéra, a tervezett gépimportra is.

A lakossagi fogyasztds szabdlyozdsira, a modell minden viltozatban azt az
utat vilasztja, hogy a tervezettnél magasabb jovedelem mellett a megtakaritds
is magas szintet ér el.

Eddigi munkénkat osszefoglalva szeretnénk hangsilyozni, hogy egy kutatds elsé

lépéseinél tartunk, tudjuk, hogy konkrét modelliink sok vonatkozdsban tdlzottan
leegyszerisitett, szdmos ponton tokéletesitésre szorul, és az itt leirt eredményekbdl

nem

is szeretnénk messzemend gazdasigpolitikai kovetkeztetéseket levonni, azokat

csupan illusztrdciénak szdntuk, hogy ezzel érzékeltessiik, milyen tipusi vizsgdlatok-
ra alkalmasak a line4ris—kvadratikus szabdlyozasi modellek. Ezzel egyiitt taldn sike-

rilt

bemutatnunk, hogy az ilyen tipust modellekkel érdemes foglalkozni, azok a

tervezés szdmdra hasznosithaté informdciékat adhatnak.

(Beérkezett: 1988. december 20-dn.)
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An Optimal Control Model and
Its Application in Economic Policy Analysis

Optimal control models which represent the real and control spheres of the economy
in their interrelations can be well used in the study of economics, economic policy and
planning. These models possess two important properties: they are dynamic models but
they not only describe processes but also provide an opportunity for modellers to intervene.

We present the solution algorithm of a linear-quadratic optimal control problem and
concrete model computations which illustrate the application possibilities of such models.

For the solution of linear-quadratic optimal control problems the Chow method is
most generally used, which carries out the determination of optimal control in a recursive
way, solving a series of Riccati equations.”But in this case there is no way to set individual
upper and lower bounds to the values of the control variables which, however, are necessary
in economic applications. Therefore, in the course of solutions, the problem is transformed
into a quadratic programming one, where, though the number of variables is a multiple of
the original, the constraint system becomes highly simplified: it only comprises lower and
upper bounds on the control variables. Thus we have finally succeeded in working out a
rapid and efficient solution algorithm.

In the second part of the article the application of the method is presented. We have
worked out an aggregated model, based merely on the main national economic categories,
with which we have attempted to explore the scope of manoeuvring of economic policy
and examine the impact of economic policy priorities. The model computations have been
performed in three steps:

~ consistency analysis of the 7th five-year plan,

— determination of optimal real and control paths,

~ investigation of economic policy priorities.

The article gives a detailed review of the numerical results and the economic conclu-
sions derived from them.
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Gazdasagfizika

1. Bevezetés

A gazdasigban végbemend folyamatok sok hasonlésdgot mutatnak egyes fizikai
rendszerekkel pl. egy edénybe zirt gdzzal. A lithaté makrojelenségek mogott
mindkét esetben nagyszadmi elemi esemény all, ezek statisztikus jellegtiek. Mindkét
esetben megfigyelhetd az események fejlédésének irdnya, azaz mind a termelési,
mind a termodinamikai folyamatok irreverzibilisek. A nagyszdmd, egyedileg vélet-
lenszeri elemi folyamat mindkét esetben egy, a rendszer egészét leiré valtozék kozti
kapcsolattd 4ll ossze. A gdz viselkedését dllapotegyenlet irja le, ami entrépidja,
belsGenergidja, térfogata és kémiai potencidlja kozti osszefliggésként adhaté meg
[1]. Hasonl$ jellegii osszefiiggésekkel a kozgazdasagtan vagy nem rendelkezik, vagy
ott ilyen osszefiiggések hasznalata idegen, még tankdnyvekben sem utalnak ri [2].

A fenti analdgia segitségével kisérletet tesziink a tdrsadalomban zajlé alapvetd
gazdasdgi folyamatok termodinamikdval analdg leirdsara.

2. A gazdasdgi folyamatok leirasa

A gazdasiag a tdrsadalom és a természet kozotti anyagcesere tartomdnya ([12],
25.0), els6sorban a termelé munka jellemzi. A munka mindenek elétt olyan folyamat,
amely ember és természet kozott megy végbe ([8], 168.0). A gazdasigi folyamatok
szovevényesen bonyolultak. A tdrsadalom minden tagja idejének nagy részében
Javakat fogyaszt és termel jra, igy a gazdasigi folyamat elemeinek szima megle-
hetdsen nagy. Példaként tekintsiink egy kis falusi piacteret, ahol csak termékek
cseréje folyik. Itt gazdasigi folyamatnak tekinthetunk egy addsvételt. Ezek szdma
még aprécska piacon is tobb ezer lehet. Hasonléan természetes médon bonthaté fel
a termelés és fogyasztds is folyamatokra. A gazdasagi folyamatokat négy mennyiség
segitségével irjuk le:

- a kornyezet (K), ami az embert korilvevé természetet méri;

- a munkaerd (M), ami a gazdasigi folyamatokban kifejtett, a természet
tarsadalmi kisajititdsara irdnyulé, az emberben szunnyadé képességet méri;

|

a termék (7'), ami a gazdasigi folyamatban létrehozott termék mennyiségét

méri;

az energia (E), mint sajitos termék.

Vizsgilatunk tirgya egy korldtos V térrész, ahol termelés folyik és amit hatar
vesz koriil. Ez lehet egy orszag az 8t korillvevé orszdghatdrral, de lehet egy
gyar az 6t koriilvevd keritéssel. A kornyezet (K) egyszeriien jelentheti a (V)-n
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belilli természeti adottsigok felsoroldsit (pl. banyak, terméfoldek), mértékéiil ve-
hetiink egy tetszés szerint a természeti adottsigokhoz rendelt pozitiv szamot. A
munkaerd (M) jelentheti a V-n beliil taldilhaté emberekhez rendelt nemnegativ
mérészamok Osszegét. A mérészam fiigghet a személy életkoratdl, foglalkozdsatol,
V-n belili helyétél stb. A termék (7) mennyiségét mérhetjiik annak természetes
mérdszamaban (a cipét parban, a kénsavat hordéban, a visznat méterben stb.) Az
energiat (£) mérhetjiik egy kivdlasztott energiahordozé (pl elaj) mennyiségében.

Feltesszik, hogy a gazdasigi folyamatok a fenti négy mennyiség megvaltoza-
saval leirhatéak, azaz a gazdasigi folyamat kihatdsa leirhaté a természetben lét-
rehozott valtozds (pl kérnyezetszennyezés), a munkaerSben létrejové viltozds, a
rendelkezésiinkre dllé energia csokkenése vagy novekedése és a létrehozott termék
mennyisége altal.

Feltesszik tovibba, hogy (V)-n belil nagyszdami gazdasagi folyamat zajlik le
(egy adott id8szak pl. egy év alatt) és nem all médunkban minden egyes gazdasigi
folyamatba beavatkozni. Ezért a négy alapmennyiség értékét (V)-n makromennyi-
ségnek tekintjik.

A kovetkezdkben megvizsgiljuk a gazdasigok kozti kolesonhatdst.

3. A nulladik és az elsd f6tétel

Tekintsiink két gazdasdgot, amelyek k6zos hatdrukon keresztiil kolcsonhatdsban
léphetnek. Az elébbiek szerint a kolcsonhatds jelentheti

— termék (7');
- munkaeré (M);
- energia (E);

cseréjét. Békében orszdgok kozt kornyezet cseréje nem lehetséges, hiszen a kérnyezet
cseréje csak hdboridval (hatdrmddositis) érhetd el. Természetesen egy villalat
megvéltoztatja kornyezetét gy, hogy termékét mdsik kornyezetre ,cseréli”, ez a
miivelet azonban termékcsereként frhaté le. Egyelére a bonyolultabb kélesonhaté-
soktdl pl. ki termék, be munkaerd) eltekintiink. A gazdasigok kozti kélesonhatdst
cserének fogjuk nevezni. Két kolcsonhatdsban 41l gazdasig nem feltétleniil fog
cserélni, csak akkor ha az érdekiikben 4ll. Ezt a kovetkezd képpen lehet megfogal-
mazi:

Feltételezziik, hogy minden gazdasigban létezik egy G(T, M, E, K) figgvény,
ami az adott orszig gazdagsdgdt irja le, és minden gazdasig a G fiiggvény novelésére
torekszik. Ezen feltételezés alapja analégia. Az aldbb ismertetendd gondolatmenet
FENYES IMRETOL szarmazik, 1d. [1]. A gazdasdgtanban vitatjdk a G fiiggvény
létezésének feltételeit, de amint aldbb litni fogjuk, segitségével ismert kézgazdasagi
allitasok is megkaphatdak.

Két gazdasag egyesitésével keletkez 6 gazdasigban G, T, M, I és K 6sszeadddik,
azaz az el6bbi mennyiségek eztenziv mennyiségek. Tegyiik fel, hogy a gazdasigok
csak T terméket cserélhetnek. Milyen irdnyban fog a T termék a két gazdasig
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kozt dramlani? Nyilvdn az a gazdasig, ahol T ,olcsé”, azaz jaruléka G-hez kicsi,
az fogja T-t eladni, ahol T ,drdga”, azaz jdruléka G-hez nagy az fogja megvenni.
Nincs értelme T cseréjének, ha jaruléka G-hez mindkét gazdasidgban egyforma, azaz
ha T mindkét gazdasigban egyforman ,értékes”.

A termodinamika terminolégidjdval élve minden kolcsonhatashoz tartozik egy
z extenziv mennyiség, aminek cseréje csak akkor jon létre, ha az z mennyiséghez
tartozo intenziv paraméter, y, a két gazdasdgban kiilénboz4 és a kolecsdnhatds (csere)
az intenziv paraméterek kiegyenlitédése irdnydba hat. Ez a nulladik fététel.

Valéban, a T termék , értékessége” allandé marad, ha két gazdasigot egyesitiink

(feltéve, hogy értékessége ugyanaz mindkét gazdasigban). A T termék cseréjének
eredményeként a gazdasigban bedllt viltozas

dG = yrdT, (1)

ahol yr jelentia T termék értékességét, dT pedig a cserélt termék (elSjeles) mennyi-
sége (E, M és K nem viltozott). Hasonlé okoskodassal belithaté, hogy 4ltaliban
egy kolcschatds (csere) eredményeként a gazdagsagban beallé viltozds

dG = yrdT + ygdE + ymdM , (2)

ahol az y, intenziv mennyiség megadja az i-edik extenziv mennyiség jdrulékat a
gazdagsdghoz, azaz az i-edik extenziv mennyiség értékességét. Ez az elsé fététel.

4. A Gibbs- Duhem relacié

A gazdasigban homogén elséfokd figgvény, hiszen ha a (T, M, E, K)-val
Jellemzett gazdasig gazdagsiga &, akkor n ilyen gazdasig egyesitésével kapott gaz-
dasigra

G(nT,nM,nE,nK) = nG(T, M, E,K)

adédik. Ilyen tulajdonsigi fiiggvényt ad meg
G=yrT+ycE +yuM + dyx K (3)
€s az intenziv mennyiségek viltozdsai egymadst kompenzaljak:

) = (inT - dyLE 4 dy[\,lM + dyKK . (4)

Az orszig gazdagsiga nyilvanvaléan az orszig részeinek (teriletegységeinek,
villalatainak, allampolgdrainak) gazdagsdgainak osszege, mivel a gazdagsdg nem-
hegativ. A gazdasigi folyamatok viszont egymast befolydsoljdk. Altala’.ban, ha az
t-edik és j-edik gazdasigi folyamat kilon-kiilon dG; és dG; viltozdst eredményez
a gazdasdgban, akkor az i-edik és j-edik folyamat altal egyittesen okozott dGi;
8azdasig viltozisra

dG,; # dG; + dG;
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all fenn. A gazdasdgi folyamatok egymdsrahatdsdt egy W matrixszal irhatjuk le:

dG,; = W,;dG; + W,,dG, .

A W mitrix a kooperdciét jellemzi, elemzése matematikai eszkozokkel a
jatékelmélet alapjan torténhet.

Az intenziv mennyiségek kifejezhetéek az extenziv mennyiségek fiiggvényeiként:

G aG e oG

_ iy . i e, =T 5
aT’ oM’ KT 5K’ (5)

Ye = 5 Ym —

yr= 3E’

azaz az 1-edik tényezd dra megmutatja, hogy z, novelése mennyivel noveli a G
gazdagsdgot. Tovdbbd

v =wu(E,T,M,K) i=TEMK. (6)

azaz az intenziv mennyiségek az extenziv mennyiségek (homogén nulladrendii)
figgvényei. Kérdés, hogy az igy meghatdrozott y, fiiggvény egyértelmiien meghata-
rozott—e. Beldthats, hogy minden kolesonhatdsban az extenziv mennyiség nemne-
gativ. Amennyiben y; intenziv mennyiség, dgy f(y,) is az, ha f monoton novekvd
fuggvény és az egyensilyban lévé gazdasigok az f(y,) skdla alkalmazdsa esetén is
egyensilyban vannak.

5. Az értékesség

A T termék termelésekor fogy a munkaerd, romlik a koérnyezet és fogy az
energia, viszont né a termékmennyiség. (1)-bél a kovetkezdt kapjuk a termék
értékességére:

e ‘ dM + dE dK 7)
== e e — Doy s e
YT = qp T YM g VB pn YK (

A termelés sordn elhasznalt javak értékességét orokli a termék, de ezen kiviil
4j érték is megtestesiilhet benne. A termék értékessége az egységnyi termék
elddllitdsdhoz felhasznalt javak értékességének osszege (azaz az egységnyi termék
elddllitdsihoz felhasznilt javak Osszes értékessége) plusz a termelés sordn megjelené
4j érték (bovitett djratermelés lehetdsége). A fogyasztas soran csokken a termék
mennyisége, fogy az energia, romlik a természet viszont néhet a munkaerd. (7)-hez
hasonléan
dG dT dr dK
b YK AM

M =M TV T YE o

(8)

Amennyiben a munkaerd novekményének értéke meghaladja a kozben elfo-
gyasztott javak értékét, ugyanolyan gazdagodas megy végbe, mint a termelési folya-
matban.
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A Gibbs-Duhem reldciébdl a kovetkezd adddik az értékesség valtozasara:

M E

dyr = dym 7 + dye — + dyk =, (9)
1 a q

azaz ha véltozik a termék elédllitdsa kozben elhaszndlt javak értékessége, ez a termék

értékességében a termékben felhaszndlt javak ardnydban jelentkezik.

6. Ertékesség és ar

Az eddig elmondottakbdl dgy tdnhet, hogy a gazdasig lefrdsiban csupa ob-
Jektiv mennyiség szerepel. Ez azonban nem fgy van. Elészor is az 4ltalunk hasznilt
négy alapmennyiség mérészamat onkényesen valaszthatjuk meg, mdsodsorban az
intenziv mennyiségek skdldja is onkényes. A termékek cseréje a gazdasigban az
aron alapszik, a cserében a termékért kapott ellenérték ingadozik ugyan az egyes
ligyletekben, de egy allandé felé kozelit, akoril ingadozik. Ezt az 4llandét a
kozgazdasigtan értéknek nevezi [9]. A termodinamikai lefrdsban az érték az intenziv
paraméterek torténelmileg kialakult skdldjat jelenti. A termelésben eldallitott drun
értékét a marxista kozgazdasdgtan szerint a benne testet 61t munka szabja meg,
a polgar kozgazdaszok a szubjektiv elemeket tartalmazé hatdrhaszon elvet valljak
[10], nem mulasztva el egy egy csipds megjegyzést ([11], 684.0): ,A munkaérték-
elmélet még a legtokéletesebb szocialista rendszerben is mind a munkaerd, mind
a nem munkaerd raforditisok helytelen és nem hatékony felhaszndldsira vezetett.”
Pedig (2) alapjdn sem allithatunk mdst mint a klasszikusok, legfeljebb az dltalunk
vilasztott fiiggetlen valtozéknak megfelelden a megfogalmazds drnyaltabb: az dru
értéke két tényezd Osszege:

~ a termelés irreverzibilis folyamata soran elallitott értéktobblet, amit a tdrsa-
dalom szubjektiven hatarozott meg az intenziv skaldk lerogzitésével;

= a termelés irreverzibilis folyamata soran felhaszndlt (,a termékbe befagyasz-
tott”) komponensek (anyagok, munkaerd sth) értéke.

Az ij fogalmak miikodésének szemléltetésére vegylik a magdnyos szigeten
hajétorést szenvedett Robinson (8] kunyhdjat, mint terméket. (A ,robinzondd”
gondolatkisérletet aldbb részletesen kifejtjitk.) Amennyiben a kunyhd fibél késziil,
a természetet a gazdasigi folyamat nem kéarositja (dK = 0), energidt sem hasznal
— taldn a tiizet kivéve — igy Robinson kunyhéjdban csak sajét munkdja olt testet.
Nem igy a betonbél épitett haz, amiben a cement gydrtdsdra és szdllitdsdra forditott
energia visszavonhatatlanul benne marad, csakigy mint az a hegy (mint egyedi
természeti érték), aminek helyén tatongs godor mutatja egy cementgydr kozelségét.
Helyrehozhatée a cementgyér 4ltal megrongdlt természet? Gondol-e Robinson
arra, hogy ha mar nem lesz sziiksége a hdzra sem 6, sem a természet nem tud mit

kezdeni a betontémeggel?
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7. Robinson Crusoe

A gazdasdgtan egyik kedvelt gondolatkisérlete az egyedildlls, lakatlan szigetre
vet3dott Robinson esetén bemutatni a gazdasagi modell miikodését [4]. A gondolat-
kisérlet lényege: a hajétorést szenvedett Robinson csekélyke eszkozeivel megkisérli
megteremteni a létfenntartdsdhoz sziikséges javakat. Gazdasiga {gy végletekig le-
egyszerlisitett.

Tegyiik fel, hogy Robinson csak a természet megijulé részét hasznilja, igy a
természetben mitkodé automatizmusok ([7], 48.0) pétoljak mindazt amit elhasznal.
Nincs nehéz dolga, hiszen ha nem égeti le az erd6t, ha vigydz a forrds tisztasigdra
és nem irtja ki a szigeten él6 allatokat, a természet bdségesen ellitja élelemmel,
eszkozzel, nyersanyaggal. Robinson esetében tehdt olyan folyamatokrdl van szé,
amelyben dK = 0. Feltehetjiik, hogy energiat sem kell tarolnia, megteszi azt egy
termék (pl. a rézse), igy dE = 0. Tevékenysége sordn munkaerejét alakithatja
at termékké és forditva, termékeit munkaerévé (tuddssa vagy izomerdvé). Pardnyi
gazdasiganak allapotat a G(M, T) fliggvény irja le. Ennek szokdsos dbrazoldsit az
1. dbrdn mutatjuk be, amikor is az azonos G értékhes tartozé (M, T) parok alkotta
gorbéket abrazoljuk. Elszor is, Robinson munkaereje feliilrél is korldtos (legfeljebb
megismerheti a szigetet, megerésodhet stb), alulrél is — amennyiben egy adott szint
ald csokken tobbé nem képes magat ellitni. Ezért

my < M < my. (10)

A rendelkezésre allé6 termékek mennyisége 1s véges, és megadhaté fenn-
maraddsidhoz szitkséges minimum (amivel feltessziik, hogy a hajétoréskor rendel-
kezett):

to<T<t,. (11)

fgy Robinson életterét a (10)-(11) halmaz jelenti, gazdasiganak minden pontban
ezen a halmazon belil kell lennie.

Tegyuk fel, hogy az 1. dbran P-vel jelolt pont irja le Robinson vagyonat
a hajétoréskor, ami 7| termékben és M; munkaerdben olt testet, egylttesen
G, gazdasigot jelent. Robinson munkdhoz lit, ) termékeket 4llit el6. Ha
a létrehozott termék csak arra elég, hogy reprodukdlja munkiban elfogyasztott
munkaerejét, akkor gazdasdganak dllapotit mindig a G gorbe egy pontja adja
meg (egyszerfi drutermelés). Ha saziikségleteinél tobbet termel, kialakul a bévitett
ijratermelés lehetésége, mig ha termelése nem fedezi sziikségleteit kialakul a
sziikitett djratermelés.

A masodik részben kifejtett gondolatmenetiinkben az intenziv paraméterek
(4rak) tarsadalmisdgdt a hatdron dtdramlé termékek biztositottak. Robinson zért
gazdasigaban nincs termékforgalom a hatdron, igy termékének drdt csak sajdt
munkabéréhez lehet viszonyitani. frjuk le Robinson gazdasagat a

G
G,:;‘N—{:yTT+M (12)
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Robinson gazdasaga
G(T.M)godrbe

Termek (T)

10 12

Munkaero (M)
—G(TM)=Go - G(TM)=G1 -e-G(TM)=G2

SRR nagh =

1. dbra. Robinson gazdasaginak G(7', M) gorbéi
figgvénnyel. A gazdasig allapotviltozasait ekkor
dG' = yrdT + dM (13)

irja le. Tekintsiik a minden gazdasagban jelenlévé két folyamatot, a termelést és a
fogyasztast. Termelésnél
dGy = yrdT, — dM, (14a)

mig fogyasztasnal
dG’] = dM/ = y']‘dT_[ . (141))

Legyen dM, = dM; és adjuk ossze (14a)-t és (14b)-t:

dG, + dG} = 2L |dT; - dTy] . (15)
Ym
Azaz, Robinson gazdasaga gyarapszik, ha a termelt javak mennyisége nagyobb az
elfogyasztott javak mennyiségénél. (14a)-bél dG| = 0 esetén megkapjuk a termék
arat:
_ iM,
T T,

azaz a termék arat az egységnyi mennyiségében foglalt munkaerd értéke adja meg
€gyszer{i (nem bdvitett) termelés esetén.
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8. Gazdasdgi folyamatok

Egy gazdasigi folyamathoz kétféle mérleget is rendelhetiink. Az anyagi (ma-
teridlis) mérleg megadja a folyamatban elfogyasatott ill. eldallitott anyagok mennyi-
ségét, a pénzigyi (financidlis) mérleg a folyamatban elfogyasztott (anyagi és nem
anyagi) eszkozok értékét 4llitja szembe az eibdllitott eszkozok értékével. Az elss
fotétel egy gazdasdgi folyamat pénziigyi mérlegét adja meg. A pénziigyi mérleg itt
korlatozott értelemben szerepel, hiszen (1) felirdsdnal a t6két nem vettiik figyelembe
azért, hogy a t8ke és a termelés kapcsolata ne bonyolitsa az egyenletet.

Az alibbi vizsgdlatokban hangsilyozni kivanjuk a termékek egyenrangtsagat,
ezért az extenziv vdltozékat z;-vel, az intenziv valtozdkat pedig y,-vel fogjuk jeldlni.
A gazdasigi folyamatokban N termék vesz résast, ezek jellemzdit egy vektorba (z
ill. y) vonjuk ossze.

A gazdasag dllapotdt egyértelmiien jellemzi az extenziv mennyiségeket megadd
z vektor. Kétféle folyamat mehet végbe a gazdasigban:

— csere: ekkor a cserében résztvevék barmelyikének szemszogébdl egyenld értékek
cserélnek gazdit. Ha az i-edik terméket a j-edikre cseréljitk az egyik
résztvevs szemszogébdl dz; > 0és dz; < 0, a mésik résztvevd szemszogébol
dz; < 0 és dz; > 0, de a csere kezdetén és végén a cserében résztvevék
birtokdban 1év8 4ruk Osszmennyisége (z, és z;) nem valtozik. Ebbdl
kovetkezik, hogy a cseréhez dG = 0 tartozik. A csere soran tehdt a gazdasig
allapota a G =konst. gorbén marad.

— termelés és fogyasztds: ekkor bizonyos termékek fizikailag megsemmisiilnek, mas
termékek pedig keletkeznek. Ebben a folyamatban eldllhat dG' > 0. A
dG = 0-val jellemzett termelés tehdt helyettesithetd termékcserével, ha a
keresett dru kaphaté. A dG # 0-val jellemzett termelés sordn a gazdasig
allapota a G = ¢ gorbérdl a G = d > ¢ gorbére megy at.

A gazdasagot a 2-6 pontok alapjin extenziv és intenziv illapotjelzék segitségével
lehet leirni. Egyik alapvetd dllapotfiiggvény a G(z), ami a gazdasig gazdasigit
méri az extenziv viltozdk fliggvényében. Az aldbbi vizsgilatok célja megallapitani,
hogyan reagél a gazdasig bizonyos viltozdsokra. A ,viltozdst” a fiiggetlen viltozdk
megvaltoztatdsival irhatjuk le, tirgyaldsunkban megviltozhat egy termék mennyi-
sége (z;) vagy édra, (y;). A gazdasig reakcidjaként elindulnak bizonyos folyamatok,
amelyek megviltoztatjik a G(z) gazdasagot, egyittal més termékek mennyiségét és
arat is. Feltessziik, hogy a gazdasdg raciondlis, azaz képes dG > 0-val jellemezhetd
folyamattal reagélni a valtozdsra.

Az aldbbiakban el6szor a gazdasig 4llapotvédltozdsaihoz megfelels extenziv
figgvényeket vezetjitk be, majd megvizsgdljuk, mi t6rténik, ha tobbletkereslet jele-
nik meg. Megmutatjuk, hogy a kereslet okozta arnovekedés a pénz elkoltésére kirétt
feltételektdl fugg. Az aldbbiakban két eltérd elkoltési médot killoboztetiink meg:

— amikor egy terméket vasirolhatunk a tobbi terméknek rogzitett dra mellett;
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- amikor egy terméket vdsdrolhatunk a tobbi termék rogzitett mennyisége mel-
lett.

Egy termék jellemzéjeként megadhaté annak a keresletnek a nagysiga, ami egység-
nyi arnovekedést okoz.

a) A gazdasdgot leiré extenziv figguények

A termékmennyiségek fiiggvényében kifejezett G(z) gazdasig olyan gazdasigi
folyamatok leirdsira elényos, ahol minden termékmennyiség valtozik. Ha az 7-edik
termék mennyiségét lerogzitjik, annak dra még valtozhat, ezért célszeri G helyett
a médositott ®; fiiggvény megvaltozdsait hasznilni:

1—1 N
dd; = Z yidzy + z:dy; + Z yyde, . (16)
=1 J=i+1
(5)-h6z hasonléan most
P, ad
(== GFE m= 17
Yj aI],J#t, e (17)

adédik a derivaltakra. A gazdasig 4llapota lefrhaté egy csak intenziv mennyisé-
gektdl (araktdl) fiiggd extenziv mennyiségyel F(y)-nal is, ekkor a folyamatokat

N
dF =) zydy; (18)
g==il
frja le, és
xi:?ﬁ; = s N (19)
Iy

ésszefoglalva: bevezettink két dj extenziv figgvényt, ami a gazdasig gazdag-
8dgdt adja meg, akircsak G(z), csak mds figgetlen valtozdkkal. Ismét leszogezziik,
Ogy mind az drak, mind a termékmennyiségek pozitivak. Miel6tt tovdbbmen-
{‘éﬂk, néhiny egyszeri osszefiiggésre hivjuk fel a figyelmet. A mdsodik derivaltak
Osszefiiggéseibdl

L (20a)
oz, dxz;
O s (200)
dz; By,

adédik, aminek jelentése a kovetkezd. Legyen az i-edik termék az acél, a j-edik
termék a vanilia fagylalt. (20a) szerint, ha a gazdasigban megvéltozik a vanilia
fagylalt mennyisége, megvaltozik az acél dra. Ez a viltozds pont akkora, mint
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a vanilia fagyi aranak megvidltozdsa a gazdasdgban taldlhaté acél mennyiségének
novekedése hatdsdra.

b) Arstabilitds

Tekintsiik a gazdasdgot leiré F(y) figgvényt. Tegyiik fel, hogy a gazdasighoz
dF gazdagsagot adunk azzal a feltétellel, hogy minden termék ira rogzitett, kivéve
az 1-ediket, y;-t. Nyilvdnvals, hogy a kereslet novelni fogja y;-t. Kis valtozdsok

esetén
dF = ¢;dy; = ¢;(y)dy; (21)

és ¢; > 0. «¢; azt a keresletet jelenti, ami az z-edik termék drdt egységnyivel
megnoveli. A kereslet lekotésének koriilményeit masképpen is rogzithetjik, pl. vgy,
hogy a lezajlé folyamatokban nem engedjitk meg a termékmennyiségek (kivéve z,-t)
megvaltozdsit. Hogyan véltozik most az z-edik termék dra? Ekkor a d®, kereslet
okozta arnovekedés

dQ. :C,'dy.‘ = Ct(Il,~~-;Ix hytyzroly"')IN)dyi (22)

lesz. C; azt a kereslettomeget jelenti, aminek hatdsira az z-edik termék dra
egységnyivel né, a tobbi termék dllandd mennyisége mellett. Vizsgaljuk meg ¢, és C;
kapcsolatit. Az egyszeriiség kedvéért tekintsiink egy két termékbdl 4116 gazdasdgot.
Ekkor a gazdasdgi folyamatot

lin = ('ldyl T yg([.’l)g (23)

irja le, amib6l Jacobi-mitrixok tulajdonsigai [5), valamint (2) analégidja segitségé-
vel a kovetkezd eredményt kapjuk:

i (B8] g fom] i, St

Y1, |
Ia ayl Tq d[glliz""
Az .24 Az dxg
3y, ""‘.L dyy dya
JiViYa] Fldigey LOF Sy

[“-f_;} [4“: ]
:).gi-_f s yy }

Uk

=W Q%..:q Tl e e 7_'".«51 3 S 5
Ay1.ya vz |,
. . 2
[!.’_’;L] ["-‘r-: ] [{’!:]
. 9z, k oy P LI e 1|y,
A ET LT R bt e -
Y1 ya dxq B
: dya Yya
Y

A termelés adott, igy z2 csokkenése y, novekedésével jir, emiatt
C"l—Cl\/O. (24)
Osszefoglalva: adott termelési feltételek mellett a megjelen (tobblet) kereslet

dremelkedést okoz, ennek mértéke a kereslet lekotésének médjatél fiigg. Amennyi-
ben egy adott termék drdt engedjiik valtozni az 4r egységnyi noveléséhez sziikséges
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kereslet c;. Ennél nagyobb C, kereslet okoz egységnyi névekedést akkor, ha a tobbi
terméknek nem az 4rdt, hanem a mennyiségét rogzitjik.

9. Kovetkeztetések

A gazdasag leirdsira a termodinamika médszerét alkalmaztuk, az 1j nyelvezetet
bemutattuk a legalapvet8bb gazdasigi osszefuggések lefrdsira. Kovetkeztetéseinket
az alabbiakban foglaljuk ossze:

— a termék és a munkaerd dra a gazdasigi egységek kozti szabad termék és
munkaerd dramlds kovetkeztében alakul ki. Kovetkezésképpen az aramlds
akaddlyozdsa befagyaszthat egy tetsz6leges nem egyensilyi gazdasaghoz tartozé
drrendszert. Ennek jelentdsége killonosen onszabilyozé rendszerek keresésénél
lehet fontos [6].

— a gazdasig leirdsanal figyelembe vettiik a természet és a termelés kapcsolatat.
A természeti kincseket megdrizni nem tudé gazdasig ,once through” mdédon
hasznélja fel nyersanyagait és igy természeti kincseit alakitja at (kétes értéki)
vagyonna.

A gazdasig és a termodinamika kozti parhuzam kozel 100 éve izgalmas
Probléma. Azéta egy sor modell litott mar napvilégot, lisd a [2, 7]-beli hi-
Vatkozdsokat. A kozelmiltban megjelent két tanulmany [2, 7] béséges Osszefoglaldt
ad az analdgia kihasznéldséra iranyulé munkdkrél. Az aldbbiakban 6sszehasonlitjuk
a (2, 7]-ben kidolgozott modellt az itt leirtakkal és rdmutatunk a lényeges
kiilé')nbségre.

Egy legfeljebb N féle kolcsonhatdasban 4ll6 rendszer lefrhaté extenziv paramé-
terrel. Tovabbi fiiggetlen extenziv paraméterek nem léteznek. Az N paramétert
ketféleképpen vilaszthatjuk:

a) N — 1 darab termék z = (z1,...,zN-1), a pénz (M). Ekkor a gazdasigi
folyamatok kéat fellép a hitelezés és a beruhazas is. A gazdasdgi folyamatokat
a V(z, M) extenziv fiiggvény irja le. Ebben a leirdsban V nem allapotjelzd, a
8azdasignak memoridja van, hiszen egy multbéli inflicié hatdsara az z jészdgvektor
értéke mads és mas. Be lehet vezetni viszont egy integrdld osztét, f-et, és V/f mér
?“aPOtjelzé lesz, igy adott jészagvektorhoz mar egyértelmien csak egy V/f érték
artozik.

b) N darab termék mennyisége z = (z1,,...,zn) irja le a gazdasdgot.
Ekkor 4 »vagyon” (vagy gazdagsdg) mdr egyértelmlien meghatirozott. Ez in-
dOkolja a gazdasig megnevezést, hiszen itt nem az a) leirds vagyonéarél van
826. Ennek megfeleléen a leirdsbél a szokdsos értelemben vett pénz hidnyzik, a
mérlegegyenletben csak az adott pillanatban érvényes drakkal szdmitott novekedés—
¢sokken és kap helyet. Az N extenziv mennyiség (a jészdgvektor) egyértelmiien
Meghatirozza a gazdasig allapotdt (mintegy folyé 4rakon) anélkil, hogy ab-
S48 miltbeli mennyiségek (elézd idészakok 4drai) helyet kapnidnak. Ez a leirs
9Sszhangban van a termodinamikai leirdssal, hiszen példdul a viz enérgidja csak
& Mostani hémérséklettél fliigg, a multbelitél nem.
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Kozgazdasagi perpetuum

mobile
6 x1 e .
5 s o s
P3
[. /O —
P2
3 ]
2 — P1
1 } o
0 b B e LB e e e AT R L,_J
10 20 30 40 50
— G1 o G2

2. dabra. Gazdasdgi perpetuum mobile

A leirds kozgazdasagi példdjaként tekintsiink egy két termékbdl dll6 gazdasagot.
Itt az azonos gazdagsig gorbék (G és G2) nem metszhetik egymdst, mert (z, és z2)
egyértelmiien meghatdrozza G-t. Ennek bizonyitdsara tekintsitk a 2. dbrat. Tegyik
fol, hogy G, és G, metszi egymdst, azaz létezk a gazdasig olyan (z, z2)-vel jelle-
mezhetd dllapota, amelyhez két gazdagsdgérték ((7) és (i) tartozik. Megmutatjuk,
hogy ez ellentmonddasra vezet. Legyen a gazdasig P, pontban, a () gorbén. Cserék
segitségével eljuthatunk a P, pontba, amia (| és a (i, gorbék metszéspontja. Innen
szintén cserékkel eljuthatunk a P, pontba, ami a kiindulasi P, ponttél csak az 1-es
termék mennyiségében killonbozik, annak ellenére, hogy csak cseréket hajtottunk
végre. Ez nyilvin ellentmondds. (Gazdasdgi perpetuum mobile).

A (2, 7]-ben hangsilyt kapott az a kérdés: hogyan képezhetiink a vagyonbdl
allapotjelz6t. Az itt kozolt modellben a gazdagsdgot hasznaltuk dllapotjelzének,
ezért alabb azt vizsgdljuk meg, lehetséges—e olyan gazdasigmodell: amelyben dG-t
nem (2) irja le. Lditni fogjuk, hogy létezik ilyen modell, ekkor ¢ nem linedris a
termékvektorban, egy tovdbbi, perturbécié jellegli tagot is figyelembe kell venni.

Vizsgaljunk meg. egy N részre felosztott gazdasigot, amelynek részei kozott
arucsere és piaci kapcsolatok formdjaban gazdasdgi kapcsolat johet létre. Az egyes
részek druvektordt jelolje a szokdsos z;. Feltessziik tovabbd, hogy az drakat a gaz-
dasdg egészére rogziti egy piaci mechanizmus, ami felirhaté

F(X,Y)=0 (25)

alakban. Itt Y = (y); ¢ =1,..., N az arvektor, és

Zz,:X.

1
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Vizsgaljuk meg a G(X) gazdasig és az F allapotfiiggvény kapcsolatdt. Az
dllapotfiiggvénybdl az extenziv viltozék névekményei kdzt fenndll a

aF oF
Lol Vs I U 26
ax Xt 5y (26)

osszefiiggés. A novekmények kozti kapcsolatot tehdt egy métrix teremti meg:

-1
aY = MdXt~[aF} el

e bl e d 27
W (27)

A gazdasag egy folyamatban bekovetkezd valtozasiat (2) adja meg, amit minden
egyes részrendszerre felirhatunk. A folyamatban elészor az extenziv paraméterek
Viltoznak meg (az i-edik részrendszerben) dz;-vel, majd az allapotegyenletnek
megfeleléen az intenziv paraméterek dY = dy;-vel; 1 = 1,...,N. Az i-edik
tészrendszer gazdagsiganak 4j értékét

G + dG; = (z; + dz;)(y + dy;) = ziy + yidz; + 2:dY + dz;dY
adja. Ez akkor azonossig (elsd rendben) ha
ziMdX =0 (28)

Minden ¢-re. Mdsszéval az M métrix oszlopvektorainak ortogondlisnak kell lenni,
4z z; vektorokra, ami egy megszoritds az F allapotfiiggvény alakjira. Ha
3z dllapotfiggvény nem tesz eleget (28)-nak, akkor a gazdagsidg deriviltjdra a
Ovetkezd osszefuggést kapjuk:

dG ~dz
— =y + oM k.
dz; Y dz;

(29)

Ekkor tehat a gazdagsagfiggvény nemlinedris, a mdsodik tag jelenti a korrekciét,
ami egyes részgazdasigok aruvektorai kozt fellépd korrelacié matrixdval, az M
m'étl"ixszal és az druvektorral ardnyos. Ekkor tehit a gazdasigi folyamat kévetkez-
L?ben el3dlls arvaltozdsok globdlis hatdsat is figyelembe kell venni a gazdagsdg
lértékelésénél. Azt, hogy a gazdasdg dllapotfiiggvénye sziikségessé teszi—e a kor-

rekcid alkalmaz4sit csak egy adott modell keretében lehet eldonteni. Ha a gazdaség
Nagy és sok részbdl all, akkor a részek piacra gyakorolt hatdsa elhagyhatd, igy a
Orrekcid is elhagyhatd, a gazdagsigot (3) kielégitéen leirja.

A leirasi médunk komoly hatranya, hogy a pénz nehezen illeszthetd a modellbe.
gondot az okozza, hogy a pénz elkoltésének mddja is befolydsolja a gazdaséigi
olyamatokat, igy meg kell kiilénboztetni beruhdzdsokat, termelési befektetéseket és

¢ T ;
Sak a keresletet néveld szabad pénzt.

M; A (2, 7]-ben kidolgozott és az itt kidolgozott modell j6l kiegésziti egymdst.
Indkett&nek megvan a maga elénye is, hatranya is. Alapfeltevéseink igazoldsa
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azon mulik, létezhet—e a gazdasigban két olyan allapot, ahol az extenziv mennyi-
ségek (termékmennyiség, termelési méd, termeléeszkozok) megegyeznek, de az drak
eltérnek (azaz van—e a gazdasignak (29) segitségével le nem frhaté memdridja).
Es ha igen, létezik—e olyan gazdasigi folyamat, ami a gazdasig eme két dllapotdt
osszekoti. A feltevések indirekt ellendrzése a modellbsl levont kovetkeztetések
segitségével (példdul a derivaltak kozt fenndlls (20) Osszefiiggések érvényesek—e)
lehetséges.

Nem vildgos, le lehet—e kiizdeni a kozos akaddlyokat a termodinamika eszkoz-
taraval, vagyis gy tinik, hogy a kozgazdasigtanban a termodinamikai médszerek
csak korldtozottan alkalmazhatdak.

Természetesen a leirdsi méd elsé kifejtése tobb okbél sem alkalmas kimeritd
elemzésekre, ezért felsoroldsként 4lljon itt néhany kérdés, ami a felvazolt modell
kereteiben tirgyalhaténak tiinik:

— a (2) egyenletben szerepld mennyiségek szirmasztatédsa elsédleges adatokbél (pl.
munkaerd szarmaztatdsa a lakossig- termelés kapcsolatbdl);

—~ a T termék vektorjellegének figyelembevétele, a pénz mint kiemelt termék
kezelése;

— termelési ardnyok vizsgalata [11];

- gazdasagi onszabalyozé mechanizmusok vizsgédlata [10];

— armechanizmus, arfolyam, kiilkereskedelem vizsgilata;

— a gazdasag torténetét végigkovetve vizsgalhaté a tarsadalmi rend és a megter-
melt ériéktobblet, annak elosztdsa stb. kozti kapcsolat, mas szavakkal a ter-
melderék és a termelési viszonyok fejlédése.

Meglepd lenne, ha a fenti témak vizsgalata folyamén nem lehetne hasznositani
a fizikai folyamatok leirdsinal hasznéalt modelleket, hiszen a gazdasigi és fizikai
folyamatokban minden ltszélagos kiillonboz6ség ellenére az alapvetd jelenségek sok
koz6s vondst mutatnak. Nyilvdnvals, hogy a kifejtett modell lehetéségeit tavolrdl
sem meritettiik ki.

(Beérkezett: 1988. december 28-dn.)
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Economic Physics

On the basis of similarity between the economy and thermodynamic systems an at-
tempt is made at describing the economy with thermodynamic methods. Natural re-
sources, labour and energy, peculiar good, as well as the produced goods are considered
as independent variables. It is shown that the zero and first theorems of thermodynamics
and the Gibbs-Duhem relations can be formulated also for the economy.
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A teljesitményosztonzés 6konometridja: modell és valésig’

1. Bevezetés

A cikkben a nyolcvanas €vek munkaerégazdilkoddsinak népgazdasdgr folya-
matat, ezen belil a vallalati bérkifizetések alakuldsit elemzem. A gazdasig folya-
matai ezernyi atomisztikus gazddlkoddsi folyamat szuperpozicidiként valésulnak
meg, ezen elemi folyamatoknak a legaldbbis hozzdvetSleges 1smerete és figyelem-
bevétele nélkilozhetetlen a gazdasigi elemzésben. Ennek jegyében a wizsgdlat
alapvetéen mikrogazdasdgi szemléletd, a vallalatoknal megfigyelt rovidtavi mikodés
szabélyossdgai alapjan kisérelek meg egy vallalatcsoport egészére nézve kovetkezte-
téseket levonni és szdmszeriisiteni. A jelen cikkemben nem vagy csak réviden
targyalt kérdésekkel kapcsolatban az Olvasé tovdbbi informdcidkat talélhat egy
hosszabb tanulmanyomban (TETENYI, 1987); a cikk tulajdonképpen e tanulmdny
egy részének kivonata.

A villalatok a hierarchikus rendszerek tipikus példai. A hierarchikus rend-
szerek dltaliban kvdzi-folbonthatdak, azaz az egyes alkotérészek viselkedése rovid
tdvon megkozelitoleg figgetlen, hosszii tdvon pedig csupan nagy dltaldnossigban
fiigg a tobbi alkotérész viselkedésétél (SIMON, pp. 101-108). Ezért emelhetek ki
és vizsgalhatok rovid tavon énmagdban egy vdllalati részrendszert: a munkaerd-
gazddlkodast.

A vallalatot nem mint egységes, céltudatosan cselekvd egyént dbrazolom,
megprébalok a realitdsokat jobban figyelembe vevd képet alkotni. A magatartds:
vdllalatfogalom szerint — és az altalam hasznéalt kategéria ehhez a felfogdshoz
all kozelebb — ,a vallalat kolesshatasban allé magatartasok egybetorkollé folya-
mata” (MCcGUIRE, 1971, p.39). A kialakitandé modell ebben az irdnyban tér el
a kozgazdasigtan klasszikus vallalatfogalmatél, nem tételezek fel eleve mindent—
dtfogd szintetikus vallalati célt (pl. nyereségmaximalizdldst). Villalatfelfogdsom
inkibb CYERT és MARCH (Id. KovAcs (1981), KORNAI (1980), SIMON (1981))
behaviorista alapokon épitkezé elméleteivel és modelljeivel rokon.

A villalat olyan gazdasigi szervezet, amely viszonylag autoném gazdalkodasi-
d6ntési egység. Csak az 4llami véllalatokat vizsgdlom, nem elemzem példdul
a kisvallalkozasokat vagy a korldtozott onallssagd (példdul ledny-) véllalatokat.
Annak érdekében, hogy az indukciétél eljuthassak a verifikicidig, példaszertien

e

: A cikk a szerzbnek az Orszigos Tervhivatal Tervgazdasigi Intézetében, a Magyar
’P“dom:inyos Akadémia tudomdanyos tovabbképzési Gszténdijasaként, végzett kutatdsain
alapy], Angol nyelven elfadta az Econometric Society 1988. évi Téli Szemindriumdn

(1988, janudr 6-10, Velence, Olaszorszag).
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kivdlasztottam egy vallalati kort, egy gazdasigi szférat — jelesil a kivitelezd
épitéipart —, ahol valés informdciékon és tényadatokon vizsgalhattam elméleti fel-
tevéseimet.

Ennek a valasztdsnak a kovetkezménye az, hogy olyan tényezdket kellett fi-
gyelembe vennem, amelyek a nem telepitett, viszont teriletileg korldtozott hatokori
termelést folytaté épitSiparnal lényeges jellemzdi a villalatok (kilsd és belsd)
kornyezetének: a teriileti elhelyezkedést és koncentriciét, a szervezeti decent-
raliziciét stb. A kivitelezd épitSipar (a legtobb iparaggal ellentétben) igen sok
— tertiletileg erésen tagolt részpiacokon mitkodd vallalatbél all.  Ennek a
helyzetnek a piaci verseny kialakuldsara gyakorolt hatdsa ugyan nem egyértelmi,
am statisztikai vizsgalataim szempontjibél donts fontossagh az a tény, hogy Ma-
gyarorszdgon a nyolcvanas évek kozepén sok, tobbé-kevésbé hasonlé gazdilkodo
szervezet létezett, hasonlé gazdalkodasi kornyezetben.

A vallalati modell a népgazdasigi szintfi, magasan aggregdlt modellekhez
képest a gazdasdg részletesebb leirdsa irdnydba tett minéségi ugrdst jelent. Az
aggregdacié azonban itt is jelen van, hiszen viallalaton belil is kilénbozé termékek
aramlanak, eltérd személyiségii és képességli emberek dolgoznak eltéré munka-
korokben. Altaldban sincs valasztds abban a kérdésben, hogy ,teljesen dezag-
gregalt” vizsgalatokat végzink-e, valahol mindenképpen hatarvonalat kell hazni
a még részleteiben modellezett és a mar csak dltalinossigban kezelt objektumok
aggregacios szintje kozott. Innél a dontésnél a vizsgilandé probléma jellege, a
valésaghiiség és a kezelhet6ség szempontjai jatsszik a fészerepet.

A vallalaton belily, szisztematikus kilonbozdségektdl igy a tovdbbiakban elte-
kintek, feltételezem, hogy ezek kiegyenlitik egymdst. Egytemékes, homogén mun-
kaerdt alkalmazdé villalat gazddlkoddsinak modelljét készitem el. Az elvonatkoz-
tatdsokra elvi alapot is teremt a magyar adatszolgdltatis jelenlegi rendszere, amely-
ben a vallalati adatok részletesebb bontasa és gyiijtése nem oldhaté meg — feltehe-
téen e hipotézis kozelits érvényessége miatt.

A villalati viselkedés vizsgalata hosszii miltra tekint vissza (vo. JACQUEMIN
és de JONG, 1981). A rovid tavi viselkedésrél ugyanakkor nincsen annyi ada-
tunk, mint a hosszi tdvi osszefliggésekrdl: egy villalatnak csak egy teljeskorii
mérlegbeszamoléja van egy évben, gyorsadatszolgdltatdsa sokkal kevésbé megbiz-
haté, értelmezhetd és széleskori. Sarkitva gy fogalmazhatunk: a véillalati rovid
tavi viselkedésrél évente csak egy adattal, am igen sok egyéb informdciéval ren-
delkeziink. Abbol, hogy egy évben egy vallalatrél csak egy adat(sor)unk van, &m
az agazatban igen sok, viszonylag hasonls villalat taldlhatd, egyértelmiien kovet-
kezett, hogy a szamszeriisitéskor alapvetden kereszimetszeti statisztikdkra tdmasz-
kodhattam.

Csak pontosan mérhetd és megfigyelhets folyamatokkal foglalkozom. Ez elég
erds elvonatkoztatds, amit a hazinkban ellenérzéssel foglalkozék nagy szima is
csak részben igazol. A a ez a lehatdrolds killsnbozteti meg az elemzést a mérési
hibdk kikiiszobolésére és adatkorrekcidk elvégzésére szolgilé médszerektsl. Ez

utébbiaknak is megvan a maguk fontossiga, és a veliik kapcsolatos problémak
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még tévolrél sem tekinthetSk megoldottaknak (vo. KALMAN, 1981). Mi azonban
szenteljik most figyelminket a véletlen hibikkal fedett determinisztikus struktirdk
identifikdciéja helyett — a lakossdgi jovedelemeloszlasok kozelitéséhez hasonléan
(ELTET@ és VITA, 1982) — saztochasztikus struktirdk megismerésének! Ennek
Jegyében minden tovabbi vizsgilat nélkil azonositom az egyes gazdasigi véltozdkat
a rajuk vonatkozé szamviteli kategéridk mérési eredményeivel. A vdllalati kulsé
és belsé kornyezet egyes elemeit is szamviteli adatok segiségével reprezentdlom: a
teriileti szétszortsagot a széllitdsi koltségnek az osszkoltségen beliili ardnydval azo-
nositom stb.

A linearitds, ez az &ltaldnosan és a cikkben is tobbszor hasznalt matematikal
Jellegli feltételezés azon a tényen nyugszik, hogy tetszdleges folytonos fiiggvény
tetsz6leges pontossaggal kozelithetd intervallumonként linedris fiiggvényekbdl Gssze-
tett figgvénnyel (spline). A linearitds hipotézise igy csak korldtozott mértéki egy-
szerisitést jelent adott intervallumon, bar az esetleges el6rejelzés esetén madr jelent-
kezhetnek problémdi. Abban az esetben tehat, amikor nincsen pontos informdciénk
az adott Osszefiiggés egzakt alakjdt illetéen, a linearitds feltételezése legalibbis nem
zdrhaté ki.

A kovetkezSkben a mérhetd adatsorokat latin betiikkel és betficsoportokkal,
a (nem-megfigyelhets) paramétereket gorog kisbetiikkel jelolom. Az egyvaltozds
fi.IGIIVények argumentumait altaliban indexként jelolom. A képletekre zardjelbe
tett (folyamatosan szdmozott) arab, a szoveges feltevésekre zirdjelbe tett rémai
Szdmokkal hivatkozom.

1. A korldtos teljesitménybérezés modellje

A rovid tavi munkerd-gazdilkodds és Oszténzés statisztikailag is szdmszeri-
Sf.thett') leir6 modelljét egy, a mindennapos vallalati gyakorlatban rendszeresen
V"SSZa.t,ér('S helyzet vizsgdlata alapjan alkotom meg. A wvizsgdlat targya az \in. kor-
la’tOS vagy ,plafonos” teljesitménybérezés mechanizmusa, ami — az tzemgazda-
Sagilag kezelhetetlen egyenes darabbért kiszoritva — a hazinkban az épitéiparban
legelterjedtebb bérezési forma (TETENYI, 1986). A modellben a véletlent, a nem-
Sisztematikus elemet az jelenti, ahogyan a killénbozd teljesiményf(i és képességil
Munkisok kozott a termelési programbél adédé feladatokat elosztjik. FALUSNE
1977) nyomdn megkiilonboztetem az input és az output munkdt, dm ezek
®8Ymishoz vals viszonydt — a munkaerd vallalaton belili allokdciéjdnak esetleges-

S€u &) n E X .
“8€bdl adédéan — sztochasztikusnak tekintem.

Azt a helyzetet vizsgalom tehat, amikor egy adott idépontban, termelési sza-
kastan a munkéasok fgéretet kapnak arra, hogy wjabb feladat teljesitése esetén
tovdbh; bérkifizetést biztosit szamukra a véllalat. Ez tipikusan egyosszegi
m,u“kamalvényozés formdjaban megy végbe, de ilyen szitudcidnak tekintheté a
c?lprémium, a tiléra vagy a VGMK-szerzddés is. Ezt a helyzetet a tovdbbiakban
»082t0nzési szituiciénak” nevezem. A fizetési igéret személyekre vagy csoportokra
5 Ontva jelenik meg, de ez utébbi esetben is gyakori az — implicit vagy explicit —
“Ues lebont 4s.
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Meg kell jegyezni, hogy a bér, a tilérapénz stb. forintban kifejezett kategéria,
mig a ,teljesitmény”, a  munkavégzés” nehezen megfoghatd és mérhets, mértékegy-
ségének megvalasztiasakor megengedett bizonyos dnkényesség. (1)

A teljesitménybérezés kiindulépontja, hogy jovedelmiik megszerzése érdekében
a dolgozék — egyénileg kiilonbozé mértékben, de — rendszeresen hajlandéak 1j
és 1) feladatok elvégzésére. (i2) Ez a munkavégzés azonban még az egyes dol-
gozok esetében is ingadozd. Bizonytalansig jelentkezik az egyéni — szandékolt —
munkabefektetés (input munka) és a ténylegesen jelentkezd hasznos munkavégzés
(output munka) viszonydt illetéen. Novekvd intenzitdsi munkavégzésnél anyag— és
gépelldtdsi nehézségek jelentkezhetnek, technolégiai, munkavédelmi és kooperacios
tényezdk befolydsolhatjdk hdtranyosan az egyéni teljesitményeket. Tobb szak-
munkds egyidejii munkavégzésével zavarhatja egymdst, a technoldgiai fegyelem
megsértése, a sorrend meg nem tartdsa felesleges munkavégzést okozhat. Pozitiv
hatdsa is lehet az elvirt munkateljesitmény novekedésének: érdemessé vélhat
példaul nagy teljesitményt gépek munkdba dllitisa, vagy nagy tomegben felhasznalt
specialis szerelvények eléregyartdsa. Kz a bizonytalansdg elsésorban a véllalati szin-
ten tervezett tobbletteljesités nagysigdval kapcsolatos. (112)

A villalati munkafeladatok novekedésével jaré bizonytalansag mindenkit mds-
képpen érint. Szillitéeszkozok vagy munkagépek koncentrildsa egy munkateriiletre
példaul javithatja az adott teriileten dolgozdk teljesitménykifejtésének feltételeit; vi-
szont csokkentheti a koncentralt gépek kihasznalisinak hatékonysdgat, illetve a nem
kedvezményezett munkaszimokon dolgozdk ellitottsagat. Ezek a hatdsok az egyes
munkdsok szempontjibdl véletlenszeriek, hiszen nem a dolgozdk teljesitményéhez
igazodnak, hanem a kilonbozé épitési feladatokhoz kapcsolédé termelésiranyitdi
dontések hatdrozzik meg Sket. (1v)

Csak tobb — legalibb 20-30 — munkaszdmon egyidében dolgozsé, tobb
sz4z embert foglalkoztaté véllalatokat vizsgalok. Izekre igaz, hogy a dolgozdk
osszteljesitményét egy-egy munkdas kiemelkedSen j6 vagy gyenge napi teljesitménye
alapvetden nem befolydsolja. Az osszteljesitménnyel 6sszehasonlitva az egyéni tel-
jesitmények — és igy ezek ingadozdsai is kiilon-kiilon elhanyagolhatéak, csak
egyittesen vilhatnak jelentGssé (ezt a teljesitményplafon is biztositja). (v)

A fentiekben leirt 6sztonzési szitudcié a villalat miikodésében naponta ismétlé-
dik. Minden dolgozé a rd jellemzd médon reagil ezekre a szituacickra. A kozvetlen
termelésirdnyitds igyekszik a munkdsok szaméra — egyenként idében eltéré meg-
oszldsban ugyan, de — Gsszességében kozel azonos munkavégzési feltételeket
biztositani. Nem lehet munkahelyi fesziiltségek kialakulisa nélkill egyes dol-
gozdkat mindig a ,jobban fizetd”, a  kénnyebb” feladatokra, masokat a kevésbé
»ldtvdnyos” munkéikra dllitani; a nem ,kedvezményezett” dolgozék hamar otthagy-
ndk a villalatot, illetve mds médszerekkel harcolndk ki a munkavégzés feltételeinek,

a munkdk elosztdsinak ,igazsidgosabb” rendjét. Ebb8l az ,igazsigossaghdl”
adédéan ugyanaz a munkds — sajit dtlagos teljesitményéhez képest! — az egyik

alkalommal viszonylag keveset, mdsszor lényegesen tobbet fog produkalni, sajat
elhatdrozasitdl és a tobbiek munkavégzésétl fiiggetleniil is. (vi)

»
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A fent vdzolt képet kiegésziti az a — valésdgban ritkdn el6fordulé, de magdtdl
értet8d6 — tény, hogy ha a vallalat nem fizet(ne), dolgozéi nem dolgoz(nd)nak.
(viz)

A villalat termelési tervének, illetve az ebben eldiranyzott munkafeladatok-
nak megfelelen késziti el O0sztonzési tervét, bérezési normait. Célja, hogy a
munkasokbdl kikényszeritse a feladatok megvalésitdsihoz sziikséges (output) tel-
Jesitményt. Tekintsink el most a vallalat ,gazdasigon kiviili” eszkozeitdl, a
munkafegyelem adminisztrativ el8irasaitél, tegyiik fel, hogy tisztan Osztonzéssel,
a kialakitott ,jatékszabalyok” megtartdsival — és megtartatasival — éri est el
a villalat. Tételezziink fel tovibbad egy minimalis véllalati koltségtakarékossdgot:
azt, hogy ha a tervelSirinyzatokat a dolgozdk teljesitették, akkor csak az ehhez
sziikséges — kialkudott — pénazt fizeti ki, de azt hidnytalanul. (veez)

Jelolje a villalat — dltalinos értelemben vett, tehat célprémiumokat, tarsa-
dalombiztositdsi jarulékot stb. is tartalmazé — bérkoltségét y, a kifejtett (az
épitdiparban joggal additivnak tekinthets) munkateljesitményeket (output munkat)
Y, a létszdmot J. Ezeket a jeloléseket az egyes munkasokra lebontva (és j-vel in-

dexelve) nyilvan
v §

v=Yu  y=Xu o

1=1 =1

J'\

]

Az eddigiekben leirt ismétldds szituicié feltételezett szabalyossigai a vallalati
béralakuldsra vonatkozéan egy lényeges statisztikal torvényszeriliség bizonyitdsat
beszik lehetévé. Az (1)-(viii) feltételek fennallisa esetén a wvillalats bérkoltség
(a teljesitményektsl fliggd része) inverz Gauss eloszldsi valdszindségi vdltozdval
kézelithets. Enyhe regularitisi feltételek (ezeket a tovdbbiakban pontositom) biz-
tositjik, hogy a bérkéltség stirliségfiiggvénye

v v — Ay|? s
fly/v,A) = \/Z;ryr; exp [ Lzy“l‘} (2)

alakban 4llithats elé, ahol a v paraméter a véllalatnak a véllalati termelési tervben
¢hhatirozott vagy eldirt, a dolgozdkkal szemben érvényesitett teljesitmény-kovetel-
Ménye, \ pedig a dolgozdk Gsztonozhetdségét jellemzd teljesitmény/bér paraméter.

2. Az inverz Gauss eloszlds

A (2) képlettel leirt osszefiiggést igazolé gondolatmenetben az el6z8 fejezet
Verbilisan megfogalmazott feltevéseit ,forditom le” matematikai nyelvre. (i7) for-
Malizilésa a linearitasi feltevés figyelembevételével adja, hogy

E [vj [y25] — v5 [y;]] = Aj ly2; — Y] (3)

:}101 Y1, a j-edik munkds az adott Gsztonzési szituacié kialakuldsakor mdr biz-
Ositott jovedelmét, y,; az Osztonzési szituacié eredményeként kialakuld jovedelmét
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(tehdt killonbségiik az utalvdny osszegét, a célprémiumot), v,(yy,), v, (y2;) rendre
az yi;, Yo, jovedelemért nyijtott teljesitményt (killonbségitk tehdt a prémiumfela-
datot) jeloli, A; pedig a munkdsra — egyénileg — jellemz& dllandé. Jelolje a val-
lalat dolgozdit egyiittesen jellemzd, atlagos OsztonozhetSséget a A paraméter (itt
a silyozdstél a bevezetésben emlitett, az aggregdciéval kapcsolatos feltevés értel-
mében eltekintek). Az egyéni munkavégzés hasznossigdval kapcsolatos bizony-
talansig mérészamaként a variancidt vilasztva a (ui2) feltétel egy v, arinyossigi
paraméter bevezetésével, a linearitdsi feltevés mellett a kovetkezd alakban irhaté

var [vj [y2;] — vj [y;]] = v Ev|y2] — v i)l = vidly2 — wi] . (4)

A (1v) feltétel szerint a (v, (y2; — v;(v1;)) valtozdk satochasztikusan figgetlenek
egymastdl (kilonbozé j-kre). Az (v) feltétel formalizalisa kissé bonyolultabb. Te-
kintsitk ehhez azt a munkdst, akinek adott 6sztonzési szituiciéban a teljesitménye
leginkdbb eltér szandékolt, szokasos atlagos teljesitményétdl, azaz ndla szuper-
ponalédnak a kedvezd vagy kedvezdtlen termelésiranyitdsi és —szervezési dontések.
Az (v) feltétel szerint az Gsszteljesitményhez viszonyitott teljesitményhullimzds még
e munkds esetében is majdnem mindig kicsiny, azaz

P :“(‘8 | [v5 [y25] = v5 [w15]] = E [v; [y25] — v [ya,]] 12 e[vyz] = v[w]]| — 0. (5)

Az (v) feltétel szerint tovibbd relevans a J —» co helyzet vizsgilata. Definidljuk
most a z; valtozét a kovetkezd jnormdldssal”:

e [PJ, [3{21!, ‘{17[3/_1_:” Aj ly2y .‘/U] (6)
DTt S g
\/VJ [y2 - o

A (12)-(v) feltételekb8l és a z; definiciéjabél kovetkezik, hogy a z, viltozdk
végteleniil kicsinyek (ld. GNYEGYENKO és KOLMOGOROV, 1951., p.130). Ekkor
enyhe regularitasi feltételek biztositjdk, hogy létezik a

[vlyel = olwn]l = Aly2 ] . 5~ o

—— 2y
V l/[yg g yl] =1

valtozénak hatdreloszlasa J — oo esetén (GNYEGYENKO és KOLMOGOROV, id.m.,
25.§.1-4.tétel, pp.119-127). A (7) képletben v jelolje a Av,; paraméterek atlagat,
olyan szdmot, amelyre kozelitéleg érvényes az egyenléség; a silyozastél egyszeriisitd
feltevéseim alapjin ismét eltekintek. Ha pedig létezik a (7) képlettel definialt
valészinliségi valtozénak hatdreloszlisa, akkor ez GNYEGYENKO-KOLMOGOROV
~ tétele (1951,26.5.1.tétel, p.130.) értelmében nem lehet mas, mint a standard
normilis eloszlds.

Az (1) megallapitdsban jelzett bizonytalansig miatt az ltalinossag sziikitése
nélkill feltehetd, hogy v = 1. Ebbél adédik, hogy a v(y2) — v(y1) valtozé hatérel-
oszldsa normalis, A(y, — y;) varhaté értékkel és y, — y, szérasnégyzettel.
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A (vr) hipotézisbél a fentiekhez hasonlé médon levezethetd, hogy ha

Y1 <y2 <ys <y, (8)

akkor

[viya] ~vimll € NAly —wi], w2 — w1},

(9)

[v[ya] = vys]] € N [X[ys - sl s ya — v,
és (v(y2) — v(y1)), (v(ya) — v(ys)) egymdstdl sztochasztikusan figgetlen. Tovdbbi
(viz) miatt v(0) = 0.

Az egyparaméteres {uv(y), y > 0} valészintiségivaltozd—csaldd egy y € R,
Paraméterii sztochasztikus folyamat. A regularitds Jegyében tegyiik fel réla azt is,
hogy folytonos az y — 0 pontban! Ekkor {v(v), y = 0} egy (A, 1) egyiitthatéji
sodrédé Brown -folyamat (Id. KARLIN és TAYLOR, 1985., 4.1.definici6, p.350).

A (vinr) kozgazdasdgi feltételezésnek a kovetkezd matematikai megfogalmazds
adhaté: adott v értékhes keressiik azt a rendre legkisebb értéket felvevd y
valésziniiségi valtozét, amelyre {o(y), y > 0} eléri v-t, tehdt amelyre v(y) = v.
Ez a kérdésfeltevés ¢ppen a forditottja annak a kérdésnek, hogy rogzitett y esetén
mi u(y) eloszldsa. Ez utébbi kérdésre a vilaszt mér megadtam a Gnyegyenko-
Kolmogorov tétel alapjan; ez az eloszlds éppen a normilis eloszlis. Az elsé kérdésre
Viszont a vilasz: adott v esetén y eloszldsa inverz Gauss eloszlas (Id. KARLIN és
TAYLOR, 1985,5.3.tétel, p.356.). A két eloszlist és a teljesitménydsztonzést az 1.
dbra szemlélteti.

A fejezet elején, a modell bevezetésekor a konnyebb megfogalmazds és érthe-
t3ség kedvéért olyan korlatozé feltevésekkel éltem, amelyek a (2) képlet allitdsahoz
em szikségesek, az allitds tehat élesithetd:

(1) Létszdmvdltozdsok. Implicit médon feltételeztem, hogy J  nagy”, de rog-
zitett konstans. Kz a megszoritds szitkségtelen.  Ha a villalati 1étszam  kilsé
okok (példaul globdlis vagy strukturalis elhelyezkedési- vagy munkaerégondok,
¢mogrifiai tényezdk) miatt valtozik, J olyan, (v(y2;) — v,(yy,))-t8l fiiggetlen
Valészinfiségi valtozd, amelynek virhaté értéke  nagy”. Ekkor Ascombe-tétele
kézvetleniil alkalmazhaté.  De akkor is érvényes lehet a (2) képlet, ha belsé
okok miatt, példaul a munkaerd elvindorlisinak megallitisa érdekében hoznak
bérintézkedéseket. (A vonatkozé tételekkel kapcsolatban 1d. pl. RENYI, 1960.)

(2) Egyéntsl figgo brzonytalansdg. A (121) hipotézis kimondja, hogy az egyéni
teljeSfLmények a vallalat vdrhaté osszteljesitményétdl fiiggnek. Ez erds elvonatkoz-
t‘atés, hiszen lehetnek a bizonytalansagnak szakmatél, beosztdstdl, élethelyzettdl,

Ortél stb. fiiggd Gsszetevdi is, amikor (4) a kovetkezd alakba frhaté:

va’[”] Iy'zJ] - Uy Iyu” = Viy [Ufy'z} - v [yIH + ’/QJE[UJ {y‘ZJ'] = Uy {ylj” . (10)

Ezen médositds esetén is érvényben maradhat a (2) képlet.



262 TETENYI TAMAS

|l V teljesitmeny

1. dbra. A teljesitmények és bérek villalati szintéi alakuldsinak egy lehetséges
realizicitja, adott bérfizetéshez tartozé osszteljesitmény és adott telje-
sitménykovetelmény eléréséhes szitkséges minimdlis bérkifizetés siirliség-
fuggvényei

3. Az altaldnositott linedaris modell és becslése

Legyen ¢ a tervezett termelés nagysiga a villalatndl (példaul éves szin-
ten)! Az épitéipari technoldgiai elSirdsok, az EKN és VKN normagyiijtemények
ismeretében nem tfnik talzottan merésznek az a feltevés, hogy (a linearitdsi
hipotézissel 6sszhangban) Leontief tipusi termelési fiiggvény érvényesil a vizsgalt
vallalatoknal. Ekkor v — g7, ahol 7 az dgazatra jellemzd skalir koustans.

Jelolje tovdabba u a munkaiigyi tevékenység jellemzésére szolgilé merdszimok
sorvektorat! A linearitdsi hipotézis mellett feltehetd, hogy A wp, ahol p a
vallalatok homogén csoportjira jellemzé konstans paramétervektor.

Ismert, hogy egy (2)-nek megfelelden paraméterezett inverz Gauss eloszlisi
valdsziniiségi valtozé varhatd értéke n — v/\. Bevezetve az n — za jeldlést:

n=za, A=qr/n, (u)=r(a) ", (z)=qlu) ", (11)

ahol () diagonalis métrixot jelol, y siirdségfiiggvénye pedig

9

f[y/r],r, ‘II = ﬁT,,; exp W[Q'r}" [‘ ”

wy3 2y

(12)
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A (12) képlet segitségével altalinositott linedris modell (Id. NELDER és
WEDDERBURN, 1972) definidlhaté: olyan regressziés jellegli modell, ahol egy
T elem@i minta minden egyes elemére vonatkozéan rendelkezésre 4ll egy szto-
chasztikus értelemben konstans g, sily és z, magyarazoviltozé-vektor és egy y;
valésziniiségi valtozd (az egyszeriiség kedvéért azonosan jelolt) egy realizacidja. Az
Yr valészinliségi viltozét az zy-nek és egy ismeretlen, de a teljes mintan azonos
@ paramétervektornak a linedris kombindciéja mint varhaté érték, tovdbba egy
T pzavaré” paraméter és g, szorzata altal egyiittesen egyértelmiien meghatarozott
inverz Gauss eloszlds jellemzi.

f 4

2. dbra. Egy altalinositott linedris modell, ahol a vizszintes tengelyeken az
(egyetlen) magyardzé és a fiiggd viltozd, a fuggobleges tengelyen a likeli-
hood (stirliség-) figgvény szerepel

Az dltaldnositott linedris modell becslési problémaja az ismeretlen o paraméter-
vektor és 7 paraméter maximum likelihood becslése. Az o paramétervektornak eb-
ben az esetben létesik egyenletesen minimalis variancidjd torzitatlan esztimatora, a
becslés V' T-konzisztens (azaz a becslési hiba v/T-szerese normilis eloszlasi, nulla
Virhaté értékkel és szigorian pozitiv definit variancia-kovariancia matrixszal). A
Mazimum likelihood becslés tehdt értelmes” (1d. bévebben: TETENYI, 1987). A
becslg eljdras az n. iterativen jrasilyozott legkisebb négyzetek (IRLS) médszere
(lld. DOBSON, 1983). Az eljiras tehat a kdvetkezd lépések iterdciés alkalmazasabdl
all:

=
alPtl) = [X'(var”" {y,])"IX] X' (var'?! [y]) "'y (13)
@ v I Ny
(p+1) _ A B e B 14
et Z Yt [1 xta“‘“’J i (4
t=1

var?tt [yt} = — s (15)
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ahol X y rendre az z; vektorokbdl és az y; skaldrokbél 6sszeallitott matrixot, illetve
vektort; (P) az iterdcids 1épés sorszamat, () diagondlis mdtrixot, ' transzponaltat
jelol. Kezd8értéknek a var!”(y,) = 1 értéket haszndltam, ledlldsi szabdlyt a log-
likelihood figgvény itericidnkénti megvaltozdsa adott. A paraméterek becslésének
standard hibdjat az informdciés matrix inverzébdél szamitottam. .

4. A vallalati bérkoltség alakuldsa

A becsilni kivant modell teh&t homogén mintian jél becsilhetd. Az azonos
viselkedésiinek tekintett vdllalati kor a kivitelezd épitdipar dllami, minisztériumi
alapitasd vdllalatait (szdm szerint 69 céget) tartalmazta. A (i-vel azonositott,
t < T = 69) megfigyelések korldtozott szama ellenére feltételezhetd, hogy egy
hat paramétert tartalmazé modell esetén 1s j& kozelitésként lehet elfogadni a
paraméterbecslés aszimptotikus tulajdonsdgait. A kategdriakat 1985-6s mérlegada-
taikkal mértem.”

A munkaerégazdilkodis modelljének vizsgilt valdszintiségi valtozdja a bérkalt-
ség (BJKTS;). A linedris determinisztikus rész magyardzo valtozdit a (11) képletnek
megfelelden (Q, a véllalati termelés) transzforméaltam, az igy kapott mutaték tehat
a bérkoltség varhaté értékét becsulték. Ezek a transzformalt magyardzé valtozdk
is a véllalati belsé kornyezet jellemzoit mérték.

A wvallalaty decentraliziltsig (DECENTR,) és a bérkoltség kozott forditott
osszefliggést tételeztem fel, elsésorban az improduktiv (pl. adminisztratori) létszdm
miatt. Kz az osszefiiggés természetesen nem egyértelmi, hiszen a vallalati admi-
nisztraciét az izemeknél is el kell végezni, dam a nagyobb telepi tizemi 6nallésig jobb

Villalati alapadatok és mérleghivatkozisaik (index feltiintetése nélkiil, : tél-ig
szummazdst jeldl)

BJKTS Bér- és bérjellegll koltségek és

tarsadalombiztositdsi jarulék II1.(05+06+ 14).c
Q Termelés I1.(09+41:55+57+58).]
DECENTR  Villalati decentraliziltsig QxONKTS/FELNO
ONKTS Tevékenységek szfikitett onkdltsége I1.09.c
FELNO Fel nem osztott kdltségek IL(10+11).e
TERULET  Teriileti szétszértsig QXxSZKTS/AGKTS
SZKTS Belfoldi szdllitdsok Ssszes fuvardija I11.28.c
AGKTS Anyag- és anyagjellegfi kiltségek II1.(04+13).c
PRODAR  Fizikai dolgozdk ardnya Q*FLETS/SLETS
FLETS Fizikai foglalkozasiak dtlagos

allomanyi létszama IV.59.c
SLETS Nem fizikai foglalkozdstak 4tlagos

allomdnyi létszama IV.60.c
(")SZ’T(SNZ Tébblettermelésen kiviili célok silya QxPREM/BJKTS

PREM Prémiumok, jutalmak, nyereségrészesedés V.(9:11+13:17).c
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helyi munkaszervezést, altaliban mozgékonyabb munkaerépolitikdt és a kézpontban
kisebb vizfejet tesz lehetSvé.

Hasonléan a teruletr szétszdrtsdg (TERﬁLETt) esetében is feltételeztem, hogy
annak novekedése esetén azonos munkateljesitményt kisebb bérkoltséggel lehet
elérni — a helyi munkaerd alkalmazdsanak nagyobb lehet3sége, a munkakultdraban,
intenzitdsban hagyomdanyosan teriiletileg differencidlt piacon valé nagyobb mozgés-
tér révén.

A viéllalati munkaerd ésszetételének (PRODARy) jellemzésére a fizikai és
szellemi dolgozdk aranydt haszniltam. Ennek elméleti és gyakorlati problémai
kézismertek, a bérkoltségre gyakorolt hatisira vonatkozéan nem is volt el8zetes
elképzelésem. A fizikai munkéasok aranydnak novekedése ugyanis, mikozben az ,el-
tartott fehérkopenyesek” relativ bérterhét csokkenti, a teljesitménykényszer, a szer-
Vezettség, a munkafegyelem csokkenése révén ezt a hatdst akdr meg is fordithatja.

A tbb termelésen tilmenden, mis feladatok (mindség, hatdridé stb.) kie-
légits szintii teljesitését prémiumok, jutalmak stb. hivatottak biztositani. Mivel
ezek a kiegészits feladatok nem szolgaljadk — kozvetlenil — a nagyobb terme-
lést, jelentdségiik (OSZTONZ,) névekedése feltehetden kedvezdtlenebb (nagyobb)
bér/teljesftmény hinyadoshoz vezet (mikizben pl. stabilizdlja a viéllalat piaci
Tészesedését).

A becslésnél — mivel az altalinositott linedris modellnél nem rendelkeziink
olyan ismert és elfogadott illeszkedésmutatéval, mint a klasszikus esetben az R? —
két alternativ Lkontrollmodell” becslésével alapoztam meg a modell szamszerisi-
tését. A ,klasszikus”, normailis eloszldsi modell mellett annak a keresztmetszeti
Modellezésben elterjedt médositasat is becsiiltem. Kz a médositds a heteroszkedasz-
ticit4s egy egyszerii osszefliggését tartalmazta: feltételeztem, hogy a hibatag széras-
Négyzete nem azonos a teljes mintdn, hanem a vallalat nagysdgdt reprezentalé ter-
Melést 8] linedrisan fiiggd valtozs:

o2 = 6Q, . (16)

A becslésrél elére kell bocsatani, hogy a klasszikus modell illeszkedése elfo-
8adhaténak bizonyult, R? = 0.949. Modellvdlasztdsi kritériumként a minta like-
thood figguényének logaritmusdt haszndltam. Ez az érték (amelynek abszolit
Nagysiga nem értelmezhetd) non-nested modelleknél is kozvetlenil Ssszevethetd
ak.kor, ha (mint esetiinkben, s ennek érdekében nem hagytam el a nulldtél nem
S2ignifikdnsan kiilonbozd egyiitthatoji véltozékat) a paraméterek szdma meg-
“8yezik. A hirom modell becslése a kovetkezd eredményre vezetett (a szokdsossal
nalsg feirdssal, zaréjelben a becsiilt t-statisztikdk szerepelnek):
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Inverz Gauss eloszldsi modell

BJKTS = -0.035 DECENTR -0.145 TERULET +40.033 PRODAR +40.170 OSZTONOZ +18.722
(-12.21) (-1.43) (11.36) (14.91) (5.39)

log—likelihood érték = -338.28 T = 0.096

Klasszikus normélis modell
BJKTS = 0.031 DECENTR -0.203 TERULET +0.024 PRODAR +40.186 OSZTONOZ +26.289
(5.92) (=1:22) (5.20) (9.45) (3.26)
log-likelihood érték = ~341.17 o2 = 151.361
Heterokedasztikus normalis eloszlds
BJKTS = -0.031 DECENTR -0.236 TERULET +0.025 PRODAR +0.187 OSZTONOZ +20.151
(-50.79) (-8.23) (58.85) (80.70) (26.97)
log-likelihood érték = -338.34 T = 1.083
(17)

A kiillonbozd becsléseket osszehasonlitva néhany érdekes kiilonbségre érdemes
felhivni a figyelmet. A teriileti koncentricié (két modell szerint) nem gyakorol
szignifikins hatdst a béralakuldsra, a heteroszkedasztikus modell azonban ezt nem
szfiri ki. A szervezeti decentralizacié hatasat vizsgilva viszont a klasszikus modell
vezet furcsa, el8zetes varakozdsunkkal ellentétes eredményre: a paraméter pozitiiv
eldjele kozgazdasdgilag nehezen indokolhatd.

Mindhdrom modell egységes azonban a fizikai és szellemi munkdsok ardnydnak
hatdsat illetéen. A bérkoltséget a fizikaiak arinya noveli, azaz az épitSipari cégeknél
vannak a munkaszervezésben, a technoldgiai és munkafegyelemben nem-fizikai dol-
gozbk alkalmazdsival kihasznélhaté tartalékok.

Erdemes végil ramutatni, hogy a modellvilasztdsi kritérium az inverz Gauss
eloszldsi modellt mutatta ki legjobbnak. A modell hasznilata mellett elsésorban
jobb elméleti megalapozottsiga és az sz6l, hogy nem vezet ,furcsa” eredményekre,
mint a két mdsik modell. Ugyanakkor a statisztikai modellv4lasztdsi kritérium is
osszhangban van ezzel az értékitélettel.

(Beérkezett: 1988. jilius 1-én.)
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Econometrics of the Incentive Pay: Model and Reality

In this article the author examines the Hungarian firms’ management of the labour
force, especially its effect on the wage bill. The analysis starts from a microeconomic point
of view, trying to deduce and quantify short-term consequences of the firms’ behaviour.

he statistically observable and estimable model of labour force management is based
on the task wage system, common amongst Hungarian construction firms. A statistical
Telation can be formulated, showing that the distribution of the company’s wage bill,
onditional on variables describing the firm’s environment, can only be inverse Gaussian.

his model is transformed into a Generalized Linear Model and unknown parameters
are estimated using iteratively reweighted least squares’ method over data of Hungarian
Construction firms. The theoretical background and the statistical evidence both support
the model thus developed.
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A nyilt, dinamikus Leontief-modell
szingularitdsi problémaja’

1. Bevezetés

A Leontief-féle dinamikus input-output modell a termelés és a termels fel-
hasznalds kapcsolatit az

z(t) = Az(t) + Bla(t + 1) — z(t)] + d(¢) (1)

elsérend i differenciaegyenlet-rendszerrel irja le, ahol z(t) a brutté kibocsatdsok,
d(t) a (beruhazas nélkiili) végss felhasznalds n-dimenziés nemnegativ vektora, A
a folyé raforditdsok, B a tékelekotési koefficiensek nemnegativ n x n—es métrixa.
Az A és B mitrixok idében 4llandéak. Az (1) rendszert a t = 0,1,...,T -1
id8periédusban vizsgilva a végss felhasznaldsok egy meghatdrozott halmazin a
teljes kibocsatasok id8sordt az {z(t)}I , megolddst az (1) egyenletrendszer tra-
Jektéridjanak nevesziik.

A Leontief-modell trajektéridja rekurzivan kifejezhetd, ha a B-mdétrix nem-
Szinguldris, vagyis invertilhaté. A B té&kelekotési matrix azonban az esetek
Nagy részében nem invertdlhaté. A B-mdtrix értelmezésénél két egymdstdl eltérd
felfogst kiilonbostethetiink meg. Az elsd ([1], [4], [5], [6]) a t8kelekotések
Mitrixdt beruhdzdsi matrixnak tekinti. Ez esetben a gazdasigban lesznek olyan
Szektorok, amelyek nem éllitanak eld beruhazasi javakat, vagyis a beruhdzdsi
Mmitrixnak lesznek 0 elemekbdl 4116 sorvektorai. A masik értelmezés esetén ([2]) a

mdtrix az egységnyi termelésnovekedéshez sziikséges készletlekotést jelzi, tehat
készletm 4trixnak nevezhetjiik. A B mdtrixnak ez utébbi értélmezése nyilvdn
b6Vebb, mintha beruhdzdsi matrixnak tekintenénk, azonban most sem zarhaté ki,
Ogy a B mdtrix szinguldris legyen.

A szinguldris t6kemdtrixi Leontief-modelleket mds-mds szerzdk kiilobozd
pétlélagos feltételek bevezetésével teszik rekurzivvi. [rdsomban ezen eljdrasokat
tekintem at, és bizonyitom, hogy az emlitett irdsokban felhaszndlt ldtszélag

l6boz6 feltételek ekvivalensek. Az dltalam hasznélt megkozelités a mdtrixseregek
‘anonikus alakjara tdmszkodva alkalmat ad arra is, hogy az input-output modell
l’rényita',si problémait kozvetlen médon targyaljam. Mindkét kérdés (rekurzivvd tétel
€8 irfmyitha.tés;ig) targyalasahoz a reguldris matrixseregek elméletét hasznalom fel.

1 =
A cikk az MTA-Soros Alapitvany altal tamogatott, 1986. mdjus 25-27. kozott

°Pronban megrendezett II. Fiatal Matematikus-kozgazdaszok Taldlkozéjan elhangzott

eladss alapjan késziilt.
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Definicié: A C és D kvadratikus matrixok reguldris matrixsereget hatdroznak meg,
ha létezik olyan A valds szam, hogy a AC + D matrix nemszinguldris.

A vizsgalt modell esetében ez annyit jelent, hogy ha az A folyé raforditdsi méatrixnak
létezik Leontief-inverze, akkor a dinamikus input-output modell B és (E — A+ B)
matrixai reguldris mdtrixsereget hatdroznak meg. Ugyanis a

AB—(E—-A+B)=(A-1)B~(E - A)

azonossigbdl kovetkezik, hogy ha a A = 1 teljesil, akkor a Leontief-féle inverz
létezése miatt emlitett mdtrixaink valdban reguldris mdtrixsereget hatdroznak meg.

E fogalom segitségével rekurzivvd téve az (1) modellt, az igy adédé tra-
jektoriarél megmutatjuk, hogy az input-output modell teljesen vezérelhets, ha a
felhaszndldsok vektorait vesszuk szabalyozé vdltozéknak.

2. A Leontief-modell {B,(F - A + B)} métrixainak kanonikus alakja

A bevezetésben megmutattuk, hogy a Leontief-modell B és (£ — A + B) mét-
rixal reguldris mdtrixsereget alkotnak. Ennek ismeretében meghatdrozzuk a rend-
szert matrixainak dltaldnositott sajitértékét és jobb-, illetve baloldali sajatvektorait.
(Az 4talakitdsok megegyeznek a [3]-ban és [8|-ban szereplékkel).

Az elsé lépésben a AB — (£ — A + B) alakbdl indulunk ki. Ezen métrixon
hajtunk végre néhiny atalakitdst:

AMB—-(E-A+B)=(A-1)B—(E— A)=(E- A)|()-1)(E-A)" 'B-E]. (2)

Az (1) egyenléségben az (E — A) métrixot azért emelhettiik ki, mert a Leontief-
modell A matrixarél feltételezziik, hogy produktiv, vagyis domindns sajitértéke
1-nél kisebb, tehat invertdlhats. Meg kell jegyezniink, hogy az (£ — A) mdtrixot
jobbra is kiemelhettik volna, azonban ez a tovabbi dtalakitisokat nem befolydsolja.

A misodik lépésben az (E — A) 'B mitrix nulla és nemnulla sajatértékeit
kulonitjuk el hasonlésigi transzformaciéval. Ezzel az (1)-et folytatva a kovetkez8ket
kapjuk:

H,~E 0
(E-A) [(A\-1)(E-A)"'B-E]=(E-A)U" |(A-1) =
0 Bpp~B

(3)

(A_ I)HP—E 0
=(E- AU! U,
0 (A — l)Hn_,, - F
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ahol a H, mdtrix a 0 sajitértékhez tartozé p x p-s Jordan-blokkot, mig a H, _, az
(E — A)"'B mitrix nemnulla sajitértékeihes tartozé (n — p) x (n — p)-s Jordan—
blokkot jeloli. Az U mitrix az (E — A)~! B mitrix baloldali, az U~! a jobboldali

sajatvektorait tartalmazé hasonlésagi transzformacié métrixa és teljesil az

H, 0
U(E—-A)"'BU! = (4)

azonossag 1s.

A kovetkezd Iépésben azt az észrevételt hasznaljuk ki, hogy a (Hp, + E) és a
H, _, métrixok nemszinguldrisak, {gy invertilhatéak. Ezzel a megfigyeléssel a (2)
azonossagot a

AH,—(Hp+ E) 0
(E-A)U™ U=
0 A, ,—(Hpp+E)
(5)
H,+E 0 MH,+E)'H,-E 0
= (E-A)U™? U
0 Hos 0 AE—-(E+H.,)

formgban frhatjuk fel.

Az utolsé lépésben a (H, + E)~'H, maga is nilpotens mdtrix, igy

(H, + E)"'H, = V(N )V, !,

r

ahol V,, az emlitett hasonlésigi transzformacié, és (Ng,) olyan nilpotens matrix,

amelynek ,4t16beli” blokkjai N,, Jordan-féle matrixok (Z;a; = p). Az (E+ H,%,)
Métrixot a Vyn—p hasonldsdgi transzformdciéval az

(E+ HL) =Va_p < (\Ep, + Np WV,

alakra hozhatjuk, ahol (A; Eg + Nj,) matrix 4tlébeli elemei a A; Ejs + N, métrixok
EJ‘ﬁj = (n~ p)). Ennek ismeretében a (4) egyenléséget irhatjuk

H,+E 0 Vo O
AB~(E— A+ B)=(E- AU X
R R
. (6)
<AN(1, ik Ea.) 0 VP 0
X U

0 <()‘ - ’\J')Eﬂ) i Nf’:> 0 V':”lf’
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alakban is. Ezzel sikerilt a Leontief-modell [B, (E — A + 3)1 matrixait kanonikus
alakra hoznunk.

Ha bevezetiink néhany dj jelolést, akkor az (5) kifejezés attekinthetébbé valik:

H,+ E 0 Ve 0

P=(E-AU! ;

0 Hn—p 0 Vn, -~
vt 0
Q= &,
O ‘/”‘71”
valamint

N e (‘Nu.>)
A = (A, E/,l t N/4I> .

Ekkor az (5) legegyszeriibb alakja a

,\B—(E’—A+B):P[/\<1(;l 2) (g 2)]@ (7)

formdvd egyszeriisodik.

Az éltaldnositott sajitértékeket a A matrix diagonalis elemei tartalmazzdk,
ugyanis ha A = A; helyettesitéssel éliink, akkor a AB— (E -~ A + B) mdtrix szinguldris,
igy a

{AB-(E—- A+ B)}z=0 (8)
altaldnositott sajitérték—feladatnak létezik megoldisa. (Természetesen a P és Q
matrixaink nemszinguldrisak, gy a (7) egyenletrendszer megoldhatdsiga csak a (6)
jobboldaldn all6 kifejezés kézépsd matrixatsl figg.)

A (6) és (7) kifejezések Gsszevetésébél vildgossa vilik, hogy a (7) sajdtérték
feladat megolddsainak szima nem lehet egyenls a B és az (E — A+ B) kvadratikus
matrixok méretével, hanem anndl kisebb. Ez azt jelenti, hogy a (7) egyenletrend-
szerbdl szarmaztatott

(A-1)(E-A) " 'Bz=1z (9)

sajatértékegyenletnek nem lehet n darab szokisosan az
1 -1
T 2= (E-A)"'Bz (10)

egyenletbdl szimitott megolddsa, hanem annal csak kevesebb. Ennek az a ko-
vetkezménye, hogy a (7) sajétértékfeladat (9)-re tSrténé redukildsa csak hibaval
torténhet, ugyanis a (9) egyenlet sajitvektorai a (2) azonossagban alkalmazott U
és U~! mdtrixszal egyeznek meg.
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Végul néhdny olyan atalakitdst tesziink, amelyekre a tovidbbiakban tdmaszko-
dunk. A (6)-bél kovetkezik:

(g’ g):PIBQl, és (11)

Tegyiik fel, hogy ismerjik az N nilpotens métrix nilpotenciafokat:
T =min{t({NT = 0}.

3. A reguldris mdtrixseregek segitségével nyert
megoldds hatékore

A Leontief-modell matrixainak reguldris matrixseregként torténé értelmezésé-
vel a rendszer métrixai kanonikus alakra hozhaték. Ennek segitségével a

Bzt +1) =(E - A+ B)z[t) — d{t), t=0,1,,,T =1

: (13)
I(O) E R".
line4ris differenciaegyenlet--rendszer rekurzivva tehet6. Azt is megmutatjuk, hogy a
B mitrix konkrét alakjitsl figgetleniil mindig eléallithats az {z(t)}7_, trajektéria,
amennyiben a végsé felhasznalasok vektorait a (T + 7 — 1) id6periédusban ismerjik,
Vagyis ha a  {d(t)}] %7 ' idésor adott. Kimutatom tovdbbd, hogy a 7 érték az
(E- A) ' B mitrix 0 sajitértékének minimalpolinombeli multiplicitésa.

Végiil néhany specidlis esetet mutatok be. El6szor a végso felhasznédldst id8ben
dllandénak tekintem, vagyis feltételezem, hogy a d(t) = d > 0 egyenléség teljesiil
& Vizsgilt ¢t = 0,...,T + 7 — 1 idéhorizonton. Majd egy olyan esetet vizsgalok,
ahol a 7 ¢reék éppen eggyel egyenls. Ebben az esetben megmutatom, hogy a di-
Hamlk"b input-output modell tékelekotési matrixanak beruhdzdsi mdtrixként vald
ertelmezexe és egy specidlis regularitdasi feltétel feldllitdsa sziikséges a rekurzivitds

‘ztosltaaahoz.

$.1. 4 differenciaegyenlet-rendszer megolddsa

fo - A (2) differenciaegyenlet-rendszer megolddsihoz a (11) és a (12) osszefiiggéseit
fol&lllk felhasznalni. Ezzel a differenciaegyenlet-rendszer a kovetkezd format veszi
el:

P'BQ M Qz(t + 1)] = YE - A+ B)Q7'[Qz(¢)] - P™d(¢), (14)

Bthiec
™Mt frhatunk az

(5 &) est+ui= (5 §)i@etn-Ptaw (15)

fQrmfiban is.
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A Qz(t) vektort particionaljuk igy, hogy a métrixokkal torténd szorzas
elvégezhetd legyen:
(@=z(t))
Qa(t) - . (16)
(Qz(t))2

Ugyanigy bontsuk szét a P~ 'd(t) vektort is:
(Pil(l(t))l

Pridil) = . (17)
(P'd(1))-

A (16) és (17) azonossag segitségével két egymastdl fiiggetlen egyenletrendszer-
re esik szét a (15) rendszer:

N(Qz(t 4 1)1 = (Qu(t))y — (P 'd(t)),

(18)
(Qz(t + 1))z = A(Qz(t))2 — (P~ 'd(t))2-

A (18) rendszer elsé tipusi egyenletrendszerének megolddsihosz felhaszndl-
hatjuk, hogy az N mdtrix 7 nilpotenciafokit nilpotens matrix. A megolddst idében
»visszafelé” haladva allitjuk el6 a kovetkezdképpen:

= N"(Qz(t + 7))y = N" ' [N(Quz(t + 7)),
= N7~} [(Q:c(t tr—1)) — (P 'd(t + 7 1))1]
= N"H@z{t +7 - 1))y ~ N™ 1 (P (e + 7 - 1)),

il

oo = (Qz(t))1 - Z::N'(P Yd(t +14)),,

1=0

ami azt jelenti, hogy

(Qz(t)), = riN‘(P"‘d(t F4))y . (19)

1=0

A (19) megolddsa a (18) rendszer elsd egyenletrendszerének azt mutatja, hogy
az (1) egyenletrendszernek akkor €s csakis akkor lehet el6allitani a megolddsat, ha
végsé felhasznaldsok vektorait a vizsgalt idészakot kovetd periédusban ismerjitk. A
(13) megolddsa ennek ismeretében:

Qalt +1) = (8 g)Qz(t)+§: (g’ 8>IP_‘d(t+1+z')~

. (8 g) Pld(t),

(20)
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az invertdlds elvégzése utan a rekurziv formdnk

z(t+1) = {Q‘l (g ﬁ) Q}z(t)+

—+§:{Q“(g g)lP“}d(t+1+z’)— (21)

1=0

{8 2)r o

Az egész rendszer megolddsit felirhatjuk a O-adik idSszak teljes kibocsdtdsa
ISmeretében is:

2(t) - {Q“(B 2>lq}z(o)+ri{q-l<g’ 8>i1’”1}d(t+i)~

1=0

_ f{Ql (8 2)1_1ﬁp~1}d(j).

3=0

alaki lesz.

(22)

Ezzel elsdllitottuk a differenciaegyenlet-rendszeriink végsé felhasznildsatdl figgd
trajektorisjat.

A trajektéria eléallitisa utdan azzal foglalkozunk, hogy az A folyé rafordi-
tisok és a B tokelekotési matrixok ismeretében hogyan lehet a legegyszeriibben
Meghatdrozni azt, hogy mennyi idészakra el6re kell ismerniink a végsé felhaszndld-
Sok vektorait. Ezt érdemes az alapmétrixaink ismeretében tudni azért, mert az a
teljes kanonikus alakra hozés nélkiil is megallapithaté.

Allitds: A 7 érték az (E — A)"!'B mitrix 0 sajatértékének algebrai multipli-
citdsival egyezik meg.

Bizonyitds: A (4) azonossagbdl indulunk ki:
H, 0

U(E-A)"'BU™! =
O Hn—~p

Ebl_’en a kifejezésben H, a Jordan-blokkbél 4116 métrix és a 0 sajatértékhez tartozik,
AMi nilpotens.

A kanonikus alaknil azt kaptuk, hogy N7 = 0, valamint azt is tudjuk, hogy

(H, + E)'H, = V,NV, ",
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vagyis
[(Hy + B) ' Hy] = V,N"V, ' =0

Haszndljuk most fel azt az 6sszefliggést, hogy nilpotens métrixokra teljesiil:
(E+Hy) ' =E~H,+ H: — ... (~1)""'HP~! - LH =t
Ebbél az azonossdgbdl kovetkesik:

]F T
[(E+ Hp) 'H,|" = [}:H,‘.( 1) ‘HPJ 0.

1=1

A fenti egyenletrendszerre alkalmazva a polinomilis tételt, a I1,, mitrix kitevoire
azt kapjuk, hogy 7-ndl nem kisebb, amivel igazoltuk allitdsunkat.

3.2. Idében dllandé végsd felhaszndlds

Ha a végs6 felhaszndlds idében viltozatlan (d(t) — d), akkor a (9) megoldds a
kovetkezd formaban irhaté:

z(t):{Q”‘(g i>tQ}z(0)+TZ:I{Q ‘(’X 3)1 l}d

ge=()
(23)
t—1 t
0 0
-3 Q“< ) P ‘}(14
]:[i{ 5.5

Egyszerii algebrai dtalakitdsokkal, felhasznalva a

ZN’ = (£~ N) ' valamint a

$=0

t—1
DA (B Ay - KB - K

7=0
azonossagokat, az alibbi kifejezést nyerjiik:

v

B {0 0 t E 0 L
I(t)—{Q (0 A)} Qz(0) + s P 'd} +

[E-N) 0
+{Q° Pty d.
0 —(E-4A)"!
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A jobboldal mdsik zardjeles kifejezése éppen egyenls az (E — A)~'d kifejezéssel,
ami éppen a d végsé felhasznalds folyé réaforditds igénye (Id. 2. fejezet (11) és (12)
osszefliiggéseit). A teljes megoldds ennek segitségével az

_fo-r (o oY) s L
.’L‘(t)—{Q (0 A)I Qz(0) + & Pd} +
(24)

+(E - A)'d

formdva alakithaté.

A (24)-et \igy interpretalhatjuk, hogy konstans végss fogyasztés mellett a t-edik
évi brutté kibocsitds két részre oszlik. Az egyik rész gy foghaté fel, mint a d
végsé felhasznilds raforditds igénye abban az esetben, ha nem lenne tékelekotés
(- A) 'd), mig a mdsik rész az a teljes termelési rész, amely a tékenovekedéshez
szikséges

t E 0
for (2 2)'H oo
0 (E-A) .

8.8 A1 =1 eset

Amig az eléz6 részben egy olyan esetet mutattunk be, amikor a végsd fel-
hasznalisra tettiink megszorité feltevést, most a rendszer A és B mdtrixdra
egyiittesen érvényes feltételezéssel élink. Az input-output modellek ezen osztdlydba
tartozik az a modellforma, amikor a tékelekotés matrixdt beruhdzasi matrixként
értelmezziik, és teljesiil az ismertetésre keriil§ regularitdsi feltétel. A modell meg-
olddsa ebben az esetben az

den={or (2 Oabes far (¥ ) e haeen-
{o (5 )7

A tovibbiakban megmutatjuk, hogy ha a Leontief-modell métrixaira teljesil,
Ogy az

fofmét veszi fel.

- () () - (G0
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modellformaban a

B,

(E— A)s

kvadratikus mdtrix nemszinguldris, akkor a 7 értéke éppen egy. Ennek beldtssival
az is igazolhatd, hogy az [1], [4], [5], [6] modellek egymadssal ekvivalensek, és a fenti
explicit médon kimondott regularitasi feltételre tdmaszkodnak.

Az igazoldst az [5| dolgozat jeloléseivel végezzik el. Ekkor

B:G), (E— A+ B)- (;1)

. I . . . :
valamint a H matrix nemszinguldris, és az inverze az

E, F] mitrix. A bi-

zonyitdshoz a 2. fejezet (kanonikus alakkd redukéilds) gondolatmenetét kovetjiik,
azonban mig ott balra emeltiik ki az (E - A) midtrixot, most ezt a jobb oldalra
torténd kiemeléssel végezziik el:

M(6)- () =2 (0)- (") -0 (5)- (%)

Ebben az esetben (C;{l) = (E — A), amely feltételiink szerint invertalhaté.

=3 o
G ’ . :
Legyen ( 1) = [B,C|, ahol B-nek annyl oszlopa van, mint amennyi sora a

H
T matrixnak. Ekkor

(D) (5)-{e-2()-(5)m ()-
e )5} (5)

Mar csak azt kell belitnunk, hogy a T'B matrix nemszinguldris. Ehhez hasznéljuk

(25)

fel a regularitdss feltételt, vagyis a (H) matrix invertdlhatésagat. Ezesetben a

&B G,Cc
AR R e
HB HC

egyenléségek felhasznildsival teljesiil a

(7)== (55 52)- (72 %)
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mitrixegyenlet, amib8l mér kévetkezik, hogy a T'B maétrix invertdlhatd, tehdt nincs
0 sajdtértéke.

Most beldtjuk, hogy a
TB '"TC
0 0
méatrix megfelels hasonlésagi transzformaciéval kvazidiagonalis alakra hozhaté. Iga-
zolisunk konstruktiv lesz. Legyen a hasonldsdgi transzformacié métrixa

(M, M, o M, M, Wl_ MY MM,
Mﬂ(o E)"’s (o E) Lo E '

Ennek felhasznaldsaval
M, M; TB- TC Mf’ —Ml"lMg or
0 E 0 0 0 E

_(M,(TIJ)MI" M, (TC) MI(TB)M(‘Mz)
0 0

azonossag teljesiil, valamint ismert, hogy a 7'B mdtrix reguldris, ahonnan kévetke-
zik, hogy
My = [M\(TB)"] My(TC).

Amennyiben az M, matrix a (T B) matrixuak hasonlésdgi transzforméciéja, akkor
az el6bbi M, matrix is megszerkeszthetd.

Visszatérve az (5) egyenléséghez, valamint az M (TB)M ' = A kifejesést
hasznalva:

o (5 )} (5) o n G ) -opar (5)-
=upu(G 8)- (%3 B} (%)
(8 P00 B ().

Végil nem maradt mas hitra, mint a (A~ + E) métrixot egy hasonlésgi transz-
Ormiciéval kanonikus alakra redukdlni, tehdt

(D) (5)-# (8 2) (% 515 9)-
b e ) e NG
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35 . . B\ , (E—A), + B, .
ami éppen azt jelenti, hogy a o ) &z (E - A) matrixok olyan regu-
— A2

laris matrixsereget alkotnak, ahol a nilpotens blokk els6fokii.

A kovetkezd feladatunk annak megmutatisa, hogy a [4] dolgozat is 1ényegében
az elébbi regularitasi feltételt haszndlja fel. Livesey modelljében a kovetkezd mo-
dellformabdl indul ki:

1) _ (Aun Az 23 ) 0 0 T z) (0
2 /, Az Az 2 /, By Boy T2 /¢r1 22 ) A\ w2 ,7

vagyis a tékekoefficiensek matrixa nila a felsé blokkokban tartalmaz 0 madtrixi
blokkokat. A rekurzivitds feltétele itt az (/£ ~ A;,) és a

A = By — B2,G['G)»

matrix invertalhatésdgin milik, ahol

E - All .4[’r
Gf(E - A+ B)
Ay + By E — Ay + By Gy G

Itt azt kell bizonyitanunk, hogy a

G Gy

matrix invertalhato.

Errél konnyen meggydzddhetink. A feltételek szerint a G (£ Ay ) matrix
invertalhaté. Vilasszuk tehdt a (26) matrixban, annak inverzének el6allitasaban a
(1, matrixot generdlé blokknak. A generalds elvégzése utan a kovetkezd mdtrixot
kapjuk:

Gy GGy
(27)
~B2,Gy! Baz— B3 G{'G,2
Ahhoz, hogy a (26) matrix invertdlhat$ legyen, az sziikséges, hogy a A Boo -

B3, G'G 2 mitrix invertdlhaté legyen, ami viszont éppen a feltétel, vagyis bizo-
nyitottuk, hogy a két explicitté tétel ugyanazon a feltételezésen alapszik.

4. A Leontief-modell irdnyithatésagarol

Az (1) rendszerrel kapcsolatban felmeriil a kérdés, hogy ha a {d(t)} végsd
felhasznaldst szabdlyozd vdltozéknak tekintjiik, akkor létezik e a szabalyozdsi vek-
toroknak olyan sorozata, amely tetszéleges z(0) kezdé termelési szintrdl inditva a
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rendszert, egy elére megadott = pontba irdnyitja a brutté kibocsdtdsokat, véges
idéhorizonton beliil.

Ezzel a problémakorrel az irodalom széles korben foglalkozott ([1], [4], [7]).
LIVESEY (4] cikkében bebizonyitja, hogy az dltala vizsgdlt specialis modell iranyit-
haté. AOKI kényvében [1] ugyanakkor azt igyekszik bizonyitani, hogy az input-
output modell nem iranyithaté, mig MIHALYFFY SIMONOVITS |7 cikkikben helye-
sen allapitjak meg, hogy a Leontief-modell irdnyithaté, bizonyitdsuk azonban pon-

tatlan.

Térjink ki roviden a [7] cikk pontatlansigira. A dolgozat 1. tétele mondja
ki a dinamikus input-output modell irdnyithatésdgit, azonban a bizonyitds nem
helyes. A bizonyitisukban a szerzék kivdlasztjik az z végallapotot és vdlasztanak
hozzd egy {z(t)}1 ' (T > 1) sorozatot, amely az 7(0) kezdeti dllapotbdl inditja a
rendszert és z(7T') — z pontba juttatja. A szabdlyozd viltozékra a

d(t) = z(t) — Az(t) ~ Blz(t + 1) — x(t)]

egy-egy értelmi megfeleltetés teljesil, amelyikben a bruttéd kibocsitisok adottak.
Ha a fenti egyenlsséget a

Ba(t+1) = (E A+ B)z(t) — d(t)

alakban irjuk és feltételezzik, hogy a {:l(i)},T l_' sorozatot mdr kiszdmitottuk, akkor
a végallapotra a

Bz = (E - A+ B)z(T — 1) — d(T - 1)

azonossag teljesiil. Ebben az egyenléségben az o(T - 1) és d(T — 1) vektorok explicit
Mmédon adottak. Mivel a B matrix szinguldris, ezért az a-re egy linedris egyenlet-
Yendszert definisl, amelynek megolddsa egy partikuldris megolddshél és a B mdtrix
Magterébsl 4ll. Bz azt jelenti, hogy barhogyan is adjuk meg a d(T 1) vektort,
% az & vektorra egy végtelen halmazt hatdroz meg, tehit a {d(t)}/ ' sorozat nem
Ju“d(._jl a rendszert a kivant pontba, hanem egy olyan halmazt jeldl ki, amelynek
eleme az 7 vektor.

Vegyitk most vizsgalat ald AOKI kényvét [1]. Aok konyvének 31-33. oldaldn
Tekurzivvy teszi a dinamikus Leontief-modellt, majd ennek eredményeire vald hi-
Vatkozdssal a 86-87 oldalon kimondja, hogy a modell nem irdnyithatd. Id6zziink el
A rekurzivvg tételnél,

Aoki kényve 32. oldalinak (E3) képletét tobb szerzd is megkapta pl. (6], s6t
Nila j ugyanaz a regularitasi feltétel szerepel, mint a [4], [5], 6] cikkekben, vagyis
il T,(E — A) matrix regularis. A hibit Aok: azzal koveti el, hogy bevezeti az
4 , vdltozét, amely

== [B = TQ(E . A)th T ng'
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formdban 3ll eld. Szdmitsuk most ki a z; vektort a particiondlds és a beszorzas
segitségével:

¢ By, B2 a 0
z Ay —(E-An)) \& d;
Biig; + Bizg}
A219f — (E — A2)q; + d}
Ebben a kifejezésben az
A219} — (E — A22)q} +d? =0

azonossig teljesiil, amely az (E1) képletbdl kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy

B,y B, qtl %
& = o B(h o ( ) )
0 0 qf

vagyis a z; allapotvektorok sorozata az n—dimenzids tér egy alterében vannak. (Az
z egy tetszbleges nemnegativ vektor). Innen pedig kovetkezik, hogy a transzformalt
modellformétél sem varhaté, hogy irdnyithaté legyen az egész n-dimenzids térben.

A kovetkezdkben beldtjuk, hogy a dinamikus input-output modell mindig
irdnyithatd. A bizonyitdshoz a $.1. fejezet eredményeit hasznéljuk fel.

A (18) és (19) osszefiiggések a kovetkezSk:
(Qz(t + 1)), = Z:; N'(P~'d(t + 1)), (28)
(Qz(t + 1))z = A(Qz(t))2 — (P~ 'd(t))2.

Ha az elérni kivdnt allapot Z, akkor a fenti particiéban a
(Qz),
(Qz)2

pontba kell irdnyitanunk a rendszert. Bontsuk fel két linedris dinamikus rend-
szer irdnyithatésigi problémaéjira eredeti probléménkat. A (28) elsd egyenletrend-
szerének irdnyithatésiga teljesiil, mert ha az irdnyitdsi valtozék transzformalt
{(P~td(t + 1))1}]=5 valtozdit tekintjik a (28) wj szabilyozé vektorainak, akkor
a rendszer iranyithatésigi matrixa a

Qz =

[E,N,N?,...,N""Y]
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alakot veszi fel. Ennek a rangja p, mert tartalmazza az egységmdtrixot. A
(28) mdsodik egyenletrendszerében djra a {(P~'d(t))2} vektorokat tekinthetjik
szabdlyozdsi viltozénak. Ekkor az irdnyitdsi matrix:

[E,A A% .. An P

amelynek a rangja (n — p), tehdt ez az alrendszer is irdnyithaté. Ezzel beldttuk,
hogy a Leontief-modell mindig irdnyithaté.

Végil adjunk meg egy specidlis szabalyozésorozatot, amely adott z(0) kez-
d8pontbél az z végillapotba vezérli a rendszert. Ehhez azt hasznaljuk fel, hogy

Bz(t) < (E—- A+ B)z(t — 1) (29)
teljesil. Ezt egy linedris programozasi sorozattal hatdrozzuk meg. Mdésodszor az

adott 7" iddszakot kovetd szabdlyozdsokat keressiik meg.

(1) A d(0),d(1),...,d(T — 1) irdnyitdsok felkutatdsa

A szabilyozdsok meghatdrozasit egy linedris programozasi feladatra és a (29)
feltételre alapozzuk. Els6 1épésben azt kell megvizsgalni, hogy teljesiil-e a

Bz < (E — A + B)z(0)
feltétel. Ha nem teljesiil, akkor oldjuk meg a kivetlezd feladatot:
z(1) >0, p>0
Bz(1) < (E — A + B)z(0)
P){=(1) <y (30)

—(E - A+ B)z(1) + u(E— A+ B)z(0) <0

K — max . (31)

Az F(1) feladatban a (30) egyenlStlenségre azért van sziikségiink, mert elképzelhetd,

ogy a B miétrixnak van 0 oszlopvektora, amibdl az kovetkezne, hogy a lehetséges
Megolddsok halmaza nem korl4tos, vagyis nem létezik az optimum (az y sokkal
Nagyobb z-nél). A (31) egyenlStlenség segitségével noveljitk a (29) jobboldaldn 1évé
felsg korlstot. A feladatbdl kiszdmithatéva vélik az irdnyitds is. Legyen z*(1) az
(F1) feladat megolddsa. Ekkor a

d(0) = (E — A+ B)z(0) — Bz"(1)

8yenléségbsl a szabalyozas meghatérozhaté.
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A kovetkez6 lépésben tesztelniink kell, hogy a
Bz <(E—- A+ B)z'(1)

egyenlStlenség teljesiil e. Ha nem teljesiil, djra felirjuk az (1) feladatnak megfelels
linedris programozisi feladatot. Kzt az eljardst elvégezhetjik az

z(t) >0, w>0
Bz(t) < (E— A+ B)z'(t - 1)

(E - A+ B)z(t) + w(E - A+ B)z'(t 1) <0

Mo max .
feladatokra is mindaddig, amig a
Bz <(E - A+ B)z'(t) (32)

osszefuggés nem teljesiil. Az elsd t értéket, amelyre a (32) Osszefiiggés teljesiil,

(T — 1)-gyel jeloljiik. A szabalyozdsorozatot a
d(t)=(E - A+ B)z'(t) - Bz'(t - 1) (¢t 1,2,..., T 1)

szolgaltatja, ahol z'(7) — z a végillapot .

2. Ad(T),d(T + 1),...,d(T + 7 1) szabdlyozisok meeghatarozasa
A T idészakot kovetd irdnyitdsok kiszamitdsa mar nem okoz gondot, csak a
létezését mutatjuk be. Induljunk ki abbol, hogy az r(T) végallapot ismert. Ebbél
kiindulva vilasztunk egy (7 + 1) allapotot a kivetkezd halmazbol:
X(2(T)) = {=(T + 1)|(=(T + 1) > 0)&(Bz(T + 1) < (E - A B)z(T))&
&((E — A + B)z(T 4 1) = 0)}.

Ha valasztottunk egy z(7 + 1) vektort, akkor az wranyitds a
d(T) = (E - A+ B)z(T)  Bz(T + 1)

osszefliggésbol kiszamithaté. Eat tovibbfolytatva a (T -7 1) idépontig, a szabdlyo-
zds vektorok sorozata meghatdrozhaté.

Ezzel sikeriilt megadnunk egy irdnyitisi vektorsorozatot, amely az elére mega-
dott z pontba juttatja a Leontief modellt. A megadott algoritmus eléggé szamitas-
igényes.

(Beérkezett: 1988. dprilis 5-én.)
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BRODY ANDRAS

Az orvosolhatatlan kollinearitiasrél”

A probléma megfogalmazisa: Jedlések és definicidk

Legyen az y figgd valtozéra vonatkozé M szimi mérés (megfigyelés) az y =
(vy,... ,Ynm) vektorba rendezve, a fiiggetlen (magyardzé) véltozdk értékei pedig az
X=Xyn= {z:k} métrixba; z;; a k-adik valtozd i-edik — az yi yeredmény”-hez
kapcsolédé — adatat jelenti. N < M, igy tobb megfigyelésiink van, mint fuggetlen
Viltozénk.

Ha feltétlezhetjiik, hogy a fiiggd véltozé az y = Xb linedris alakban allithaté
els, akkor a b = (by,...,by) vektort a legkisebb négyzetek médszerével

= {XT X)Xy (1)

alakban szamithatjuk ki, ahol T' a transzpozicié jele. Ismeretes ugyanis, hogy ez a
legkisebb négyzetes eltérést, vagyis az (y— Xb)7 (y — Xb) skaldris szorzat minimumét
adja. Errél a skaldris szorzat b szerinti derivaldsdval gy6zédhetiink meg. Lésd pl.
MALINVAUD (1974) VL. fejezet.

Ismeretes az is, hogy XTX = (X7 X)T szimmetrikus, dgynevezett Gram—féle
Mitrix; pozitiv szemidefinit, sajatértékei tehat nemnegativ valds szimok. Ldsd pl.
GANTMACHER (1965) IX. fej. 3.5.

Definicis: A fiiggetlen viltozdk rendszere akkor multikollinedris, ha az adatok
mitrixabsl képzett X7 X mdtrix szinguldris.

A gyakorlatban egzakt multikollinearitdssal ritkin talilkozunk. A szakiro-
alom azonban akkor is multikollinearitdsrl beszél, ha az nem egzakt, ha tehat
2 XTX maétrix egy vagy tobb sajitértéke nem zérus ugyan, de igen kicsi.
By Bazdasdgi adatok vizsgdlatakor elég gyakran bekovetkezik. Az ilyen jellegfl
Makroskondmiai megfigyelések létrejottének elméleti és tapasztalati okait prébaltam
OSszefoglalni , Ko6szalds Logaritmiiban” cimi tanulminyomban (BRODY (1985)).
ra a kovetkestetésre jutottam, hogy Logaritmidban, ahol az Osszes gazdasédgi
olyama.t szigorian exponenciilisan novekszik, csupan egyetlen nagy sajitérték fogja
3 Mdtrixot Jellemezni, s ha a t6bbi sajdtérték nem pontosan zérus, akkor ez csupin
& Mérési hibsk kovetkezménye.

e

K&s26n6m ismeretlen lektoraimnak ismételt fdradozdsit. Tobb hibat, pontat-
lansigot, félreérthetd fogalmazast sikeriilt véleményiik figyelembevételével kikiiszobdlni.
Zerettem volna teljesebben is elfogadni fenntartdsaikat — de ebben meggitolt az, hogy
5 6k0nometri:iban szokdsos és nem vitatott alapfeltevéseket nem tudom elfogadni. Taldn

°Pes leszek az eltéréseket egy masik tanulmdnyban részletesebben tdrgyalni.
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A mérési hibak hatdsdnak és kezelésiik mdédjanak attekintésével Kdrast Gdbor
kollégam foglalkozik — rovidesen a Szigma szamara is feldolgozza vizsgalodasat
ezért e kapcsolédd kérdéskort itt a lehet6ség szerint elkeriilom és csupdn a multi-
kollinearitdssal kapcsolatban felmeriilt javaslatok ismertetésére szoritkozom.

A korai orvoslasi javaslatok

A jelenségkor felfedezdje és elnevezdje R. FRISCH (1934). Téle szdrmazik
kezelésének elsd javaslata is: vdlogassuk ki a magyarazé viltozdknak azt a kom-
bindcidjat, amely a lehetd legkevésbé kollinedris és a lehetd legjobb eredményt adja.
(,Bunch-maps”). Ez a szellemes eljards a kisérleti modellépités vezérfonalivd is
valt s a mai szamitégépes programok rendkiviil egyszeriivé és gyorssa teszik alkal-
mazasat. Ldsd pl GAUDI (1986) ismertetését a BMDP csomag P2R lépésenkénti
regressziészamitdsardl (i.m. 361 és ko oldal).

Bér igy kétségteleniil elkerilhetjiik a multikollinearitas fellépését és raaddsul
kitiné vizsgalati eszkozt nyeriink, a megoldids nem veszélytelen. A kivalasztas sor-
rendje nem egyértelmii és csak tovdbbi feltételezésekkel lehet azzd tenni, hiszen
tudjuk, hogy a fiiggéség vagy fliggetlenség csak vektorok rendszerére és nem
egyes vektorokra vonatkozé sajiatossag. Hozzd kell tenni, hogy éppen az eljirds
mai ,automatizaltsiga” noveli a téves kovetkeztetéseknek azt a veszélyét, amire
mar R. Frisch célzott, amikor példdul a gdlyik megfigyelt szimdnak és a gye-
reksziletések adatainak szoros korreldcidjit kiszamitotta. Késébbi kutaték példdul
a radidhallgatds ,okozta” mentdlis betegségekre mutattak rd: itt is viligosan a
Logaritmidban dltalinos ,egyiittnovekedés” délibabos hatasa jelentkezik.

A javasolt eljirds tehat elkerili a multikollinearitds fellépését, de nem ad
tandcsot arra, hogy ha az egyszer mar fellépett, akkor hogyan birkézzunk meg
vele. Okonometriai szakkonyvek, vagy példaul W. CORLETT (1987) tovibbi ada-
tok bevonasit tanacsoltdk. Természetesen tovabbi magyardzé viltozék bevondsa
— az X mitrix oszlopainak szaporitdsa — nem javithat a helyzeten, mert ez a
maétrix szingularitdsit nem tudja kikiiszobolni. Lehetséges azonban, hogy a megfi-
gyelések szimdnak novelése, azaz X sorainak szaporitisa megolddst hoz. Ha azon-
ban — mint Logaritmia esetében — tudjuk, hogy a multikollinearitds nem a rosszul
lefolytatott megfigyeléseknek, a meg nem tervezett vagy befolydsolhatatlanul adott
»kisérletnek” az eredménye, hanem éppen ez a dolgok szokdsos rendje, akkor tovabbi
mérésektSl vagy megfigyelésektél sem remélhetiink javuldst.

Az utolsé évtized felgyorsult és szadmitégép-segitette Gkonometriai kutatdsal
masfajta javaslatokat hoztak. Miel8tt azonban ezeket megvizsgilndnk, szamoljunk
végig egy ilyen ismerten beteg modellt, hogy viligosabban lissuk, milyen bajokat
és problémaikat okoz a multikollinearitds.

Szampélda

Példankat KLEIN (1950) modelljébél meritjiik, az adatokat THEIL (1971) is
felhaszndlta a multikollinearitds bemutatdsira. A példa sem kozgazdasigilag sem
statisztikailag nem allja meg helyét, csupén illusztriciéul szolgal.
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1. tdbldzat
Az USA iddsorar. 10*? dolldr, folyd dron

y Ty z2
Ev eljes Profit- Bér-
fogyasztds jovedelem  jovedelem
1921 41.9 12.4 28.2
1922 45.0 16.9 32.2
1923 49.2 18.4 37.0
1924 50.6 19.4 37.0
1925 52.6 20.1 38.6
1926 55.1 19.6 40.7
1927 56.2 19.8 41.5
1928 57.3 21.1 42.9
1920 578 21.7 45.3

A rutinszertien elvégzett szamitds az
y = —0.15z; + 1.43z,

egyenlethez vezet. Kz szakmailag értelmetlen eredmény, mert a bérbél nem lehet
dllanddan és jelentSsen tobbet kolteni ennek osszegénél, a profit novekedése pedig
aligha csokkentheti a fogyasztast.

Nem jdrunk jobban az elaszticitdsok szamitdsdval sem ha az y = z?‘xg’ alakbdl
Indulunk ki, az adatok logaritmizilisival. Ez esetben a by = —0.49 és b, = 1.48
értékeket nyerjiik, ez hasonléan és hasonlé okbél értelmetlen.

A szimitdst az ismert programcsomagok valamelyikével lefolytaté kutatét per-
Sze az eredmény szakmai hasznédlhatatlansdgdn kiviil az igen nagy szérdsok és az
ebbil kivetkezd igen széles konfidencia-intervallumok is figyelmeztetik a szdmitas
Megbizhatatlansigira. A korreldcié ugyan megnyugtaté eredményt ad, r? = 0.999,
de ha a korrelaciés matrixot vizsgdljuk, akkor a b egytutthatok kozti szintén magas
hegativ korreldcié mér utal a szamitds problematikus voltara.

A problémat nyilvan az X7 X matrix sajtossigai okozzdk. A métrix értéke,
€Ry tizedesre

32506  6575.9
65759 13331.3 ) °

E matrix ket sajatértéke 16576.4 és 5.5, az el6bbi kereken hdromezerszerese az
Utébbinak. A matrix az aldbbi két diddbél all, ismét egy tizedesre kerekitve:

3246.2 6578.1 és 44 -2.2

6578.1 13330.2 —2.2 1515/
MiVel az inverz a sajatértékek reciprokdval szorzott diddok osszege, abban a masodik
didd v4lik domindléva.
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Az inverz értéke 3 tizedesre ugyanis

0.145 -0.072
—-0.072 0.035

Ez a lényegében a mdsodik, kisebb didd ardnyait és eléjeleit tiikrozi, elnyomva

mindazt az informdcidt, ami az elsé diadbél szirmazhatna.

A matrix ilyen rossz tulajdonsigdt a kondicidszdm fejezi ki: a matrix legna-
gyobb és legkisebb sajdtértékének hinyadosa. Ez esetiinkben mintegy 3.10% értéki.
BELSLEY (1980. 114.0) utal rd, hogy egy 10" nagysigi kondiciészam n szigni-
fikins jeggyel csorbithatja az eredmény megbizhatésigat. Mivel alapadataink 3
Jegyre voltak megadva, nem csodilkozhatunk, ha a szdmitds eredinényében egyetlen
szignifikdns jegy sem maradt.

Hozza kell itt tenniink, hogy szakmailag az alapadatok harom helyértékre
terjedé megbizhatdsigat is kétségbe kell vonnunk. Még ha a fogyasztis és bér
adataiban esetleg meg is biznidnk — bdr ezek elfogaddsa a mérés és a statisztika
1 ezrelékes tolerancidjdt engedi csak meg! — a profitok szimbavételekor biztosan
nagyobb hibdk torténtek. Ismerve az adébevallisok szokdsos torzitdsait az elsd két
jegy szignifikdns voltanak elfogaddsa is a naivitds hatdrdn jdr.

A kiindulé adatok kis véltoztatdsa — teszem azt, a tizedespont utdn &ll6
Jegyek torlése vagy kerekitése — éppen a mdsodik, kis sajatértékii diad jelentSs

megvaltoztatisihoz vezetne, mig az elsd didd értéke ardnylag stabil maradna.

Altaldnos indoklds

Tegyik fel, hogy az adatokat a szamitds elStt standardizaljuk. Ekkor
az (1) egyenlet kifejezhetd a hdrom korreliciés egyiitthaté értékével. Legyen
Corr(zy, z2) = a, Corr(zy,y) = B, és Corr(z,, y) = . Ezért

)(TX:(1 a) B XTys= <ﬂ>
(o 7N | 7y

Az inverz értéke igy

(XTx)™! = 1/(1 - %) (; ~la) .
Ezak alapjin
by = (B —av)/(1 - a?)
b =(v—af)/(1-a?)

alakban szdmithaté. Minél kozelebb esik hit o értéke 1-hez, annal nagyobb és igy
bizonytalanabb lesz az X7 X métrix inverze. E matrix két sajatértéke 1+ és 1 —
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és ha az utébbi sajatérték zérushoz kozelit, akkor reciproka a végtelenhez tart, s
ezzel by és b, bizonytalansiga is minden hatdron til novekszik.

A matrix inverze ugyanis

l~a
alakban irhat$ fel a diddbontds utdn. Az elsd didd szorzdja koriilbelil 1/2 és nem
kilonosebben érzékeny o értékének 1-hez valé kozeledésére. A mdsodik szorzé
azonban a = 0.95 esetén 20, a = 0.99 esetén 100 és ha o értéke 1-hez tart, akkor
végtelenné vilik. Mindennek kovetkeztében by + by értéke mindig jél meghatdrozott
marad, azaz stabilnak tekinthetd, hiszen

by +bo = (B+7)(1—a)/(1+a)(1-a)=(A+7)/(1+a)

és ez az érték az o = 1 hatdresetben is véges. Amivel bajunk van, az a by — by
kiilonbség, mivel

by —bo=(B—-7)(1+a)/(1-a)’=(B-7)/(1-a)

€s ez az érték igen érzékeny arra, ha o kozelit 1-hez.

A multikollinearitds tehat nem teszi lehetetlenné, hogy a regressziés egyiuttha-
ték bizonyos linedris fiiggvényeit — jelen esetben dsszegét, mivel a nagyobbik sajat-
értékhez az (1,1) sajatvektor tartozik — a megfelelé biztonsiggal becsiljik. Azon-
ban az egyes egyiitthatékra mégis bizonytalan, s6t helytelen eredmények jonnek
létre, mivel mds linedris fiiggvényiiket — jelen esetben killonbségiiket, mert a
kisebbik sajatértékhez az (1, 1) sajatvektor tartozik — csak bizonytalanul vagy
egydltalin nem tudjuk megbecsilni.

ijabb javaslatok

Litva a zérushoz kozeli, kis sajitértékek zavaré szerepét, a multikollinearitds
kezelését célzé javaslatok alapvet&en kétfajta stratégidval dolgozhatnak. Az elsd,
agressziv jelleglf stratégia mesterségesen megnoveli a sajitértékeket. A mdsodik,
defenziv stratégia — én ennek partjan allok — belenyugszik a tényekbe és kimenti
3zt az informdaciét, amely akkor is megmarad, ha ezek a kis sajatértékek akdr tovibb
1S csokkennek vagy zérussd valnak.

A tiamadé jellegli stratégia alapirdnyzata az dgynevezett ,ridge” regresszio,
lisd pl. Jupce (1985. 22.5.2. pont) vagy FOMBY (1984. 13.4.3. pont). Lényege,
ogy egy k-értékii diagondlis mdtrix hozzdaddsdval megnoveljik a kiindulé matrix
Sajétértékeit, s ezzel javitjuk a kondiciészamot. A kiindulé matrix novelése azonban
Wyilvin csokkenti ennek inverzét, s igy becslésiink nem marad torzitatlan, ,zsugo-
Todni” fog, mégpedig annal inkdbb, minél erésebben néveljiik a kiindulé métrixot.
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1. dbra. Ridge-regresszié

Az djabb statisstikai programcsomagok dltaliban tartalmazzik a ridge reg-
resszi6t, ezért dlljon itt egy grafikus kép a b értékek viltozdsira a sajitértékek k-val
torténd novelésének fiiggvényében:

A ridge-becslés alkalmazdsa azon az (elsé hallisra meglepé) tételen alapul,
hogy hatékonyabb becsléshez juthatuunk k valamilyen (eleve nem ismert) pozitiv
értéke mellett, mint k = 0 esetén. A bizonyitdst ldsd pl SZEKELY J.G. (1986)
133-4.0.

Mint az a grafikon alapjin megdllapithaté, tovibbra sem jutottunk azonban
szakmailag elfogadhaté becsléshez (ezt a szakirodalom alapjin a 0.2 < b; < 0.6;
0.9 < bz < 1.1 intervallumokban gyanithatnénk, lisd pl. ERDOS- MOLNAR ,1982)
a hatékonysag fokozdsa az ilyen tipusi becslések esetén azonban a linearitds és a
torzitatlansdg feladdsit jelenti, s mig az elsérél még esetleg hajlandék is lennénk
lemondani, a mésodik elv feladdsa mér igen fajdalmas.

Ez abbdl is beldthaté, hogy a sajitértékek k-val valé névelése equivalens
azzal az (elképzelt) megfigyeléssel, hogy a magyardzé véaltozck kiilon—kiilon vk
nagysdgd kilengése nem okoz véltozdst a fiiggs viltozé értékében. Ha ugyanis @
ténylegesen megfigyelt értékeket kiegészitjiik olyan fiktiv megfigyelésekkel, amelyek-
beny =0, z, vagy z, pedig vk értékii, akkor éppen aridge-regresszi6 egyenletéhe?
jutunk, amely a
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b= (XTX+kI) ' XTy

szamitdsi eldirdssal adhaté meg, ahol I az N-dimenzids egységmatrix.

Pszeudo-inverz és faktorbontds

Eddigi érvelésiink szerint a kisebbik sajatérték és a hozzd tartozé diad lehet
puszta esetlegesség (modell vagy adathiba, esetleg kerekités) eredménye. Ha a
»tdmadds” helyett ,védekeziink” akkor kézenfekvd, hogy ezt a zavard diddot nem—
létezdnek, a hozza tartozd sajatértéket pedig zérusnak tekintsik.

Ez esetben azonban az X7 X madtrix szinguldrissa valik, ezért a szokdsos médon
nem invertalhaté. Tovabbra is létezik azonban digynevezett pszeudo-inverze — ldsd
pl. BOLLA (1986. 382-3.0.) — amely tgy hozhaté létre, hogy csak a nem-zérus
sajitértékek reciprokaval szdmolunk, a zérus sajatértékeket (s a hozzajuk tartozé
diddokat) figyelmen kivil hagyjuk.

Ha igy folytatjuk le a szamitdst, akkor a
y = 0.53z; + 1.09z2

becslést nyerjiik. Ennek korrelaciés egyutthatéja r = 0.9993, azaz r2 = 0.9986
tehat csak lényegteleniil alacsonyabb az iméntinél, de még mindig gyanusan ma-
gas a kozgazddsz szamdra, aki — ismerve az adatok kikiiszobolhetetlen hibdjat —
semmikép sem var ilyen j6 illeszkedést. Ugyanakkor az egyiitthatdk szamértékel
a vizsgalt id8szak tekintetében szakmailag elfogadhatébb képet adnak: a nagy
Vilsig eldtti években a profitjovedelem minegy felét fordithattdk fogyasztasra, a
misik fele felhalmozasra keriilt. A munkabér pedig, a részletre és hitelre vald
Visirlisi lehet8ségének terjedésével, az életszinvonal dllandé novekedését tapasz-
FaIVa a jovedelemnél valamivel nagyobb fogyasztdsra, tehdt némi eladésodasra
Osztondate a bérbdl és fizetésbél éloket. (Megjegyzendd itt az is, hogy ez az id6szak
rendkiviil magas bevandorldssal jirt. E réteg ygyan kétségkivil szegény volt,
de pétldlagos pénzeszkozoket mindenképpen hozott magdval. A modell feltind
6zgazdasigi hib4ja, hogy a fogyasztis egyéb forrdsait — az dllam, tarsadalom,
burist 4k, bevéndorlék stb. pénzét — nem veszi figyelembe. Ezért aztdn mindkét

egyiitthaté becslése magasabb a valésnél.)

A becslés hibakorlataira, konfidencia-intervallumaira stb. vonatkozé szokasos
S2dmitisokat és prébdkat azonban most nem tudjuk elvégezni, mivel kiléptiink
A regresszi6szamitis szokasos elméletének kereteibdl, s tulajdonképpen atléptink
a~ f61(omponens ~ és faktoranalizis teriiletére, hiszen csupdn az XT X matrix
okolnponensével dolgoztunk. Itt a megvélaszolhatd kérdések masként alakulnak.
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A szmnguldris dekompozicid
Kundulva a Gram-féle matrix X7 X = RDRT alakd ortogonalis spektralfel-

bontasa.bol, aholR=RT = R 1, sajatvektorok, D pedig a sajatértékek diagondlis
mdtrixa, X aldbbi diadikus felbontisat végezhetjiik el:

X =CD'?RT  azaz C= XRD /%, (2)

Ezt a felbontdst nevezi a szakirodalom szingularis d( kompoziciénak, 1dsd

BOLLA (1986) 376-7.0. A szamitas egyszeriien gépesithets.”

Az 1. tdbldzat X adatmdtrixdnak a (2) egyenlet szerinti felbontdsa két diddra,
az eredményeket két tizedesre kerekitve, az alibbiakat adja:

24 58
28 39
52 05
32 44
X =12876 | 34 | (44; .9)+235| .40 | (.9; .44)
.35 18
36 26
37 03
39 25

A két diad koziil az elsd, pozitiv és viszonylag nagy abszolit értéki szamokbél
all6 didd ,stabil”, abban az értelemben, hogy a kiinduls adatok kisebb véaltozdsa -
példdul a tizedes értékek megviltoztatisa, elhagydsa vagy kerekitése nem fogjd
érdemileg érinteni. A mésodik diad labilis” , azaz kis viltoztatasok is erésen
befolydsolhatjik, esetleg zérusséi tehetik.

Nyilvdn
CTC =D '2RTXTXRD /2 — D~ '2RT RDRT R~/ — 1 (3)

ezért C a fenti el6éllitds alapjin mar normaliz4lt (egymasra merdleges és cgyscgﬂyl
hosszi vektorokbdl allé) métrix lesz. CTC = 1, de természetesen altaliban CCT #1

Mindezen jelolések mellett az (1) egyenlet a kovetkezéképpen alakul at:

b=(X"X)"'XTy = RD'RTRD'/?CTy = RD /20Ty (4)

1 7
Lisd EGERVARY (1953) és (1956)

2 ’ . : Funl 5 . .
A programcsomagok 4ltaldban csak a szimmetrikus matrixok spektralfelbontdsat tar

talmazzak, de ennek alapulvételével tetszdleges téglalap-mdtrix felbonthaté a fenti médom
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Ez a felbontds ad médot arra, hogy a szamunkra oly fontos sajatértékeket és kiha-
tasukat vizsgdlhassuk. De az dtalakitdsnak mds elényei is vannak.

A korreldcids eqyitthato

A regresszié elvégzése alapjan szamitott eredmény eltér az eredeti adatoktdl:
- Xb=y— X{XTX) ' XTy =y 0D Y2RT RD-2CTy = (1= CCT)y, (5)

ahol a (2) és a (4) egyenletet vettiik figyelembe.

Mirmost (1 - CCT)T =1 - CCT | azaz szsimmetrikus, és mivel (1 - CCT)? =
1-20CT +CCTCCT = 1-CCT, ahol kihasznéltuk a (3) egyenletet, ezért a matrix
ldempotens is, azaz e métrix igynevezett projektor.

A szamitas elvégzése utan fennmaradé ,megmagyarazatlan” szérasnégyzet ezek
alapjin
VT v T ~T
yT(1-CCT)T (1~ CcoT)y=yTy -y CCTy (6)

amibé] kovetkezik, hogy a ,megmagyardzott” szérasnégyzet yTCCTy és igy a kor-
reliciés egyiitthatéd négyzete

2 =yTeCTy/y"y (7)

A CCT matrix tehat a figgetlen y véltozé elemeinek a hibdkra gyakorolt
hatdsit mutatja. Ertelmezése kiilonésen egyszeriivé vilik, ha a szamitdst normali-
23]t adatok alapjin végezzitk, mivel ekkor W=l

A szdmitds folytatdsa

Képezve a C 416 téglalap alakd mdtrix és a magyardzandé y véltozo szorzatit,
3z eredményt jeloljuk a ¢ vektorral:

Cly=c. (8)
Ejeléléssel az eredeti (1) illetleg (4) feladatot az igen egyszerii
b= RD /%

alakbay szamithatjuk.

‘Ez ac érték szampéldankban egy tizedesre (155.9, —1.8). A mdsodik diddhoz tartozé
“rték itt is kicsi, és bizonytalan. Azonban a D~ 1/2 mitrixxal valé szorzds utdn
Mdr ag (1.21 — 0.77) értékhez jutunk, itt a két diddhoz tartozo6 eltérd nagysdgi és
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biztonsdgi érték mar kozel kerilt egymdshoz. Végiil b értéke az R mdtrixxal vald
szorzatbdl adédik, azaz

( 044 0.9 ) 1.21 -0.15

09 -044/\ 077/ \ 1.43

(a kisebb pontatlansig a kerekitésekbdl adédik). Ebben mar teljesen elmosédott a
bizonytalansig minden nyoma.

Mindezek alapjin jogosultnak litszott az a felfogis, hogy a misodik diddot,
amely a mérés pontatlansdgdnak koszonheti bizonytalansagit, sét egyaltalin létre-
jottét is és mindenképpen igen esetleges, tekintsiik nem létezének és hagyjuk el a
szamitasbél. Ez nem azt jelenti, hogy az amigyis kicsi sajitértéket még kisebbé
tesszlik, mert ez éppen ,végtelen” er8ssé tenné a zavaré hatdst. Az egész diddot
kell nem létezének tekinteni. Ebben az esetben tehit csak az R mdtrix elsd oszlopa

a mérvadé és a
0.44
1.21
0.9

Yy = 0,5321 + 1.09132

osszefuggésbdl a regresszié

becslését nyertiik.

Tovibbr megfontoldsok

Mir Egervary utalt rd, SZEKELY B. (1970, 1976) bizonyitotta és JOzSA (1973)
részletesen is targyalta, hogy a faktor-bontds az egy egy diad levélsztisa ut4n meg-
maradé informdciét minimalissa teszi. Tehdt az elsd didd (amelynek Logaritmidban
oly nagy szerepe van) a maximalis informdciét tartalmazza, amely a megfigyelt
adatokbdl — linedris médszerekkel — egyaltalin kinyerhetd.

Meddig haladjunk az ilyen faktor bontissal? A kézgazdasz hajlamos les?
kialakult ardnyérzéke alapjin (amely a statisztikai adatok megbizhatésdgdanak 18
meretébdl taplilkozik) akkor megallni, amikor mar csak a harmadik helyértéknek
megfeleld vagy ennél kisebb szamok jelennek meg a maradék matrixban. A mate-
matikus — ldsd REJTO (1986. 99.0.) azt tudja ehhez hozzatenni, hogy a teljes
variancidt az X7 X matrix nyoma (diagondlis elmeinek Gsszege), azaz a sajatértékek
osszege adja meg, az tehdt a (2) egyenlet alapjin ¥,d,, szampéldénk szerint pedig
16581.9. Annyi faktort kell tehat kivdlasztani, hogy a valasztott, mondjuk r szami
faktor sajatértékeinek osszege e variancia célul kitiizott hinyadit megmagyarizza:
Ezért a

hinyadost kell mérvadénak tekinteni. Mi egyetlen faktort valasztottunk, s €
a 16576.4/16581.8 = 0.99967 hinyadost adja. Ezért nem romlott a korreldci®®
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egyutthaté érezhetéen, mivel a teljes variancidnak kevesebb mint 23 szdzezrelékét
hanyagoltuk el.

Az ordog azonban a részletekben lakik: a kérdés az, hogy az igy elhanyagolt
diddot milyen valdsziniiséggel tekinthetjik véletlen métrixok szorzatadbdsl adédé dgy-
nevezett Wishart-mdtrixnak? Sajnos erre, mint TUSNADY (1986. 22.0.) irja, még
nincs igazan hasznédlhaté eljards, nincs elfogadott préba.

Barmilyen kicsi a masodik faktor és barmilyen kicsi a szerepe a teljes varianci-
dban, a kozgazddsz mdr ranézésre is gyantsnak taldlja és nem tekintheti véletlennek,
mert egyrészt hatarozott (és az irodalomban mdsutt mdr tdrgyalt) ciklikus visel-
kedést mutat, masrészt — és ezen belil — a bér és a profit ellentétes irdnyid
mozgdasat tételezi. A ciklus ,silya” az 4ltaldnos novekedésen belul ugyan viszony-
lag csekély (az X mdtrix sajatértékeivel jellemezve 2.35/128.76, azaz kevesebb mint
2%-03), de semmiképp sem véletlen miive. Ezzel azonban ismét elérkeztink kis
szampéldank sajatos korldtaihoz, amelyek a ,modellezés” tilzdsbavitt egyszeri-
sitéseinek és elhanyagoldsainak kovetkezményei. A szdmpélda mentségére szolgal-
jon, hogy kizarélag az orvosolhatatlan ,egyiittnovekedés” azaz multikollinearitds
problémajat kivinta a lehetd legegyszeriibben bemutatni.

(Beérkezett: 1988. augusztus 8-dn.)
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About Irremediable Multicollinearity

Economic time series are very often pervaded by a strong multicollinearity which
bedevils multiple regression computations. Hlustrating the phenomenon by a well known
example, used already by Theil, the literature on remedial action is reviewed. By accept-
ing, rather than fighting, multicollinearity one is led to exploiting the generalized inverse
with small eigenvalues set to zero. This approach, utilizing results of Egervary, maintains
that the small eigenvalues do not carry any information and represent only errors of mea-
surement or “noise”. An exact test for ”noise” is, alas, not yet established by statistical
theory.
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IDEGEN TOLLAK

PATRICK MOYES

Eloszlasok jéléti rangsoroldsit megdrzd fliggvények

1. Bevezetés

1.1 Szdmos szerzé [ATKINSON (1970), DASGUPTA et al., (1973)] foglalkozott
a jovedelemeloszlasok rangsoroldsinak kérdésével. Rendszerint azt bizonyitjdk be,
hogy annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy valamely eloszlds magasabb rang-
soroldst kapjon egy mdsikndl — bdrmilyen legyen is az egyenlStlenség mérésére
hasznalt mutaté — az, hogy viszonylagos Lorenz -gérbéje az utébbi eloszldsé alatt
legyen. Ha — mint KOLM (1976) javasolta — inkdbb az abszoliit, semmint a
viszonylagos jovedelem—kiilonbségeket hangsiilyozzuk, az abszolit Lorenz—dominan-
da fogalmit [MOYES (1987a)] kapjuk. SHORROCKS (1983) kidolgozott egy olyan
kritériumot, amely barmely két (kiilonbozé) varhaté értékkel biré eloszlds rang-

soroldsat eldonti. Az j kritérium — amelyet 4ltaldnositott Lorenz-dominanci-
dnak neveziink — figyelembe veszi mind a nagyobb jovedelemegyenléség, mind

pedig a magasabb jovedelem irdnti igényt. Az dltaldnositott Lorenz-rangsoroldsban
megtestesild joléti itéletek azonban 6sszelitkozésbe keriilhetnek a jovedelem egyen-
16bb elosztdsdra vonatkozd tarsadalmi igénnyel. S6t, a leggazdagabb személy jove-
delmének novekedését rendszerint az egyenlétlenség fokozéddsaként fogjik fel, noha
az altalinositott Lorenz-dominancia ilyenkor is egyértelmiien a jélét emelkedését
mutatja. Az egyenldség és a hatékonysag kozotti ilyen Osszelitkozés elkeriilése érde-
kében SHORROCKS (1983) a hatékonysdgra vonatkozé preferencia gyengitését java-
solta, olymédon, hogy Gsszeegyeztethetdvé viljék a jovedelemegyenléség novelésé-
vel. Attdl fiiggéen, hogy a viszonylagos vagy az abszolit egyenléséget részesitjik-e
elénybe, kapjuk az dltaldnositott viszonylagos illetve abszolit Lorenz-dominanciat.

1.2 Ha adottnak vessziik, hogy létezik az eloszlasok rangsoroldsdnak megfeleld
médjdra vonatkozé megallapodés, gyakorlatilag két kérdés meriil fel. Egyrészt a
politikai dontéshozé egyik f6 célja minden bizonnyal az, hogy mérsékelje a termelési
folyamatbdl kozvetlenill szarmazé jovedelemeloszlds egyenldtlenségét. Az dllami
szektor jovedelemtranszfer-tevékenysége allandéan fokozédik az id8k folyamdn, és
a modern térsadalmakban a jovedelemadé-politika kozponti problémdjdva valt. Ha

PATRICK MOYES: Functions that Preserve the Welfare Ranking of Distributions. A
tanulmdny réviditett valtozata megjelenik a Journal of Economic Theory-ban. Forditotta

Ténys Gyirgy.
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most elsd megkozelitésben figyelmen kivill hagyjuk az adéz4s 6sztonzé hatdsat, rég-
6ta tudjuk, hogy a progressziv adérendszerek csokkentik a jovedelemkiilénbségeket.
Pontosabban, csak a progressziv rendszereknek (a novekvd atlag értelmében) van
meg az a tulajdonsiguk, hogy az adézds utdni jovedelemeloszlis domindlja az adézas
eldtti eloszldst a viszonylagos Lorenz-értelemben [JAKOBSSON (1976), EICHHORN
et. al. (1984), THON (1987)]. A viszonylagos Lorenz-dominancia helyébe az
abszolit Lorenz-dominancidt téve, MOYES (1987b) megmutatta, hogy a Fei-féle
minimalis progresszivitds (az adékotelezettség névekedése) és az abszolit jovedelmi

egyenlStlenséget csokkend addézdsi rendszer egyenértékﬁl. Az adébzés egyenldsito
tulajdonsdgai mellett hasznos tudni, hogyan hat az adézas utani eloszldsra az adézas
elétti jovedelemeloszlis valamilyen adott médositdsa. Jogosnak ldtszik példdul az a
kovetelmény, hogy ha valamely adézds el6tti jovedelemeloszlds egyenletesebb, mint
egy misik, akkor adézds utdn is ilyen legyen a ketté viszonya. Mds szavakkal, elvir-
haté az addrendszertdl, hogy megérizze az eloszldsok j6léti és/vagy egyenlStlenségi
szempontok szerinti rangsoroldsdt. Noha ez a kérdés még nyitva 4ll a vitdk eldtt,
a tanulmany végén igyekszink bebizonyitani, hogy az eloszldsok rangsoroldsdnak
megdOrzése — mint kovetkezmény — az igazsigossdg és az ellentmonddsmentesség
elve alapjdn igazolhaté. Mig az els6 probléma a dominancia-relacié létrejottével
kapcsolatos, a mdsodik az ilyen relicié megérzésére vonatkozik. Ebben a tanulmény-
ban a mdsodik kérdéssel foglalkozunk, és azt vizsgdljuk, milyen korilmények kozott
igaz, hogy SHORROCKS hdrom j6léti kritériumanak valamelyike alapjdn kialakitott
adézas eldtti rangsorolds az adézds utdn is megmarad.

1.3 A tanulmdny felépitése a kovetkezd. A 2. részben —— az dtlagjovedel-
met allandénak véve — igazoljuk, hogy az eloszlisok Lorenz-rangsoroldsdt csak a
kvazilinedris adérendszerek 6rzik meg. Feloldva az azonos atlagjovedelem feltevé-
sét, a 3. fejezetben azoknak a fiiggvényeknek a tartomanyat vizsgdljuk, amelyek
megorzik az eloszlisoknak az 4ltalinositott Lorenz-dominancia szerinti rangsoro-
lasat. Latni fogjuk, hogy a monoton novekedés és a konkdvitds sziikséges és elég-
séges feltétele annak, hogy az altalinositott Lorenz-rangsorolds megdrzédjék. Ezzel
szimmetrikusan, minden csokkend és konvex rendszer esetén az eloszlasok rangsoro-
lasa megfordul. A 4. részben olymdédon korlitozzuk a hatékonysigi preferencidt,
hogy a jolét emelkedése Gsszeegyestethetd legyen az egyenléség fokozasaval. Arra az
esetre, amikor eléirjuk, hogy a jélét akkor névekszik, ha minden jovedelem azonos
aranyban né, igazolni fogjuk, hogy csak a linedris vagy a konstans fiiggvény 6rzi meg
az eloszldsok joléti rangsorolisit. Ha tovibbmegyiink egy lépéssel és eléirjuk, hogy
a jolét akkor novekszik, ha ugyanakkora abszolit mennyiséget adunk valamennyi
jovedelemhez, akkor csak a kvdzi-linedris rendszerek bizonyulnak megengedhet6-
nek. Az 5. (€s utolsé) részben ismertetjiik a rokon eredményeket, és indokoljuk

4 Burkoltan feltétlezziik, hogy az ad6zds nem mdédositja az addalanyoknak a jovedelem-
skdlin elfoglait helyzetét, vagyis az adézds utini jovedelem novekszik az adézds elStti jover
delem fiiggvényében. Mint masutt megmutattuk (MOYES (1988a)), ha a népesség szama
rogzitve van, a novekvd jelleg nem sziikséges feltétel tobbé ahhoz, hogy egy adérendszer
egyenletesen egyenlSsits legyen mind a viszonylagos, mind az abszolit Lorenz-dominancia

értelmében.
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azt az elvet, hogy az adérendszernek meg kell ériznie az addzis elStti rangsorolast.
Befejezésképpen roviden utalunk a tovdbbi kutatds lehetdségeire.

2. Alapjeldlések és egy bevezetd Gsszefiiggés

A dolgozatban haszndlt fontosabb jelolések

R valds szam

R, pozitiv valds szdm

R, szigortian pozitiv valds szam

= definicié szerint egyenld

(= eleme

2.C ,magaban foglalja”

D, jovedelemeloszldsok halmaza

1 Osszegzd vektor

z 2 redukalt eloszldsa

z z centralizdlt eloszlasa

25 z novekvd tijrarendezése

f: A— B  A-bSl B-be képezd fuggvény

F V — R, figgvények halmaza

2 D,,-n értelmezett binearis reldcié

F(>) > rendezést megdrz6 fuggvények

E?:lz] =21+ 22+ ...+t 2,

GL(:‘-l 1 z) a z allapotbeli k legszegényebb osszjovedelme

e 1[>] gyenge (erds) Lorenz-dominancia

2er [>er] gyenge (erds) relativ Lorenz—dominancia

2ta [>tal gyenge (erds) abszolit Lorenz-dominancia
29 [>eq) gyenge (erds) Lorenz-dominancia

Zer [>er] gyenge (erds) relativ Lorenz-dominancia

2¢a [>ea) gyenge (erds) abazohit Lorenz—dominancia

2eg [>e4] gyenge (erds) altaldnositott Lorenz-dominancia

Zegr [>egr]  gyenge (erds) relativ dltaldnositott Lorenz-dominancia

Ztga |>ega]  gyenge (erds) abszoldt dltalinositott Lorenz—dominancia

2.1. Tekintsiik n szdmi egyén homogén populaciéjit, akiknek z; jovedelme

valamely korlitos vagy nem-korlitos V := (v,4) valés intervallumba esik. Jelolje
u(z) az:=(zy,...,2,) jovedelemeloszlas tlagdt, és jelentse D, := {2 € R"|z €V

minden i-re} a megvalésithaté jovedelemeloszldsok halmazat. Az 1 jelolést fogjuk
alkalmazni az egyesekbél 4ll6 n—elemii vektorra. Legyen tovdbbd

z

& = el e 2 )

2 olyan permutédciéja, amelyre
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. ' 5 B
27 K2y B oeids BB
To6bb esetben normalni fogjuk a jovedelemeloszlasokat, igyhogy, 7 := (Z1,.--,5,)
fogja jelenteni a z-hez tartozé , redukdlt dtlagi® eloszlast, ahol 3; := z; /p(z), mig
Z :=(21,...,2,) a ,centrdlt dtlagd” eloszlist jelenti, ahol 3; := z — u(z).

Elemzésiink szempontjabdl az F : V — R fiiggvényosztaly érdekes, amelyet
F-fel jelolink. Ha adva van y € D, és F € 7, legyen Fly) == (F(y.),.-., F(yn))-
A jelolések rovidsége kedvéért, néha az z,a' jeldlést alkalmazzuk Fy), F(y') stb.
helyett. Célszerl F-et \igy elgondolni, mint adézasi rendszert, amely az u adézés
elétti jovedelemhez az F(u) addzds utdni jovedelmet rendeli hozza. Ezzel az
értelmezéssel csabiténak tiinhet figyelmiinket a (gyengén) novekvd F fiiggvényekre
korldtozni. Az &ltalinossdg kedvéért azonban nem fogjuk ezt az utat kovetni,
lehetséges tehdt, hogy F' nem novekvd, sét esetleg nem is monoton. Ha adva van a
Dy, halmazon a > bindris reldcié, ast fogjuk mondani, hogy az F fiiggvény megdrzi
a rangsoroldst a > reldciéra nézve, ha igaz, hogy F(z) > F(y), valahdnyszor z > y,
minden z,y € D, esetén. A > relacié szerinti rangsoroldst megérzd fuggvények
halmazit az F(>) jellel jeloljiik.

2.2 El6szor arra az esetre korlitozzuk figyelmiinket, amikor az eloszlésok
virhaté értéke egyenls. Az igazsigtalansdg elmélete és a j6lét mérése a regressziv
transzfer fogalma koriil forog, amely legalibbis DALTONIG (1920) megy vissza.
Azt mondjuk, hogy az y jovedelemelosslds regressziv transzfer révén jott létre az
z jovedelemeloszlisbdl, ha (a) zy e k # 2,7, (b) z; — y y, — z; és (c)
% L3y £ 3 £ Y5

Ezzel egyenértékii megfogalmazas, hogy az = eloszlas progressziv transzfer révén ke-
letkezett az y eloszlisbél. Hasonlé médon definidljuk a szigorian regressziv transz-
fert, olymédon, hogy a fenti (c) feltétel helyébe a (') wi < 2 < z; < y; feltételt
irjuk. SHORROCKS (1988) gondolatmenetét kovetve barmely z ¢ D,, elosalds esetén

legyen
k

k 1o,

i=1

és definidljuk a z eloszlds GL(p;z2) altalinositott Lorenz-gorbéjét a kovetkezdkép-
pen. Legyen GL(0;z) := 0 és

GL((k + 8)/n;2) = (1 — 6)GL(k/n; 2) + 8GL(k + 1)/n; 2) (2.2)

minden § € [0, 1] esetén. Ha adva van két eloszlds, z,y ¢ D, ast mondjuk, hogy
az z eloszlds Lorenz—értelemben gyengén domindlja az y eloszlist, (jele z >¢ ¥

2 H . - . . 4 " ey
Az ilyen permuticié nem sziikségképpen egyértelmfi, hacsak nem minden 2’ kiilon-
b626.
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akkor és csak akkor, ha mindkét eloszlds varhaté értéke azonos és az z eloszlds
Lorenz—gorbéje sehol sem halad az y eloszlas Lorenz—gorbéje alatt, vagyis

k
GL<~;1>
n
GL (k;x> :GL(k;y) ha k=mn.
n n

Ha (2.3)-ban a szigorii egyenlStlenség érvényes legaldbb egy k-ra (1 < k < n), akkor
azt mondjuk, hogy az z eloszlds Lorenz—féle értelemben szigortan domindlja az y

W,

k

GL (—;y) minden 1<k <n és
n

(2.3)

eloszldst, amit a tovdbbiakban Igy jelolink: z >, y.3

A Lorenz-dominancia normativ tartalma mar hossz1 ideje nyilvdnvalé: z >, y
akkor és csak akkor all fonn, ha az y eloszlast regressziv transzferek véges sorozata
révén kaptuk az z eloszlasbdl, vagy (ami ezzel egyenértékii) ha W(z) > W(y)
minden Schur-konkdv (vagyis a jovedelemegyenléséget preferilés) W : D, — R
j6léti figgvény esetében [ldsd DASGUPTA et al., (1973), ROTHSCHILD és STIGLITZ
(1974)]".

Milyen azoknak a figgvényeknek az osztalya, amelyek megdrzik az eloszldsok
Lorenz-féle rangsoroldsat? A kovetkezd tétel szerint csak a kvdzi-linearis adézds
6rzi meg az eloszldsok Lorenz-féle rangsorolasat.

2.1 tétel: Korlatos (illetve nem-korldtos) jovedelmek esetén:
(T2.1.a) F(t) = at + b minden a,b € R feltéve F(t) > 0 [illetve a,b € R]
akkor és csak akkor, ha
(T2.1.b) Minden y,y' € D, (n > 2), esetén az y' >, y egyenlStlenségbdl
kovetkezik F(y') >, F(y).

Bizonyitds:
Mivel az elégségesség nyilvanvals, a tételnek csak a sziikségességet kimondd része
szorul bizonyitdsra. Vegyiink két eloszlast y = (y1,...,yn) € D, és y' =
(¥1,...,4.) € D, tgy, hogy ¥’ >¢ y. Ekkor létezik olyan B bisztochasztikus matrix,
amelyre y' = By [ldsd példdul DASGUPTA et al. (1973)]. Tételesziik fel tovdbba,

hogy
Y <yp2<...<y, é Yy <y <...<y,

: A Lorenz-dominancidra adott meghatirozdsunk eltér a szokésostél.  Célszerfi
kiilsnbséget tenni a szigori értelemben vett Lorenz-dominancia (az Osszehasonlitott
eloszldsok varhaté értékei egyenlék) és a viszonylagos Lorenz-dominancia kozott (ekkor
az Ssszehasonlitott eloszlds méretei lehetnek kiilsbdzdk is).

E Valamely H : R" — R fiiggvény Schur-konkév, ha H(Bz) > H(z) minden z € R
és minden B bisztochasstikus matrix esetén. H szigorian Schur-konkav, ha H(Bz) >
H(z) minden z € R™ (z # ul) és minden olyan B bisztochasztikus métrix esetén,
amelyre Bz nem az z-nek valamely permutéaciéja [lisd MARSHALL és OLKIN (1979)].
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(ellenkezd esetben helyettesitsik B-t RBQ '-gyel, y-t Qy-nal, y'-t Ry'-vel, ahol @
és R olyan permutaciés matrixok, amelyeket gy vdlasztottunk meg, hogy Qy és
Ry' elemei nem-csokkendk legyenek.) Mivel y' = By azt jelenti, hogy B felirhaté
T-transzformaciés matrixok szorzataként, [ldsd MARSHALL és OLKIN (1979), B.1
lemma), bizonyitasunk teljessé valik, ha a kivint eredményt valamilyen T-transzfor-
maéciés matrixra igazoljuk. Ezért tételezzilk fel, hogy v/ = T, ahol 7' az aldbbi
implicit médon definialt T-transzformdciés matrix:

) (a) =y k#1,)
(b) yi = (1 - 1)y + 1y; (2.4)
() ¥y = 1y + (1 — 1)y,

ahol 0 < 7 < 1. Ha F eleget tesz a (T2.2.b) feltételnek, akkor sziikségképpen
D F(yy) = Flu),
i=1 J=1
ami viszont (2.4) kovetkeztében azt jelenti, hogy
Flryi + (1 = 7)y;) + F((1 = 7)w + 7y,) = F(y:) + F(y;) - (2.5)

Mivel (2.5) érvényes minden y € D,, esetén, ebbdl kovetkezik, hogy minden olyan
u,v,w,t € V-re, amelyre 0 <t <u<v<wiésu t=w—v:

Flu) - F(t) _ Flw) - Flv) (2.6)

U=t -v

aminek megoldasa F'(t) = at +b [ldsd ACZEL (1966), 1. tétel, 43. 1.|. Ha a jovedelem
korlatos, akkor

(1) ~b/a<v ha a<0,b>0
(1) ~b/a<v ha a>0, b<0 vagy
(i) abeR,

sziikséges ahhoz, hogy F(t) > 0 legyen minden t € V esetén. Nem-korldtos
jovedelem esetén (iii) elegendd. Kzzel a bizonyitdst befejestiik.

A 2.1 tétel ,erés” valtozatat gy kapjuk, hogy a (T2.1.a) feltételben a # 0, 2
{T2.1.b) feltételben
y#ul é y #vl(uy,ve Riy)

teljesiilését koveteljiik meg, a (T2.1.b) feltételben pedig >, helyébe a >, relaciot
irjuk.

Megjegyezziik mellesleg, hogy kvdzi-linedris adézds valamivel tobbet is teljesits
mint az eloszldsok Lorenz-rangsoroldsdnak a megérzését: ténylegesen az addzads
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elétti jovedelmek egyenlSsitése (amelyet a B bisztochasztikus matrix tartalmaz)
megOrzédik az adézas utani jovedelmekben is.

Az eloszlasok jéléti rangsoroldsanak megdrzése

3.1 Mindeddig az olyan — a gyakorlatban igen ritka — eloszldsok 6sszehason-
litdsdra korldtoztuk figyelminket, amelyeknek varhaté értéke egyenlé. Ez magya-
razza, hogy a Lorenz—kritérium &ltal meghatdrozott részleges rendezés gyakorlati
szempontbdl tobbé—kevésbé haszontalan. Szerencsére a fenti fogalmak konnyen
kiterjeszthet6k a kilonbozé méretii eloszlasok esetére is. A regressziv transzfer
fogalmanak aldbbi dltaldnositdsa [ROTSCHILD és STIGLITZ (1973)] lehet&vé teszi,
hogy eltérd virhaté értékii eloszldsok viszonylagos kivdnatossdgat is értékeljik.
Azt fogjuk mondani, hogy az y eloszlds nem-hatékony regressziv transzfer révén
keletkezett az z eloszlasbél, ha

(a) zx = yxr minden k # 7,7 esetén,

(b) zi—yi 2y —z; & (Jy <z <z<y;

Hasonléképpen definidljuk a szigordian nemhatékony regressziv transzfert oly-
médon, hogy a

) m—~y>y—~z é () w<zLz;<y;
feltételeket frjuk (b) illetve (c) helyébe. Az &ltalinositott Lorenz-dominancia —
tukrozve a nagyobb igazsidgossigra, egyszersmind a magasabb jovedelemre val6
torekvést természetes médon terjeszti ki a Lorenz-rangsoroldst a nem egyenld
virhaté értékd eloszldsokra. SHORROCKS (1983) gondolatmenetét kévetve aat

fogjuk mondani, hogy az z eloszlds az 4ltalinositott Lorenz—értelemben gyengén
domindlja az y eloszlast (jele z >, y), akkor és csak akkor, ha

GL(&I)EGL(&y) minden k=1,2,...,n esetén. (3.1)
n n

A szokdsos médon definidljuk az >, relacié aszimmetrikus Gsszetevjét és beve-
Zetjiik rd a >, jelet. Az 4ltaldnositott Lorenz-dominancia normativ jelentése is
kézenfekvé: ha z >y, y, akkor (i) az y eloszldst nem-hatékony és regressziv transz-
ferek véges sorozata révén kapjuk az z eloszlasbél, vagy (ami ezzel egyenértéki) (ii)
W(I) > W(y) minden novekvd és Schur-konkdv W : D,, — R jéléti figgvényre és
Megforditva [ldsd MARSHALL és OLKIN (1979), ROTSCHILD és STIGLITZ (1973),
SHORROCKS (1983)).

3.2 A kovetkezd tétel bizonyitja, hogy csak a novekvd és konkdv fiuggvények
Orzik meg az eloszldsok 4ltaldnositott Lorenz-rangsoroldsat.
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8.1 tétel: Korlitos jovedelmek esetén:

(T3.1.a) F névekvd és konkav® akkor és csak akkor, ha
(T3.1.b) minden y,y' € D, (n > 2) esetén ¥ >,, y teljesiiléséb8l kovetkezik
F(y') 2e F(y)-

Nem-korlitos jovedelimek esetén F' novekvd volta redundans feltétellé valik, tekin-
tettel az alibbi 8.2 lemmdra.

Miel8tt ratérnénk a tétel bizonyitdsira, célszertt bevezetni néhany lemmat.

8.1 lemma [MARSHALL és OLKIN (1979), 447. 1.]: Abbél, hogy F : V — Ry
konkdv (szigordan konkdv) kovetkezik:

i) o potile) = Flw)

Y ] t—w

Flo) -

minden olyan u,v, w,t € V esetén, amelyre u < v < ¢, u < w < t. Megforditva, ha
(3.2) igaz abban a specidlis esetben, amikor u < v —w <t és v — u =t — w, akkor
F konkév (szigorian konkdv).

8.2 lemma: Ha V nem korlatos, akkor abbél, hogy F' : V. — R, (szigorian)
konkdv, kévetkezik, hogy F' (szigordan) novekvé.

Bizonyitds:

Tételezziik fel, hogy F konkdv, de nem novekvd, vagyis létezik olyan 0 < u < v,
amelyre F'(u) > F(v). A (3.2) egyenlétlenség értelmében minden w > v-re

Flw) < F(v) + L0 = F()

- v—u

[w — v] (3.3)

A (3.3) kifejezés jobboldala minusz végtelenhesz tart, ahogy w tart a végtelenhes,
ezért F(w) < 0, ami lehetetlen. Hasonléképpen bizonyithats, hogy F szigoriian
konkav voltdbol kovetkezik, hogy szigorian névekvs. Ezzel a bizonyitast befejeztik.

8.8 lemma: Barmely z € D,, és minden P := [p,;] permutdciés matrix esetén:
2 g .
Sz 2> Yopizn|2Y 5 (k=12...,(n-1) (34
s=1 =1 l7=1 i=1

Bizonyitds : MARSHALL és OLKIN (1979) miivének 141. lapjin szereplé A.3 tétel
alkalmazdsdval.

£ Egy f : R — R fiiggvény akkor és csak akkor (gyengén) konkav, ha
flrut (1= r1)v) > rf(u) + (1 - 1) f(v)

minden u,v € R és minden 7 € [0,1] esetén. Ha u # v és 1 € (0, 1) esetén szigord
egyenlStlenség érvényes, akkor f szigori konkdv.
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Ezutan ritérink a tétel bizonyitisara.

A 8.1 tétel bizonyitdsa : _
Tekintettel a 3.2 lemmdra, elegendd, ha figyelmiinket a korldtos jovedelmek esetére
korldtozzuk.

Elégségesség : Tételezziik fel, hogy y"” > y'; konnyen ellendrizhetd, ez egyenértékii
azzal, hogy valamely ¢/ € D,, esetén y" > y' és y' >, y.G

Elész6r azt bizonyitjuk, hogy y' >, y teljesiilésébdl kovetkezik F(y') >, F(y).
Tételezzik fel, hogy y' = Ty, ahol T a (2.4)-ben definiilt T-transzformaciés
matrix, és legyen & := 7(y; — y) a 7 személytél az 2 személyhez transzferalt
jovedelem. Az dltalinossig megszoritdsa nélkil feltételezhetjiik, hogy 0 < r < 1/2,
mivel egy T-transzformdciés mdtrix és egy permutacidés madtrix szorzata szintén
T-transzformaciés matrix. Két esetet kell megvizsgalnunk.

1. eset: Az 1 és a 7 egyén kozotti jovedelemtranszfer nem médositja a jovedelem-
skdlan elfoglalt egyéni helyzetiiket, vagyis y; < y2 < ... < y, maga utdn vonja
yp < yh <... <y teljesiilését is. Ebben az esetben megtehetjiik, hogy az egyéneket
a jovedelemskdldn eredetileg elfoglalt helyzetiikkel jellemezzik:

1) A g <z egyének esetében y' = y,. Ennélfogva GL(g/n;z') = GL(g/n; z).
g q y!]

(11) Az v egyén esetében y! = vy, + & > y,. Mivel F névekvd, z! > z; és
GL(z/n;2') > GL(i/n;z).
(iii) Az ¢ < h < 7 egyének esetében y) = yn. Ekkor GL(h/n;2') > GL(h/n;z).

(iv) A 7 egyén esetében y) = y; — ¢ < y,. Ezért
GL(j/n;2') = GL(j/n;2) = F(w +€) = F(w) + Fly; —¢) - Fly;) 20, (3.5)

mivel F' konkdv.

(v) Végil a j < m < n egyének esetében v}, = y,,, amib8l kovetkezik
GL(m/n;z') > GL(m/n; z).

2. eset: Az 1 és a j egyén kozotti jovedelemtranszfer megvéltoztatja a jovedelem-
skdldn elfoglalt helyzetiiket. Ezért a kovetkezd helyzet alakul ki:

Yo S U S <ULy <iyn

Yo S <Y <% <Y <9 <Un

Konnyebb a bizonyitds menetét az alibbi abra segitségével kovetni, amelyen a
Jévedelem balrél jobbra haladva novekszik:

« Ha adva van z,y € R", akkor és csak akkor irjuk, hogy z > y, ha z; > y; minden
t=1,2,...,n esetén. Ha z > y és z # y, ennek jeldlése z > y.



308 PATRICK MOYES

Az egyének helyzete
Eloszlas ¢ 1 B ey B 2 2 J m
y Y9 Y Y e Yo Ye Y5 Ym
V' Y yn e o Yk o Y€ Yo Ym
8.1 dbra

(i) A g helyzetben levd egyének esetében y! = y,. Ennélfogva GL(g/n; ') =
GL(g/n; z).

(ii) Az 2-edikként rangsorolt egyén esetében y! = y), > y;. Mivel F' novekvd,

z; > z; é GL(i/n;2') > GL(¢/n; z).

(i) A h helyzetben levé egyének esetében y, = vy, + € > yn. Ezért
GL(h/n; 2') > GL(h/n; z).

(iv) A k-adikként rangsorolt egyének esetében yj = yx. Ezért GL(k/n; z') >
GL(k/n; z).

(v) Az £ helyzetben levé valamennyi egyén esetében y, = y; — & < yp. Ezért

GL(¢/n; 2') = GL(¢/n; z) = F(yi +€)/ — F(w) + F(y; — €)/ — F(yx)
> F(yi +e)/ — F(y) + Fly; —€)/ — F(y;) (F novekvs) (3.6)
>.0 (F konké.v) :

(vi) A j-edikként rangsorolt egyén szadmira Y, = ye < y,. F konkavitdsinil
fogva

GL(j/n; 2') = GL(j/n; z) = F(yi +€)/ — F(w) + F(y; —€)/ — F(y;) > 0. (3.7)

(vii) Végill minden m-edikként rangsorolt egyén esetében i, = y,,, amibél
kovetkezik

GL(m/n; ') > GL(m/n; z).

Ennélfogva mindkét esetben érvényes az 2’ >, z reldcié.
A >,, relcié tranzitivitdsa kovetkeztében az eredmény érvényes tetszéleges B bi-
sztochasztikus mdtrix esetében is.

Legyen most w := (wy,...,wp) é8 z := (z1,...,2,), ahol w; := F(y!) és
z; := F(y!) minden i-re. Mivel F' novekvd, w; > 2z, minden i-re. Ez nyilvdnvaléan
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egyenértékd azzal, hogy wy” > zi (1,,2,...,n), ahol 2 = Pz (P olyan permutéciés
métrix, amelyre Pw = w®). ésszegezve 7=1,2,..., k-ra, kapjuk:
k k n k
Zw}”?Z[ij,z,}=Zz;’. (k=1,2,...,n) (3.8)
g1 =1 fr=1 J=1

Tekintettel a 3.9 lemmdra, ebbdl viszont kovetkezik

dwf 2> 22 (k=1,2,...,n) (3.9)

=1 =1

vagyis z >¢, w, amivel befejezédik az elégségesség bizonyitdsa.

Szikségesség : Az ellenkezd feltevésbél kiindulva bizonyitunk, azaz feltessziik, hogy
az implikdcié hamis. El8szor azt tételezziik fel, hogy F nem konkdv. A 8.1 lemma
értelmében ez azt jelenti, hogy létezik u,v, w,t € V igy, hogy u < v = w < ¢,

V-u=t—wés F(u)~F(U)<F(t)_F(w)_

U~ t—w

(3.10)

Legyen y := (u,...,u,u,t) € D, és y' := (u,...,u,v,w) € Dy; ekkor nyilvin
Y >, y és ezért a fortiori y' >4, y. Tekintettel 3.10-re,

GL(k/n; 2") — GL(k/n; z) < 0,

ami ellentmond a (T3.1.b) feltevésnek.

Tételezziik most azt fel, hogy F' nem novekvd, vagyis létezik olyan u,v€V, a-
melyre u<v, de F'(u) > F(v). Vilasszuk meg y-t gy, hogy y := (u,...,u,u,v)€D,
és vezessiik be a kovetkezd definiciét:

L "o Q0 00 1 w0000 0
A ~ 0 0
-0 et MR L T B B

0 0% o0 0 01 1

0 00 0 01 1

Legyen y' := éy, valahdnyszor u = 0, egyébként pedig y' := @y. Mindkét
esetben y' = (u,...,u,v,v), igyhogy ¥ >4, y. Azonban

GL(k/n; z') — GL(k/n; z) =0



310 PATRICK MOYES

minden k= 1,2,...,(n — 2) esetén, és
GL(k/n; z') — GL(k/n; z) = F(v) — F(u) <0

k = (n—1) és n esetén. Ezért F(y) >4, F(y'), ami megintcsak ellentmond a (T3.1.b)
feltevésnek. Ezzel a bizonyitdst befejeztik.

Ha (T3.1.a)-ban ,novekvs és konkdv” helyett ,szigordan novekvs és konkdv”-
ot, (T3.1.b)-ben pedig ,>s,” helyett ,>4,” jelet frunk, tovibbd el8irjuk, hogy
y#ul és y # vl (u,v € R, ;) legyen, akkor megkapjuk a 3.1 tétel ,erds”
valtozatdt. A 8.1 tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy a csokkend és konvex
addrendszerek megforditjik az eloszldsok dltalinositott Lorenz-rangsorolisat.

4. Az eloszliasok igazsiagossdag -szemponti
joléti rangsoroliasinak megdrzése

4.1 A leggazdagabb egyén jovedelménck novekedését —— ceteris paribus — rend-
szerint az egyenlétlenség fokozddasinak tekintik. A >4, reldcié szerinti jolétnoveke-
dés ezért Osszeegyeztethetd a jovedelemegyenldtlenség fokozddasival, tehat az alta-
lanositott Lorenz-dominancia fogalmédban rejlé joléti megitélés osszetlitkozésbe ke-
rilhet azzal a tirsadalmi torekvéssel, hogy a jovedelemeloszlis egyenletesebbé val-
jék. Példaul a Pareto-féle ,individualista” és szétvalaszthaté j6léti fliggvény esetén
(amikor is az egyéni j6léti szintek figgetlenek a tobbiek jovedelmétél), a hatékony-
sdg és az egyenlSség kozotti konfliktus mindig a hatékonysag javira oldédik meg-
Ez a nézépont akkor elfogadhatd, ha feltételezziik, hogy valamely z dllapotban az
életszinvonal mérésének egyetlen relevans informacidja az egyének jovedelmi hely-
zete. Ha viszont elismerjiik annak lehet8ségét, hogy az egyes emberek irigyek lehet-
nek, és még azt is elismerjiik, hogy ezt az informdciot is figyelembe kell venniink,
amikor a tarsadalmi jélétet mérjiik, akkor nyilvinvaléan nem allja meg a helyét
az a felfogds, hogy minden olyan helyzet, amelyben egyes egyedeknek magasabb
a jovedelme, automatikusan eldnyosebb. A hatékonysig és az egyenlSség kozott
ilyen konfliktus elkeriilésére SHORROCKS (1983) javasolta a megengedett joléti fugg-
vények osztilydnak megszoritdsit, a hatékonységi preferencia olymdédon torténd
gyengitésével, amely Osszeegyeztethetvé teszi azt az egyenl6ség fokozbédasdval.

Mivel valamennyi jovedelem ardnyos novelése nyilvanvaléan nem véltoztatjd
meg a viszonylagos egyenlStlenséget, az egyenldség és a hatékonysig konfliktusat
természetes médon megoldand, ha megkovetelnénk: a j6lét akkor novekedjék, ha

5 o . w7 . . " Py
valamennyi jovedelem ardnyosan né . Vezessiik be a kovetkezd definicidt:

LR(k/n; 2) := GL(k/n;2), k=1,2,...,n,

! Ez az elv, amelyet ,arinyos jovedelemkiegészitésnek” neveznek, azt dllitja, hogy 2
jovedelemegyenlStlenség mérése szempontjabdl csak a viszonylagos j'c}vedelemkiilénbségek
szamitanak. Altaliban DALTON-nak (1920) tulajdonitjik ezt az elvet, noha az, amit 8 32
aranyos jovedelemkiegészités elvének nevezett, valéjaban azt kivetelte meg, hogy a jove
delemegyenldtlenségek csékkenjenek (ill. névekedjenek) az ardnyos j<'5vedelemkiegémﬂ'tés
(ill. levonds) esetén. [lisd DALTON (1920), 335. 1.
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ahol LR(k/n; z) annak a jévedelemnek a részarénya, amely a lakossig (k/n) x 100%
legszegényebb részének jut a z helyzetben, és azt mondjuk, hogy az z eloszlas vi-
szonylagos Lorenz—értelemben gyengén domindlja az y eloszldst (jele z >4, y), akkor
és csak akkor, ha

k k ‘
LR(;;I)ZLR(;;y) minden k= 1,2,...,(n—1) esetén. (4.1)

Azt mondjuk, hogy az z eloszlas az altalanositott viszonylagos Lorenz—értelemben
gyengén domindlja az y eloszlist (jele a tovdbbiakban z >, y), akkor és csak
akkor, ha = >4, y és u(z) > p(y). SHORROCKS (1983) dolgozatdnak 3. tételébdl
kovetkezik, hogy = >, y akkor és csak akkor, ha létezik olyan z = ry eloszlas,
amelyre y regressziv transzferek véges sorozatdval 4llithatd eld az z eloszlisbdl,
vagy — ami ezzel egyenértékii — W (z) > W (y) fennill minden olyan Schur-konkdv
W : D, — R j6léti figgvényre, amelyre W(rz) > W (z) minden z € D, és 7 > 1
esetén (vagyis W az origébél kiinduld sugarak mentén novekvd).

Az itt emlitett értékitélet azonban még mindig igen erdsnek tiinhet, hiszen az
eloszlds ,felnagyitdsa” véltozatlanul hagyja ugyan a jévedelemardnyokat, de noveli
a jovedelmek kozotti abszolit kiilonbségeket [ldsd KOLM (1976)]. Bevezetve a

LA(k/n; 2) :=GL(k/n;2), k=1,2,...,n,

jelolést, azt fogjuk mondani, hogy az z eloszlés abszolit Lorenz—értelemben gyengén
dominélja az y eloszlist, (jele = >4, y), akkor és csak akkor, ha

k
LA <IE : z) > LA (* : y) minden k= 1,2,...,(n— 1) esetén. (4.2)
n n

Az abszoltt Lorenz—kritérium egyforman rangsorolja azokat az eloszlasokat, ame-
lyek kozott csak annyi a kulonbség, hogy ugyanazt a pozitiv mennyiséget adjuk
valamennyi egyéni jovedelemhez. LA(k/n; z) jelenti a (k/n) x 100% legszegényebb
egyén jovedelmének dtlagos elmaraddsit az atlagos jovedelemtdl a z helyzetben [ldsd
MovyEs (1987a)|.

Azt mondjuk, hogy az z eloszlds abszoliit dltalinositott Lorenz—értelemben gyengén
domindlja az y eloszlast (jele >4, y), akkor és csak akkor, ha z >4, y és p(z) 2
#(y). SHORROCKS (1983) dolgozatinak 4. tételébsl tudjuk, hogy z >4, y akkor
és csak akkor, ha W(z) > W(y) fennéll minden olyan W : D, — R Schur—konkdv
j6léti fiiggvényre, amelyre W (z + 01) > W(z) minden z € D, , 6 > 0 esetén (vagyis
W névekvd az elsd diagonalissal parhuzamos egyenesek mentén). Ezzel egyenértékd,
hogy létezik olyan z = y + 01 eloszlas, hogy y regressziv transzferek véges sorozata
révén keletkezik a z eloszldsbél.

A jévedelemeloszlisok osszehasonlitdsa a viszonylagos vagy az abszolat altala-
nosftott Lorenz-dominancia segitségével két 1épésbdl 4ll6 miivelet, elszor két
eloszlis egyenlStlenségét vetjiik egybe, és azutén hasznaljuk fel az itlagjovedelem-
mel kapcsolatos informaciét. A szokdsos médon definidljuk a fentirendezések aszim-

metrikus részét.
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4.2 Nyilvanvalg, hogy >, Zogr €5 Zpga negymasba skatulydzott” rendezések,
ezért kimondhatjuk a sejtést, hogy

7(2(‘{}0) g ?(zfgr) g ?(Zl’q)

Valéban, mindaddig, amig n < 2, a novekvd és konkdv jelleg (mindkettd szigoru
értelemben) elégséges feltétel ahhoz, hogyy F' megtartsa az eloszldsok >,,, és >4,
szerinti rangsoroldsit. Nagyobb populiciék esetében azonban ez m4r nem igaz. A
részleteket illetden 1dsd a Figgeléket. Hasznos lesz a kovetkezd

4.1 lemma :
Ha n > 2) (1) Y(Zigrg -? Z(]r (li) ?(Zlgug ?(2/)

Bizonyitds :
Tekintettel a 2.1 tételre és A CZEL (1966, 43. 1) 1. tételére, vegyiik elészor is észre,
hogy ha F € 7(>,), akkor F megold4sa a

F(”“):F(““F(" utev (4.3)

2 2

fuggvényegyenletnek.

A két kovetkestetést egyidejiileg bizonyitjuk, megmutatva, hogy abban az esetben,
amikor F' ¢ 7(>,), mindig talilunk olyan eloszlast, (v és '), amelyre y' >4, ¥y
(illetve y' >,,4 y), de nem z' Zegr = (illetve nem [z’ >,,, z|). Tételezziik fel, hogy
(4.3) hamis, és legyen

v=w=(u+t)/2, ahol u<t.
Két lehet8ség van:

1. eset: F(v) — F(u) > F(t) — F(w)

Legyen y := (u,...,u,u,t) € D, és y := (4,...,u,v,w) € D,. Ekkor ¢ >, ¥
ennélfogva y' >4, y és y' >,,, y is érvényes. Masrésat

D oF(w) <) F(y),
1=1 t=1

amibdl kévetkezik, hogy nem [z >, z]. Marmost ellenérizhetd, hogy minden
k=1,2,...,(n—2) esetén

B\ O
- (n’ ) (n—2)F(u) + F(u) + F(t)

£P(w) i g
” (n—2)F(u) + F(v) + F(w) ALR(n’ )

(4.4)
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vagyis nem [z’ >, z|, ezért egyrészt F' ¢ F(>,,,), masrészt pedig hasonléképpen

LA (S’z) > S [F(u) (= 2)F(u) + F(u) +F(t)} E

§ (4.5)
> & [p - B ) LRy (£ )

vagy‘is nem (z' >, z|, tehdt F ¢ F(>454).
2. eset: F(v) — F(u) < F(t) — F(w)

Legyen y := (u,t,¢t,...,t) € D, és y' := (v,w,t,...,t) € D,. Nyilvdnvalé, hogy
Y >0y, és igy ¥’ >¢gr y valamint y' >4,, y. Azonban

> F(w) > Y F(v)

=1 =1
amibdl kovetkezik, hogy nem [z’ >, z]. Tovdbbé tudjuk, hogy minden k = 2,...,
<.y (n— 1) esetén

k \  F(u)+ F(t) + (k- 2)F(t)
- (7; ””) T (n—2)F(t) + F(u) + F(2)

(4.6)

F(v) + F(w) + (k- 2)F(t) E'z'
m—nmw+mw+nw‘”R(’ )

vagyis F' ¢ 7(>4,-) és hasonléképpen

a2

(n—=2)F(t)+F(u)+F(t) ] /)

n

% [F(u) FF(8) + (k—2)F(t)—k

_k(n—Z)F(t)+nF(v)+F(w)} .

=LA (S ;z') (4.7)

vagyis F' ¢ F(>¢ga), tehat ismét ellentmonddsra jutottunk.

\%

%F [F(u)+F(w)+(k—2)F(t)

Az F(>4gr) és F(>ega) figgvényosztily jellemzése a 4.1 lemma kozvetlen kovet-
ezménye.

4.1 tétel : Korlatos (valamint nem—-korldtos) jovedelmek esetén:

(T4.1.a) Vagy F(t) = b vagy F(t) = at (a,b € Ry) akkor és csak akkor, ha
(T4.1.b) minden y,y’' € D, (n > 2) esetén y' >4, y fennéllisabdl kovetkezik, hogy

F(yl) zlgr F(y)
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Bizonyitas :

Az elégségesség nyilvanvald, tgyhogy a sziikségességet bizonyitjuk. A 4.1 lemma
értelmében a (T4.1.a) feltevésbdl kovetkezik, hogy F(t) = at + b (a,b € Ry). A
bizonyitds teljessé tétele céljdbél csak annyit kell még megmutatnunk, hogy a és
b nem lehet egyidejlileg szigordan pozitiv. Az ellenkezd feltevésbdl indulunk ki,
és feltételezziik, hogy a és b nem vilik zérussa. Legyen y = (u,...,u,t) € D, és
y = (ry,...,7u,ru + €,7t —€) € D,, ahol u < t,7 > 1és 0< e < 7(t —u)/2.
Nyilvdnvaléan y' >, y és p(y') > p(y); gy ¥ >e;r y. Tovibbd, minden
k=1,2,c...,(n—2) esetén érvényes

k) _ k(au + b)
- (;,z) ~ (n—1)(au+b) + (at + b) -

(4.8)

- k(aru + b) _ LR k o
(n—1)(aru +b) + art + b n

Ez pedig valéjaban azzal egyenértékii, hogy (at + b/7)(au + b) > (au+ b/7)(at + b),
ami viszont igaz, ha b/r < b, ahogy feltételeztiik. Ezért nem [z’ >, z|, ami
ellentmond (T.4.1.b)-nek. Ezzel a bizonyitdst befejeztiik.

4.2 tetel : Korlitos (illetve nem korldtos) jovedelmek esetén:
(T4.2.a) F(t) = at + b minden a,b € R” esetén feltéve, hogy F(t) > 0 [illetve
a,b € R, | akkor és csak akkor, ha
(T4.2.b) Minden y,y' € D, (n > 2) esetén, y' >,, y fennalldsabél kovetkezik, hogy

F(y') 2ega F(y).
Bizonyitds :
Az elégségesség nyilvanvald, a sziikségesség pedig kovetkezik a 4.1 lemmdbdl.

Ha n =2, F(>¢,) és 7(>ega) novekvd és konkdv F fiiggvényeket tartalmazza. Ha
a (T4.1.b) illetve a (T4.1.b) feltételekben a >,,, illetve >,,, reliciék helyébe az
aszimmetrikus relicidkat irjuk, tovibba eléirjuk, hogy a # 0 legyen, megkapjuk a
4.16s a 4.2 tétel ,erds” viltozatat.

Megjegyezzik, hogy ha F megérzi az eloszlisoknak a >,,, reldcié szerinti rang-
soroldsat, akkor a fortiori megérzi a >, szerinti rangsoroldsukat is. (Ugyane?
érvényes a >y, 6s a >, relacidkra is.) Kénnyen belathaté, hogy ennek a forditottja
is igaz, vagyis

4.1 korolldrium : Minden n > 2 esetén

() F(Zer) = 7(2er) s () F(Zega) = F(Zew)-
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5. Eredményeink a szakirodalom tikrében
és tovabbi kutatasi lehet8ségek

5.1 Tételezziik fel, hogy valamely > bindris relacié értelmében az y eloszlis
rangsoroldsa magasabb, mint az y'-é, és tételezziik fel tovabbd, hogy létezik olyan
F figgvény, amelyre 8

F(y) := (F(yl))"'ﬂF(yn))

&~
w

F(y') := (F(y1),---, Flyn)) -

Hogyan jellemezhetd azon F figgvények halmaza, amelyek megdrzik az y illet-
ve az y' eloszlas rangsoroldsat? Bebizonyitottuk, hogy ha az > relicié altala-
nositott Lorenz-rendezés, akkor F-nek novekvének és konkavnak kell lennie
(8.1 tétel). Ha korldtozzuk a hatékonysagi preferenciat olymédon, hogy a jélét
novekedése osszeegyeztethetdvé viljék az egyenldség viszonylagos értelemben vett
fokozbéddsaval, akkor F-nek linearisnak kell lennie (4.1 tétel). Ha tovibbmegyunk
egy lépéssel, és azt kivanjuk, hogy a jélét akkor novekedjék, ha minden jovedelem
azonos osszeggel lesz nagyobb, akkor a kvdzi-linedris adérendszerekhez jutunk (4.2
tétel). MARSHALL és OLKIN (1979, 5. fejezet) részlegesen mar tanulmdnyozta
azokat a fiiggvényeket, amelyek megdrzik az eloszlasok rangsorolasit. Ha felis-
merjitk, hogy a Lorenz-dominancia nem mds, mint a majorizdlds reciproka, akkor
litjuk, hogy a mi 2.1 tételink ekvivalens az 6 A.1.e. tételikkel Hasonléképpen Sk
is felismerték azt a tényt, hogy a novekvd és konkdv fuggvények megdrzik, viszont
a csokkend és konvex fiiggvények megforditjik az eloszlisok dltalinositott Lorenz—
rangsorolasat (lasd A.2 tételiket). Ugy latszik azonban, nem ismerték fol azt a
tényt, hogy ezeknek az allitdsoknak a megforditdsa is igaz, és azt a fliiggvényosatélyt
sem hatdroztdk meg, amely megérzi az eloszldsoknak a viszonylagos és az ab-
szoliit dltalinositott Lorenz- kritérium szerinti rangsoroldsit. Mds osszefiiggésekben
THON (1985) a mi 8.1 tételinkhiz igen hasonlé eredményre jutott. Bizonyitdsiban
azonban additivan szétvalaszthaté és derivdlhatd joléti fiiggvényeket alkalmaz, mig
nekiink ezekre az erds feltevésekre nem volt szikségunk.

5.2 Mint a bevezetében hangsilyoztuk, az eloszldsok rangsoroldsdnak megérzése
akkor kiilonosen jelentGs, amikor az F' fiiggvényt adérendszernek fogjuk fel. A
tanulmanyban levezetett tételeknek a jovedelemaddzasra vonatkozs kovetkezményei
legaldbb hdrom esetben folottébb érdekesek.

El8szor is, egyes esetekben fontos lehet szimunkra, hogy meg tudjuk &llapitani,
milyen j6léti és/vagy egyenltlenségi hatdst gyakorol az addzds elStti jovedelem
valamilyen megvéltozdsa az adézas utdni jovedelemre. Az eloszlds rangsoroldsdnak
megdrzése — mint kovetelmény — eleve kizdrja az olyan addrendszereket, ame-
lyeknél az adézas eltti jovedelmek egyenldbbé valdsa az adézds utdni jovedelmek
j6léti értékének csokkenését eredményezi, hiszen ez nyilvanvaléan kedvezétlen tulaj-
donség lenne egy adérendszer szempontjabsl. Tételezziik fol, hogy a jovedelmeket
Gjabb és Gjabb adézds ald vetjik. Ez torténik példaul, amikor a t4arsadalombiz-
tositasi hozz4jaruldst vetik ki az elsé lépésben, és az ebbdl ad6dé nettd jovedelem-
re vetik ki a jovedelemadét, vagy amikor a szocidlis juttatdsokat beleszadmitjdk a
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Jjovedelemadé alapjiba. Az adéreformok alapvetd konzisztenciakdvetelménye, hogy
a legszegényebbek helyzetének javitdsit célzé transzferfizetéseck médosité hatdsa ne
semmisiljon meg a jovedelemadé levondsa utan. Tételeink konkav, linedris vagy
kvazi-linedris jovedelemaddzdsi rendszert frnak elé, a célnak megfelelden valasztott
J6léti kritérium szerint.

Maésodszor, az adézds elétti rangsorolds meg(ﬁrzése az addézds utdni jove-
delemelosztasban nyilvinvalé kovetkezményekkel jar a jovedelemadézas orszagok
kozotti vagy idGsoros osszehasonlitésakor. Mindeddig az a szokdsos gyakorlat,
hogy az addzis utdni eloszlisok kozott megfigyelhetd kiilonbségeket az adézas
elotti helyzetnek és/vagy az érvényben 1évs adérendszernek tulajdonitjdk. Ha
adva van valamilyen rogzitett adézas eldtti eloszlas, akkor minél progresszivebb
az addrendszer, anndl er8teljesebb az egyenlité hatdsa. A 3.1 tétel egyik leg-
fontosabb kévetkezménye szerint: ha adva van egy rogzitett konkdv adérendszer,
akkor minél magasabb rangot kapott az dltalinositott Lorenz-dominancia szerint
valamely adézds el8tti eloszlds, annil magasabb lesz az adézds uténi eloszlis rangja
is [tovabbi részleteket illetden lisd MOYES (1988b)).

Végiil, az adérendszerek kellemes tulajdonsiginak tekinthetd, ha biztositjdk,
hogy amennyiben a népesség valamely csoportja egy masik csoportndl kedvezdbb
helyzetben van az addzds elétt, akkor ez a helyzet az adézds utan is fennmarad-
jon. Ez a feltétel speciilis esetként tartalmazza azt a kovetelményt, hogy az
addalanyoknak a jovedelemskédlin elfoglalt helyzete ne viltozzék. A 8.1 tétel
trividlis mdédositasa igazolja, hogy F novekvé és konkiv jellege elegends an-
nak kikiiszobolésére, hogy a csoportoknak a jovedelemskdlin valé rangsoroldsa

’ ;8
megvaltozzék.

5.3 Felhivjuk a figyelmet két lehetséges dltalinositisra. A tanulmanyban
mindvégig homogén népességet vizsgaltunk, tovibba feltételeztiik, hogy az adét,
amelyet valamely egyén fizetni koteles, kizardlag eredeti jovedelme alapjdn szamitjak
ki. ATKINSON és BOURGNIGNON iijabb kutatdsaira (1987) tamaszkodva, kevésbé
sziikkorli fogalmat alkothatunk az adézdsrél, megengedve, hogy az a jovedelem,
amely valamely adéalany rendelkezésére 4ll az ad6 megfizetése utan, az adézds volu-
menétdl és az adbzds elbtti jovedelemtd fiiggjon, és ekkor azokat az adérendszereket
keressik, amelyek megérzik az eloszlisok a szerzék altal meghatdrozott ,4lta-
ldnositott” joléti rangsoroldsat. Az dltalinositis egy masik lehetséges irdnyaként
feltételezhetjiik, hogy minden egyén adézds utini jovedelme az egész eloszldsnak
a fiuggvénye. Torténtek mér ilyen irdnyd kisérletek, dgyhogy néhany eredmény
mdr rendelkezésiinkre all. Példdul MARSHALL és OLKIN (1979, A.14) bebizonyi-
totta, hogy minden H(z) : D, — D, figgvény, amelynek definiciéja H(z) =
(f1(2),..-, fn(2)), (ahol f; : D, — Ry, Schur-konkdv) megérzi az adézas eldtti

: Ha adva van az N := {1, 2,...,n} halmaznak egy nem iires S részhalmaza és egy
z € Dy, eloszlds, jeldljiik z(S)-sel z-nek az S-re val korlitozdsat. A népességcsoportok
esetében példdul a (T3.1.b) feltételt igy lehetne felirni: Minden y € D, és minden
S,T C N esetén az y(S) >,, y(T) egyenldtlenségbsl kivetkezik F(y(S)) >4, F(yT))-
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eloszlasok Lorenz-rangsoroldsit az adézas uténi eloszldsok dltaldnositott Lorenz—

rangsorolasat tekintve.” Nyilvénvald, hogy a jelenlegi elemzés elmélyitheté lenne,
ha figyelembe vennénk az egyének kozotti killonbségeket, és/vagy ha a redisztribicié
uténi jovedelmet az Osszes addzds elbtti jovedelem fiiggvényeként fogndnk fel.
Ezeket a kérdéseket a tovabbi kutatdsokra bizzuk.

Figgelék

Ha n = 2, a ndovekvd és konkdv jelleg elégséges feltétele annak, hogy az F
fiiggvény megdrizze az eloszldsok rangsoroldsdt mind a >4, mind pedig a >¢4a
reliciéra nézve. Legyen y := (u,t) és ¢/ := (ru+¢€),aholu<it, 7>1é0<e <
7(t — u)/2. Ebb8l kovetkezik, hogy y' > y és u(y') > u(y); tehat y' >4, y. Mivel
F novekvd és konkav (mindkettd szigordan),

F(ru+e)+ F(rt —e) > F(u) + F(t).

dtrendezés utan ez ekvivalens az alibbival:

1.y F(u) _ F(ru+te) "
LR(E“) T F)+ F(t)  Flrute) + Frt—e)

LR (% m; a:)

vagyis F(y') >¢r F(y). Vezessik be most a kovetkezd definiciot: y = (u+6+
et+60—¢), ahol § > 0és 0 < & < (t —u)/2, ekkor hasonld gondolatmenettel kapjuk:

LA(E' ,)ﬂ }&)F(t)> VF(u+9+e)—F(u+0—s)
g T

|

(A4.1)

Il

1
2 2 2 2

=LA (l,x)
2

vagyis F(y') >¢ga F(y). Annak megmutatdsa céljabél, hogy F novekvé és konkdv
jellege (mindkettd szigordan) nem elégséges annak biztositdsira, hogy megorizze
az eloszlésok rengsoroldsat a >,,, reldciéra nézve, ha n > 2, vilasszunk igy: y :=
(u,...,u,u,t) € D, és ¢ := (u,...,u,u+¢e,t—€) € Dy, ahol 0 < e < (t — u)/2.
A konstrukciénil fogva v >, y, ezért y' >4 y és y' >440 y. Ahhoz, hogy nem
[z >, z] teljesiiljon, elegendd, hogy

(4.2)

LR(k/n;z) > LR(k/n;z")

9 . . . ’ .
A megforditott @llitds azonban hamis, amint konnyen beldthatjuk az fJ-(z) s
3,'/u(t) valasztdssal. Tételezziik fel, hogy az z eloszlds progressziv transfer révén

keletkezett az y eloszldsbdl. Nyilvanvald, hogy p(z) = ply) és igy 7 =: H{z) 24
H(y) := §, noha kétségtelen, hogy f; nem Schur-konkdv.
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legyen legaldibb egy £ € {1,2,...,(n — 1)} esetén. A szigori konkavitdsbdl
kovetkezik, hogy

E'z . kF (u)
LR(n’) - )Fw) 1 F()

(A.3)

kF(u) e E g
"2 F(W) T Flute) 1 F( o) LR<n’)

minden k = 1,2,...,(n — 2) esetén, igy tehdt nem [z’ >, z|, amib8l kovetkezik,
hogy nem [z’ >4, z|. Azonban legalibbis ebben a specilis esetben a szigorl
konkavitasbél nem kovetkezik z >, z’. Konnyen ellenérizhets, hogy

LR((n —1)/n;2') > LR((n ~ 1)/n;z);

ezért az z eloszlas viszonylagos Lorenz—gorbéje egyszer — és felillr6l — keresztezl
z' viszonylagos Lorenz-gorbéjét. Hasonlé kovetkeztetés vonhatd le az z és az
z' eloszlds abszolit Lorenz-gorbéjére nézve is, amibdl kovetkeszik, hogy nem

[F(¥') 2e9a Fly)]:
(Beérkezett: 1983. december 29-én.)
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Functions that Preserve the Welfare Ranking of Distribution

We identify in the paper those classes of functions that preserve the ranking of dis-
tributions according to three welfare criterion introduced recently by A.F. Shorrocks. It is
proven that a necessary and sufficient condition for a function to preserve the generalized
Lorenz ordering of distributions is that it is increasing and concave. Requiring welfare
improvements to be compatible with more equality, we obtain linear [resp. quasi-linear]
functions when emphasis is placed on relative [resp. absolute] income differentials.
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KORNAI JANOS—-MATITS AGNES: A vdllalatok nyereségének birokratikus djra-
elosztdsa. Kozgazdasigi és Jogi Konyvkiadé, Budapest, 1987. 247 o.

A magyar gazdasigi reformmal foglalkozé kozgazdasagi irodalom b&séges kosardba
egy tjabb m@i, KORNAI JANOS ES MATITS AGNES: »A villalatok nyereségének
biirokratikus djraelosztdsa” cim( konyve keriilt, melyet a Kézgazdasigi és Jogi Konyvkiadé
jelentetett meg 1987-ben.

Ez a kotet tobb szempontbdl is kiildnleges érdeklédésre tarthat szamot. Biztos ajinlé-
levél az olvasé szdméra Kornas Jdnos neve, akinek 30 éves munkdassiga, szdmtalan dttors-
jelent8ségfi publikiciéja nemcsak a szfikebb kozgazdasz—tirsadalomban ismert. Az 1980-
ban megjelent, a szocialista gazdasig atfogd jellemzését adé ,A hidny” cimfl konyve pedig
immar klasszikus alapirodalomnak szimit. Ebb&l a kényvbdl ismertiik meg és vettik
4t példdul az dllam és a villalatok kapcsolatit nagyon kifejezben jellemzé fogalmat, a
paternalizmust. Ez a mfi a mostani konyv elméleti alapjdnak tekinthet§, ezért is érdemes
elolvasni.

Az utébbi években a gazdasigi életben szdmos deklarilt védltoztatdsi szdndéknak
lehettiink tanui. Az 4llam kozvetlen beavatkozdsinak, azaz a ,kézi vezérlésnek” a je-
lent8s csokkentése, a vallalati nyereségnek a piaci viszonyoktdl valé fiiggése kétségkiviil
fontos kérdése a reformnak. A rendeletek, hatdrozatok, utasitdsok formajiban meg-
nyilvdnult szdndékok és a megvaldsitdsuk kozdtti Gsszhangot (vagy mondjuk inkibb
szakadékot) szdmos szerzd, koztik Kornai Jdnos is elemezte mér tSbb cikkben és
tanulmdnyban. Most azonban egy olyan kdnyvet tart kezében az olvasd, amely alapjaiban
tér el a hagyoményosnak tekinthet§ verbalis megkdzelitésmédtsl. Talin nem Arulok el
mfihelytitkot, ha — ezt bizonyitandé — réviden ismertetem a szerz8k munkamdédszerét.

A konyv az 1981-ben kezdett kutatémunka keretében sziiletett tanulmanyokon alapul.
E tanulmdnyok irdsa sordn — szdmitégépes kifejezéssel élve — igazi interaktiv kapcsolat
alakult ki a szerz8k kozott. Az elméleti feltevések megfogalmazdsat 1épésrél-1épésre —
béséges matematikai eszkdztarat felvonultatva — szembesitették a val6siggal, mikdzben
tjabb sejtéseket fogalmaztak meg és ellendriztek.

,Pirbeszédes” munkamédszeriik nem ismeretlen mas tudomanyteriileteken. Taldn
nem sérté egyik szakma képviselSire sem, ha az elméleti kdzgazdiszt a diagnézist megdl-
lapité orvoshoz, a matematikai ismeretekben jirtas elemz8-kozgazddszt pedig a laborok-
ban, a rontgengép mellett vagy a sebészeten dolgozé kollégdhoz hasonlitjuk.

Az 4ltaldinos allapot verbilis lefrdisa éppigy elengedhetetlen feltétele az eredményes
gyégyitémunkénak, mint a operdlds, amikor is a szike szerepét a matematikai médszerek
toltik be. Az adatelemz& munka soran szdmos rejtett Gsszefiiggés feltdrdsara nyflik lehetd-
ség, amely negymértékben segiti a valésig tobbé—kevésbé hfi matematikai modellezését. Az
egyiittmfikodés tehat, mint ez a kdnyv is bizonyitja, sziikségszerfi és mindkét fél szdmdra
gyumolcs6zb.

Ez az aktiv egyiittmfikédés az az djabb szempont, ami miatt kiilondsen érdekes olvas-
many ez a kotet.

Szémos kvalitativ 4llit4st taldlunk a kényvben, melyet 4tfogé szdmitdsokkal tdmasz-
tanak ald. Végig érz6dik a szerzbk mértéktartisa: fgy is lehet vizsgalni a redisztribucié

folyamat4t. -
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Az elméleti és az empirikus kdzelitésméd egyiittes alkalmazdsa miatt az olvasékézsn-
8ég is szélesebb korbdl keriilhet ki, mintha tisztan leirs vagy alapvet8en médszertani tanul-
mdny késziilt volna. A kényv az Elfszé és a Zdrszé mellett hirom fejezetet tartalmaz.

A 2. fejezet Elméleti és mddszertani megfontoldsok” cimmel keriilt a kotetbe. Itt
olvashatunk a vizsgilatok sorin alkalmazott egyszer(isité feltevésekrdl, a kozgazdasigi
alapfogalmakat t6bbé-kevésbé leirs specidlis mutatészamokrél és a felhasznilt statisztikai
médszerekrdl. Az alfejezeteket olvasva feltdrul eldttiink az elemzdmunka szinte minden
lépése, és az egyes lépésekben lekiizddtt nehézségek sora. Nincs az a terjedelmes médszer-
tani leirds, amely szimba tudna venni egy—egy konkrét adathalmaz elemzésének lehetséges
problémdit. Itt viszont t5bb, a konkrét vizsgilatbsl leszfirt, dltaldnosithaté megallapitast
olvashatunk, amely Stleteket, tandcsokat nydjthat méas kutatéknak is.

A lehetséges minta kialakitdsa, a kiilsnbdz6 mintakorrekcids eljarasok alkalmazd-
8a, a hidnyzé adatok kezelése, a paronkénti kapcsolatok erdsségének mérése mind-mind
megelSzi és jelentdsen befolydsolja a tSbbvaltozds elemzési médszerek alkalmazhatésdgat
és az eredményeket. A sokviltozds statisztikai médszerek altal igényelt adatmatrix el8ké-
szitésének ismertetését kovetendd példinak tekinthetjiik, amelynek sorin nyilvinvaléva
vilik, hogy a szerz&k megéllapitdsai milyen feltételek mellett érvényesek.

A 3. fejezet cime: ,,Altalé.nos elemzés: a nyereségdsztonzés erdssége”. Ebben a
részben utaldst taldlunk a profitmaximalizdlis kapitalizmusbeli szerepére és Kornai Jdnos
az ,Anti-Equilibriumban” ezzel kapcsolatban kifejtett nézeteire. Ezutin pedig Gsszefogla-
16t kapunk az 1968-as magyar gazdasagi reform alapgondolatairél, kiilénds tekintettel a
nyereségérdekeltség megteremtésének szandékara.

A koltségvetési korldt puhasiganak, mint a paternalizmus megnyilvinuldsanak be-
mutatdsa utdn a redisztribucié mértékérdl és formairdl olvashatunk. A szerz6k 11 megélla-
pitdst fogalmaztak meg, tSbbek kozott a jovedelmek nivellilisirél, a veszteséges villalatok
tilélésérél, a jovedelmek és a beruhazdsok kapcsolatirél. Minden megallapitdst szidm-
szerfl vizsgalatok sora kdvet. Az abszoldt és relativ mutaték alapjan meghatirozott em-
pirikus regresszidk és korrelacids egyiitthaték mellett klaszteranalizissel és faktoranalizissel
kapott eredmményeket is ismertetnek. A levont kévetkeztetések mellett (pl. az eredeti
jovedelmez8ségi mutaté elszakad a tSbbi jovedelmez8ségi mutatétél) figyelemre mélts az
egyébként széles kdrben alkalmazott statisztikai eljarisok otletes felhaszndldsa. A feltird
vagy megerdsité jellegli alkalmazisok szdmszerfien is nyomon kévethet8k a 8z6vegkozi
tdbldzatokbdl és a kényv egynegyedét kitevs fiiggelékbsl. Ne feledjiik, hogy itt még az
adéreform bevezetését megel8z8 évek tendencidirél, tényadatairé]l van szé. Erdekes lenne
néhany év mulva a viltozdsok hatdsait szdmszerfisiteni, és a két id6szak Ssszehasonlitd
értékelését elvégezni.

A médszertani érdekességek soriban meg kell emliteniink azt is, hogy nemcsak
keresztmetszeti, hanem id&soros elemzések is késziiltek.

A vizsgdlt problémék szempontjibél az id6beniség hatdsa értelemszerfien nem el-
hanyagolhaté. Ugyanakkor ebben a kutat4sban az id6beni folyamatok leirdsa a tendenciik
tartéssiganak kimutatdsa, az id8sorok rovidsége miatt a hagyomanyos idésorelemz&
mddszerekkel nem volt lehetséges. A masik problémit az jelentette, hogy a vizsgilt
idészakban szabdlyozéviltozds volt, ami az adatrendszerben inhomogenitést okozott. Az
1976-79 és az 1980-82-es évekre meghatirozott atlagmutatészamok hasznélata igy részben
a kényszeritd korilményeknek tudhaté be.

A harmadik fejezet befejezd része az egyéni joévedelmek és a jovedelmez&3ég kapcso-
latdt, illetve egymastdl valé elszakaddsat trgyalja. Elgondolkodtaté az a megallapit4s,
hogy a dolgozék egyik dgazatban sem érdekeltek a jovedelmez8ség novelésében, mert a
redlkeresetek a villalatok teljesitményeitsl lényegében fiiggetlenek, a keresetek eloszlisa a
véllalatok kdz5tt egyenletes.
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Mind a 11 megallapitis megérdemelné a kiemelt ismertetést, de még a 4. fejezetrdl is
kell szélnunk. ,Specidlis megkozelitések” cim alatt egyrészt ijabb 9 megéllapitist, masrészt
médszertani szempontbél kiilondsen izgalmas megkozelitéseket taldlunk.

Az id8beni viltozdsok figyelemmel kisérését, a viltozdsok szidmszerfisitését fontos
feladatként jelolik meg a szerzdk.

A villalatnagysig mérésérdl Matiits /{gnesnek mar 1985-ben jelent meg cikke. Az
altala javasolt — féfaktorral kifejezett — vallalatnagysdg mutaté segitségével kis-, kdzepes-
és nagyvallalatokat kiilonitettek el. A komplex mutaté segitségével a nagyvéallalatok elény-
pozicidit is tetten érték. Az dgazati hovatartozis hatdsat szériselemzéssel szadmszerfisi-
tették, és elemzéseikkel megcifoltdk azt a kdzhiedelmet, hogy az export tartés eldnyhely-
zetet teremt a vallalatok szimara.

A Zdrszéban ko6z0lt Osszefoglalé dttekintésben évakodnak a szerzék attél, hogy a je-
lenségek leirdsit megdonthetetlen értékitéletekkel zarjak. Nem adnak dtmutatist sem a
magyar népgazdasag ,gyogykezelésére”, de példit mutatnak arra, hogyan lehet statisztikai
adatok alapjan gazdasigpolitikai kovetkeztetésekhez alapot szolgiltatni. Ks ahhoz, hogy
elébbre jussunk, nem art pontosan tudni, hogy hol vagyunk.
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