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A nyilt, dinamikus Leontief-modell
szingularitdsi problémaja’

1. Bevezetés

A Leontief-féle dinamikus input-output modell a termelés és a termels fel-
hasznalds kapcsolatit az

z(t) = Az(t) + Bla(t + 1) — z(t)] + d(¢) (1)

elsérend i differenciaegyenlet-rendszerrel irja le, ahol z(t) a brutté kibocsatdsok,
d(t) a (beruhazas nélkiili) végss felhasznalds n-dimenziés nemnegativ vektora, A
a folyé raforditdsok, B a tékelekotési koefficiensek nemnegativ n x n—es métrixa.
Az A és B mitrixok idében 4llandéak. Az (1) rendszert a t = 0,1,...,T -1
id8periédusban vizsgilva a végss felhasznaldsok egy meghatdrozott halmazin a
teljes kibocsatasok id8sordt az {z(t)}I , megolddst az (1) egyenletrendszer tra-
Jektéridjanak nevesziik.

A Leontief-modell trajektéridja rekurzivan kifejezhetd, ha a B-mdétrix nem-
Szinguldris, vagyis invertilhaté. A B té&kelekotési matrix azonban az esetek
Nagy részében nem invertdlhaté. A B-mdtrix értelmezésénél két egymdstdl eltérd
felfogst kiilonbostethetiink meg. Az elsd ([1], [4], [5], [6]) a t8kelekotések
Mitrixdt beruhdzdsi matrixnak tekinti. Ez esetben a gazdasigban lesznek olyan
Szektorok, amelyek nem éllitanak eld beruhazasi javakat, vagyis a beruhdzdsi
Mmitrixnak lesznek 0 elemekbdl 4116 sorvektorai. A masik értelmezés esetén ([2]) a

mdtrix az egységnyi termelésnovekedéshez sziikséges készletlekotést jelzi, tehat
készletm 4trixnak nevezhetjiik. A B mdtrixnak ez utébbi értélmezése nyilvdn
b6Vebb, mintha beruhdzdsi matrixnak tekintenénk, azonban most sem zarhaté ki,
Ogy a B mdtrix szinguldris legyen.

A szinguldris t6kemdtrixi Leontief-modelleket mds-mds szerzdk kiilobozd
pétlélagos feltételek bevezetésével teszik rekurzivvi. [rdsomban ezen eljdrasokat
tekintem at, és bizonyitom, hogy az emlitett irdsokban felhaszndlt ldtszélag

l6boz6 feltételek ekvivalensek. Az dltalam hasznélt megkozelités a mdtrixseregek
‘anonikus alakjara tdmszkodva alkalmat ad arra is, hogy az input-output modell
l’rényita',si problémait kozvetlen médon targyaljam. Mindkét kérdés (rekurzivvd tétel
€8 irfmyitha.tés;ig) targyalasahoz a reguldris matrixseregek elméletét hasznalom fel.

1 =
A cikk az MTA-Soros Alapitvany altal tamogatott, 1986. mdjus 25-27. kozott

°Pronban megrendezett II. Fiatal Matematikus-kozgazdaszok Taldlkozéjan elhangzott

eladss alapjan késziilt.
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Definicié: A C és D kvadratikus matrixok reguldris matrixsereget hatdroznak meg,
ha létezik olyan A valds szam, hogy a AC + D matrix nemszinguldris.

A vizsgalt modell esetében ez annyit jelent, hogy ha az A folyé raforditdsi méatrixnak
létezik Leontief-inverze, akkor a dinamikus input-output modell B és (E — A+ B)
matrixai reguldris mdtrixsereget hatdroznak meg. Ugyanis a

AB—(E—-A+B)=(A-1)B~(E - A)

azonossigbdl kovetkezik, hogy ha a A = 1 teljesil, akkor a Leontief-féle inverz
létezése miatt emlitett mdtrixaink valdban reguldris mdtrixsereget hatdroznak meg.

E fogalom segitségével rekurzivvd téve az (1) modellt, az igy adédé tra-
jektoriarél megmutatjuk, hogy az input-output modell teljesen vezérelhets, ha a
felhaszndldsok vektorait vesszuk szabalyozé vdltozéknak.

2. A Leontief-modell {B,(F - A + B)} métrixainak kanonikus alakja

A bevezetésben megmutattuk, hogy a Leontief-modell B és (£ — A + B) mét-
rixal reguldris mdtrixsereget alkotnak. Ennek ismeretében meghatdrozzuk a rend-
szert matrixainak dltaldnositott sajitértékét és jobb-, illetve baloldali sajatvektorait.
(Az 4talakitdsok megegyeznek a [3]-ban és [8|-ban szereplékkel).

Az elsé lépésben a AB — (£ — A + B) alakbdl indulunk ki. Ezen métrixon
hajtunk végre néhiny atalakitdst:

AMB—-(E-A+B)=(A-1)B—(E— A)=(E- A)|()-1)(E-A)" 'B-E]. (2)

Az (1) egyenléségben az (E — A) métrixot azért emelhettiik ki, mert a Leontief-
modell A matrixarél feltételezziik, hogy produktiv, vagyis domindns sajitértéke
1-nél kisebb, tehat invertdlhats. Meg kell jegyezniink, hogy az (£ — A) mdtrixot
jobbra is kiemelhettik volna, azonban ez a tovabbi dtalakitisokat nem befolydsolja.

A misodik lépésben az (E — A) 'B mitrix nulla és nemnulla sajatértékeit
kulonitjuk el hasonlésigi transzformaciéval. Ezzel az (1)-et folytatva a kovetkez8ket
kapjuk:

H,~E 0
(E-A) [(A\-1)(E-A)"'B-E]=(E-A)U" |(A-1) =
0 Bpp~B

(3)

(A_ I)HP—E 0
=(E- AU! U,
0 (A — l)Hn_,, - F
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ahol a H, mdtrix a 0 sajitértékhez tartozé p x p-s Jordan-blokkot, mig a H, _, az
(E — A)"'B mitrix nemnulla sajitértékeihes tartozé (n — p) x (n — p)-s Jordan—
blokkot jeloli. Az U mitrix az (E — A)~! B mitrix baloldali, az U~! a jobboldali

sajatvektorait tartalmazé hasonlésagi transzformacié métrixa és teljesil az

H, 0
U(E—-A)"'BU! = (4)

azonossag 1s.

A kovetkezd Iépésben azt az észrevételt hasznaljuk ki, hogy a (Hp, + E) és a
H, _, métrixok nemszinguldrisak, {gy invertilhatéak. Ezzel a megfigyeléssel a (2)
azonossagot a

AH,—(Hp+ E) 0
(E-A)U™ U=
0 A, ,—(Hpp+E)
(5)
H,+E 0 MH,+E)'H,-E 0
= (E-A)U™? U
0 Hos 0 AE—-(E+H.,)

formgban frhatjuk fel.

Az utolsé lépésben a (H, + E)~'H, maga is nilpotens mdtrix, igy

(H, + E)"'H, = V(N )V, !,

r

ahol V,, az emlitett hasonlésigi transzformacié, és (Ng,) olyan nilpotens matrix,

amelynek ,4t16beli” blokkjai N,, Jordan-féle matrixok (Z;a; = p). Az (E+ H,%,)
Métrixot a Vyn—p hasonldsdgi transzformdciéval az

(E+ HL) =Va_p < (\Ep, + Np WV,

alakra hozhatjuk, ahol (A; Eg + Nj,) matrix 4tlébeli elemei a A; Ejs + N, métrixok
EJ‘ﬁj = (n~ p)). Ennek ismeretében a (4) egyenléséget irhatjuk

H,+E 0 Vo O
AB~(E— A+ B)=(E- AU X
R R
. (6)
<AN(1, ik Ea.) 0 VP 0
X U

0 <()‘ - ’\J')Eﬂ) i Nf’:> 0 V':”lf’
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alakban is. Ezzel sikerilt a Leontief-modell [B, (E — A + 3)1 matrixait kanonikus
alakra hoznunk.

Ha bevezetiink néhany dj jelolést, akkor az (5) kifejezés attekinthetébbé valik:

H,+ E 0 Ve 0

P=(E-AU! ;

0 Hn—p 0 Vn, -~
vt 0
Q= &,
O ‘/”‘71”
valamint

N e (‘Nu.>)
A = (A, E/,l t N/4I> .

Ekkor az (5) legegyszeriibb alakja a

,\B—(E’—A+B):P[/\<1(;l 2) (g 2)]@ (7)

formdvd egyszeriisodik.

Az éltaldnositott sajitértékeket a A matrix diagonalis elemei tartalmazzdk,
ugyanis ha A = A; helyettesitéssel éliink, akkor a AB— (E -~ A + B) mdtrix szinguldris,
igy a

{AB-(E—- A+ B)}z=0 (8)
altaldnositott sajitérték—feladatnak létezik megoldisa. (Természetesen a P és Q
matrixaink nemszinguldrisak, gy a (7) egyenletrendszer megoldhatdsiga csak a (6)
jobboldaldn all6 kifejezés kézépsd matrixatsl figg.)

A (6) és (7) kifejezések Gsszevetésébél vildgossa vilik, hogy a (7) sajdtérték
feladat megolddsainak szima nem lehet egyenls a B és az (E — A+ B) kvadratikus
matrixok méretével, hanem anndl kisebb. Ez azt jelenti, hogy a (7) egyenletrend-
szerbdl szarmaztatott

(A-1)(E-A) " 'Bz=1z (9)

sajatértékegyenletnek nem lehet n darab szokisosan az
1 -1
T 2= (E-A)"'Bz (10)

egyenletbdl szimitott megolddsa, hanem annal csak kevesebb. Ennek az a ko-
vetkezménye, hogy a (7) sajétértékfeladat (9)-re tSrténé redukildsa csak hibaval
torténhet, ugyanis a (9) egyenlet sajitvektorai a (2) azonossagban alkalmazott U
és U~! mdtrixszal egyeznek meg.
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Végul néhdny olyan atalakitdst tesziink, amelyekre a tovidbbiakban tdmaszko-
dunk. A (6)-bél kovetkezik:

(g’ g):PIBQl, és (11)

Tegyiik fel, hogy ismerjik az N nilpotens métrix nilpotenciafokat:
T =min{t({NT = 0}.

3. A reguldris mdtrixseregek segitségével nyert
megoldds hatékore

A Leontief-modell matrixainak reguldris matrixseregként torténé értelmezésé-
vel a rendszer métrixai kanonikus alakra hozhaték. Ennek segitségével a

Bzt +1) =(E - A+ B)z[t) — d{t), t=0,1,,,T =1

: (13)
I(O) E R".
line4ris differenciaegyenlet--rendszer rekurzivva tehet6. Azt is megmutatjuk, hogy a
B mitrix konkrét alakjitsl figgetleniil mindig eléallithats az {z(t)}7_, trajektéria,
amennyiben a végsé felhasznalasok vektorait a (T + 7 — 1) id6periédusban ismerjik,
Vagyis ha a  {d(t)}] %7 ' idésor adott. Kimutatom tovdbbd, hogy a 7 érték az
(E- A) ' B mitrix 0 sajitértékének minimalpolinombeli multiplicitésa.

Végiil néhany specidlis esetet mutatok be. El6szor a végso felhasznédldst id8ben
dllandénak tekintem, vagyis feltételezem, hogy a d(t) = d > 0 egyenléség teljesiil
& Vizsgilt ¢t = 0,...,T + 7 — 1 idéhorizonton. Majd egy olyan esetet vizsgalok,
ahol a 7 ¢reék éppen eggyel egyenls. Ebben az esetben megmutatom, hogy a di-
Hamlk"b input-output modell tékelekotési matrixanak beruhdzdsi mdtrixként vald
ertelmezexe és egy specidlis regularitdasi feltétel feldllitdsa sziikséges a rekurzivitds

‘ztosltaaahoz.

$.1. 4 differenciaegyenlet-rendszer megolddsa

fo - A (2) differenciaegyenlet-rendszer megolddsihoz a (11) és a (12) osszefiiggéseit
fol&lllk felhasznalni. Ezzel a differenciaegyenlet-rendszer a kovetkezd format veszi
el:

P'BQ M Qz(t + 1)] = YE - A+ B)Q7'[Qz(¢)] - P™d(¢), (14)

Bthiec
™Mt frhatunk az

(5 &) est+ui= (5 §)i@etn-Ptaw (15)

fQrmfiban is.
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A Qz(t) vektort particionaljuk igy, hogy a métrixokkal torténd szorzas
elvégezhetd legyen:
(@=z(t))
Qa(t) - . (16)
(Qz(t))2

Ugyanigy bontsuk szét a P~ 'd(t) vektort is:
(Pil(l(t))l

Pridil) = . (17)
(P'd(1))-

A (16) és (17) azonossag segitségével két egymastdl fiiggetlen egyenletrendszer-
re esik szét a (15) rendszer:

N(Qz(t 4 1)1 = (Qu(t))y — (P 'd(t)),

(18)
(Qz(t + 1))z = A(Qz(t))2 — (P~ 'd(t))2-

A (18) rendszer elsé tipusi egyenletrendszerének megolddsihosz felhaszndl-
hatjuk, hogy az N mdtrix 7 nilpotenciafokit nilpotens matrix. A megolddst idében
»visszafelé” haladva allitjuk el6 a kovetkezdképpen:

= N"(Qz(t + 7))y = N" ' [N(Quz(t + 7)),
= N7~} [(Q:c(t tr—1)) — (P 'd(t + 7 1))1]
= N"H@z{t +7 - 1))y ~ N™ 1 (P (e + 7 - 1)),

il

oo = (Qz(t))1 - Z::N'(P Yd(t +14)),,

1=0

ami azt jelenti, hogy

(Qz(t)), = riN‘(P"‘d(t F4))y . (19)

1=0

A (19) megolddsa a (18) rendszer elsd egyenletrendszerének azt mutatja, hogy
az (1) egyenletrendszernek akkor €s csakis akkor lehet el6allitani a megolddsat, ha
végsé felhasznaldsok vektorait a vizsgalt idészakot kovetd periédusban ismerjitk. A
(13) megolddsa ennek ismeretében:

Qalt +1) = (8 g)Qz(t)+§: (g’ 8>IP_‘d(t+1+z')~

. (8 g) Pld(t),

(20)
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az invertdlds elvégzése utan a rekurziv formdnk

z(t+1) = {Q‘l (g ﬁ) Q}z(t)+

—+§:{Q“(g g)lP“}d(t+1+z’)— (21)

1=0

{8 2)r o

Az egész rendszer megolddsit felirhatjuk a O-adik idSszak teljes kibocsdtdsa
ISmeretében is:

2(t) - {Q“(B 2>lq}z(o)+ri{q-l<g’ 8>i1’”1}d(t+i)~

1=0

_ f{Ql (8 2)1_1ﬁp~1}d(j).

3=0

alaki lesz.

(22)

Ezzel elsdllitottuk a differenciaegyenlet-rendszeriink végsé felhasznildsatdl figgd
trajektorisjat.

A trajektéria eléallitisa utdan azzal foglalkozunk, hogy az A folyé rafordi-
tisok és a B tokelekotési matrixok ismeretében hogyan lehet a legegyszeriibben
Meghatdrozni azt, hogy mennyi idészakra el6re kell ismerniink a végsé felhaszndld-
Sok vektorait. Ezt érdemes az alapmétrixaink ismeretében tudni azért, mert az a
teljes kanonikus alakra hozés nélkiil is megallapithaté.

Allitds: A 7 érték az (E — A)"!'B mitrix 0 sajatértékének algebrai multipli-
citdsival egyezik meg.

Bizonyitds: A (4) azonossagbdl indulunk ki:
H, 0

U(E-A)"'BU™! =
O Hn—~p

Ebl_’en a kifejezésben H, a Jordan-blokkbél 4116 métrix és a 0 sajatértékhez tartozik,
AMi nilpotens.

A kanonikus alaknil azt kaptuk, hogy N7 = 0, valamint azt is tudjuk, hogy

(H, + E)'H, = V,NV, ",
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vagyis
[(Hy + B) ' Hy] = V,N"V, ' =0

Haszndljuk most fel azt az 6sszefliggést, hogy nilpotens métrixokra teljesiil:
(E+Hy) ' =E~H,+ H: — ... (~1)""'HP~! - LH =t
Ebbél az azonossdgbdl kovetkesik:

]F T
[(E+ Hp) 'H,|" = [}:H,‘.( 1) ‘HPJ 0.

1=1

A fenti egyenletrendszerre alkalmazva a polinomilis tételt, a I1,, mitrix kitevoire
azt kapjuk, hogy 7-ndl nem kisebb, amivel igazoltuk allitdsunkat.

3.2. Idében dllandé végsd felhaszndlds

Ha a végs6 felhaszndlds idében viltozatlan (d(t) — d), akkor a (9) megoldds a
kovetkezd formaban irhaté:

z(t):{Q”‘(g i>tQ}z(0)+TZ:I{Q ‘(’X 3)1 l}d

ge=()
(23)
t—1 t
0 0
-3 Q“< ) P ‘}(14
]:[i{ 5.5

Egyszerii algebrai dtalakitdsokkal, felhasznalva a

ZN’ = (£~ N) ' valamint a

$=0

t—1
DA (B Ay - KB - K

7=0
azonossagokat, az alibbi kifejezést nyerjiik:

v

B {0 0 t E 0 L
I(t)—{Q (0 A)} Qz(0) + s P 'd} +

[E-N) 0
+{Q° Pty d.
0 —(E-4A)"!
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A jobboldal mdsik zardjeles kifejezése éppen egyenls az (E — A)~'d kifejezéssel,
ami éppen a d végsé felhasznalds folyé réaforditds igénye (Id. 2. fejezet (11) és (12)
osszefliiggéseit). A teljes megoldds ennek segitségével az

_fo-r (o oY) s L
.’L‘(t)—{Q (0 A)I Qz(0) + & Pd} +
(24)

+(E - A)'d

formdva alakithaté.

A (24)-et \igy interpretalhatjuk, hogy konstans végss fogyasztés mellett a t-edik
évi brutté kibocsitds két részre oszlik. Az egyik rész gy foghaté fel, mint a d
végsé felhasznilds raforditds igénye abban az esetben, ha nem lenne tékelekotés
(- A) 'd), mig a mdsik rész az a teljes termelési rész, amely a tékenovekedéshez
szikséges

t E 0
for (2 2)'H oo
0 (E-A) .

8.8 A1 =1 eset

Amig az eléz6 részben egy olyan esetet mutattunk be, amikor a végsd fel-
hasznalisra tettiink megszorité feltevést, most a rendszer A és B mdtrixdra
egyiittesen érvényes feltételezéssel élink. Az input-output modellek ezen osztdlydba
tartozik az a modellforma, amikor a tékelekotés matrixdt beruhdzasi matrixként
értelmezziik, és teljesiil az ismertetésre keriil§ regularitdsi feltétel. A modell meg-
olddsa ebben az esetben az

den={or (2 Oabes far (¥ ) e haeen-
{o (5 )7

A tovibbiakban megmutatjuk, hogy ha a Leontief-modell métrixaira teljesil,
Ogy az

fofmét veszi fel.

- () () - (G0
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modellformaban a

B,

(E— A)s

kvadratikus mdtrix nemszinguldris, akkor a 7 értéke éppen egy. Ennek beldtssival
az is igazolhatd, hogy az [1], [4], [5], [6] modellek egymadssal ekvivalensek, és a fenti
explicit médon kimondott regularitasi feltételre tdmaszkodnak.

Az igazoldst az [5| dolgozat jeloléseivel végezzik el. Ekkor

B:G), (E— A+ B)- (;1)

. I . . . :
valamint a H matrix nemszinguldris, és az inverze az

E, F] mitrix. A bi-

zonyitdshoz a 2. fejezet (kanonikus alakkd redukéilds) gondolatmenetét kovetjiik,
azonban mig ott balra emeltiik ki az (E - A) midtrixot, most ezt a jobb oldalra
torténd kiemeléssel végezziik el:

M(6)- () =2 (0)- (") -0 (5)- (%)

Ebben az esetben (C;{l) = (E — A), amely feltételiink szerint invertalhaté.

=3 o
G ’ . :
Legyen ( 1) = [B,C|, ahol B-nek annyl oszlopa van, mint amennyi sora a

H
T matrixnak. Ekkor

(D) (5)-{e-2()-(5)m ()-
e )5} (5)

Mar csak azt kell belitnunk, hogy a T'B matrix nemszinguldris. Ehhez hasznéljuk

(25)

fel a regularitdss feltételt, vagyis a (H) matrix invertdlhatésagat. Ezesetben a

&B G,Cc
AR R e
HB HC

egyenléségek felhasznildsival teljesiil a

(7)== (55 52)- (72 %)
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mitrixegyenlet, amib8l mér kévetkezik, hogy a T'B maétrix invertdlhatd, tehdt nincs
0 sajdtértéke.

Most beldtjuk, hogy a
TB '"TC
0 0
méatrix megfelels hasonlésagi transzformaciéval kvazidiagonalis alakra hozhaté. Iga-
zolisunk konstruktiv lesz. Legyen a hasonldsdgi transzformacié métrixa

(M, M, o M, M, Wl_ MY MM,
Mﬂ(o E)"’s (o E) Lo E '

Ennek felhasznaldsaval
M, M; TB- TC Mf’ —Ml"lMg or
0 E 0 0 0 E

_(M,(TIJ)MI" M, (TC) MI(TB)M(‘Mz)
0 0

azonossag teljesiil, valamint ismert, hogy a 7'B mdtrix reguldris, ahonnan kévetke-
zik, hogy
My = [M\(TB)"] My(TC).

Amennyiben az M, matrix a (T B) matrixuak hasonlésdgi transzforméciéja, akkor
az el6bbi M, matrix is megszerkeszthetd.

Visszatérve az (5) egyenléséghez, valamint az M (TB)M ' = A kifejesést
hasznalva:

o (5 )} (5) o n G ) -opar (5)-
=upu(G 8)- (%3 B} (%)
(8 P00 B ().

Végil nem maradt mas hitra, mint a (A~ + E) métrixot egy hasonlésgi transz-
Ormiciéval kanonikus alakra redukdlni, tehdt

(D) (5)-# (8 2) (% 515 9)-
b e ) e NG
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35 . . B\ , (E—A), + B, .
ami éppen azt jelenti, hogy a o ) &z (E - A) matrixok olyan regu-
— A2

laris matrixsereget alkotnak, ahol a nilpotens blokk els6fokii.

A kovetkezd feladatunk annak megmutatisa, hogy a [4] dolgozat is 1ényegében
az elébbi regularitasi feltételt haszndlja fel. Livesey modelljében a kovetkezd mo-
dellformabdl indul ki:

1) _ (Aun Az 23 ) 0 0 T z) (0
2 /, Az Az 2 /, By Boy T2 /¢r1 22 ) A\ w2 ,7

vagyis a tékekoefficiensek matrixa nila a felsé blokkokban tartalmaz 0 madtrixi
blokkokat. A rekurzivitds feltétele itt az (/£ ~ A;,) és a

A = By — B2,G['G)»

matrix invertalhatésdgin milik, ahol

E - All .4[’r
Gf(E - A+ B)
Ay + By E — Ay + By Gy G

Itt azt kell bizonyitanunk, hogy a

G Gy

matrix invertalhato.

Errél konnyen meggydzddhetink. A feltételek szerint a G (£ Ay ) matrix
invertalhaté. Vilasszuk tehdt a (26) matrixban, annak inverzének el6allitasaban a
(1, matrixot generdlé blokknak. A generalds elvégzése utan a kovetkezd mdtrixot
kapjuk:

Gy GGy
(27)
~B2,Gy! Baz— B3 G{'G,2
Ahhoz, hogy a (26) matrix invertdlhat$ legyen, az sziikséges, hogy a A Boo -

B3, G'G 2 mitrix invertdlhaté legyen, ami viszont éppen a feltétel, vagyis bizo-
nyitottuk, hogy a két explicitté tétel ugyanazon a feltételezésen alapszik.

4. A Leontief-modell irdnyithatésagarol

Az (1) rendszerrel kapcsolatban felmeriil a kérdés, hogy ha a {d(t)} végsd
felhasznaldst szabdlyozd vdltozéknak tekintjiik, akkor létezik e a szabalyozdsi vek-
toroknak olyan sorozata, amely tetszéleges z(0) kezdé termelési szintrdl inditva a
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rendszert, egy elére megadott = pontba irdnyitja a brutté kibocsdtdsokat, véges
idéhorizonton beliil.

Ezzel a problémakorrel az irodalom széles korben foglalkozott ([1], [4], [7]).
LIVESEY (4] cikkében bebizonyitja, hogy az dltala vizsgdlt specialis modell iranyit-
haté. AOKI kényvében [1] ugyanakkor azt igyekszik bizonyitani, hogy az input-
output modell nem iranyithaté, mig MIHALYFFY SIMONOVITS |7 cikkikben helye-
sen allapitjak meg, hogy a Leontief-modell irdnyithaté, bizonyitdsuk azonban pon-

tatlan.

Térjink ki roviden a [7] cikk pontatlansigira. A dolgozat 1. tétele mondja
ki a dinamikus input-output modell irdnyithatésdgit, azonban a bizonyitds nem
helyes. A bizonyitisukban a szerzék kivdlasztjik az z végallapotot és vdlasztanak
hozzd egy {z(t)}1 ' (T > 1) sorozatot, amely az 7(0) kezdeti dllapotbdl inditja a
rendszert és z(7T') — z pontba juttatja. A szabdlyozd viltozékra a

d(t) = z(t) — Az(t) ~ Blz(t + 1) — x(t)]

egy-egy értelmi megfeleltetés teljesil, amelyikben a bruttéd kibocsitisok adottak.
Ha a fenti egyenlsséget a

Ba(t+1) = (E A+ B)z(t) — d(t)

alakban irjuk és feltételezzik, hogy a {:l(i)},T l_' sorozatot mdr kiszdmitottuk, akkor
a végallapotra a

Bz = (E - A+ B)z(T — 1) — d(T - 1)

azonossag teljesiil. Ebben az egyenléségben az o(T - 1) és d(T — 1) vektorok explicit
Mmédon adottak. Mivel a B matrix szinguldris, ezért az a-re egy linedris egyenlet-
Yendszert definisl, amelynek megolddsa egy partikuldris megolddshél és a B mdtrix
Magterébsl 4ll. Bz azt jelenti, hogy barhogyan is adjuk meg a d(T 1) vektort,
% az & vektorra egy végtelen halmazt hatdroz meg, tehit a {d(t)}/ ' sorozat nem
Ju“d(._jl a rendszert a kivant pontba, hanem egy olyan halmazt jeldl ki, amelynek
eleme az 7 vektor.

Vegyitk most vizsgalat ald AOKI kényvét [1]. Aok konyvének 31-33. oldaldn
Tekurzivvy teszi a dinamikus Leontief-modellt, majd ennek eredményeire vald hi-
Vatkozdssal a 86-87 oldalon kimondja, hogy a modell nem irdnyithatd. Id6zziink el
A rekurzivvg tételnél,

Aoki kényve 32. oldalinak (E3) képletét tobb szerzd is megkapta pl. (6], s6t
Nila j ugyanaz a regularitasi feltétel szerepel, mint a [4], [5], 6] cikkekben, vagyis
il T,(E — A) matrix regularis. A hibit Aok: azzal koveti el, hogy bevezeti az
4 , vdltozét, amely

== [B = TQ(E . A)th T ng'
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formdban 3ll eld. Szdmitsuk most ki a z; vektort a particiondlds és a beszorzas
segitségével:

¢ By, B2 a 0
z Ay —(E-An)) \& d;
Biig; + Bizg}
A219f — (E — A2)q; + d}
Ebben a kifejezésben az
A219} — (E — A22)q} +d? =0

azonossig teljesiil, amely az (E1) képletbdl kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy

B,y B, qtl %
& = o B(h o ( ) )
0 0 qf

vagyis a z; allapotvektorok sorozata az n—dimenzids tér egy alterében vannak. (Az
z egy tetszbleges nemnegativ vektor). Innen pedig kovetkezik, hogy a transzformalt
modellformétél sem varhaté, hogy irdnyithaté legyen az egész n-dimenzids térben.

A kovetkezdkben beldtjuk, hogy a dinamikus input-output modell mindig
irdnyithatd. A bizonyitdshoz a $.1. fejezet eredményeit hasznéljuk fel.

A (18) és (19) osszefiiggések a kovetkezSk:
(Qz(t + 1)), = Z:; N'(P~'d(t + 1)), (28)
(Qz(t + 1))z = A(Qz(t))2 — (P~ 'd(t))2.

Ha az elérni kivdnt allapot Z, akkor a fenti particiéban a
(Qz),
(Qz)2

pontba kell irdnyitanunk a rendszert. Bontsuk fel két linedris dinamikus rend-
szer irdnyithatésigi problémaéjira eredeti probléménkat. A (28) elsd egyenletrend-
szerének irdnyithatésiga teljesiil, mert ha az irdnyitdsi valtozék transzformalt
{(P~td(t + 1))1}]=5 valtozdit tekintjik a (28) wj szabilyozé vektorainak, akkor
a rendszer iranyithatésigi matrixa a

Qz =

[E,N,N?,...,N""Y]
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alakot veszi fel. Ennek a rangja p, mert tartalmazza az egységmdtrixot. A
(28) mdsodik egyenletrendszerében djra a {(P~'d(t))2} vektorokat tekinthetjik
szabdlyozdsi viltozénak. Ekkor az irdnyitdsi matrix:

[E,A A% .. An P

amelynek a rangja (n — p), tehdt ez az alrendszer is irdnyithaté. Ezzel beldttuk,
hogy a Leontief-modell mindig irdnyithaté.

Végil adjunk meg egy specidlis szabalyozésorozatot, amely adott z(0) kez-
d8pontbél az z végillapotba vezérli a rendszert. Ehhez azt hasznaljuk fel, hogy

Bz(t) < (E—- A+ B)z(t — 1) (29)
teljesil. Ezt egy linedris programozasi sorozattal hatdrozzuk meg. Mdésodszor az

adott 7" iddszakot kovetd szabdlyozdsokat keressiik meg.

(1) A d(0),d(1),...,d(T — 1) irdnyitdsok felkutatdsa

A szabilyozdsok meghatdrozasit egy linedris programozasi feladatra és a (29)
feltételre alapozzuk. Els6 1épésben azt kell megvizsgalni, hogy teljesiil-e a

Bz < (E — A + B)z(0)
feltétel. Ha nem teljesiil, akkor oldjuk meg a kivetlezd feladatot:
z(1) >0, p>0
Bz(1) < (E — A + B)z(0)
P){=(1) <y (30)

—(E - A+ B)z(1) + u(E— A+ B)z(0) <0

K — max . (31)

Az F(1) feladatban a (30) egyenlStlenségre azért van sziikségiink, mert elképzelhetd,

ogy a B miétrixnak van 0 oszlopvektora, amibdl az kovetkezne, hogy a lehetséges
Megolddsok halmaza nem korl4tos, vagyis nem létezik az optimum (az y sokkal
Nagyobb z-nél). A (31) egyenlStlenség segitségével noveljitk a (29) jobboldaldn 1évé
felsg korlstot. A feladatbdl kiszdmithatéva vélik az irdnyitds is. Legyen z*(1) az
(F1) feladat megolddsa. Ekkor a

d(0) = (E — A+ B)z(0) — Bz"(1)

8yenléségbsl a szabalyozas meghatérozhaté.
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A kovetkez6 lépésben tesztelniink kell, hogy a
Bz <(E—- A+ B)z'(1)

egyenlStlenség teljesiil e. Ha nem teljesiil, djra felirjuk az (1) feladatnak megfelels
linedris programozisi feladatot. Kzt az eljardst elvégezhetjik az

z(t) >0, w>0
Bz(t) < (E— A+ B)z'(t - 1)

(E - A+ B)z(t) + w(E - A+ B)z'(t 1) <0

Mo max .
feladatokra is mindaddig, amig a
Bz <(E - A+ B)z'(t) (32)

osszefuggés nem teljesiil. Az elsd t értéket, amelyre a (32) Osszefiiggés teljesiil,

(T — 1)-gyel jeloljiik. A szabalyozdsorozatot a
d(t)=(E - A+ B)z'(t) - Bz'(t - 1) (¢t 1,2,..., T 1)

szolgaltatja, ahol z'(7) — z a végillapot .

2. Ad(T),d(T + 1),...,d(T + 7 1) szabdlyozisok meeghatarozasa
A T idészakot kovetd irdnyitdsok kiszamitdsa mar nem okoz gondot, csak a
létezését mutatjuk be. Induljunk ki abbol, hogy az r(T) végallapot ismert. Ebbél
kiindulva vilasztunk egy (7 + 1) allapotot a kivetkezd halmazbol:
X(2(T)) = {=(T + 1)|(=(T + 1) > 0)&(Bz(T + 1) < (E - A B)z(T))&
&((E — A + B)z(T 4 1) = 0)}.

Ha valasztottunk egy z(7 + 1) vektort, akkor az wranyitds a
d(T) = (E - A+ B)z(T)  Bz(T + 1)

osszefliggésbol kiszamithaté. Eat tovibbfolytatva a (T -7 1) idépontig, a szabdlyo-
zds vektorok sorozata meghatdrozhaté.

Ezzel sikeriilt megadnunk egy irdnyitisi vektorsorozatot, amely az elére mega-
dott z pontba juttatja a Leontief modellt. A megadott algoritmus eléggé szamitas-
igényes.

(Beérkezett: 1988. dprilis 5-én.)
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The Singularity Problem of the Open, Dynamic
Leontief Model

The paper offers a solution for the singularity problem of the Leontief models. For

Tecursiveness it uses the theory of regular family of matrices. With this approach the
Problem of singularity can be discussed in more general terms. Through recursiveness it
€comes provable that the Leontief model is completely controllable, independent of the
Concrete form of the capital coefficient matrix B.



