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IDEGEN TOLLAK

PATRICK MOYES

Eloszlasok jéléti rangsoroldsit megdrzd fliggvények

1. Bevezetés

1.1 Szdmos szerzé [ATKINSON (1970), DASGUPTA et al., (1973)] foglalkozott
a jovedelemeloszlasok rangsoroldsinak kérdésével. Rendszerint azt bizonyitjdk be,
hogy annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy valamely eloszlds magasabb rang-
soroldst kapjon egy mdsikndl — bdrmilyen legyen is az egyenlStlenség mérésére
hasznalt mutaté — az, hogy viszonylagos Lorenz -gérbéje az utébbi eloszldsé alatt
legyen. Ha — mint KOLM (1976) javasolta — inkdbb az abszoliit, semmint a
viszonylagos jovedelem—kiilonbségeket hangsiilyozzuk, az abszolit Lorenz—dominan-
da fogalmit [MOYES (1987a)] kapjuk. SHORROCKS (1983) kidolgozott egy olyan
kritériumot, amely barmely két (kiilonbozé) varhaté értékkel biré eloszlds rang-

soroldsat eldonti. Az j kritérium — amelyet 4ltaldnositott Lorenz-dominanci-
dnak neveziink — figyelembe veszi mind a nagyobb jovedelemegyenléség, mind

pedig a magasabb jovedelem irdnti igényt. Az dltaldnositott Lorenz-rangsoroldsban
megtestesild joléti itéletek azonban 6sszelitkozésbe keriilhetnek a jovedelem egyen-
16bb elosztdsdra vonatkozd tarsadalmi igénnyel. S6t, a leggazdagabb személy jove-
delmének novekedését rendszerint az egyenlétlenség fokozéddsaként fogjik fel, noha
az altalinositott Lorenz-dominancia ilyenkor is egyértelmiien a jélét emelkedését
mutatja. Az egyenldség és a hatékonysag kozotti ilyen Osszelitkozés elkeriilése érde-
kében SHORROCKS (1983) a hatékonysdgra vonatkozé preferencia gyengitését java-
solta, olymédon, hogy Gsszeegyeztethetdvé viljék a jovedelemegyenléség novelésé-
vel. Attdl fiiggéen, hogy a viszonylagos vagy az abszolit egyenléséget részesitjik-e
elénybe, kapjuk az dltaldnositott viszonylagos illetve abszolit Lorenz-dominanciat.

1.2 Ha adottnak vessziik, hogy létezik az eloszlasok rangsoroldsdnak megfeleld
médjdra vonatkozé megallapodés, gyakorlatilag két kérdés meriil fel. Egyrészt a
politikai dontéshozé egyik f6 célja minden bizonnyal az, hogy mérsékelje a termelési
folyamatbdl kozvetlenill szarmazé jovedelemeloszlds egyenldtlenségét. Az dllami
szektor jovedelemtranszfer-tevékenysége allandéan fokozédik az id8k folyamdn, és
a modern térsadalmakban a jovedelemadé-politika kozponti problémdjdva valt. Ha
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most elsd megkozelitésben figyelmen kivill hagyjuk az adéz4s 6sztonzé hatdsat, rég-
6ta tudjuk, hogy a progressziv adérendszerek csokkentik a jovedelemkiilénbségeket.
Pontosabban, csak a progressziv rendszereknek (a novekvd atlag értelmében) van
meg az a tulajdonsiguk, hogy az adézds utdni jovedelemeloszlis domindlja az adézas
eldtti eloszldst a viszonylagos Lorenz-értelemben [JAKOBSSON (1976), EICHHORN
et. al. (1984), THON (1987)]. A viszonylagos Lorenz-dominancia helyébe az
abszolit Lorenz-dominancidt téve, MOYES (1987b) megmutatta, hogy a Fei-féle
minimalis progresszivitds (az adékotelezettség névekedése) és az abszolit jovedelmi

egyenlStlenséget csokkend addézdsi rendszer egyenértékﬁl. Az adébzés egyenldsito
tulajdonsdgai mellett hasznos tudni, hogyan hat az adézas utani eloszldsra az adézas
elétti jovedelemeloszlis valamilyen adott médositdsa. Jogosnak ldtszik példdul az a
kovetelmény, hogy ha valamely adézds el6tti jovedelemeloszlds egyenletesebb, mint
egy misik, akkor adézds utdn is ilyen legyen a ketté viszonya. Mds szavakkal, elvir-
haté az addrendszertdl, hogy megérizze az eloszldsok j6léti és/vagy egyenlStlenségi
szempontok szerinti rangsoroldsdt. Noha ez a kérdés még nyitva 4ll a vitdk eldtt,
a tanulmany végén igyekszink bebizonyitani, hogy az eloszldsok rangsoroldsdnak
megdOrzése — mint kovetkezmény — az igazsigossdg és az ellentmonddsmentesség
elve alapjdn igazolhaté. Mig az els6 probléma a dominancia-relacié létrejottével
kapcsolatos, a mdsodik az ilyen relicié megérzésére vonatkozik. Ebben a tanulmény-
ban a mdsodik kérdéssel foglalkozunk, és azt vizsgdljuk, milyen korilmények kozott
igaz, hogy SHORROCKS hdrom j6léti kritériumanak valamelyike alapjdn kialakitott
adézas eldtti rangsorolds az adézds utdn is megmarad.

1.3 A tanulmdny felépitése a kovetkezd. A 2. részben —— az dtlagjovedel-
met allandénak véve — igazoljuk, hogy az eloszlisok Lorenz-rangsoroldsdt csak a
kvazilinedris adérendszerek 6rzik meg. Feloldva az azonos atlagjovedelem feltevé-
sét, a 3. fejezetben azoknak a fiiggvényeknek a tartomanyat vizsgdljuk, amelyek
megorzik az eloszlisoknak az 4ltalinositott Lorenz-dominancia szerinti rangsoro-
lasat. Latni fogjuk, hogy a monoton novekedés és a konkdvitds sziikséges és elég-
séges feltétele annak, hogy az altalinositott Lorenz-rangsorolds megdrzédjék. Ezzel
szimmetrikusan, minden csokkend és konvex rendszer esetén az eloszlasok rangsoro-
lasa megfordul. A 4. részben olymdédon korlitozzuk a hatékonysigi preferencidt,
hogy a jolét emelkedése Gsszeegyestethetd legyen az egyenléség fokozasaval. Arra az
esetre, amikor eléirjuk, hogy a jélét akkor névekszik, ha minden jovedelem azonos
aranyban né, igazolni fogjuk, hogy csak a linedris vagy a konstans fiiggvény 6rzi meg
az eloszldsok joléti rangsorolisit. Ha tovibbmegyiink egy lépéssel és eléirjuk, hogy
a jolét akkor novekszik, ha ugyanakkora abszolit mennyiséget adunk valamennyi
jovedelemhez, akkor csak a kvdzi-linedris rendszerek bizonyulnak megengedhet6-
nek. Az 5. (€s utolsé) részben ismertetjiik a rokon eredményeket, és indokoljuk

4 Burkoltan feltétlezziik, hogy az ad6zds nem mdédositja az addalanyoknak a jovedelem-
skdlin elfoglait helyzetét, vagyis az adézds utini jovedelem novekszik az adézds elStti jover
delem fiiggvényében. Mint masutt megmutattuk (MOYES (1988a)), ha a népesség szama
rogzitve van, a novekvd jelleg nem sziikséges feltétel tobbé ahhoz, hogy egy adérendszer
egyenletesen egyenlSsits legyen mind a viszonylagos, mind az abszolit Lorenz-dominancia

értelmében.
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azt az elvet, hogy az adérendszernek meg kell ériznie az addzis elStti rangsorolast.
Befejezésképpen roviden utalunk a tovdbbi kutatds lehetdségeire.

2. Alapjeldlések és egy bevezetd Gsszefiiggés

A dolgozatban haszndlt fontosabb jelolések

R valds szam

R, pozitiv valds szdm

R, szigortian pozitiv valds szam

= definicié szerint egyenld

(= eleme

2.C ,magaban foglalja”

D, jovedelemeloszldsok halmaza

1 Osszegzd vektor

z 2 redukalt eloszldsa

z z centralizdlt eloszlasa

25 z novekvd tijrarendezése

f: A— B  A-bSl B-be képezd fuggvény

F V — R, figgvények halmaza

2 D,,-n értelmezett binearis reldcié

F(>) > rendezést megdrz6 fuggvények

E?:lz] =21+ 22+ ...+t 2,

GL(:‘-l 1 z) a z allapotbeli k legszegényebb osszjovedelme

e 1[>] gyenge (erds) Lorenz-dominancia

2er [>er] gyenge (erds) relativ Lorenz—dominancia

2ta [>tal gyenge (erds) abszolit Lorenz-dominancia
29 [>eq) gyenge (erds) Lorenz-dominancia

Zer [>er] gyenge (erds) relativ Lorenz-dominancia

2¢a [>ea) gyenge (erds) abazohit Lorenz—dominancia

2eg [>e4] gyenge (erds) altaldnositott Lorenz-dominancia

Zegr [>egr]  gyenge (erds) relativ dltaldnositott Lorenz-dominancia

Ztga |>ega]  gyenge (erds) abszoldt dltalinositott Lorenz—dominancia

2.1. Tekintsiik n szdmi egyén homogén populaciéjit, akiknek z; jovedelme

valamely korlitos vagy nem-korlitos V := (v,4) valés intervallumba esik. Jelolje
u(z) az:=(zy,...,2,) jovedelemeloszlas tlagdt, és jelentse D, := {2 € R"|z €V

minden i-re} a megvalésithaté jovedelemeloszldsok halmazat. Az 1 jelolést fogjuk
alkalmazni az egyesekbél 4ll6 n—elemii vektorra. Legyen tovdbbd

z

& = el e 2 )

2 olyan permutédciéja, amelyre
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. ' 5 B
27 K2y B oeids BB
To6bb esetben normalni fogjuk a jovedelemeloszlasokat, igyhogy, 7 := (Z1,.--,5,)
fogja jelenteni a z-hez tartozé , redukdlt dtlagi® eloszlast, ahol 3; := z; /p(z), mig
Z :=(21,...,2,) a ,centrdlt dtlagd” eloszlist jelenti, ahol 3; := z — u(z).

Elemzésiink szempontjabdl az F : V — R fiiggvényosztaly érdekes, amelyet
F-fel jelolink. Ha adva van y € D, és F € 7, legyen Fly) == (F(y.),.-., F(yn))-
A jelolések rovidsége kedvéért, néha az z,a' jeldlést alkalmazzuk Fy), F(y') stb.
helyett. Célszerl F-et \igy elgondolni, mint adézasi rendszert, amely az u adézés
elétti jovedelemhez az F(u) addzds utdni jovedelmet rendeli hozza. Ezzel az
értelmezéssel csabiténak tiinhet figyelmiinket a (gyengén) novekvd F fiiggvényekre
korldtozni. Az &ltalinossdg kedvéért azonban nem fogjuk ezt az utat kovetni,
lehetséges tehdt, hogy F' nem novekvd, sét esetleg nem is monoton. Ha adva van a
Dy, halmazon a > bindris reldcié, ast fogjuk mondani, hogy az F fiiggvény megdrzi
a rangsoroldst a > reldciéra nézve, ha igaz, hogy F(z) > F(y), valahdnyszor z > y,
minden z,y € D, esetén. A > relacié szerinti rangsoroldst megérzd fuggvények
halmazit az F(>) jellel jeloljiik.

2.2 El6szor arra az esetre korlitozzuk figyelmiinket, amikor az eloszlésok
virhaté értéke egyenls. Az igazsigtalansdg elmélete és a j6lét mérése a regressziv
transzfer fogalma koriil forog, amely legalibbis DALTONIG (1920) megy vissza.
Azt mondjuk, hogy az y jovedelemelosslds regressziv transzfer révén jott létre az
z jovedelemeloszlisbdl, ha (a) zy e k # 2,7, (b) z; — y y, — z; és (c)
% L3y £ 3 £ Y5

Ezzel egyenértékii megfogalmazas, hogy az = eloszlas progressziv transzfer révén ke-
letkezett az y eloszlisbél. Hasonlé médon definidljuk a szigorian regressziv transz-
fert, olymédon, hogy a fenti (c) feltétel helyébe a (') wi < 2 < z; < y; feltételt
irjuk. SHORROCKS (1988) gondolatmenetét kovetve barmely z ¢ D,, elosalds esetén

legyen
k

k 1o,

i=1

és definidljuk a z eloszlds GL(p;z2) altalinositott Lorenz-gorbéjét a kovetkezdkép-
pen. Legyen GL(0;z) := 0 és

GL((k + 8)/n;2) = (1 — 6)GL(k/n; 2) + 8GL(k + 1)/n; 2) (2.2)

minden § € [0, 1] esetén. Ha adva van két eloszlds, z,y ¢ D, ast mondjuk, hogy
az z eloszlds Lorenz—értelemben gyengén domindlja az y eloszlist, (jele z >¢ ¥

2 H . - . . 4 " ey
Az ilyen permuticié nem sziikségképpen egyértelmfi, hacsak nem minden 2’ kiilon-
b626.
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akkor és csak akkor, ha mindkét eloszlds varhaté értéke azonos és az z eloszlds
Lorenz—gorbéje sehol sem halad az y eloszlas Lorenz—gorbéje alatt, vagyis

k
GL<~;1>
n
GL (k;x> :GL(k;y) ha k=mn.
n n

Ha (2.3)-ban a szigorii egyenlStlenség érvényes legaldbb egy k-ra (1 < k < n), akkor
azt mondjuk, hogy az z eloszlds Lorenz—féle értelemben szigortan domindlja az y

W,

k

GL (—;y) minden 1<k <n és
n

(2.3)

eloszldst, amit a tovdbbiakban Igy jelolink: z >, y.3

A Lorenz-dominancia normativ tartalma mar hossz1 ideje nyilvdnvalé: z >, y
akkor és csak akkor all fonn, ha az y eloszlast regressziv transzferek véges sorozata
révén kaptuk az z eloszlasbdl, vagy (ami ezzel egyenértékii) ha W(z) > W(y)
minden Schur-konkdv (vagyis a jovedelemegyenléséget preferilés) W : D, — R
j6léti figgvény esetében [ldsd DASGUPTA et al., (1973), ROTHSCHILD és STIGLITZ
(1974)]".

Milyen azoknak a figgvényeknek az osztalya, amelyek megdrzik az eloszldsok
Lorenz-féle rangsoroldsat? A kovetkezd tétel szerint csak a kvdzi-linearis adézds
6rzi meg az eloszldsok Lorenz-féle rangsorolasat.

2.1 tétel: Korlatos (illetve nem-korldtos) jovedelmek esetén:
(T2.1.a) F(t) = at + b minden a,b € R feltéve F(t) > 0 [illetve a,b € R]
akkor és csak akkor, ha
(T2.1.b) Minden y,y' € D, (n > 2), esetén az y' >, y egyenlStlenségbdl
kovetkezik F(y') >, F(y).

Bizonyitds:
Mivel az elégségesség nyilvanvals, a tételnek csak a sziikségességet kimondd része
szorul bizonyitdsra. Vegyiink két eloszlast y = (y1,...,yn) € D, és y' =
(¥1,...,4.) € D, tgy, hogy ¥’ >¢ y. Ekkor létezik olyan B bisztochasztikus matrix,
amelyre y' = By [ldsd példdul DASGUPTA et al. (1973)]. Tételesziik fel tovdbba,

hogy
Y <yp2<...<y, é Yy <y <...<y,

: A Lorenz-dominancidra adott meghatirozdsunk eltér a szokésostél.  Célszerfi
kiilsnbséget tenni a szigori értelemben vett Lorenz-dominancia (az Osszehasonlitott
eloszldsok varhaté értékei egyenlék) és a viszonylagos Lorenz-dominancia kozott (ekkor
az Ssszehasonlitott eloszlds méretei lehetnek kiilsbdzdk is).

E Valamely H : R" — R fiiggvény Schur-konkév, ha H(Bz) > H(z) minden z € R
és minden B bisztochasstikus matrix esetén. H szigorian Schur-konkav, ha H(Bz) >
H(z) minden z € R™ (z # ul) és minden olyan B bisztochasztikus métrix esetén,
amelyre Bz nem az z-nek valamely permutéaciéja [lisd MARSHALL és OLKIN (1979)].
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(ellenkezd esetben helyettesitsik B-t RBQ '-gyel, y-t Qy-nal, y'-t Ry'-vel, ahol @
és R olyan permutaciés matrixok, amelyeket gy vdlasztottunk meg, hogy Qy és
Ry' elemei nem-csokkendk legyenek.) Mivel y' = By azt jelenti, hogy B felirhaté
T-transzformaciés matrixok szorzataként, [ldsd MARSHALL és OLKIN (1979), B.1
lemma), bizonyitasunk teljessé valik, ha a kivint eredményt valamilyen T-transzfor-
maéciés matrixra igazoljuk. Ezért tételezzilk fel, hogy v/ = T, ahol 7' az aldbbi
implicit médon definialt T-transzformdciés matrix:

) (a) =y k#1,)
(b) yi = (1 - 1)y + 1y; (2.4)
() ¥y = 1y + (1 — 1)y,

ahol 0 < 7 < 1. Ha F eleget tesz a (T2.2.b) feltételnek, akkor sziikségképpen
D F(yy) = Flu),
i=1 J=1
ami viszont (2.4) kovetkeztében azt jelenti, hogy
Flryi + (1 = 7)y;) + F((1 = 7)w + 7y,) = F(y:) + F(y;) - (2.5)

Mivel (2.5) érvényes minden y € D,, esetén, ebbdl kovetkezik, hogy minden olyan
u,v,w,t € V-re, amelyre 0 <t <u<v<wiésu t=w—v:

Flu) - F(t) _ Flw) - Flv) (2.6)

U=t -v

aminek megoldasa F'(t) = at +b [ldsd ACZEL (1966), 1. tétel, 43. 1.|. Ha a jovedelem
korlatos, akkor

(1) ~b/a<v ha a<0,b>0
(1) ~b/a<v ha a>0, b<0 vagy
(i) abeR,

sziikséges ahhoz, hogy F(t) > 0 legyen minden t € V esetén. Nem-korldtos
jovedelem esetén (iii) elegendd. Kzzel a bizonyitdst befejestiik.

A 2.1 tétel ,erés” valtozatat gy kapjuk, hogy a (T2.1.a) feltételben a # 0, 2
{T2.1.b) feltételben
y#ul é y #vl(uy,ve Riy)

teljesiilését koveteljiik meg, a (T2.1.b) feltételben pedig >, helyébe a >, relaciot
irjuk.

Megjegyezziik mellesleg, hogy kvdzi-linedris adézds valamivel tobbet is teljesits
mint az eloszldsok Lorenz-rangsoroldsdnak a megérzését: ténylegesen az addzads
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elétti jovedelmek egyenlSsitése (amelyet a B bisztochasztikus matrix tartalmaz)
megOrzédik az adézas utani jovedelmekben is.

Az eloszlasok jéléti rangsoroldsanak megdrzése

3.1 Mindeddig az olyan — a gyakorlatban igen ritka — eloszldsok 6sszehason-
litdsdra korldtoztuk figyelminket, amelyeknek varhaté értéke egyenlé. Ez magya-
razza, hogy a Lorenz—kritérium &ltal meghatdrozott részleges rendezés gyakorlati
szempontbdl tobbé—kevésbé haszontalan. Szerencsére a fenti fogalmak konnyen
kiterjeszthet6k a kilonbozé méretii eloszlasok esetére is. A regressziv transzfer
fogalmanak aldbbi dltaldnositdsa [ROTSCHILD és STIGLITZ (1973)] lehet&vé teszi,
hogy eltérd virhaté értékii eloszldsok viszonylagos kivdnatossdgat is értékeljik.
Azt fogjuk mondani, hogy az y eloszlds nem-hatékony regressziv transzfer révén
keletkezett az z eloszlasbél, ha

(a) zx = yxr minden k # 7,7 esetén,

(b) zi—yi 2y —z; & (Jy <z <z<y;

Hasonléképpen definidljuk a szigordian nemhatékony regressziv transzfert oly-
médon, hogy a

) m—~y>y—~z é () w<zLz;<y;
feltételeket frjuk (b) illetve (c) helyébe. Az &ltalinositott Lorenz-dominancia —
tukrozve a nagyobb igazsidgossigra, egyszersmind a magasabb jovedelemre val6
torekvést természetes médon terjeszti ki a Lorenz-rangsoroldst a nem egyenld
virhaté értékd eloszldsokra. SHORROCKS (1983) gondolatmenetét kévetve aat

fogjuk mondani, hogy az z eloszlds az 4ltalinositott Lorenz—értelemben gyengén
domindlja az y eloszlast (jele z >, y), akkor és csak akkor, ha

GL(&I)EGL(&y) minden k=1,2,...,n esetén. (3.1)
n n

A szokdsos médon definidljuk az >, relacié aszimmetrikus Gsszetevjét és beve-
Zetjiik rd a >, jelet. Az 4ltaldnositott Lorenz-dominancia normativ jelentése is
kézenfekvé: ha z >y, y, akkor (i) az y eloszldst nem-hatékony és regressziv transz-
ferek véges sorozata révén kapjuk az z eloszlasbél, vagy (ami ezzel egyenértéki) (ii)
W(I) > W(y) minden novekvd és Schur-konkdv W : D,, — R jéléti figgvényre és
Megforditva [ldsd MARSHALL és OLKIN (1979), ROTSCHILD és STIGLITZ (1973),
SHORROCKS (1983)).

3.2 A kovetkezd tétel bizonyitja, hogy csak a novekvd és konkdv fiuggvények
Orzik meg az eloszldsok 4ltaldnositott Lorenz-rangsoroldsat.
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8.1 tétel: Korlitos jovedelmek esetén:

(T3.1.a) F névekvd és konkav® akkor és csak akkor, ha
(T3.1.b) minden y,y' € D, (n > 2) esetén ¥ >,, y teljesiiléséb8l kovetkezik
F(y') 2e F(y)-

Nem-korlitos jovedelimek esetén F' novekvd volta redundans feltétellé valik, tekin-
tettel az alibbi 8.2 lemmdra.

Miel8tt ratérnénk a tétel bizonyitdsira, célszertt bevezetni néhany lemmat.

8.1 lemma [MARSHALL és OLKIN (1979), 447. 1.]: Abbél, hogy F : V — Ry
konkdv (szigordan konkdv) kovetkezik:

i) o potile) = Flw)

Y ] t—w

Flo) -

minden olyan u,v, w,t € V esetén, amelyre u < v < ¢, u < w < t. Megforditva, ha
(3.2) igaz abban a specidlis esetben, amikor u < v —w <t és v — u =t — w, akkor
F konkév (szigorian konkdv).

8.2 lemma: Ha V nem korlatos, akkor abbél, hogy F' : V. — R, (szigorian)
konkdv, kévetkezik, hogy F' (szigordan) novekvé.

Bizonyitds:

Tételezziik fel, hogy F konkdv, de nem novekvd, vagyis létezik olyan 0 < u < v,
amelyre F'(u) > F(v). A (3.2) egyenlétlenség értelmében minden w > v-re

Flw) < F(v) + L0 = F()

- v—u

[w — v] (3.3)

A (3.3) kifejezés jobboldala minusz végtelenhesz tart, ahogy w tart a végtelenhes,
ezért F(w) < 0, ami lehetetlen. Hasonléképpen bizonyithats, hogy F szigoriian
konkav voltdbol kovetkezik, hogy szigorian névekvs. Ezzel a bizonyitast befejeztik.

8.8 lemma: Barmely z € D,, és minden P := [p,;] permutdciés matrix esetén:
2 g .
Sz 2> Yopizn|2Y 5 (k=12...,(n-1) (34
s=1 =1 l7=1 i=1

Bizonyitds : MARSHALL és OLKIN (1979) miivének 141. lapjin szereplé A.3 tétel
alkalmazdsdval.

£ Egy f : R — R fiiggvény akkor és csak akkor (gyengén) konkav, ha
flrut (1= r1)v) > rf(u) + (1 - 1) f(v)

minden u,v € R és minden 7 € [0,1] esetén. Ha u # v és 1 € (0, 1) esetén szigord
egyenlStlenség érvényes, akkor f szigori konkdv.
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Ezutan ritérink a tétel bizonyitisara.

A 8.1 tétel bizonyitdsa : _
Tekintettel a 3.2 lemmdra, elegendd, ha figyelmiinket a korldtos jovedelmek esetére
korldtozzuk.

Elégségesség : Tételezziik fel, hogy y"” > y'; konnyen ellendrizhetd, ez egyenértékii
azzal, hogy valamely ¢/ € D,, esetén y" > y' és y' >, y.G

Elész6r azt bizonyitjuk, hogy y' >, y teljesiilésébdl kovetkezik F(y') >, F(y).
Tételezzik fel, hogy y' = Ty, ahol T a (2.4)-ben definiilt T-transzformaciés
matrix, és legyen & := 7(y; — y) a 7 személytél az 2 személyhez transzferalt
jovedelem. Az dltalinossig megszoritdsa nélkil feltételezhetjiik, hogy 0 < r < 1/2,
mivel egy T-transzformdciés mdtrix és egy permutacidés madtrix szorzata szintén
T-transzformaciés matrix. Két esetet kell megvizsgalnunk.

1. eset: Az 1 és a 7 egyén kozotti jovedelemtranszfer nem médositja a jovedelem-
skdlan elfoglalt egyéni helyzetiiket, vagyis y; < y2 < ... < y, maga utdn vonja
yp < yh <... <y teljesiilését is. Ebben az esetben megtehetjiik, hogy az egyéneket
a jovedelemskdldn eredetileg elfoglalt helyzetiikkel jellemezzik:

1) A g <z egyének esetében y' = y,. Ennélfogva GL(g/n;z') = GL(g/n; z).
g q y!]

(11) Az v egyén esetében y! = vy, + & > y,. Mivel F névekvd, z! > z; és
GL(z/n;2') > GL(i/n;z).
(iii) Az ¢ < h < 7 egyének esetében y) = yn. Ekkor GL(h/n;2') > GL(h/n;z).

(iv) A 7 egyén esetében y) = y; — ¢ < y,. Ezért
GL(j/n;2') = GL(j/n;2) = F(w +€) = F(w) + Fly; —¢) - Fly;) 20, (3.5)

mivel F' konkdv.

(v) Végil a j < m < n egyének esetében v}, = y,,, amib8l kovetkezik
GL(m/n;z') > GL(m/n; z).

2. eset: Az 1 és a j egyén kozotti jovedelemtranszfer megvéltoztatja a jovedelem-
skdldn elfoglalt helyzetiiket. Ezért a kovetkezd helyzet alakul ki:

Yo S U S <ULy <iyn

Yo S <Y <% <Y <9 <Un

Konnyebb a bizonyitds menetét az alibbi abra segitségével kovetni, amelyen a
Jévedelem balrél jobbra haladva novekszik:

« Ha adva van z,y € R", akkor és csak akkor irjuk, hogy z > y, ha z; > y; minden
t=1,2,...,n esetén. Ha z > y és z # y, ennek jeldlése z > y.
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Az egyének helyzete
Eloszlas ¢ 1 B ey B 2 2 J m
y Y9 Y Y e Yo Ye Y5 Ym
V' Y yn e o Yk o Y€ Yo Ym
8.1 dbra

(i) A g helyzetben levd egyének esetében y! = y,. Ennélfogva GL(g/n; ') =
GL(g/n; z).

(ii) Az 2-edikként rangsorolt egyén esetében y! = y), > y;. Mivel F' novekvd,

z; > z; é GL(i/n;2') > GL(¢/n; z).

(i) A h helyzetben levé egyének esetében y, = vy, + € > yn. Ezért
GL(h/n; 2') > GL(h/n; z).

(iv) A k-adikként rangsorolt egyének esetében yj = yx. Ezért GL(k/n; z') >
GL(k/n; z).

(v) Az £ helyzetben levé valamennyi egyén esetében y, = y; — & < yp. Ezért

GL(¢/n; 2') = GL(¢/n; z) = F(yi +€)/ — F(w) + F(y; — €)/ — F(yx)
> F(yi +e)/ — F(y) + Fly; —€)/ — F(y;) (F novekvs) (3.6)
>.0 (F konké.v) :

(vi) A j-edikként rangsorolt egyén szadmira Y, = ye < y,. F konkavitdsinil
fogva

GL(j/n; 2') = GL(j/n; z) = F(yi +€)/ — F(w) + F(y; —€)/ — F(y;) > 0. (3.7)

(vii) Végill minden m-edikként rangsorolt egyén esetében i, = y,,, amibél
kovetkezik

GL(m/n; ') > GL(m/n; z).

Ennélfogva mindkét esetben érvényes az 2’ >, z reldcié.
A >,, relcié tranzitivitdsa kovetkeztében az eredmény érvényes tetszéleges B bi-
sztochasztikus mdtrix esetében is.

Legyen most w := (wy,...,wp) é8 z := (z1,...,2,), ahol w; := F(y!) és
z; := F(y!) minden i-re. Mivel F' novekvd, w; > 2z, minden i-re. Ez nyilvdnvaléan
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egyenértékd azzal, hogy wy” > zi (1,,2,...,n), ahol 2 = Pz (P olyan permutéciés
métrix, amelyre Pw = w®). ésszegezve 7=1,2,..., k-ra, kapjuk:
k k n k
Zw}”?Z[ij,z,}=Zz;’. (k=1,2,...,n) (3.8)
g1 =1 fr=1 J=1

Tekintettel a 3.9 lemmdra, ebbdl viszont kovetkezik

dwf 2> 22 (k=1,2,...,n) (3.9)

=1 =1

vagyis z >¢, w, amivel befejezédik az elégségesség bizonyitdsa.

Szikségesség : Az ellenkezd feltevésbél kiindulva bizonyitunk, azaz feltessziik, hogy
az implikdcié hamis. El8szor azt tételezziik fel, hogy F nem konkdv. A 8.1 lemma
értelmében ez azt jelenti, hogy létezik u,v, w,t € V igy, hogy u < v = w < ¢,

V-u=t—wés F(u)~F(U)<F(t)_F(w)_

U~ t—w

(3.10)

Legyen y := (u,...,u,u,t) € D, és y' := (u,...,u,v,w) € Dy; ekkor nyilvin
Y >, y és ezért a fortiori y' >4, y. Tekintettel 3.10-re,

GL(k/n; 2") — GL(k/n; z) < 0,

ami ellentmond a (T3.1.b) feltevésnek.

Tételezziik most azt fel, hogy F' nem novekvd, vagyis létezik olyan u,v€V, a-
melyre u<v, de F'(u) > F(v). Vilasszuk meg y-t gy, hogy y := (u,...,u,u,v)€D,
és vezessiik be a kovetkezd definiciét:

L "o Q0 00 1 w0000 0
A ~ 0 0
-0 et MR L T B B

0 0% o0 0 01 1

0 00 0 01 1

Legyen y' := éy, valahdnyszor u = 0, egyébként pedig y' := @y. Mindkét
esetben y' = (u,...,u,v,v), igyhogy ¥ >4, y. Azonban

GL(k/n; z') — GL(k/n; z) =0
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minden k= 1,2,...,(n — 2) esetén, és
GL(k/n; z') — GL(k/n; z) = F(v) — F(u) <0

k = (n—1) és n esetén. Ezért F(y) >4, F(y'), ami megintcsak ellentmond a (T3.1.b)
feltevésnek. Ezzel a bizonyitdst befejeztik.

Ha (T3.1.a)-ban ,novekvs és konkdv” helyett ,szigordan novekvs és konkdv”-
ot, (T3.1.b)-ben pedig ,>s,” helyett ,>4,” jelet frunk, tovibbd el8irjuk, hogy
y#ul és y # vl (u,v € R, ;) legyen, akkor megkapjuk a 3.1 tétel ,erds”
valtozatdt. A 8.1 tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy a csokkend és konvex
addrendszerek megforditjik az eloszldsok dltalinositott Lorenz-rangsorolisat.

4. Az eloszliasok igazsiagossdag -szemponti
joléti rangsoroliasinak megdrzése

4.1 A leggazdagabb egyén jovedelménck novekedését —— ceteris paribus — rend-
szerint az egyenlétlenség fokozddasinak tekintik. A >4, reldcié szerinti jolétnoveke-
dés ezért Osszeegyeztethetd a jovedelemegyenldtlenség fokozddasival, tehat az alta-
lanositott Lorenz-dominancia fogalmédban rejlé joléti megitélés osszetlitkozésbe ke-
rilhet azzal a tirsadalmi torekvéssel, hogy a jovedelemeloszlis egyenletesebbé val-
jék. Példaul a Pareto-féle ,individualista” és szétvalaszthaté j6léti fliggvény esetén
(amikor is az egyéni j6léti szintek figgetlenek a tobbiek jovedelmétél), a hatékony-
sdg és az egyenlSség kozotti konfliktus mindig a hatékonysag javira oldédik meg-
Ez a nézépont akkor elfogadhatd, ha feltételezziik, hogy valamely z dllapotban az
életszinvonal mérésének egyetlen relevans informacidja az egyének jovedelmi hely-
zete. Ha viszont elismerjiik annak lehet8ségét, hogy az egyes emberek irigyek lehet-
nek, és még azt is elismerjiik, hogy ezt az informdciot is figyelembe kell venniink,
amikor a tarsadalmi jélétet mérjiik, akkor nyilvinvaléan nem allja meg a helyét
az a felfogds, hogy minden olyan helyzet, amelyben egyes egyedeknek magasabb
a jovedelme, automatikusan eldnyosebb. A hatékonysig és az egyenlSség kozott
ilyen konfliktus elkeriilésére SHORROCKS (1983) javasolta a megengedett joléti fugg-
vények osztilydnak megszoritdsit, a hatékonységi preferencia olymdédon torténd
gyengitésével, amely Osszeegyeztethetvé teszi azt az egyenl6ség fokozbédasdval.

Mivel valamennyi jovedelem ardnyos novelése nyilvanvaléan nem véltoztatjd
meg a viszonylagos egyenlStlenséget, az egyenldség és a hatékonysig konfliktusat
természetes médon megoldand, ha megkovetelnénk: a j6lét akkor novekedjék, ha

5 o . w7 . . " Py
valamennyi jovedelem ardnyosan né . Vezessiik be a kovetkezd definicidt:

LR(k/n; 2) := GL(k/n;2), k=1,2,...,n,

! Ez az elv, amelyet ,arinyos jovedelemkiegészitésnek” neveznek, azt dllitja, hogy 2
jovedelemegyenlStlenség mérése szempontjabdl csak a viszonylagos j'c}vedelemkiilénbségek
szamitanak. Altaliban DALTON-nak (1920) tulajdonitjik ezt az elvet, noha az, amit 8 32
aranyos jovedelemkiegészités elvének nevezett, valéjaban azt kivetelte meg, hogy a jove
delemegyenldtlenségek csékkenjenek (ill. névekedjenek) az ardnyos j<'5vedelemkiegémﬂ'tés
(ill. levonds) esetén. [lisd DALTON (1920), 335. 1.
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ahol LR(k/n; z) annak a jévedelemnek a részarénya, amely a lakossig (k/n) x 100%
legszegényebb részének jut a z helyzetben, és azt mondjuk, hogy az z eloszlas vi-
szonylagos Lorenz—értelemben gyengén domindlja az y eloszldst (jele z >4, y), akkor
és csak akkor, ha

k k ‘
LR(;;I)ZLR(;;y) minden k= 1,2,...,(n—1) esetén. (4.1)

Azt mondjuk, hogy az z eloszlas az altalanositott viszonylagos Lorenz—értelemben
gyengén domindlja az y eloszlist (jele a tovdbbiakban z >, y), akkor és csak
akkor, ha = >4, y és u(z) > p(y). SHORROCKS (1983) dolgozatdnak 3. tételébdl
kovetkezik, hogy = >, y akkor és csak akkor, ha létezik olyan z = ry eloszlas,
amelyre y regressziv transzferek véges sorozatdval 4llithatd eld az z eloszlisbdl,
vagy — ami ezzel egyenértékii — W (z) > W (y) fennill minden olyan Schur-konkdv
W : D, — R j6léti figgvényre, amelyre W(rz) > W (z) minden z € D, és 7 > 1
esetén (vagyis W az origébél kiinduld sugarak mentén novekvd).

Az itt emlitett értékitélet azonban még mindig igen erdsnek tiinhet, hiszen az
eloszlds ,felnagyitdsa” véltozatlanul hagyja ugyan a jévedelemardnyokat, de noveli
a jovedelmek kozotti abszolit kiilonbségeket [ldsd KOLM (1976)]. Bevezetve a

LA(k/n; 2) :=GL(k/n;2), k=1,2,...,n,

jelolést, azt fogjuk mondani, hogy az z eloszlés abszolit Lorenz—értelemben gyengén
dominélja az y eloszlist, (jele = >4, y), akkor és csak akkor, ha

k
LA <IE : z) > LA (* : y) minden k= 1,2,...,(n— 1) esetén. (4.2)
n n

Az abszoltt Lorenz—kritérium egyforman rangsorolja azokat az eloszlasokat, ame-
lyek kozott csak annyi a kulonbség, hogy ugyanazt a pozitiv mennyiséget adjuk
valamennyi egyéni jovedelemhez. LA(k/n; z) jelenti a (k/n) x 100% legszegényebb
egyén jovedelmének dtlagos elmaraddsit az atlagos jovedelemtdl a z helyzetben [ldsd
MovyEs (1987a)|.

Azt mondjuk, hogy az z eloszlds abszoliit dltalinositott Lorenz—értelemben gyengén
domindlja az y eloszlast (jele >4, y), akkor és csak akkor, ha z >4, y és p(z) 2
#(y). SHORROCKS (1983) dolgozatinak 4. tételébsl tudjuk, hogy z >4, y akkor
és csak akkor, ha W(z) > W(y) fennéll minden olyan W : D, — R Schur—konkdv
j6léti fiiggvényre, amelyre W (z + 01) > W(z) minden z € D, , 6 > 0 esetén (vagyis
W névekvd az elsd diagonalissal parhuzamos egyenesek mentén). Ezzel egyenértékd,
hogy létezik olyan z = y + 01 eloszlas, hogy y regressziv transzferek véges sorozata
révén keletkezik a z eloszldsbél.

A jévedelemeloszlisok osszehasonlitdsa a viszonylagos vagy az abszolat altala-
nosftott Lorenz-dominancia segitségével két 1épésbdl 4ll6 miivelet, elszor két
eloszlis egyenlStlenségét vetjiik egybe, és azutén hasznaljuk fel az itlagjovedelem-
mel kapcsolatos informaciét. A szokdsos médon definidljuk a fentirendezések aszim-

metrikus részét.
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4.2 Nyilvanvalg, hogy >, Zogr €5 Zpga negymasba skatulydzott” rendezések,
ezért kimondhatjuk a sejtést, hogy

7(2(‘{}0) g ?(zfgr) g ?(Zl’q)

Valéban, mindaddig, amig n < 2, a novekvd és konkdv jelleg (mindkettd szigoru
értelemben) elégséges feltétel ahhoz, hogyy F' megtartsa az eloszldsok >,,, és >4,
szerinti rangsoroldsit. Nagyobb populiciék esetében azonban ez m4r nem igaz. A
részleteket illetden 1dsd a Figgeléket. Hasznos lesz a kovetkezd

4.1 lemma :
Ha n > 2) (1) Y(Zigrg -? Z(]r (li) ?(Zlgug ?(2/)

Bizonyitds :
Tekintettel a 2.1 tételre és A CZEL (1966, 43. 1) 1. tételére, vegyiik elészor is észre,
hogy ha F € 7(>,), akkor F megold4sa a

F(”“):F(““F(" utev (4.3)

2 2

fuggvényegyenletnek.

A két kovetkestetést egyidejiileg bizonyitjuk, megmutatva, hogy abban az esetben,
amikor F' ¢ 7(>,), mindig talilunk olyan eloszlast, (v és '), amelyre y' >4, ¥y
(illetve y' >,,4 y), de nem z' Zegr = (illetve nem [z’ >,,, z|). Tételezziik fel, hogy
(4.3) hamis, és legyen

v=w=(u+t)/2, ahol u<t.
Két lehet8ség van:

1. eset: F(v) — F(u) > F(t) — F(w)

Legyen y := (u,...,u,u,t) € D, és y := (4,...,u,v,w) € D,. Ekkor ¢ >, ¥
ennélfogva y' >4, y és y' >,,, y is érvényes. Masrésat

D oF(w) <) F(y),
1=1 t=1

amibdl kévetkezik, hogy nem [z >, z]. Marmost ellenérizhetd, hogy minden
k=1,2,...,(n—2) esetén

B\ O
- (n’ ) (n—2)F(u) + F(u) + F(t)

£P(w) i g
” (n—2)F(u) + F(v) + F(w) ALR(n’ )

(4.4)
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vagyis nem [z’ >, z|, ezért egyrészt F' ¢ F(>,,,), masrészt pedig hasonléképpen

LA (S’z) > S [F(u) (= 2)F(u) + F(u) +F(t)} E

§ (4.5)
> & [p - B ) LRy (£ )

vagy‘is nem (z' >, z|, tehdt F ¢ F(>454).
2. eset: F(v) — F(u) < F(t) — F(w)

Legyen y := (u,t,¢t,...,t) € D, és y' := (v,w,t,...,t) € D,. Nyilvdnvalé, hogy
Y >0y, és igy ¥’ >¢gr y valamint y' >4,, y. Azonban

> F(w) > Y F(v)

=1 =1
amibdl kovetkezik, hogy nem [z’ >, z]. Tovdbbé tudjuk, hogy minden k = 2,...,
<.y (n— 1) esetén

k \  F(u)+ F(t) + (k- 2)F(t)
- (7; ””) T (n—2)F(t) + F(u) + F(2)

(4.6)

F(v) + F(w) + (k- 2)F(t) E'z'
m—nmw+mw+nw‘”R(’ )

vagyis F' ¢ 7(>4,-) és hasonléképpen

a2

(n—=2)F(t)+F(u)+F(t) ] /)

n

% [F(u) FF(8) + (k—2)F(t)—k

_k(n—Z)F(t)+nF(v)+F(w)} .

=LA (S ;z') (4.7)

vagyis F' ¢ F(>¢ga), tehat ismét ellentmonddsra jutottunk.

\%

%F [F(u)+F(w)+(k—2)F(t)

Az F(>4gr) és F(>ega) figgvényosztily jellemzése a 4.1 lemma kozvetlen kovet-
ezménye.

4.1 tétel : Korlatos (valamint nem—-korldtos) jovedelmek esetén:

(T4.1.a) Vagy F(t) = b vagy F(t) = at (a,b € Ry) akkor és csak akkor, ha
(T4.1.b) minden y,y’' € D, (n > 2) esetén y' >4, y fennéllisabdl kovetkezik, hogy

F(yl) zlgr F(y)
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Bizonyitas :

Az elégségesség nyilvanvald, tgyhogy a sziikségességet bizonyitjuk. A 4.1 lemma
értelmében a (T4.1.a) feltevésbdl kovetkezik, hogy F(t) = at + b (a,b € Ry). A
bizonyitds teljessé tétele céljdbél csak annyit kell még megmutatnunk, hogy a és
b nem lehet egyidejlileg szigordan pozitiv. Az ellenkezd feltevésbdl indulunk ki,
és feltételezziik, hogy a és b nem vilik zérussa. Legyen y = (u,...,u,t) € D, és
y = (ry,...,7u,ru + €,7t —€) € D,, ahol u < t,7 > 1és 0< e < 7(t —u)/2.
Nyilvdnvaléan y' >, y és p(y') > p(y); gy ¥ >e;r y. Tovibbd, minden
k=1,2,c...,(n—2) esetén érvényes

k) _ k(au + b)
- (;,z) ~ (n—1)(au+b) + (at + b) -

(4.8)

- k(aru + b) _ LR k o
(n—1)(aru +b) + art + b n

Ez pedig valéjaban azzal egyenértékii, hogy (at + b/7)(au + b) > (au+ b/7)(at + b),
ami viszont igaz, ha b/r < b, ahogy feltételeztiik. Ezért nem [z’ >, z|, ami
ellentmond (T.4.1.b)-nek. Ezzel a bizonyitdst befejeztiik.

4.2 tetel : Korlitos (illetve nem korldtos) jovedelmek esetén:
(T4.2.a) F(t) = at + b minden a,b € R” esetén feltéve, hogy F(t) > 0 [illetve
a,b € R, | akkor és csak akkor, ha
(T4.2.b) Minden y,y' € D, (n > 2) esetén, y' >,, y fennalldsabél kovetkezik, hogy

F(y') 2ega F(y).
Bizonyitds :
Az elégségesség nyilvanvald, a sziikségesség pedig kovetkezik a 4.1 lemmdbdl.

Ha n =2, F(>¢,) és 7(>ega) novekvd és konkdv F fiiggvényeket tartalmazza. Ha
a (T4.1.b) illetve a (T4.1.b) feltételekben a >,,, illetve >,,, reliciék helyébe az
aszimmetrikus relicidkat irjuk, tovibba eléirjuk, hogy a # 0 legyen, megkapjuk a
4.16s a 4.2 tétel ,erds” viltozatat.

Megjegyezzik, hogy ha F megérzi az eloszlisoknak a >,,, reldcié szerinti rang-
soroldsat, akkor a fortiori megérzi a >, szerinti rangsoroldsukat is. (Ugyane?
érvényes a >y, 6s a >, relacidkra is.) Kénnyen belathaté, hogy ennek a forditottja
is igaz, vagyis

4.1 korolldrium : Minden n > 2 esetén

() F(Zer) = 7(2er) s () F(Zega) = F(Zew)-
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5. Eredményeink a szakirodalom tikrében
és tovabbi kutatasi lehet8ségek

5.1 Tételezziik fel, hogy valamely > bindris relacié értelmében az y eloszlis
rangsoroldsa magasabb, mint az y'-é, és tételezziik fel tovabbd, hogy létezik olyan
F figgvény, amelyre 8

F(y) := (F(yl))"'ﬂF(yn))

&~
w

F(y') := (F(y1),---, Flyn)) -

Hogyan jellemezhetd azon F figgvények halmaza, amelyek megdrzik az y illet-
ve az y' eloszlas rangsoroldsat? Bebizonyitottuk, hogy ha az > relicié altala-
nositott Lorenz-rendezés, akkor F-nek novekvének és konkavnak kell lennie
(8.1 tétel). Ha korldtozzuk a hatékonysagi preferenciat olymédon, hogy a jélét
novekedése osszeegyeztethetdvé viljék az egyenldség viszonylagos értelemben vett
fokozbéddsaval, akkor F-nek linearisnak kell lennie (4.1 tétel). Ha tovibbmegyunk
egy lépéssel, és azt kivanjuk, hogy a jélét akkor novekedjék, ha minden jovedelem
azonos osszeggel lesz nagyobb, akkor a kvdzi-linedris adérendszerekhez jutunk (4.2
tétel). MARSHALL és OLKIN (1979, 5. fejezet) részlegesen mar tanulmdnyozta
azokat a fiiggvényeket, amelyek megdrzik az eloszlasok rangsorolasit. Ha felis-
merjitk, hogy a Lorenz-dominancia nem mds, mint a majorizdlds reciproka, akkor
litjuk, hogy a mi 2.1 tételink ekvivalens az 6 A.1.e. tételikkel Hasonléképpen Sk
is felismerték azt a tényt, hogy a novekvd és konkdv fuggvények megdrzik, viszont
a csokkend és konvex fiiggvények megforditjik az eloszlisok dltalinositott Lorenz—
rangsorolasat (lasd A.2 tételiket). Ugy latszik azonban, nem ismerték fol azt a
tényt, hogy ezeknek az allitdsoknak a megforditdsa is igaz, és azt a fliiggvényosatélyt
sem hatdroztdk meg, amely megérzi az eloszldsoknak a viszonylagos és az ab-
szoliit dltalinositott Lorenz- kritérium szerinti rangsoroldsit. Mds osszefiiggésekben
THON (1985) a mi 8.1 tételinkhiz igen hasonlé eredményre jutott. Bizonyitdsiban
azonban additivan szétvalaszthaté és derivdlhatd joléti fiiggvényeket alkalmaz, mig
nekiink ezekre az erds feltevésekre nem volt szikségunk.

5.2 Mint a bevezetében hangsilyoztuk, az eloszldsok rangsoroldsdnak megérzése
akkor kiilonosen jelentGs, amikor az F' fiiggvényt adérendszernek fogjuk fel. A
tanulmanyban levezetett tételeknek a jovedelemaddzasra vonatkozs kovetkezményei
legaldbb hdrom esetben folottébb érdekesek.

El8szor is, egyes esetekben fontos lehet szimunkra, hogy meg tudjuk &llapitani,
milyen j6léti és/vagy egyenltlenségi hatdst gyakorol az addzds elStti jovedelem
valamilyen megvéltozdsa az adézas utdni jovedelemre. Az eloszlds rangsoroldsdnak
megdrzése — mint kovetelmény — eleve kizdrja az olyan addrendszereket, ame-
lyeknél az adézas eltti jovedelmek egyenldbbé valdsa az adézds utdni jovedelmek
j6léti értékének csokkenését eredményezi, hiszen ez nyilvanvaléan kedvezétlen tulaj-
donség lenne egy adérendszer szempontjabsl. Tételezziik fol, hogy a jovedelmeket
Gjabb és Gjabb adézds ald vetjik. Ez torténik példaul, amikor a t4arsadalombiz-
tositasi hozz4jaruldst vetik ki az elsé lépésben, és az ebbdl ad6dé nettd jovedelem-
re vetik ki a jovedelemadét, vagy amikor a szocidlis juttatdsokat beleszadmitjdk a
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Jjovedelemadé alapjiba. Az adéreformok alapvetd konzisztenciakdvetelménye, hogy
a legszegényebbek helyzetének javitdsit célzé transzferfizetéseck médosité hatdsa ne
semmisiljon meg a jovedelemadé levondsa utan. Tételeink konkav, linedris vagy
kvazi-linedris jovedelemaddzdsi rendszert frnak elé, a célnak megfelelden valasztott
J6léti kritérium szerint.

Maésodszor, az adézds elétti rangsorolds meg(ﬁrzése az addézds utdni jove-
delemelosztasban nyilvinvalé kovetkezményekkel jar a jovedelemadézas orszagok
kozotti vagy idGsoros osszehasonlitésakor. Mindeddig az a szokdsos gyakorlat,
hogy az addzis utdni eloszlisok kozott megfigyelhetd kiilonbségeket az adézas
elotti helyzetnek és/vagy az érvényben 1évs adérendszernek tulajdonitjdk. Ha
adva van valamilyen rogzitett adézas eldtti eloszlas, akkor minél progresszivebb
az addrendszer, anndl er8teljesebb az egyenlité hatdsa. A 3.1 tétel egyik leg-
fontosabb kévetkezménye szerint: ha adva van egy rogzitett konkdv adérendszer,
akkor minél magasabb rangot kapott az dltalinositott Lorenz-dominancia szerint
valamely adézds el8tti eloszlds, annil magasabb lesz az adézds uténi eloszlis rangja
is [tovabbi részleteket illetden lisd MOYES (1988b)).

Végiil, az adérendszerek kellemes tulajdonsiginak tekinthetd, ha biztositjdk,
hogy amennyiben a népesség valamely csoportja egy masik csoportndl kedvezdbb
helyzetben van az addzds elétt, akkor ez a helyzet az adézds utan is fennmarad-
jon. Ez a feltétel speciilis esetként tartalmazza azt a kovetelményt, hogy az
addalanyoknak a jovedelemskédlin elfoglalt helyzete ne viltozzék. A 8.1 tétel
trividlis mdédositasa igazolja, hogy F novekvé és konkiv jellege elegends an-
nak kikiiszobolésére, hogy a csoportoknak a jovedelemskdlin valé rangsoroldsa

’ ;8
megvaltozzék.

5.3 Felhivjuk a figyelmet két lehetséges dltalinositisra. A tanulmanyban
mindvégig homogén népességet vizsgaltunk, tovibba feltételeztiik, hogy az adét,
amelyet valamely egyén fizetni koteles, kizardlag eredeti jovedelme alapjdn szamitjak
ki. ATKINSON és BOURGNIGNON iijabb kutatdsaira (1987) tamaszkodva, kevésbé
sziikkorli fogalmat alkothatunk az adézdsrél, megengedve, hogy az a jovedelem,
amely valamely adéalany rendelkezésére 4ll az ad6 megfizetése utan, az adézds volu-
menétdl és az adbzds elbtti jovedelemtd fiiggjon, és ekkor azokat az adérendszereket
keressik, amelyek megérzik az eloszlisok a szerzék altal meghatdrozott ,4lta-
ldnositott” joléti rangsoroldsat. Az dltalinositis egy masik lehetséges irdnyaként
feltételezhetjiik, hogy minden egyén adézds utini jovedelme az egész eloszldsnak
a fiuggvénye. Torténtek mér ilyen irdnyd kisérletek, dgyhogy néhany eredmény
mdr rendelkezésiinkre all. Példdul MARSHALL és OLKIN (1979, A.14) bebizonyi-
totta, hogy minden H(z) : D, — D, figgvény, amelynek definiciéja H(z) =
(f1(2),..-, fn(2)), (ahol f; : D, — Ry, Schur-konkdv) megérzi az adézas eldtti

: Ha adva van az N := {1, 2,...,n} halmaznak egy nem iires S részhalmaza és egy
z € Dy, eloszlds, jeldljiik z(S)-sel z-nek az S-re val korlitozdsat. A népességcsoportok
esetében példdul a (T3.1.b) feltételt igy lehetne felirni: Minden y € D, és minden
S,T C N esetén az y(S) >,, y(T) egyenldtlenségbsl kivetkezik F(y(S)) >4, F(yT))-
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eloszlasok Lorenz-rangsoroldsit az adézas uténi eloszldsok dltaldnositott Lorenz—

rangsorolasat tekintve.” Nyilvénvald, hogy a jelenlegi elemzés elmélyitheté lenne,
ha figyelembe vennénk az egyének kozotti killonbségeket, és/vagy ha a redisztribicié
uténi jovedelmet az Osszes addzds elbtti jovedelem fiiggvényeként fogndnk fel.
Ezeket a kérdéseket a tovabbi kutatdsokra bizzuk.

Figgelék

Ha n = 2, a ndovekvd és konkdv jelleg elégséges feltétele annak, hogy az F
fiiggvény megdrizze az eloszldsok rangsoroldsdt mind a >4, mind pedig a >¢4a
reliciéra nézve. Legyen y := (u,t) és ¢/ := (ru+¢€),aholu<it, 7>1é0<e <
7(t — u)/2. Ebb8l kovetkezik, hogy y' > y és u(y') > u(y); tehat y' >4, y. Mivel
F novekvd és konkav (mindkettd szigordan),

F(ru+e)+ F(rt —e) > F(u) + F(t).

dtrendezés utan ez ekvivalens az alibbival:

1.y F(u) _ F(ru+te) "
LR(E“) T F)+ F(t)  Flrute) + Frt—e)

LR (% m; a:)

vagyis F(y') >¢r F(y). Vezessik be most a kovetkezd definiciot: y = (u+6+
et+60—¢), ahol § > 0és 0 < & < (t —u)/2, ekkor hasonld gondolatmenettel kapjuk:

LA(E' ,)ﬂ }&)F(t)> VF(u+9+e)—F(u+0—s)
g T

|

(A4.1)

Il

1
2 2 2 2

=LA (l,x)
2

vagyis F(y') >¢ga F(y). Annak megmutatdsa céljabél, hogy F novekvé és konkdv
jellege (mindkettd szigordan) nem elégséges annak biztositdsira, hogy megorizze
az eloszlésok rengsoroldsat a >,,, reldciéra nézve, ha n > 2, vilasszunk igy: y :=
(u,...,u,u,t) € D, és ¢ := (u,...,u,u+¢e,t—€) € Dy, ahol 0 < e < (t — u)/2.
A konstrukciénil fogva v >, y, ezért y' >4 y és y' >440 y. Ahhoz, hogy nem
[z >, z] teljesiiljon, elegendd, hogy

(4.2)

LR(k/n;z) > LR(k/n;z")

9 . . . ’ .
A megforditott @llitds azonban hamis, amint konnyen beldthatjuk az fJ-(z) s
3,'/u(t) valasztdssal. Tételezziik fel, hogy az z eloszlds progressziv transfer révén

keletkezett az y eloszldsbdl. Nyilvanvald, hogy p(z) = ply) és igy 7 =: H{z) 24
H(y) := §, noha kétségtelen, hogy f; nem Schur-konkdv.
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legyen legaldibb egy £ € {1,2,...,(n — 1)} esetén. A szigori konkavitdsbdl
kovetkezik, hogy

E'z . kF (u)
LR(n’) - )Fw) 1 F()

(A.3)

kF(u) e E g
"2 F(W) T Flute) 1 F( o) LR<n’)

minden k = 1,2,...,(n — 2) esetén, igy tehdt nem [z’ >, z|, amib8l kovetkezik,
hogy nem [z’ >4, z|. Azonban legalibbis ebben a specilis esetben a szigorl
konkavitasbél nem kovetkezik z >, z’. Konnyen ellenérizhets, hogy

LR((n —1)/n;2') > LR((n ~ 1)/n;z);

ezért az z eloszlas viszonylagos Lorenz—gorbéje egyszer — és felillr6l — keresztezl
z' viszonylagos Lorenz-gorbéjét. Hasonlé kovetkeztetés vonhatd le az z és az
z' eloszlds abszolit Lorenz-gorbéjére nézve is, amibdl kovetkeszik, hogy nem

[F(¥') 2e9a Fly)]:
(Beérkezett: 1983. december 29-én.)
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Functions that Preserve the Welfare Ranking of Distribution

We identify in the paper those classes of functions that preserve the ranking of dis-
tributions according to three welfare criterion introduced recently by A.F. Shorrocks. It is
proven that a necessary and sufficient condition for a function to preserve the generalized
Lorenz ordering of distributions is that it is increasing and concave. Requiring welfare
improvements to be compatible with more equality, we obtain linear [resp. quasi-linear]
functions when emphasis is placed on relative [resp. absolute] income differentials.



