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TOM WANSBEEK

Paneladatok transzformadcidja a reziduilis valtozdk
autokorrelicidja esetén*

A véletlen egyedhatdsokat tartalmazé paneladatokon végzett regresszids elemzés
soran, a véletlen egyedhatdsok a rezidualis vdltozék kozotti idSbeli (szeridlis) kor-
relacié forrasai lehetnek. A korrelacié masik forrasa az autokorrelacié lehet. A cikk
a vonatkozé matrix struktirdk sajitossagait és egy novekedési gorbe hatdsira vald
kiterjesztést targyalja. Azt az esetet is elemzi, amikor a hatdsok nem véletlenek,
hanem rogzitettek, vagyis a modell alland6 hatasi.

1. Bevezetés

A paneladatokra alkalmazott szokasos regressziés modellbdl indulunk ki:
y=XB+ Za+u, (1.1)

ahol y (T'N x 1) a fuggs véltozé N egyedre és T szamu id6pontra vonatkozé meg-
figyelései, X egy (T'N x k) méretii matrix, amely k fiiggetlen valtozdé megfigyeléseit
tartalmazza, u a rezidudlis valtozdk (TN x 1) méretii, zérus varhaté értékii és o2 Iyt
varianciaji vektora, és Za az egyedhatdsokat jeloli: Z = 1+ ® Iy, ahol v egy T-elemi
egyesekbdl 4ll6 vektor, o = (ay,...,an)’, pedig az egyedhatdsok N elemii vektora.
Egyeldre tekintsiik az egyedhatasokat véletlenszertinek, zérus varhato értékkel és o2 Iy
kovarianciamaétrix-szal. Ekkor az u + Za Osszetett hibatagnak zérus varhaté értéke
és

Q:E@INE(031T+JZJT)®IN, (1.2)

kovarianciamdtrixa van, ahol Jr egy T X T méretli csupa egyesekbdl allé mdtrix.
Az (1.2) modell szamitastechnikailag hatékony becsléséhez egy a T~1-el vagy T-i-el
aranyos matrix képlete sziikséges. Ilyen képleteket konnyen nyerhetiink:

1 1 o,
Q= ‘-7—3— (IT 5 T(l - 1)1T1'T) (13)
_ 1 1 - '
a-d= L (- La-ahe), (1.4)
ahol
A= (0% +To)/a. (1.5)

* Tom WANSBEEK: , Transformations for Panel Data when the Disturbances are Auto-
correlated”. (Forditolta: REVESZ Tamds)
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Az utdébbi eredmény kiilonésen érdekes, mivel ebbdl az kdvetkezik, hogy a mo-
dellnek yin helyett
vin = (1= 2" 3y, (1.6)
valtozdra valé transzformécidja (a pont a megfeleld indexre vonatkozd dtlagot jelol)
és az X-ekre vonatkoz6 hasonld transzformacié a modellt dgy alakitja at, hogy a
kozonséges legkisebb négyzetek mdédszere (OLS) alkalmazhatéva valik. Ez a transzfor-
micié megtaldlhatd példaul HAUSMAN (1978) cikkében és egy dltaldnosabb formaban
FULLER és BATTESE (1974) irdsdban.

Az egyedhatdsok jelenléte a rezidualis valtozék kozott idSbeli (szerialis) dsszeflig-
gést (korreldcidt) okoz. Ez az dsszefiiggés mindig azonos, tekintet nélkiil arra, hogy a
megfigyelések id6ben mennyire vannak tavol egymastdl. Eléfordulhat azonban, hogy
ezenkiviil mas id8beli dsszefliggés is fennall a , klasszikus” autokorrelacié miatt. Ebben
az esetben az (1.6) transzformacié mar nem megfelelé. Az AR(1) tipusi autokorrelacié
esetén szilkséges atalakitdst a 2. pontban ismertetjiik. A 3. pont tovdbb éltaldnositja
a modellt, és egy ndvekedési gorbe komponenst is hozzavesz. A 4. pont azt az esetet
vizsgalja, amikor az egyedhatdsok nem véletlenszeriiek, hanem rogzitettek.

2. Autokorreldcié

Ha az u,; reziduilis valtozék kozott autokorrelacié van (1d. LILLARD és
WILLIS, 1978), akkor a kovetkezéképpen jarunk el. Tekintsiik egyedenként azonosan
p paraméteriinek a feltételezett elsérendii autokorrelaciot. Ezutan djradefinidljuk Q
és ¥ mdtrixokat:

Q:E@INE((TaWT-FU?,JT)@IN, (2.1)
ahol Wy a T - rendii AR (1) korrelaciés matrix:
1 p .. pt!
P Lo
Wr = . .o . ” (2.2)
pT._l ; l
Ennek inverze:
1 —p 0
N 1 —p 14p%
Wg' = 2.3
T 1—p2 1+p2 —p ( )
0 —p 1

A GLS (ltaldnositott legkisebb négyzetek médszere) becsléshez célszertt 2 '-re
—— vagy ezzel egyenértékiien X !-re — felirni a kovetkezd Gsszefliggést:
A 1 1
—Wrlipp Wy } =
o2 + o2t Wyl T o

-2 -1 0121 ’
=0, WT e —0—3+—90_g1)1'1)7- y (2.4)

g

o l=gr? {W;l .
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ahol # és vr értékeit az aldbbi médon definidljuk:

- 1
vTEWTltT=

= % {(1 = pyir + ples + er)}

(1-p)T+2

0_=.’ITWTTI‘T=1ITUT= 1+p

m(1—1’,(1—p)’,...,(l—p)2,1_p)'=

(2.5)

(2.6)

Kiilondsen hasznos, ha egy mondjuk Bp-vel Jelolt olyan matrix 4ll rendelkezé-
siinkre, amire nézve Ry Rf ardnyos £~!-gyel. Ekkor az R} -vel transzformalt adatok

egy OLS-sel becsiilhetd modellnek felelnek meg. Egy ilyen métrix

V1i—-p* —p 0

Rr= 1= .
o—p
0 1

amelyre fenndll Rr R}, = (1 - p*)Wy!, azaz
.I%Tl %1 =
Késobbi célokra megallapitjuk, hogy

vp Ry Rylor =

1
1-p2

Wrp.

0

T Wi WrWite =

Most legyen ¢ egy valds szam és tekintsiik a kdvetkezSket:
(Rr — ¢vrvr Ry ') (Ry — $R7 vrvy) =
_ 0
= (1 . Pz)WT g + (¢2 1—p7 . 2¢)’UTU§- B
1

[}
=(1-p% {Wf'l iz 7 (4’2@ - 2¢)"TU'T} .

Ez akkor ardnyos ©~! -gyel (1d. (2.4)), ha ¢ a

$%0—2(1 - p*)¢ + (1 - p*)? 0

—=la___ _
o2 4 002

avagy a \
N N
1-p? ol + 002

1-p2

@7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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masodfokii egyenlet gyoke, amibdl

_1-7 @ \}
b= {li(m) ; (2.13)

Mivel 02 = 0 esetén elvarjuk, hogy ¢ = 0 legyen (azaz tiszta autokorreldci6
egyedhatasok nélkiili esetben), ezért a ,minusz” gyckot valasztjuk. Az y fiiggs vdltozd
OLS modellre valé transzformacidja valamely egyednél (n) ekkor a kovetkezd

Gn = (Rp — $ Ry vr9p ) s, (2.14)

alak lesz (1d. (1.6)), és ez az X -ekre is hasonléan adédik. Az Rfy, rész a szokasos
Prais — Winsten transzformacié (1d. PRAIS és WINSTEN (1954)). A madsodik részre
felirhato, hogy

o 1
@lvr = R’I‘IWT Lip = 1_:7)?]?,’1.17‘ =

= 1—_1,7 {(1 - +((1-p)-(1- p))el} -

] (1-p}
= l_-|:-p' {'T + (Tp— & 1) 61} . (215)

Igy az OLS-sel becsiilhetd modellre tSrténd transzformécié az

T =T (e l—fﬁv&yn) (2.16)
illetve ”
Uin = Ytn — PYt=1,n — mv'ryn (2.17)

alakot olti, ahol t = 2,...,T. Mivel (mint fent elmondtuk), ha ¢% = 0, akkor ¢ = 0,
ez nyilvdnvaléan specidlis esetként tartalmazza a Prais — Winsten transzformaciot.
Ha nincs autokorreldcid, hanem csupdn az egyedhatdsok az idbeli korreldcié okai,
akkor § = T,vr = 1r,¢ = (1 — A=%)/T (ahol A mint (1.5) -ben), s igy a transz-
formacid a véletlen hatdsti modellek transzformacidjdra egyszerlisodik. Az elsé meg-
figyelés (2.16) szerinti killon kezelése helyett az egyszeriiség kedvéért ezt el is hagy-
hatjuk. MAESHIRO (1979) véleménye szerint azonban az effajta egyszerlisitésnek
esetleg aranytalanul nagy ara lehet.

3. Novekedési gorbe hatés

A modell egy érdekes kiterjesztését kapjuk, ha a rezidudlis véltozékhoz egy
»novekedési gdrbe” komponenst is hozzdadunk. Egy ilyen modellt vizsgalt LILLARD
és WEISS (1979):

Etn = Ugn + an +E, (L~ 1) (3.1)
Uin = pUe—1,n + Min, (32)
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ahol £, zérus véarhaté értéki valdsziniiségi valtozé és esetleg oy, -nel korrelalt, de uy,, -
nel vagy ni,-nel nem. A € komponens azoknak a figyelmen kiviil hagyott valtozéknak
a hatdsait tiikrozik, amelyek az y fiiggd véltozd ndvekedését befolyisoljak. Ezek a
valtozék korreldlhatnak a figyelmen kiviil hagyott és az o komponensbe siiritett idé-
invaridns véltozdkkal, amelyek a fiiggd valtozd szintjét befolydsoljdk. Feltételezziik,
hogy u kdlcsdndsen korreldlatlan mind o-val mind ¢-vel. Ez az egyedek kovarian-
ciamatrixdnak a

L =ao’Wr +GHG (3.3)

formaban valé djradefinidlasihoz vezet, ahol G = (s, 7r), és 7r egy T elemii vektor,
amelynek t-edik eleme ¢t — £, valamint H az oy és £, 2 x 2-es variancia-, kovarian-

ciamatrixa: )
= {7 oo :
H=(ga 02>. (3.4)
af 3

Tekintsiik djra £~! mdtrixot és ennek négyzetgyokét. Erre fennall (1d. (2.4)),
hogy
2_1 u a__z{WjTl _ WT_‘IG(G’W:FIG-F O,ZH—I)—IG/W.-I} (3 5)

Eza kovetkezokeppen lathatd be. A WT G elsd oszlopa vy, amint azt (2.5)-ben mar
megmutattuk. A Wy 'rr masodik oszlopéra nézve pedig (2.3)-bdl

2p—p* -p
-, 2 —p
1 " »

(WT 1— pz

=PIy = m (3.6)

1 +p ’ :

- 20  —p
—-p 2p—¢?

osszefiiggést kapjuk. Nyilvdnvald, hogy annak a T-elemil vektornak, amit az utdbbi

szorzat eredményez az elsd és utolsé elemét kivéve minden eleme zérus. Ezenfeliil az is

lathaté, hogy e két elem ellenkezd elSjelii. Igy a (3.6) a kovetkezOkre egyszeriisithetd:

(==~ (2 - D)(er ~ er) =
(oS -

- ﬁ{(l —p)T + 1+ p}er —e1). 3.7)

Tehat (3.6) alapjan Wy 'rr-te mar adédik egy kifejezés. Ami G'W;'G elemeit illeti,
fenall, hogy
Wrlir =6 (3.8)

amint azt (2.6)-ban megadtuk, valamint

’ -1 _ 1- P P _ _
TTWT T = 1+pTT‘PI' + (l_pz){(l p)T+1+p}(T 1)! (39)
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ahol thrp = T(T + 1)(T — 1)/12. Harmadszor: &, W7 'rr = 0. Ez a kvetkez8kbél
lathaté. Amennyiben C jeloli azt a T' x T méretii matrixot, amelynek a mellékatléban
lev egyesek mellett csak zérus elemei vannak, akkor Cip = 1p,Crr = —7p és CWr =
WrC igy

Wyl = G CWyi'lrp = GW5'Crp = —p Wil = 0. (3.10)
Ezzel befejestiik L1 sszetevSinek térgyalisit. Ami a T-%-et illeti, (2.10)

altaldnositasabdl indulhatunk ki. Ha V@ = W5lG és © = G'W;'G jeloléseket
hasznalunk (figyeljik meg, hogy © diagonélis a (3.10) miatt), akkor

(1-p)Wr' = Vr(©@+oiH ) Vp) =
= (Rr - Ve ®V4 R ') (R — R Ve ®'Vy) =
1
=(1-p)yWpl - Vp(@+ )V + T_—pzvmeé'v;, (3.11)

amibdl kdvetkezik, hogy o2 Wy ! négyzetgycke Ry — R51VT<I>V7’., ahol @ tefszéileges
megoldisa a

P08 — (1- )@+ P)+(1-p) 2O +02H ) =0 (3.12)

avagy a

1 a-1 1 .o . -1_ 2 pr-1y—1
(1_,,2‘1’ o )e(——l_p,_,q» o )_e (0 +2HY) (3.13)

masodfoki matrix-egyenletnek (2 x 2-es rendll). Ez a (2.11) altaldnositdsa, és
megoldasa:
& =(1-p)){0"! -0, (BHO + 020)" 3074}, (3.14)

Ezt analitikusan is ki lehet fejteni, hiszen az Osszes szébanforgd mdtrix 2 x 2-es
méretli. Az eredmény nyilvdnvaldan nehezen lenne dttekinthetd, ezért ennek felirdsat
mellézziik.

4, Allandé hatdsok

Térjiink vissza az (1.1) szerinti regressziés modellhez, és most tekintsiik a-t az
4llandS hatdsok N-elemii vektordnak, mint példaul BHARGAVA et al. (1982) teszi
ezt. Koztudott, hogy az (1.1)-beli OLS egyenértékii a transzformalt modellbeli OLS-
sel, ahol a Za tag nem szerepel, ha minden egyedre az y és X megfigyelések helyett
ezek iddbeli dtlaguktdl vald eltéréseit szerepeltetjiik. Ekkor yin-b8l yin — y.n lesz, és
hasonlé adédik X-re is. Autokorreldcié esetén a viltozdkat alkalmassé kell tenni erre
a transzformdcidra is.
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Ha édltaldban véve u-nak Q variancidja van, és C olyan matrix, amelyre CC' =
Q~1, akkor a transzformalt modell

Cy=C'X+C'Za+Cu (4.1)
OLS-sel becsiilhetd modell. A C’'Z-re merSleges projektor a
P=I-C'Z(z'cCc'z)"*z'C (4.2)

matrix, igy y-ra a PC'y, X-re pedig a PC'X a megfelel$ transzformacié. Ezt y-ra
kifejtve kapjuk, hogy

PCy=C'(I1-2(2'CC'2)7'Z'CCy = C'(1-2(2'Q7'Z)'2'Q )y,  (4.3)

Az autokorrelalt modellre C = Rr @ Iy és Q-1 = Wz 1T N, eltekintve az irrelevans
szorzokonstansoktdl. Igy yn-te a transzformiacid a kdvetkezd:

= 1 _ 1
Un = Rp <IT - s————wrirWr 1) Yn = Rp(Ir — 170k )y, (4.4)
wWr i 0
Tehat ’
Gin = (1= p)5(u1 — g’UlTyn) (4.5)

(1d.(2.16)), és (2.17) helyett t = 2,...,T-re azt kapjuk, hogy

- 1-
Yin = Ytn — PYt-1,n ~ 7 pv’Ty,,. (4.6)

A p = 0 esetben ez az y,, — y,, alakra egyszerlisodik, ami a szokasos »csoporton
beliili” (within) transzformacié.

Ha djra fontoléra vessziik a novekedési hatdssal valé kib6vitést, yn-re akkor
kapjuk a megfelel§ transzformdciét, ha (4.4)-ben Wyr! helyére (Wr + a'?/trarrrq’n)‘l
irunk, ami az aldbbival egyezik meg:

2
-1 %

f Wi leprh Wl 4.7)

o+ U?T}W{.lrr

Mivel 7p W5 lrp = 0 (1d. (3.10)) ez esetben ugyanaz a transzformacié mint fentebb,
1d (4.4) — (4.6).

Az egyik ok amiért néha az dllandé hatdsokat részesitik elényben a véletlen
hatdsokkal szemben az, hogy eléfordulhat korrelacié a magyardzé valtozok és az egyed-
hatdsok kozott. A fellépd torzitds elkeriithetd a ,within”-transzformacié segitségével.
Ha a ndvekedési gorbe hatdst relevansnak tekintjiik, akkor ez szintén korrelalhat a
magyardz6 valtozdkkal, és ekkor a , ket6zott” dllandé hatdsok formuldja alkalmazhatd,
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azaz nemcsak az an-ek, hanem a {,-ek is rogzitettnek tekintend8k. Ha nincs auto-
korreldcié akkor az (I —~ G(G'G)~'G')yn az alkalmas transzformacié. Mivel rhar = 0
ezért G'G diagonalis, és

Gin =Ytn —Yn—(t— t-)T%‘yn/T’}‘"’I'- (48)
Végiil, ha \jra bevezetjiik az autokorreldcidt, a transzformécié az aldbbi lesz:
in = Rp(Ir — G(G'WF 1 G) 'G'Wil)y. (4.9)

Ennek az elemei pedig kozvetleniil adddnak a fenti képletbdl.
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