Szigma, XXII. (1991) 1-4. 17

HIDAK LESZABASI FOLYAMATOK KET ELVILEG
KULONBOZO MODELLJE KOZOTT:

HARALD DYCKHOFF
Rajna-Veszifdliai Egyetem, NSZK

Leszabasi folyamatok modellezésére két elvi megkozelités létezik: a szokdsos
és jol ismert modell egy fokozatban, egyidejileg tobb vagdssal, és az gynevezett
” egy-vagasos” modell t6bb fokozatban végrehajtott vagasokkal. Knolmayernek a
mérlegegyenletek eliminacidjdra vonatkozd mddszerét felhaszndlva megmutatjuk,
hogy ezek — bizonyos feltételek mellett ekvivalens — kiildnb6z6 megfogalmazdsok
teljes valasztékdnak szélsGséges esetei.

1. A két elvileg kiilonb6z6 megkozelités

Mivelleszabasi folyamatok modellezésére mindkét elvileg kiilonbozé megkozelités
j6l ismert az irodalombél (pl. [1], [2], [3], [7]), elegendd Sket illusztrilni a kovetkezd
kisméretii példan ([4] 856.0., v6. [1] 1097.0.):

Példa: A raktarban tarolt 9, 6 és 5 egységnyi hossziisdgi és hosszegységenként
rendre 10, 7 és 6 pénzegység aru anyagot fel kell darabolni oly mddon, hogy a 20
db 4 egység , 10 db 3 egység és 20 db 2 egység hosszlsigi anyag irdnti igényt
kielégitsiik 1igy, hogy a raktarbol felhasznalt anyagok drdsszege minimalis legyen.

A feldarabolandé raktéri hosszak es a rendelt hosszak halmazat jeloljék az S =
{9,6,5} és a D = {4,3,2} halmazok. A maradék darabokat értéktelen hulladéknak
tekintjik, kovetkezésképpen csak olyan szabdsmintdk érdekesek szamunkra, ame-
lyekben legfeljebb egyetlen 1 egység hossziisagii darab a maradék (”effektiv parti-
cidk” [2]). Ezek az 1. tablazatban lathatdk kézenfekvé jeldléssel. (Ennek a cikknek a
céljaira nem szitkséges a "minta” és ”particié” fogalmak [2]-beli megkilonboztetése.)

1. tdbldzal: A szokdsos modell szabdsminidi

1. (9:4+4+1) 6. (9:3+2+2+2) 11. (6:2+2+2)
2. (9:44+3+2) 7. (9:24+2+2+241) 12, (5:441)

3. (9:4+2+241) 8 (6:442) 13. (5:3+4+2)

4. {9:343+3) 9. (6:3+3) 14. (5:24+2+1)
5. (9:3+4+3+2+1) 10. (6:3+2+1)

1Forditotta: Varré Zoltin, JPTE Kézgazdasidgtudomanyi Kar
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Legyen

v; a j-edik minta ismétlési tényezdje, azaz ennyi darabot vigunk el a j-edik
minta szerint;

z, a g egység hossziisgii darabok inputja, azaz ennyi g hossziisagi anyagot
darabolunk fel;

Yy a g egység hossziisagii darabok outputja, azaz ennyi g hosszisagi anyag
keletkezik a szabasmintaknak nagyobb hossziisidgi darabokra valé alkal-
mazasa esetén.

Vllé'gosy hogy Ty = 0 9 ¢ s = {9:6!5} és Yg = 0 g ¢ {4)3)271}
esetén. Hangsilyozzuk, hogy ez csak az 1. tablidzat mintdira érvényes, és nem
altalaban. A szokasos modell, amelyet itt ”alternativ szamitds”-nak neveziink, a
kovetkezdképpen irhatd:

(1) Aliernativ szdmitds (szokdsos modell)

C = 10z9 + Tz¢ + 625 — min (1a)

g =v;+v2+v3+vs+vs+ v+ vy
zg = vg + Y9 + V1o + V11 (1b)
T5 =v12 + V13 + V14

Ys =2v1 + v2 +va+ s+ v12
y3 = v2 + 3vg + 2v5 + ve + 2vg + vi0 + V13

Y2 = v3 + 2v3 + vs + 3vs + 4v7 + vg + vio + Jviy + vi3 + 2v14 (1c)
Y1 =v1+v3+v5+v7+ v10+v12 + V1g

¥a>20, y32>10, y22>20 (1d)

v; >0 ésinteger, j=1,...,14. (1e)

A célfiiggvény (1a) mutatja, hogy a felhasznélt anyagok 4rdsszegét minimalizdljuk.
Az (1b) és (1c) egyenletek rendre az input és output mérlegegyenletek. Az (1d)
egyenlStlenségek rogzitik a 4, 3 és 2 egység hossziisagi darabok iranti keresletébdl
fakadd alsé korldtokat. Az (1le) feltétel miatt az egyes mintdkat csak nemnegativ
egész szamszor lehet alkalmazni. (Szdmitdsi okokbdl az egészértékiiségi kikotést
kezdetben gyakran elhagyjik, és csak késébb veszik figyelembe egy kerekitési eljaras
beiktatdsival.)

A szokdsos megkozelités egy szabasmintdja egy olyan tevékenységet reprezental,
amellyel egy raktari hosszlisdgi darabot egyszerre tobb darabra vigunk — amelyek
legtobbje rendelt hossz — feltételezve, hogy korldtlan szdmi kést hasznalhatunk az
egyfokozatii leszabdsi folyamatban. Ezzel ellentétben — képzeletben — a mésik elvi
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megkozelités alapja egy tobbfokozati leszabdsi folyamat, amelyben egyetlen késsel
korldtlan szdrmi vagast hajthatunk végre, az in. ”egy-végdsokat” [1] (vagy ”binaris
vagasokat” [6]). Ezek olyan egyszerii struktiraju tevékenységek, amelyek egy input
hossztisagi darabot két output hossziisdgu darabra vignak. (Két- és tobbdimenzids
problémékra torténd altaldnositast ldsd [2]-ben.) Rendszerint csak azok az egy-
végasok érdekesek, amelyeknél legfeljebb egyik darab nem rendelt hossz. Ennek a
maradék darabnak a hossza nagyobb is lehet mint a rendelt hosszak és igy tovabb
darabolhaté. Ezért a raktari hosszak mellett mas, a legkisebb rendelt hosszisagi
darabndl hosszabb darabok is szolgdlhatnak inputként egy-vigasok szamara.
Kisméretii példankban a lényeges input és output hosszak rendre

I=1{9,7,6,54,3} é K={7,...,1}.

A megfelels egy-vagasok listdja a 2. tabldzatban lathatd. Mivel az egy-védgasok spe-
cidlis mintdk, ezért ugyanazokat a szimbdlumokat alkalmazhatjuk, mint az elSbb,
hogy megfogalmazzuk a megfeleld ”egy-vagasos modellt”, amelyet itt *1épésenkénti
szamitdsnak” is neveziink.

2. tdbldzat: Lényeges egy-vigdsok

1. (9:7+2) 4 (7:5+2) 7. (6:3+3) 10. (4:3+1)
. (9:6+3) 5. (7:4+43) 8 (5:4+1) 11 (4:2+42)
3. (9:5+4) 6. (6:4+2) 9. (5:3+2) 12. (3:2+1)
(2) Lépésenkénti szimilds (egy-vigdsos modell)
C = —10z9 — Tzg — 625 — min (2a)
T9g=v1 +v2+ V3 z7=v4+ Vs zg = Vs + V7 (2b)
5 = vs + V9 z4 = v10+vn T3 = V12
yr=u Ye = V2
Ys =v3+ v Ys =va+vs+ v+ s (2¢)
ys=va+vs+2v7+v9+vio Y2 =v1+va+ v+ v+ 2v11+v12
y1 = vg + v10 + V12
29 = —Z9 27 =Yr—T7 25 = Y6 — T6 25 =Y5 —Zs (2d)
Z4 = Y4 — T4 Z23=Y3a— I3 22 = Y2 21 =0

27 =0, 26 <0, 25 <0, z4 2 20, z3 > 10, 22220 (2)

v; >0 ésinteger, j=1,...,12. (2f)
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A {8 kiilonbség a szokasos megkozelitéssel szemben abbdl a ténybdl adédik, hogy
a leszabdsi folyamat soran bizonyos hosszak mind input, mind output hosszként
eléfordulhatnak. Ez a kozbensS hosszak L = INK = {7, 6,5,4, 3} halmaza. Ezekre
a g hosszakra csupédn az y, (bruttd) output és z, (brutté) input z, kiilénbsége,
azaz a (2d) egyenletek &ltal definidlt netté output a lényeges. Csak a raktiri
hosszak nettd inputja, azaz —zg, —zs és —2z5 jelent koltséget ennek a példanak a (2a)
célfiiggvényében. Analég médon csak a rendelt hosszak netté outputja, azaz z4, z3
és z3 alkalmas a (2e) keresleti feltételek kielégitésére. Ezek egyenesen kovetkeznek
a szokdsos modellel valé osszehasonlitasbél. Alapvetd valtozasok a szabismintdk
kiilonboz6 definiciéjabdl szdrmaznak , amelybél a (2¢) alatti Wjabb harom feltétel
adddik. Ez annak tulajdonithatd, hogy az 1. tabldzat nem tartalmaz olyan mintdkat,
amelyekben 7, 6 és 5 hossziisagi maradék darabok szerepelnek. Kovetkezésképpen
ahhoz, hogy ekvivalens modelleket kapjunk, ezeket a mintdkat is figyelembe kell
venni, azaz kibéviteni az 1. tdblazatot és az alternativ szamitdsos modellt, vagy
korlatozzuk a 7, 6 és 5 kozbensS hosszak netté outputjat a lépésenkénti szdmitast
illet&en.

2. Mis ekvivalens megfogalmazdsok

A két modell ekvivalens abban az értelemben, hogy ugyanazokat a termelési
(végasi) lehet8ségeket teszik lehetdvé, és ugyanazst a célt kovetik. Ezen kiviil tobb
ekvivalens megfogalmazas létezik. Hogy ezt megmutassuk, az egy-vigasos modellt
a brutté inputra és brutté outputra vonatkozé z, és y, véltozdk elimindlisival
egyszeriisitjiik. Ez nem viltoztatja meg a (2a), (2e) és (2f) feltételeket, mig (2b—
d) nyolc egyenletté siirtisddik, amelyek a ¢ € G = {9,7,6,...,1} hosszak in-
put/output mérlegeire vonatkoznak. A v; ismétlési tényezdk indexeit célszeril vigy
megvaltoztatni, hogy kozvetleniil interpretilhaték legyenek. Igy példaul vesq a
(9 : 54 4) minta gyakorisdgat irja le, azaz azoknak a 9 egység hossziisagii darabok-
nak a szamat, amelyeket 5 és 4 hosszisdgi darabokra vagunk szét.

(8) Az egy-vigdsos modell (2b-d) egyszerdsitett mérlegei

—Z9 = U972 + V963 + Vos4
27 =  Ug7g — U752 — V743
26 = V963 — V642 — V633
Z5 = Ugs4 + U752 — Usqi — Vsa2
Z4 = Ugs4 + VU743 + V642 + Usa1 — V431 — Va2
23 = Vgea + V743 + 2V6a3 + Us32 + V431 — Va1
22 = Uo7z + V7s2 + Va2 + Usaz + 2v422 + van

7 V541 + V431 + V321
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Mivel (2e)-ben 27 = 0, ezért a 9 és 2 hosszak mérlegegyenleteiben elvégezhetjiik
a vgr2 = v7s2 + U743 helyettesitést. Ezaltal a vrzse és vrsz szimbdlumok dj je-
lentést nyernek. Ezek mar nem egy-vagasokat irnak le, hanem ”két-vdgasokat”,
azaz Osszetettebb szabdsmintakat. Ezért helyettiik két ) szimbdlumot vezetiink
be, mégpedig vosa2 1= v7s2 €8 Vo4az := U743, és ezaltal egy 1ij, de ekvivalens megfo-
galmazdshoz jutunk.

(4) A 7 hosszisdgol nem tartalmazd transzformdlt mérlegegyenletek

—29 = Uge3 t+ Vgs4 + Vos22 + Vo4az
Zg = V963 — Veaz — V633
2z5 = vgs4 + Vgs22 — Us41 — V532
Z4 = Ugsa + Uga3sz + Veq2 + U541 — V431 — V422
23 = Ugea + Vsaaz + 2v633 + Usaz + V431 — Vam
22 = 2vg9s22 + V9432 + Veaz + Ussz + 2422 + van
z1 = Us41 + V431 + V321

Az egyenletek és a valtozdk szama az 1) rendszerben eggyel csokkent. Eltekintve
a z4 viltozo netté outputra vonatkozo trividlis helyettesitésétél a mérlegegyenletek
valtozdk helyettesitésével torténs tovibbi transzformacidja nem ldtszik lehetséges-
nek. Mégis alkalmazhatjuk Knolmayernek [5] linedris programozasi feladatok mér-
legfeltételeinek — azaz olyan egyenleteinek, amelynek a jobboldala zéré — kikiiszobo-
1ésére vonatkozd médszerét. A 7 hosszusigra vonatkozd meérlegfeltétel kikiiszobolése
ezzel a médszerrel ugyanazt az eredményt adja, mint fent. Tovabba gylimolcsoz8en
alkalmazhato a

86 + V9s3 — Veqz — Ve3z =0

meérlegfeltétel kikiiszobolésére, amely megkaphato az sg eltérésviltozd bevezetésével,
amelyre (2e¢) miatt s¢ = —zg > 0. Knolmayer mddszere megkéveteli, hogy min-
den pozitiv el§jeli nemnegativ viltozét a mérlegfeltételben kombindljunk minden
negativ eljelii nemnegativ valtozéval abbdl a célbdl, hogy az 1ij (kombindlt) tevé-
kenységeket definidljuk. Ebben az esetben ez a vg 642, vs.633, V963.642, Vo63.633 1j val-
tozékhoz vezet, amelyek kapcsolata a régi négy valtozdval a kévetkez6:

S6 = V6.642 T Vs.633 V642 := V6.642 + V963.642
U963 = V963.642 + V963.633 V633 = Vs5.633 + V963,633
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Behelyettesitve a (4) mérlegegyenletekbe azt kapjuk, hogy

—29 = (voe3.642 + vo432) + Vo63.633 + Vosa + Vosaz

—26 = Us.642 + Y6.633
25 = Ugsq + V9522 — U541 — U532
24 = (v96a.642 + V9432) + Uosa + Ve.642 + U541 — V431 — Vaza
23 = (vg63.642 + V9a3z2) + 3Voe3.633 + 2Veas + vsz2 + V431 — Va2l
z3 = (vge3.642 + Vo4s2) -+ 200522 + V6 642 + Usaz + 2vaz2 + vam
z1 = w541 + va31 + v3an

Lathatd, hogy a vge3. e42 és veaag valtozdk linedrisan fiiggdk, tehat kdziilik egyik
tordlhetd. Tovdbba az ismétlési tényezdk egylitthatdinak interpretdcidja a kovetkezd
\j definiciékhoz vezet:

V9333 ‘= V963.633, V42 1= U6.642, V633 ‘= V6.633

és igy a mérlegegyenletek kovetkezsd 1) rendszerét kapjuk:

(5) A 7 és 6 kizbilsG hosszakat nem lartalmazd transzformdit mérlegegyenletek

—29 = V954 t+ Vo522 + V9432 + Vo333

—26 = Ve42 + V633
Z5 = Ugss + Vo522 — Us41 — Vs32
Z4 = Ugss4 + Vgaaz + Vedz + Us41 — V431 — V422
Z3 = Ug43z + 3v9333 + 2v633 + V532 + V431 — Vaz
29 = 209522 + V9432 + Vea2 + Usaz + 20492 + vam
21 = Us41 + V431 + v3n

A (2.a) célfiiggvénnyel, valamint a (2e) és (2f) feltételekkel ez a leszabasi feladat
egy Uj modellje, amely ekvivalens az el6z6kben leirt masikakkal. Lényeges, hogy
Knolmayer médszere megfrzi a vdltozdkra vonatkozd nemnegativitasi és egészérté-
kiiségi feltételeket. Az ismétlési tényezSk nemnegativitdsa kdvetkeztében a (2e)-
beli zg < 0 feltétel most a megfelel6 meérlegegyenletbdl kovetkezik. Ez z5 < 0-ra
nem érvényes. Ugyamigy folytathatjuk, mint az elébb, bevezetjitk az ss = —z5
eltérésviltozét és Knolmayer modszerével eliminiljuk a megfeleld

S5 + Ugs4 + Vgs22 — Usq1 — vsaz = 0

mérlegegyenletet. Az 1j valtozdk vs 541, Vs.532, U954.541, V954,532, V9522 541 €8 U9s22.532,
amelyek az alabbi kapcsolatban vannak a régiekkel:

55 != V5,541 + U5.532 Us4l 1= U5.541 + V954,541 + V9522.541
Vgs4 = V954,541 + U954.532 V532 = U5.532 + Ves4.532 + V9522532
Ugs22 != V9522.541 + V9522532
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Behelyettesitve az (5) mérlegegyenletekbe, majd torolve a vgsq 532 valtozdt veqsa-
vel vald linearis fiigg&sége miatt és bevezetve a

Ug441 = V954.541, V94221 = Ug522.541, V93222 = V9522532,
VU541 ‘= V5.541, Us32 '= V5,532

jeloléseket a kovetkezd ekvivalens modellhez jutunk:

(6) A 7, 6 és 5 kozbiilsé hosszakatl nem tartalmazd transzformdlt mérlegegyeneletek

—Z9 = Ugdd1 T V9432 + V94221 + V9333 + Vgaa22

—2zg = V42 + V633

—2z5 = Us4q1 -+ Usaz
Z4 = 2Vg441 + V9432 + Voq221 + Ve4z + Usa1 — Va31 — V422
23 = Ugaaz + 3vgaas + Veaz22 + 2633 + Usaz + Va3 — U3z
Za = w43z + 2v94221 + Jve3222 + Ve42 + Usaz + 2v422 + vam
21 = o441 + V94221 + Vs41 + V431 + va:

Mair csak két kozbiilsS hossz maradt, a 4 és a 3. A kovetkezd elimindcids 1épésben
a 4-et valasztjuk, és felirjuk a

209441 + Vgaaz + V94221 + V642 + Usa1 — V431 — Va2 — 24 =0

mérlegegyenletet, amelyben minden viltozd nemnegativ (2f) miatt, és mivel z4 > 20
(2e)-ben. Ha bevezetjiik az 5 x 3 1j valtozét az 5+3=8 régi helyett a

V9441 := D94a1.431 + V9441.422 + V9441.4

V9432 = U9432.431 + V9432.422 + V9432.4

V94221 := V94221.431 + V94221.432 + V94221 4

V642 '= V642.431 + V642,422 + V642.4

Us41 = U541.431 + Us41.422 + Us41.4

V431 ‘= 2U9441.431 + V9432.431 + V94221.431 + V642.431 + Vs41.431
V422 = 2U9441.422 + V0432.422 + V94221.422 + Ve42.422 + Us41 422
24 = 2V9441 .4 + V9432.4 + V94221 4 + Vsa2.4 + V541 .4

Il

egyenldségekkel, akkor transzforméalhatjuk a (6) mérlegegyenleteket. Az iij egyen-
letek jobban olvashatdk az alabbi helyettesitések utan:

V9441 = V9441.4, V9432 = V9432.4, Ug4221 ‘= V94221.4
V42 = Vg42.4; U541 ‘= Us41.4
V93321 ‘= V9432.431, V93222 = V9432.422 + V93222
V922221 ‘= V9441.422 -+ V94221.422
V6321 ‘= V642.431, U6222 ‘= V642.422, V5221 = VU541.422
V933111 ‘= V9441.431, V932211 := V94221.431, U5311 ‘= VU541.431
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(7) A 7, 6, 5 és § kizbiilsé hosszakat nem artalmazd transzformdlt

mérlegegyenletek
—Z9 = Ugaq1 + V9432 + Voa221 + V9333 + Vo3s21 + Veaz22 + V922221
(+veasi11 + vos2211)
—2¢ = Vg42 + Vea3z + V6321 + Vg222
—z5 = U541 + V532 + vsa21 (H+vsai1)
24 = 209441 + V9432 + V4221 + V642 + Us4y
Z3 = vgaaa + Vo333 + 2v9a321 + Va2 + 2v633 + Ves21 + Vsaz — vaa1
(+2vea3111 + vesaz11 + vsa11)
23 = Vo432 + 2094291 + Vo332l + 3ve3222 + 4v922221 + Vea2 + Vesz1 + 3vezza+
V532 + 205221 + va21 (+2ve3221)
Z1 = Va1 + Voq221 + V3321 + Voz2221 + Ve3z1 + Vsa1 + Us221 + V3o

(+3vpa3111 + 2veaz211 + 2vs311)

A(9:343+14+141),(9:34+2+2+4+1+1)és(5:34+1+ 1) szabdsmintdk
nem hatékonyak, mivel egynél tobb 1 hossziisagii maradék hosszat eredményeznek,
ami szitkségtelen hulladékot jelent. Ezért ezek zdrdjelben vannak. A (7) modellben
egyediil a 3 kozbiils6 hossz szerepel. Ha a megfeleld mérlegfeltételt az elz8khoz
hasonléan elimindljuk (tekintetbe véve, hogy z3 > 0), akkor az utolsé ekvivalens

megfogalmazdshoz jutunk, amelyben mar nincsenek kozbiilsd hosszak.

(8) Ki2bilsé hosszt nem tartalmazd transzformdlt mérlegegyenletek

Ty 1= Zg = V9441 + V9432 + Vga221 + U933z + vgaaol + Veazze + voe22221+
(veas111 + veaza11 + veaza111 + ver211111)

Te 1= —26 = Vs4z + Ueas + Veaz21 + V222 (+ve2211)

Ts = —25 = Usa1 + Usaz + Usa21 (+Us311 + vs2111)

Ya i= 24 = 2vgaq1 + Vo432 + Vog221 + Veaz + VUsa1

Ys = 23 = Ugaaz + 3vea33 + 2voaza1 + 2vg3202 + 2¥6a3 + vean1 + Vsaz
(+2vea3111 + voaz211 + vsan1

Y2 != 23 = vg432 + 2094221 + Voaaz1 + 3vga222 + 4v922221 + vean+

veaz1 + 3ve222 + vs32 + 2vs2+

(2veaaz + Bvez22111 + 2092211111 + 2Ve2211 + Vs2111)
= Z1 = Ugaa1 + Voaz21 + V3321 + Ve22221 + Veaz1 + Usa1 + vsoo1+

(3v933111 + 2v9az211 + 3ve2a2111 + Svezar1111 + 2vezam1 +

2v5311 + 3v59111)

Mivel a zar6jelben szerepls ismétlési tényezdk megfelelnek a nem effektiv szabds-
mintdknak, ezért a mérlegegyenleteknek ez megfogalmazdsa ekvivalens a szokdsos
Alternativ szdmitds (1b—c) egyenleteivel a hatékony vagds tekintetében. Az egyen-
letek azonosak, ha a nem hatékony mintdkat elhagyjuk.
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3. Kovetkeztetdsek

A példa azt illusztralja, hogy az egy vagdsos modellek (” Lépésenkénti szamitds”)
hogyan transzformalhatdk a megfeleld tobb vagasos modellbe a kézbiilsS (azaz in-
putként és outputként is eléfordulé) hosszak lépésrdl-lépésre torténd elimindcidjival,
mig el nem érjiik a kozbiilsd hosszak nélkiili szokdsos megfogalmazdst (” Alternativ
szdmitds”). Mindezek a modellek, azaz mind a két széls6séges megfogalmazds
és a kozbiils6k is ekvivalensek a leirt termelési lehet8ségek tekintetében. A mem
hatékony mintdk elhagydsa a hatékony termelési lehetéségeket nem befolydsolja
[2]. Tovdbba, a transzformacids folyamat felszinre hozza mindkét elvi megkozelités
néhany implicit feltételezését, f6képpen azokat, amelyek nem rendelt hosszisagi
maradék darabok. Mivel Knolmayer [5] médszere barmely mérlegegyeneleteket tar-
talmazé LP feladatra alkalmazhato, a fenti feltételezés dltaldban teljesiil, még tobb
dimenzids leszabasi feladatra is.
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ABSTRACT

There exist two principal approaches for modelling cutting stock processes: the usual
and well-known model with multicuts in single-stage cutting and the socalled ”one-cut
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model” with multi-stage cutting. Using a method of Knolmayer for the elimination of
balance equations it is shown that both are the extremes of a whole variety of different
formulations which are equivalent under certain conditions,



