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MEGJEGYZESEK MARKOWITZ PORTFOLIO KIVALASZTASI
MODSZEREVEL KAPCSOLATBAN!

J. KRIENS - J. TH. VAN LIESHOUT
Tilburgi Egyetem, Okonometria Tanszék

A tanulmédny a Markowitz-féle kritikus vonal mddszer érvényességének bizonyi-
tasit adja egy olyan esetre, mely altalinosabb a Markowitz dltal vizsgdlt probléma-
nédl. Ezt koveti a Markowitz-féle eset Osszes hatékony portfolidGjdnak explicit szdr-
maztatdsa pozitiv definit kovariancia matrix esetén. Felhaszndlva az igy nyert kife-
jezéseket megmutathatd, hogy a kritikus vonal a (g, 62) sikban egy olyan fiiggvény,
mely nem szitkségképpen differencidlhaté.

1. Bevezetés

Markowitz kritikus vonal mddszerét az aldbbi portfolié kivilasztdsi problémdra
fejlesztette ki: tételezzik fel, hogy egy beruhazé b mennyiségli pénzt szeretne be-
fektetni n kiilonbozd értékpapitba. Ha a j-edik értékpapirba z(/) mennyiséget in-
vesztdl, akkor

n
z0)>0, j=1,....n és Zz(j)=b (1)
i=1
Az 2/ = (g, £, ... (")) portfolié éves hozama az r(z) valdszintiségi viltozd

E(r(z)) = p(z) vérhatd értékkel és o%(r(z)) = o?(z) szérdsnégyzettel. Az (1)
alatti feltételek mellett tovdbbiak 1étezhetnek, melyek a lehetséges vilasztasokat az
X C IR® halmazra korlatozzak.

Definicié: Egy lehetséges portfolié hatékony, ha

a) nem létezik lehetséges portfolié nagyobb vagy egyenl varhaté értékii és kisebb
szérasnégyzetii hozammal, és

b) nem létezik lehetséges portfolié kisebb vagy egyenld szérasnégyzetii és nagyobb
varhaté értéki hozammal.

Ez azt jelenti, hogy az z = T portfolié6 akkor és csak akkor hatékony, ha
megolddsa mind a

1Forditotta: Vords Jozsef, JPTE Kozgazdasigtudomanyi Kar
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min{o*(z) | u(z) 2 u(z), = € X} (2
mind a
max{u(z) | 0*(z) < 0(Z), z € X} (3)

feladatnak.

Az Gsszes hatékony portfolié és a nekik megfelels (4, a?) pontok meghatdrozdséra
Markowitz egy algoritmust fejlesztett ki, amikoris u(z) linearis, o?(z) kvadratikus,
a feltételrendszer pedig linedris. A mdsodik fejezetben megmutatjuk, hogy a tétel
~ mely alapjit képezi ezen eljirdsnak — érvényes joval altaldnosabb esetekre is.
Tovabba, a hatékony pontokat leiré fiiggvény tulajdonsdgaira Markowitz tett ugyan
utaldsokat, de ezen gorbe differencidlhatésigdra tett kijelentései nem tiilsdgosan
explicitek. A harmadik fejezetben az sszes hatékony portfolié explicit kifejezését
megadjuk, és a differencidlhatésdgi tulajdonsiggal kapesolatban pontosabb meg-
allapitasokat tesziink.

2. Egy dltaldnos tétel a hatékony portfolidk kiszdmitdsdhoz
Tétel: Legyen

iaz X = {z | hi(z) > 0,i € I} - ahol I egy index halmaz, hi(z)
konkdv és folytonosan differencidlhaté (abban az értelemben, hogy az
osszes parcidlis derivalt étezik és azok folytonosak), X zart és létesik
belsd pontja - a lehetséges portfélick halmaza,

ii. a p(z) vérhaté érték fiiggvény konkdv és folytonosan differencislhatd
X-en,

iii. a 0%(z) szérdsnégyzet fiiggvény differencislhaté X-en,

akkor az z = Z portfolié akkor és csak akkor hatékony, ha

létezik egy olyan v > 0, hogy

n}in{a’(z) —vu(z) | z € X} = 6%(F) — yu(z), (4)

vagy
max{u(z) | o*(z) = min{o*(y) | y € X}} = w(3), (5)

vagy
min{o?(z) | u(z) = max{u(y) |y € X}} = o*(2). (6)

Bizonyitsds: El8szor az elégségességi tulajdonsigot mutatjuk meg.
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a) esel: Tételezziik fel, hogy 7 nem hatékony; ez azt jelentené, hogy létezik egy
olyan z*, z* # T portfolid, hogy

(u(e") > 4(@) b8 0(s") < 7*(3)) vagy (03(z") < 03(3) és u(z") > u(z),
ezért
03(z*) - 10(s") < 0*(3) - (2),
minden v > 0-ra, ellentmondva (4)-nek. Igy Z-nak hatékonynak kell lennie.
Ezek utin definidljuk a

o2, =min{e?(z) |z € X} é8a  pmax :=max{u(z)|z € X}

kifejezéseket.
b) eset: Ha z = 7 kielégiti (5)-t, akkor
0*(Z) = Omin és () = max{p(z) | 0*(2) = omin, z € X}.
fgy z = T minima4lis szérdsnégyzetii hatékony portfolié az X halmazon.
c) eset: Hasonlé iiton, a (6)-t kielégité z = Z maga utén vonja, hogy
H(Z) = Bmax, és  o?(%) = min{o*(z) | p(2) = pimax, z € X}.
Maésszéval, ¢ = T maximum varhato értékii hatékony portfolid.

Masrészt, most bizonyitjuk, hogy a feltételek sziikségesek. Ha z = T hatékony,
akkor az megoldasa mind (2), mind (3)-nak, tehit megolddsa a

max{~0*(z) | u(z) - u() 2 0, z € X} (1)

max{u(z) | 6*(2) - 0%(z) 2 0, = € X} ()

feladatnak.

Mindkét feladathoz a Kuhn-Tucker tételt alkalmazzuk, mely elégséges optima-
litasi feltételeket biztosit a problémahoz. Ennek megfelelden, ha az f(z) és hi(z)
fiiggvények folytonosan differencidlhatok és konkavak, a

m}x{f(::) | hi(z) 20,i=1,...,1} (9)
feladatban f(z)-nek globélis maximuma van z = Z-ben, ha léteznek olyan ¢;, (i =

1,...,1) szdmok, hogy

1
VEZ)+ ) tiVhi(z) =0 (10)

i=1
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Ri(Z) 20, i=1,...,1, (11)
>0, i=1,..,1 (12)

1
Y thi(@) =o0. (13)
i=1
A feltételek ugyancsak sziikségesek, ha bizonyos regularitasi feltétel teljesiil. Mi
a Slater-féle feltételt hasznaljuk. Ennek megfelelden feltessziik, hogy a (9)-ben de-
finidlt feltételhalmaznak van belsé pontja. Két esetet kiilonboztetiink meg: 1) A
Slater-féle feltétel teljesiil, és 2) a Slater-féle feltétel nem teljesiil.
1) Ha a Slater-féle feltételek teljesilnek, a (7) feladat esetében léteznek olyan
71 €8 tj1 (i € I) szdmok, hogy (10) — (13) feltételek teljesiilnek. Hasonlé mddon, a
(8) feladattal kapcsolatban léteznek olyan vz, tiz, (i € I) szdmok, hogy (10) - (13)
feltételek teljesiilnek.
Legyenek

7._1+‘71 o1
T4y’ T4y

(tir + ti2) (iel

Ekkor a két feltételhalmaz kombinalhatd, és gy irhaté, hogy

— Vo (2) +YVu(E) + ) _t:Vhi(Z) =0 (14)
sel
hi(z) >0, i€l (15)
v>0, ;>0,4i€l, (16)
Y tihi(z) =0 7
i€l

Ez viszont azt jelenti, hogy létezik egy olyan v > 0, hogy £ = T megoldésa a
max{—o?(z) + yp(z) | z € X}

feladatnak, mely viszont azonos (4)-gyel.

2) Ha a Slater-féle regularitdss feliétel nem teljesiil, akkor vagy a u(z)—p(Z) > 0
vagy a 02(T) — 0%(z) > 0 egyenletet megoldé halmaznak nincs belsé pontja, mivel
X-nek van belsé pontja. Az elsé esetben u(z) egyenld u(z) maximumdval, tehdt
Emax-szal, a masodik esetben pedig 0%(ZT) egyenld o?(z) minimumdval, tehdt omin-
nel, és F hatékony portfolié megoldésa (5)-nek. Ha a o%(z) = omin egyenletnek
egyértelmii megoldasa van, a megfelel§ hatékony portfolié megkeresése azonos (4)
megoldasaval a v = 0 feltétel mellett. Hasonl6an, ha a u(z) = pmax egyenletnek
egyértelmii megoldasa van, a megfelel§ hatékony portfolié megkeresése egyenls (4)
megolddsaval v megfelelGen nagyra valasztott értéke mellett.
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1. Megjegyzés: A tétel azt jelenti, hogy Markowitznak a hatékony portfolidk
kiszamitasira adott algoritmusa szintén alkalmazhatd, ha az r(z) hozamfiiggvény
z-nek nem linedris fiiggvénye. A téke-koltségvetési dontések egyik példdjat képezik
ezen esetnek, amikoris a beruhdzdsok hozama a beruhazott Gsszegnek konkav fiigg-
vénye (csokkend hozadék elve). A helyzet kiilondsen ilyen, amikor a t&ke-kéltségve-
tési probléma likviditasi feltételekkel bgvitett. Ekkor mind r(z), mind a likviditasi
feltételbdl szarmazé h; feltételek z-nek nem linedris fiiggvényei.

3. A (y,0?) hatékony pontok halmaza a Markowitz-féle esetben

Most a Markowitz-féle eredeti portfolié kivalasztasi problémara osszpontositjuk
figyelmiinket. Tételezziik fel, hogy a j-edik értékpapirba fektetett egységnyi dolldr
éves hozama r; és E(r;) = pj; az rj-k kovariancia métrixa pedig C. Ha a’ =
(11, - - -, 4n), akkor

u(z) =a'z, (18)
o?(z) = 7'Cxz. (19)

A probléma feltételi rendszere linearis:
Az <b (20)

>0 (21)

Ha a lehetséges megolddsok X halmazanak van belsé pontja, a hatékony port-
folidk eldallithaték az eldzs fejezet tételének alkalmazdsival, és ekkor (4) baloldala
a

min{z'Cz — ya'z | Az < b, z > 0}
T

format olti.

A hatékony portfolicknak megfeleld (f,32) pontok alkotjdk a hatékony pon-
tokat a (g, o?) sikban, amit gyakran a probléma kritikus vonalinak neveznek. Ha
y = 0-val kezdiink, majd emeljiik v-t, kiilonb6zé hatékony portfolickat kapunk.
~ specialis értékeire a bazisban véltozas 3l be: tételezziik fel, hogy ezen specidlis
értékek 71, . . ., 7k-k, és a megfelel hatékony megoldasokat pedig az z1, ..., z; vek-
torok reprezentaljak. Az zi,...,zs-bél az zj,, ..., z;, maximdlis szami vektor al-
sorozatot formaljuk, melyekre a (u, 02) értékek mar kiilénbozéek. Ezen alsorozatot
a sarokportfoliék halmazanak nevezziik, melyekre

a'zj; < “’3.1'-'4.1 (22)
é5
x.’iicxji < z_lf.'+1 C:BJ'I'-H (23)

A (p,0?) sikban a kritikus vonalnak a kovetkez§ tulajdonsdgai vannak:
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(a) két szomszédos portfolié (is,02) pontjai koz6tt egy szigorian konvex
parabola taldlhaté

(b) ezen szegmensben a
2

do ]
| =% (24
[ 4 1@z
oeszefuggés érvényesiil,
(c) pozitiv definit C esetében a kritikus vonal mindegyik pontja (azaz min-
den z; hatékony portfoli6) kielégiti az
= f+dy (25)

feltételt, ahol f és d konstans vektorok és explicite kifejezhetSk; mitbb
p(zn) v-nak linearis fiiggvénye zérétdl kiilonbozd koefficiensekkel.

Ceak a (b) tulajdonsig ismert az irodalombol (ldsd MARKOWITZ (1956), vagy
ZANGWILL (1969)). A kovetkezSkben az (a) és (c) tulajdonsigok érvényességét
bizonyitjuk.

Az (a) tulajdonség bizonyftdsa: Figyelmiinket most a két szomszédos sarok-
portfolié kozotti kritikus vonal egy részére forditjuk, vagyis a hatékony portfolidkra,
melyek konvex kombindciéi ezen sarokportfolicknak. Az egyszeriiség kedvéért ezen
sarokportfolickat nem z;, és z;,,,-gyel fogjuk jelélni, hanem z;-vel és z;,1-gyel.

A kritikus vonal ezen részének hatékony portfolidi az aldbbi formaban irhatdk:

z=ofzi - Zip1) +2ip1 a€[0,1]
(18) és (19) felhaszndlisaval kovetkezik, hogy

w(z) = ad'(zi — 2ip1) + a'2ig (26)

o*(z) = o®(zi — 2i41) C(2i — Zig1) + 20(2; — 2ig1)'Crigs + zip1Cxig (27)
o-nak (26)-bdl trténd elimindlésa és (27)-ben torténsd helyettesitése o3(z) kvad-
ratikus kifejezését adja, mely u(z)-nek fiiggvénye a u?(z) alabbi koefficiensével:
(=i = 2i41)'C(zi = Zi41)
(a’(z.- - z.'+1))2

Ezen koefficiens pozitiv, mert (22)-bél kdvetkezik, hogy

(a’(zi - z.-...l))2 >0,
és (23) az

(@i — 2i41) C(2i — 2i41) = 0*(2i — Tiz1) = 02 (r(2s) — r(zi41)) >
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(a(r(z.-)) - a(r(z.-+1)))2 >0

oeszefiiggéshez vezet. Igy kdzvetleniil adédik, hogy o?(z) szigoriian konvex fiiggvé-
nye p(z)-nek.

A (c) tulajdonsdg bizonyitdsa: Az ¢ = T, pmin < #(Z) < pmax hatékony
portfolickhoz 1éteznek olyan v és t;, i € I szdmok, melyek kielégitik a (14)-(17)
feltételeket. Ezen fejezet problémijira specializalédva, a (20) és (21) feltételek
Lagrange-szorzéit az u' = (uy,...,up), illetve a v/ = (vy,...,v,) kifejezésekben
Gsazegyiijtve, és (20)-hoz az y, .. ., ym kiegészitd viltozokat hozzaadva, (14) és (15)
a

-2Cz-Autv=—va (28)

Az +y =1, z2>0 (29)

feltételi rendszerre redukalédik.

Egy kifejezés, mely minden egyes hatékony portfoliéra érvényes, a kovetkezdkép-
pen szdrmaztathats: z bdzisvaltozéit jeloljik zp-vel, valamint a, C és A megfeleld
részeit ap, Cp és Ap-vel, ekkor, amint azt az A fiiggelékben megmutatjuk, z; fel-
irhatd, mint

zy = f+dvy
ahol
f = Ci' Al (AnCyy' A43) ™'y (30)
és i
- d= §(c,,-l1 — Ci Aby (AnCit ALy) 1 A Gyt ar. (31)
A (25) kifejezést (18)-ba és (19)-be helyettesitve kapjuk, hogy
#(zs) = a1 f + aidy (32)
0’2(25) = f'Cuf+2f'Chndy+ d’Cud‘)’,. (33)
Tovébba, a B fiiggelék megmutatja, hogy
ald#£0 (34)

valamennyi hatékony portfoli6 esetében.

2. Megjegyzés: Ha a C pozitiv definit, a (32) és (33) formuldkat hasznalva
megmutathatd, hogy a kritikus vonal a (fmin, Bmax) Dyitott intervallumban nem
sziikségképpen differencidlhaté. Evvel kapesolatban Voros (1987) a kévetkezd pél-
dat publikdlta:

1 3 3 -1
a=}3], ¢c=13 11 23], A=(,1,1), db=(1).
5 -1 23 75
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Ezen feladat kritikus vonala nem differencidlhaté az z’/ = (0, 1,0) sarokport-
foliénak megfelels pontban. Ezen ponttdl balra es6 parabolaiven az z; és z2
valtozék vannak a bazisban, jobbra pedig az z; és z3 viltozék. A p = 3,02 =11
pontra vonatkozd baloldali és jobboldali derivaltakat a kovetkez6képpen szarmaz-
tathatjuk. Helyettesitsiik az @, C~! és A megfeleld részeit (32)- és (33)-ba, majd
elimindljuk v-t. Akkor lathatd, hogy

2 2
limﬂ’— =8, és limdL =12,
w13 dp ul3 dy

A fuggelék: A (25), (30) és (31) formulsk bizonyitdsa

A Kkiegészitd jelolések melldzésével a (28), (29) egyenleteket vijrairjuk, hogy az
z, y, u és v valtozékat megkapjuk:

2 oy W v
-2C 0 -A" I | —~va (35)
A I 0 0 b
(ahol most I egységmatrixot jeldl).
Legyen

27, = (24, %5, U}, vh) (36)
a hatékony portfolichoz tartozd lehetséges bazismegoldas, ekkor (35) Wdjraparticio-
nalhaté:

z T, Y% Ya Y Uy Y v

—2051 —2C,.1 0 0 -—Asl _A;:Z 0 I —Ya

—2C4; —2Ch; 0 0 =AL, —A, I 0 |-va (37)
An Am 0 I 0 0 0 0| b
Apz Ang I O 0 0 0 0| b

A —2C és A matrix a bazis illetve nem bézis véiltozéknak, valamint az aktiv
illetve nem aktiv korlitoknak megfeleléen van particiondlva (b= bazis n= nem bazis
valtozdk, 1=aktiv, 2=nem aktiv feltételek). A bazisvektorok matrixa az alabbi:

—2C,; 0 —A} 0
—2Cp, 0 AL, I
Ap 0 0 0 (38)
Ay T 0 0
A szdmitdsok konnyitése céljabdl a sorokat és oszlopokat felcseréljiik:
—2Cy,; -4} 0 0
Ap 0 0 0
—2Cy; AL, I O
Apg 0 0 I

B =

B, = (39)
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A bdazisvaltozdk értékei a kovetkezsk:

0 a1

(b _ 0
a=B71| g | —vB | (40)

by 0

ahol z}, = (z}, u}, v}, ).
Annak céljabél, hogy z-te explicit kifejezést nyerjiink, kiszamitjuk Bl

(—20,,1 —Agl) g
B! = Ay 0

Y (=2C —Al\ [-20n -4\ (I 0
Apz 0 An 0 0o I
Mivel B,-nek létezik inverze,
-1
—-2Cy -A},
Ay 0

létezik, és mert C pozitiv definit, C~1 létezik és tigyszintén (A Cj;'A},)~ ! (14sd
HADLEY (1961), pp. 107-109). gy

—2Cn —Ap _1_
An 0 -

(—%Cﬁl + 107 A4 (An Gt Ah) 1 An Gyt CalAal(Anca’Aal)-l)
—(AnCitAs) 1 4n Gyt —2(AnCyt A4

(41)

(42)

(42)-nek (41)-ben torténd helyettesitése és ennek (40)-ben valé felhasznilasa ered-
ményezi, hogy

- = 1, 1 . - _ =
Ty = CﬁlAh(AblCulAh) b + 7(50511 - §CbllA'bl(AblculA31) lAblcul)“l

és a (30), (31) jel6lésekke]l adédik az eredmény.

B fiiggelék: A (34)-es formula bizonyitdsa

Felhaszndljuk azt a tényt, hogy egy p varhaté értékkel rendelkezé portfolid
megoldésat adja a (7) alatti feladatnak, mely ebben az esetben a

max{—z'Cz}

Az <b
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dz>p
z>0

feladatra redukalodik. Az u, v, és v Lagrange szorzék és az y, yn41 kiegészitd
valtozdk felhasznaldsival a Kuhn-Tucker feltételek az alabbiak:

—2Cz—A'u+ay+v=0 (43)
Az +y=5b (44)
a'z — Yn+1 = 4 (45)

2'v+1/“+yn+1‘7=0, 3201y20,ﬂn+120,“20,1’20

A v-val kiegészitett (36)-0s vektor a (43), (44), (45) egyenletekre vonatkozdan
bézismegoldast képez. Mint (39)-ben, hasonlé médon jrarendezve, a bazis vektorok

: B, k
L . v
m=(7 )

= (a},0,0',0) (46)

format 6ltik, ahol
és
K = (a3, 0,3, 0') (7

Mivel Bj-nak létezik inverze, ugyamigy létezik B;! és (I'B;1k)~! (lésd wjra
Hadley, (1961)). Most

(B)-! = By - Byk('B; k) "1'B;!  Bylk(I'Bylk)-!
v (I'B"_lk)_ll'B,,_l —(I'B;lk)_l

46)-, (41)-, és (47)-nek a —(I'B;1k)~'-ben torténd helyettesitése adja az
v
1 -1 -1 41 —1 41 =1 -1 ik
5(“1 (Cii' — CRl Al (An G Ay) AnCyy )“1)

kifejezést, mely, a konstans kivételével, (34) bal oldalanak reciprokit adja.
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ABSTRACT

A proof of the validity of Markowitz's critical line method is given for a more general
gituation than discussed by Markowitz. Next for the Markowitz case with a positive definite
covariance matrix explicit expressions aze derived for all efficient portfolios. Using these
expressions it can be shown that the critical line in the (1, a?) plane is a representation
of a function not necessarily differentiable everywhere.
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