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AUTOREGRESSZIV FOLYAMATOK ELOREJELZESE
BAYES-MODSZERREL

VARGA JOZSEF
JPTE Kézgazdasdgtudomdnyi Kar, Pécs

Az id8sorok elemzésére és elbrejelzésére szolgdlé Box-Jenkins mddszer szdmos
elényos tulajdonsdga kovetkeztében altalanosan elfogadott, és az egyes el6rejelzési
technikak 6sszehasonlitasdra leggyakrabban alkalmazott eljirds. Hitranya azonban,
hogy a paraméter becslések bizonytalansdgit nem veszi figyelembe. Az itt bemu-
tatdsra keriils, Bayes-mddszeren alapulé eljards alkalmas a paraméterbecslések bi-
zonytalansdgianak modellezésére mind a becslési, mind pedig az el8rejelzési szakasz-
ban. Egy ARIMA modell Bayes-mdédszerrel torténé paraméter-becslése altaldban
nem nehéz feladat, az eldrejelzések el6édllitdsa azonban szdmos nehézséggel jar, mivel
zart formuldk hijan kozelitéseket kell alkalmaznunk. A paraméterhalmaz az egyiittes
a posteriori eloszldsbdl kivdlasztott véletlen minta, amelyet azutdn az idGsor egy
jovobeli lefutasdnak szimuldldsdra hasznilunk fel.

1. Bevezetés

A Bayes-féle megkozelités alapvetd eleme a Bayes-tétel, amelyet az irodalom-
ban az inverz valdsziniiség tételének is neveznek. Ennek a tételnek a folytonos
valdszintliségi véltozdkra vonatkozd alakjdt fogjuk a kovetkezékben felhasznilni.
Jelolje p(Y, ®) az Y véletlen megfigyelés vektor és az ugyancsak véletlenszeriinek
feltételezett ® paramétervektor egyiittes valdszinliség siriiségfiiggvényét. A para-
métervektor elemei egy modell egyiitthatdi, a zavar tényez6k variancidi és kovari-
anciai stb. lehetnek. A valdszinliség siirliségfiiggvény a szokdsos miiveletek alkal-
mazdsaval igy irhatd:

p(Y,®) = p(Y|®) p(®) = p(2[Y) p(Y) (1)
ahonnan () p(Y|3)
_ p\®)p
p(®Y) = ) p(Y)#0 (2)

Az utdbbi kifejezésbél pedig a kovetkezd adddik:

p(®|Y) « p(®) p(Y |®)  a priori valésziniiség siiriiségfiiggvény xlikelihood fiigg-
vény, ahol oc az arinyosség jele, p(®|Y) a ® paramétervektor a posteriori valdszini-
ség siirliségfiiggvénye adott Y minta informacié mellett, p(®) a ® paramétervektor
a priori valészinliség slirliségfiiggvénye, és p(Y|®) a ® fiiggvényének tekintett jol
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ismert likelihood fiiggvény. Lithatjuk, hogy a p(®|Y) egyiittes a posteriori siiriiség-
fliggvény magdba foglalja az Gsszes a priori és mintabeli informacidt.

Az ,inverz valésziniiségi” problémak ugy jellemezhetdk, hogy adatok allnak ren-
delkezésiinkre, és az adatokban rejl5 informaci6 alapjdn prébalunk meg arra kovet-
keztetni, hogy milyen véletlen folyamat generdlta ezeket az adatokat. Ugyanakkor
a ”direkt valdsziniiségi” problémak esetében ismerjiik a véletlen folyamatot, bele-
értve a folyamat parameétereinek értékét is, és ennek alapjan valdszinliségi allitasokat
fogalmazunk meg az ismert folyamat kimeneteleivel vagy az édltala elédllitott ada-
tokkal kapcsolatban. Ebben a felfogdsban a statisztika becslési problémai ,,inverz
valdsziniiségi” problémaknak, mig szdmos, szerencsejatékokhoz fiiz8dé probléma
"direkt valdszinliségi” problémanak tekinthetd.

Ha a priori informaciénk egy modell paramétereire vonatkozik, és ez az in-
formaécié bizonytalan, az adatok elemzéséhez " diffiiz” a priori valdsziniiség sliriiség-
figgvényt alkalmazunk. A kiilonboz6 tipusd a priori valdszinliség siirfiségfiigg-
vényekre vonatkozd elveket és megfontoldsokat itt nem térgyaljuk (ld. ZELLNER
(1971)).

Sok esetben feladatunk az, hogy a rendelkezésiinkre 4llé6 Y minta informacié
alapjdn kovetkeztessiink még meg nem figyelt értékekre. A Bayes- féle megkdzelités-
ben a még meg nem figyelt értékek valdszinilség sirliségfiiggvénye, amely prediktiv
valdszinliség slirliségfiiggvényként ismert, meghatirozhaté a minta informécié fel-
hasznalisival. Jeldlje ¥ a még meg nem figyelt értékek vektordt. Az ¥V ésa &
paramétervektor egyiittes siirliségfiiggvénye adott Y minta informacié mellett

p(Y,2|Y) = p(¥|2,Y)p(2|Y) 3)

A p(Y|Y) prediktiv valdsziniiség stirliségfiiggvény el8allitasa céljabsl csupsn az
el6z6 egyenlet jobb oldaldt kell integrdlnunk & szerint, azaz

p(TIY) = /R p(7, 8]Y) dd = /R p(712,Y) p(&[Y) d® (4)

2. IdSsorok el8rejelzése Bayes-mddszerrel

Az autoregressziv-integrdlt mozgédtlag (ARIMA) modell osztély az egyvéltozds
iddsorok modellezésére és elbrejelzésére megfeleld, flexibilis parametrikus formdkat
szolgiltat. A Bayes-féle megkozelités szempontjibdl azonban a Box-Jenkins méd-
szer nélkiiloz egy fontos jellemz8t, a paraméterbecslés bizonytalansdga modellezési
lehetdségét. Az itt bemutatandd eljdrasok lehetSvé teszik ennek a bizonytalansdg-
nak a modellezését mind a becslési, mind pedig az elérejelzési szakaszban. Bar
az ARIMA modellek paramétereinek Bayes-mddszerrel t6rténd becslése viszonylag

konnyii, az elérejelzések elédllitdsa azonban nehézségekbe iitkozik. A tobb perid-

"

dusti el8rejelzések esetében a prediktiv siirliségfliggvény nem irhaté kényelmesen
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kezelhetd, zdrt alakba, ezért kozelité médszerek sziikségesek. Még csak kevés miko-
déképes, Bayes-technikdn alapuld alkalmazds ismert az elérejelzés teriiletén, bar az
ARMA modellek paraméterei becslésére szolgilé Bayes-tipusi eljarasokrél mar az
1960-as években jelentek meg publikdcidk. Ennek oka rendkiviil egyszerii, a becslés-
bél az el6rejelzésbe torténd atmenet szdmos technikai nehézséget jelent. MONAHAN
(1983) , teljesen Bayes-tipusi” megkdzelitést alkalmaz, az elemzést azonban a ketts-
nél tobb paramétert nem tartalmazd modellekre korlitozta, ami a fent emlitett
nehézségeket jelzi. BLOOMFIELD (1972) és BAILLIE (1979) az ARIMA modell pa-
raméter becslésekor fellépd bizonytalansig kiegyenlitését vizsgaltdk. PENTIKAINEN
és RANTALA (1979) szimuldciés médszert alkalmaztak annak az idSpontnak a becs-
lésére, amikor az id8sor elér egy korlatot. Ebben a dolgozatban az el6rejelzéssel
kapcsolatos, fent emlitett problémakat Bayes-féle nézSpontbdl kozelitjiik meg. A
paraméterértékek bizonytalansigat automatikusan beépitjiik a szimulicids eljirds-
ba.

3. Autoregressziv modell paramétereinek becslése
Tekintsiik a kovetkezd p-edrendii autoregressziv folyamatot:
=8+ 1p-1+ - +®ywrp+e (t=12,...,T) (5)
ZELLNER (1971) megmutatta, hogy a
I(®o,...,Bp, 7) x 1/T (6)

a priori eloszlds esetén az Y = (y1-p,-- -, Y0, 41, - - -, y7) megfigyelt értékek mellett
a ® = (®o,..., Pp) eloszlisa a megfigyelt értékek és 7 mint feltétel mellett normalis
eloszlds, a T hiba a posteriori eloszlasa pedig gamma eloszlas. Pontosabban:

(®|r,Y) ~ N(&,[rD]"!) = I(®|r,Y) (N
illetve )

(rlY) ~ I(r/2, 2/5(®)) = (r]Y) (8)

T Ye-1 Yi-2 vee Yi—p
D= Yi-1 y,’_l !lt—l‘!/:—z coso Yt-1VYe-p ©)

Ye-p Yt—p¥t-1 Yr—plt-2 ... !I:z_p

‘?o 2 Ye

&= Q‘l = D! Z y"—ly‘ (10)

‘I’p Z YVe—plt
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T
5= E(yt - & - Pipp—1 — - — Sppiyp)? (11)
=1

r = T—(p+1) és a D métrix elemeiben az Gsszegzés hatarai megegyeznek a (11)-beli
hatdrokkal.

A (6) eloszlas kis siilyt fektet az elemzést végzs; a priori ismereteire, vagyis az a
priori ismereteket elfedik az adatok. Informativ a priori eloszldst is alkalmazhatunk,
amely nagyobb siilyt helyez a szakember szubjektiv véleményére. A (6) tipusi
diffiz a priori eloszlds alkalmazdsakor a paraméterek valdsziniiségeloszldst alkot-
nak, és a legvaldszinilibb értékek megegyeznek a hagyomdnyos legkisebb négyzetek
médszerével adédé értékekkel. Ha ezt a mddszert 6ssze akarjuk hasonlitani a nem
Bayes-féle kozelitésekkel, akkor difftiz a priori eloszldst kell alkalmaznunk. Az (5)
modell a paraméterekben linearis, Ez a linearitds azonban eltiinik, ha mozgddtlag
kifejezések keriilnek a modellbe. Ez azt jelenti, hogy nem lehetséges megfeleld zart
kifejezéseket nyerni a paraméterek a posteriori eloszlasara. ElSrejelzés esetén azon-
ban mar az egyszerii autoregressziv modellekben is eltiinik ez a linearitds. Péld4ul,
amikor hdrom lépéses elGrejelzéseket Allitunk els a

yr43 = ®o + Piyria + Poyrer + €T3 (12)

modell segitségével, a (12) jobb oldaldnak kifejezései a valésziniiségi valtozdk szor-
zatait tartalmazzdk, eziltal a prediktiv eloszlds nem lesz standard alaki.

4. A prediktiv eloszlds szimuldldsa

Az idésor elbrejelzett értékeit a jovobeli megfigyelések siiriiségfiiggvénye segit-
ségével allitjuk el5. Az n-1épéses elbrejelzés eldllitasdhoz szitkséges a

P(L'I'+1,-~-,!I1'+n|Y)=/f(yr+1:---,W+n,¢0,---,‘I’p,"'|Y)d‘1’d"'=

/f(.'II'+1,---»!II'+m I@,T,Y)H(@IT,Y)deT (13)

prediktiv eloszlas ismerete, ahol —co < ®; < +o0 (i =1,2,...,p), 7>0.

A p-edrendii autoregressziv AR(p) folyamat esetén az egylépéses prediktiv elosz-
lds Student-féle ¢ eloszlds T — (p + 1) szabadsigfokkal. Ennek alapjdn az egyiittes
eloszlas a feltételes siiriségfiiggvények szorzataként irhaté. Ez az eredmény kiter-
jeszthetd az n-lépéses elérejelzésre az alabbiak szerint:

n
p(yrar, - yren 1Y) = [ p(wrsx 915, ¥r4n1) (14)
k=1
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Tehdt az egyiittes eloszlds n szdmi egyvaltozds t eloszlds szorzataként fejezhetd
ki, azonban az el6rejelzések el6éllitasa nehéz, mert ¢ eloszlasok szorzata nem feltét-
leniil irhaté zart alakba.

CHOW (1974) a tbb periédusi prediktiv eloszlas virhatd érték vektoranak és
kovariancia matrixdnak kiszamitisira egyiittes eldrejelzési momentumokat ad meg.
Masodrendii modellel eléallitott

yr+a = ®o + R1yrea + Payria +erys
hérom lépéses eldrejelzés CHOW eredménye alapjdn
yr+3 = ®o(1 + 1 + B2 + B2) + B1(PF + 282)yr + B2 + B3)yr-1+

(@} + ®2)er41 + Brery2 + ey (15)

szerint adhaté meg. A (14) és (15) Osszefiiggések a Bayes-kozelités idésorokra
torténd alkalmazasinak nehézségét mutatjak. Ezért dltaldban valamilyen tipust
kozelités alkalmazdsa sziikséges az el6rejelzési szakaszban. Az itt bemutatandé ko-
zelités a prediktiv eloszlds szimuldcié 1tjdn torténé meghatarozasa, melldzve az
eloszlas analitikus alakjanak meghatirozasira irdnyulé prébalkozdsokat.

A (13) osszefliggés a prediktiv siirliségfiiggvény olyan jellemzését adja, amelynek
alapjdn Monte-Carlo médszer alkalmazdsival lehetSvé vilik az integrdl kozelitd
meghatirozasa.

A folyamat minden egyes jov6beli yr41,¥r+2, ..., ¥r4n lefutdsdnak eldillitdsa
hérom lépésben tortémik:

— 1. Véletlenszeriien kivélasztjuk (8)-ban leirt 7 gamma eloszldsii valdszi-
niiségi viltozé egy lehetséges értékét.

— 2. Az egyiittes a posteriori eloszlas alapjan véletlenszeriien kivilasztunk
egy ®o,..., P, paraméterhalmazt.

— 3. Szimuldlunk egy n periédus hosszisigd utat az 1. és 2. lépésekben
kivalasztott paraméterek felhasznildsdval.

A szimuldlt utak elegendSen nagy elemszdmi halmaza a folyamat T' id6pont
utani lehetséges realizacidinak egy mintdja. Ezt a mintdt azutdn sokféleképpen
hasznélhatjuk fel a folyamat jovébeli lefolydsinak jellemnzésére.

Példaként egy iparcikkiruhiz szezondlisan kiegyenlitett negyedéves forgalom
adatait vizsgdltuk. Az 1970. elsé negyedévétdl 1981. negyedik negyedévéig terjedd
adatok alapjdn tortént a modell identifikdlasa és a paraméterek becslése. (Lisd az
1. tablizatot.) A prediktiv eloszlist a kGvetkezd hirom évre allitottuk eld, vagyis
1982. elsd negyedévétdl 1984. negyedik negyedévéig. 5000 lefutdst allitottunk
elS a fent bemutatott haromlépéses algoritmus alapjin. Az eredményt a prediktiv
eloszlds néhany kivélasztott percentilisével jellemeztiik. A medidnt, az 5, 25, 75 és
95 percentiliseket mutatja a 2. tdblazat a kiilénboz6 elérejelzési id6pontokban.
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1. tdbldzat: Egy iparcikk-druhdz forgalmdnak negyedéves, szezondlisan
kiigazilott adalai és az eldrejelzések dilagérickei (millié Fi-ban)

Ev Negyedév Eves
1 2. 3. 4. dtlag

1970 3.322 3175 3.144 3.167 3.202
1971 3.026 3.055 3.175 3.108 3.091
1972 3.709 4.212 4.599 4435 4.239
1973 5251 5.251 5.369 5.295 5.291
1974 5.133 5.013 4984 4.746 4.969
1975 4390 4.332 4301 4.272 4.324
1976 4450 4.568 5013 4.999 4.757
1977 7.238 7.802 7.505 7.548 7.523
1978 6.793 6.646 6.691 6.860 6.817
1979 6.646 6.319 6.141 5.903 6.252
1980 5518 5.340 5.311 5.191 5.340
1981 5102 5.133 5162 5.222 5.155

minta 4tl. 5.048 5.070 5.139 5.062 5.080

1982 5458 6.675 6.793 6.675 6.400
1983 6.526 6.562 6.524 T7.443 6.764
1984 7.778 8.339 8.445 9.280 8.460

2. tdbldzat: A predikiiv eloszlds percentilisei
5000 szimuldlt lefutds alapjdn

Ev  Negyed- Percentilisek

év 5 25 medidn 75 95
1982 1 4.82 5.07 5.29 542 5.73
1982 2 451 4.98 5.31 5.66 6.14
1982 3 4.26 4.86 5.38 5.80 6.51
1982 4 3.96 4.83 5.40 596 6.82
1983 1 3.74 4.76 5.42 6.13 7.14
1983 2 3.52 4.63 5.43 6.19 7.37
1983 3 3.36 4.61 5.44 6.24 7.52
1983 4 3.24 459 5.46 6.27 7.63
1984 1 319 4.57 5.48 632 7.74
1984 2 3.06 4.55 5.49 6.34 7.86
1984 3 3.04 4.54 5.49 6.34 7.86
1984 4 3.02 4.52 5.50 6.36 7.93
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A madsodrendii autoregressziv modell megfelelSen irja le a forgalom alakuldsanak
folyamatdt az 1970-1981 kozdtti periédusban, mivel a minta autokorreldcid fiiggvé-
nye konzisztens a masodrendii autoregressziv modellével. A feltételezett modell:

Yo = o+ Pryi—1 + Popi-2+ &t t=1,2,...,46 (16)

ahol g; ~ N (0, 7-1) és fiiggetlenek, a ®g, @1, 2 és 7 paraméterek a
(®¢, &1, 82, 7) x 1/7 >0, —o0o< ® <+oo (i=1,2,3) 17)
a priori eloszlast kovetik, az y_; = 3.332 és yo = 3.175 adatok a szdmitas induld

értékei.
A (7)~(11) egyenletek felhasznildsaval

(rY) ~ I'(43/2,2/14.1525) = T'(21.5, 0.1413)
(2In,Y) ~ N((i’r [TD]_I) =

0.554 0.3702 —-0.0518 -—0.0164
N 1151 ], 71| —0.0518 0.1263 —0.1171 (18)
-0.323 —0.0164 —0.1171 0.1212

Kiilonos figyelmet érdemel az 5 és 95 percentilisek alkotta intervallum, amelyet
Bayes-féle prediktiv intervallumnak neveznek. Tanulsigos a Bayes-mddszerrel és
a hagyomsinyos technikdkkal ad6dé eredmények Gsszehasonlitdsa. Az elérejelzések
és azok hatdrai altaliban kiilonboznek a Box-Jenkins eljirdssal adédéaktdl. Az
el8rejelzési intervallumok szélesebbek, s6t még csak nem is tartalmazzdk teljes
egészében a Box-Jenkins-féle intervallumokat. Ez azonban nem megleps, hiszen a
Bayes-mddszerrel nyerhetdtél teljesen eltérd elérejelzd fiiggvényeken alapulnak. Egy
Box-Jenkins modell altal generalt eldrejelzés tendenciaszeriien torzitott a mintadtlag
felé, mig a prediktiv eloszlds dtlaga nem mutat ilyen viselkedést. Bidr ezeket a
tapasztalatokat egy nagyon egyszerii modellel kapcsolatban szereztiik, a mddszer
jéval bonyolultabb modellek esetében is alkalmazhatd.

5. VALTOZO ELOREIELZESEK

A kizarélag miltbeli adatokon alapuld elérejelzési médszerek feltételezik, hogy
a sztochasztikus folyamat ugyanaz lesz a jovében, mint amilyen a miiltban volt.
Az €l8z8 szakaszbeli prediktiv eloszldst ilyen feltételek mellett szimulaltuk. Ebben
a szakaszban feltételezziik, hogy a sztochasztikus folyamat a jov8ben megvaltozik.
Feltételezziik, hogy a folyamatban 1982-1984 kozott véltozds kovetkezik be, és en-
nek a feltételezésnek megfeleld vdltozo elSrejelzést adunk. Erre a célra a

yr — b =Py — ) + P2(ye—2 — u) + & (19)
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madsodrendil autoregressziv folyamat alkalmas, ahol s az id8sor dtlagértékét jeloli.
A (16) mdsodrendii autoregressziv modellel Gsszevetve &g = (1 — &; — Ba)u. A
® vektor a posteriori eloszlasdt adott T pontossdg és Y = (y—1,¥0,...,yr) adatok
mellett a (18) egyenlet irja le.

Ha az idGsor u atlagértéke fiiggetlen a @, és &, paraméterektdl, az dtlagértéknek
p értékrdl (4 + A) értékre valtozdsa a (18) eloszlist csak a &g atlagértéken keresztiil
befolyasolja.

Eredetileg a

&0 = (1 - 1.151 + 0.323) (20)

osszefiiggés allt fenn, igy a konstans kiigazitott virhato értéke:
&, = 0.0554 4 0.172) (21)

Ez a szimuldcids eljirast csak kissé médositja. A (0.554+0.172),1.151,—0.323)
kiigazitott varhat6 érték vektorhoz kell egy, az N(0, [rD])~!) folyamatbél szirmazd
eltérés vektort hozzdadni. Ennek a két vektornak az Gsszege a & egy realizdcidja,
amelyet a folyamat egy jovdbeli lefutdsadnak generdlasira hasznilhatunk. A lefu-
tasokban bekovetkezs, az 1ij vektor sltal okozott viltozas a ,beavatkozds” el5jelétsl
és mértékétdl fiigg. Ez a viltozd elSrejelzések elbillitasara szolgdlé eljaras BOX és
TIAO (1975) mddszerére emlékeztet, amelyben egy determinisztikus komponenst
adnak hozzd egy id6sormodellhez, igy az képes &ttérni egy 1j varhaté érték szint-
re egy meghatirozott iddpontban. Ezt az eljirast alkalmazhatjuk a jové leirdsira
kiilénboz8 feltételezések mellett, igy a ,,mi lenne, ha” elemzések hasznos eszkoze
lehet. A szimuldlt utak elemzésével eldrejelezhetjiik egy id8sor fordulépontjait (14sd
WECKER 1979). Lehetséges viltozé elSrejelzések elddllitdsa ennek a médszernek a
segitségével informativ a priori eloszldst alkalmazva (17) helyett.
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ABSTRACT

The autoregressive integrated moving average, ARIMA class of models provides a flexible
set of parametric forms for modeling and forecasting from univariate time series models.
From a Bayesian viewpoint, however, the Box-Jenkins method lacks an important facet
~ a provision for modeling uncertainty about parameter estimates. Here we present a
technigue for including this feature in both the estimation and forecasting stages.
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