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ARFOLYAMINGADOZASOK VIZSGALATA
SZIMMETRIKUS STABIL MODELLBEN!

CSENDES CSILLA
Budapesti Corvinus Egyetem

Dolgozatomban a Budapesti Ertéktézsde vezetd papirjainak arfolyam inga-
dozésait vizsgadlom a naponkénti logaritmikus hozamok eloszldsdnak alapjan.
Vizsgalatomban a napi hozamokat fliggetlennek és szimmetrikus stabil elosz-
lasunak feltételeztem. Bemutatok egy robusztus statisztikai eljarast, amellyel
a stabil paraméterek (alak-, skdla-, és helyparaméter) egyiittesen becsiilhet6k.
Az eljaras j6 statisztikai és numerikus tulajdonsdgokkal rendelkezik, tovabba
kénnyen alkalmazhat6. A szimmetrikus stabil modellbél kiindulva becsiiltem
a hozamok eloszldsanak paramétereit és hipotézis vizsgalattal ellenériztem
az illeszkedést a stabil és a normadlis eloszldshoz. A becsiilt paraméterek
segitségével meghatarozasra keriiltek az arfolyamokra vonatkozé konfidencia
intervallumok.

1 Bevezetés

A stabil eloszldsok csalddjdnak pontos definidlasét Levy (1925) végezte el, aki
fliggetlen, azonos eloszlasi valdszintliségi valtozdk Osszegeit tanulményozta,
és konvergencia tételeket bizonyitott az Osszegekre. Az eloszldscsalad mate-
matikai statisztikai jelentGségét az adja, hogy a centréalis hatareloszlas tétel
altalanositdsaként adédé vonzasi tartomény (domain of attraction) probléma
lehetséges megoldaséat kizardlag ez a csaldd tartalmazhatja. A vonzdsi tar-
tomany problémaban az Gsszegzett valtozok fliggetlenek, azonos eloszlastak,
de a szérdsnégyzetitk nem véges. A stabil eloszldsok tehat az dltalanositott
centrélis hatéareloszlas tétel alapjan a normalis eloszlds altalanositasat adjak
(Uchaikin és Zolotarev (1999), 55. oldal).

1. DEFINICIO. Egy X wvaldszintségi vdltozot stabilnak neveziink, ha minden
n-re léteznek olyan X1, Xo,..., X,, vdltozok, melyeknek kéz0s az eloszldsa és
amely eloszlas megegyezik X eloszlasdval, tovabbd léteznek olyan e(n) és a(n)
konstansok (e(n) centrdld, a(n) skaldzo szerepet tolt be), gy, hogy

Z:L:1 Xi _
a(n)

eloszlasa megegyezik X eloszldsdval.

e(n) (1)

1A kutaté munka a Miskolci Egyetem stratégiai kutatasi teriiletén miiké6dé Mechatro-
nikai és Logisztikai Kivalésagi Kozpont keretében valésult meg. Beérkezett: 2014. oktéber
20. E-mail: csendescsilla@gmail.com.
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Az eloszlascsaldd hasznalatdt a gyakorlati modellezésben megneheziti né-
hany olyan tulajdonsiag, amelyek miatt meroben 1j megkozelitésekre van
sziikség. Habar létezik a stabil eloszlasok siriiség- és eloszlasfiiggvénye, ezek
nem ismertek zart alakban. A fiiggvények az un. integralreprezentaciéban,
illetve sorfejtéssel adottak. Tehat azok a statisztikai mddszerek, amelyek a
striiség- vagy eloszlasfiiggvényre kozvetleniil épiilnek, mint példaul a maxi-
mum likelihood (ML) mddszer, nem alkalmazhatéak. Léteznek numerikus
integraldst tartalmazé kozelitéses eljarasok (ldsd Nolan (2001)), de ezeknek
a szamitasi igénye nagyon jelentos.

A zart alaka stirtiségfiigevény és eloszldsfiiggvény hidnyaban az elosz-
lascsaladot a karakterisztikus fliggvénnyel irjak le, amely az 1. definiciébdl
levezethetd. A karakterisztikus fiiggvény a stirliségfiiggvény Fourier-transz-
formaltja, és a két fliggvény egyértelmiien megfeleltetheté egymasnak. A
stabil karakterisztikus fiiggvény ezért jol definidlja az eloszlascsalad tagjait.
A fliggvény négy paraméter segitségével ir le egy dltalanos stabil eloszlést,
amelyek

e a 0 < a < 2 karakterisztikus kitevé (stabilitdsi index, farokindex),
e a —1 < 3 <1 ferdeségi (aszimmetria) paraméter,

e a v > 0 skalaparaméter,

e és a b € IR helyparaméter.

Legyen X ~ S(a,(3,7,06) stabil eloszldsi valdszintiségi véltozé a fenti
paraméterekkel, ekkor az X valtozé karakterisztikus fiiggvénye:

Eexp (itX) =
_ {GXP(—7“|75|°‘[1 — if(tan (%) (sign(t)) (V) '~ = 1] +i6t), a#1
exp(—[t| [1 — zﬂ% (sign(¢))(In [t| + In 'y)] +idt), a=1

(2)
ahol sign(t) jelenti az eléjel fliggvényt. Ha a (3 és § paraméter értéke nulla,
azaz a val6szinliségi valtozo szimmetrikus nulla koril, akkor a karakteriszti-
kus fiiggvény valds fliggvény, és a

oty =e 1" (3)

egyszertbb alakban all el6.

A normélis eloszlds az a = 2 paraméterii stabil eloszlds. A normalis
eloszlastdl eltekintve a stabil eloszldsok szorasnégyzete nem létezik, ugyanis
a masodik momentumot definidlé integral nem véges. Altalénosségban igaz,
hogy az E|X?| momentumok nem végesek, ha p > «, ahol 0 < a < 2. Ebbdl
kovetkezik, hogy a magasabb rendii momentumok sem végesek. Léteznek
olyan stabil eloszlasok is, amelyeknek a varhaté értéke sem létezik, ilyen
példdul a Cauchy-eloszlds (« = 1). Tehdt a paraméterbecslésre szintén
gyakran hasznalt momentumok médszere sem hasznalhato.
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A stabil eloszlasok részletes lefrasat talalhatjuk tobbek kozott a kbvetkezd
monografidkban: Gnedenko és Kolmogorov (1954), Uchaikin és Zolotarev
(1999), Samorodnitsky és Tagqu (1994).

Az eloszldscsalad adatmodellezésben valé hasznalatdanak legfébb elénye
ugyanakkor a rugalmassag, amelyet a négy paraméterrel torténd illesztés je-
lent. Nyilvdnvald, hogy a normélis eloszldshoz képest (amely esetén csak két
paraméter all rendelkezésre) sokkal pontosabban lefrhatjuk a megfigyeléseket.
Az utébbi idében a szamitégépek névekvd szamitasi kapacitdsai révén egyre
tobb statisztikai, okonometriai eszkozt fejlesztettek ki, amelyekkel egyre in-
kabb lehetévé valik az eloszlascsalad gyakorlati alkalmazasa. A kidolgozott
diagnosztikai eszkozokrdl (stirtiségfiiggvény kozelitése, g-q dbrak, illeszkedés
vizsgdlat) Nolan (2001) ad részletes lefrast.

A statisztikai vizsgalatokhoz elengedhetetlen a megfeleld eloszlasi véletlen
szamok generaldsa. Az a-stabil szimmetrikus Z véaltozé generdlhat6 Zolotarev
(1986) alapjdn a kovetkezd formuldval:

l1—a

0.0) = sin(ag) [cos((1 —a)f)\ =
Z(e:0) (cos§)§< n > ) W

ahol n standard exponencidlis valtozd, £ egyenletes valdszintliségi valtozo a
(—=m/2,7/2) intervallumon. A standardizdlt a-stabil véltozénak az aldbbi
formulaval generalhaté valdszintiiségi valtozét tekintjiik:

Z(a,0)/a*.

A stabil eloszldscsalad haszndlata a pénziigyi modellezésben az 1960-as
évekre nyulik vissza. Az elsé tanulmanyok Mandelbrot (1964), illetve Fama
(1965) nevéhez fiizédnek, akik arfolyamvaltozdsokat vizsgdlva azt tapasztal-
téak, hogy a normadlis modellhez képest a hozamok nagyobb valdsziniiséggel
szorodnak messzebb az atlagtdl, azaz az extrém esetek valészintisége nagyobb,
mint azt a normalis eloszlast feltételezve varnank. Ennek a jelenségnek a
lefrdsara a vastag farku (heavy-tailed) eloszlasokat, koztik a stabil eloszlas-
csalddot kezdték haszndlni. Elméleti szempontbdl ez azért kedvezo, mert a
portfolié feladatban szereplé hozamosszegzéssel parhuzamba éllithatd a sta-
bilitasi tulajdonsag, azaz hogy a stabil eloszlasok zartak az Osszegzésre nézve.

Késébb tjabb és tjabb tanulmanyok, empirikus vizsgédlatok jelentek meg,
és mdara mar széles korben elterjedt a stabil portf6lié modell alkalmazasa. A
témaban megjelent kitetek tobbek kozott Rachev (szerk.) (2003), Rachev és
Mittnik (2000), valamint Adler et al. (szerk.) (1998). A hazai szakirodalom-
ban is szamos tanulmény talalhato, amely stabil eloszlasok pénziigyi teriileten
valé alkalmazdsédval foglalkozik, példdul Lux és Varga (1996), Paldgyi (1999),
Janecské (2000), Paldgyi (2003), valamint Lukdcs (2004).

Dolgozatom témédja részvény arfolyamok vizsgdlata szimmetrikus stabil
modellben. A 2. szakaszban attekintem a stabil portfélié modelleket, a ho-
zamszamitas modelljeit, a stabil eloszlasok ismert paraméterbecslési eljarasait.
A 3. szakaszban bemutatok egy robusztus statisztikai médszert, amely az
M-becslések kozé tartozik, és az a, -, 6 paraméterek egyiittes (egyidejii)
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becslését teszi lehetévé. Az eljards a Probability Integral Transformation
(PIT) technikdn alapszik. Az &rfolyamadatok elemzését a PIT mddszer,
valamint a STABLE program? segitségével a Budapesti Ertéktézsde (BET)
legjelent&sebb, vezeto részvényeinek adatain végeztem el. Becsiiltem a rész-
vényenkénti hozamok eloszlasanak paramétereit és értékelem az illeszkedést
a normalis és becsiilt stabil eloszldsokhoz. A becsiilt paraméterek alapjan
konfidencia intervallumokat készitettem, az eredményeket tartalmazza a dol-
gozat 4. szakasza.

2 Stabil portfélié analizis

A XX. szazadban szamos kozgazdasagtudoményi Nobel-emlék dijjal jutal-
maztdk a portfolio kivilasztas teriiletén alkotott elméleteket, R. Mertont és
M. Scholes-t a derivativak értékének meghatédrozasaért (1997), W. Sharpe-ot
a tékepiaci drfolyamok modelljéért (Capital Asset Pricing Model, CAPM)?
(1990), H. Markowitz-ot portf6lié optimalizaldsi modelljének kidolgozasaért
(1990). Ezen ismert kozgazdasigtani, pénziigyi modellek mindegyikének
létezik stabil eloszlasokra vald kiterjesztése, amelyekrol részletes attekintést
ad Uchaikin és Zolotarev (1999) (17. fejezet). Ezeket a modelleket tekintem
at a kovetkezOkben.

A portfélié optimalizalds klasszikus modelljében a portfélié hozama a
portfélioban taldlhaté eszkozok hozamainak silyozott atlaga, a kockéazatot
pedig a portfélié szérasnégyzetével mérjiik. A modellt H. Markowitz fogal-
mazta meg (1952), amely 4tlag - szérds megkozelités néven valt ismertté a
magyar szakirodalomban.

Legyen n kiilénb6z6 értékpapir, amelyeknek a hozamai X = (X, ..., X,,),
a varhat6 értékik p = (p1,...,un), 2 az X; valtozék kovariancia métrixa,
és az eszkOzok silyait a portféliéban jeldlje w = (ws,...,w,) silyvektor,
w > 0. Ha feltételezziik, hogy X ~ N(u, X) tobbvéltozés normélis eloszlds,
akkor a portfélié hozaménak eloszlésa szintén normalis X, ~ N (11, UZ), ahol
pp = whp és O'Z = w'Sw. A portféli feladat lényege, hogy az optimélis w
sulyvektor meghatarozasaval egy a befektetd altal eloirt A varhaté hozamszint
elérése mellett minimalizaljuk a kockéazatot:

min [szw] ,

whp >\, (5)
wle=1,
ahol T a transzponalast jelenti, e = (1,...,1) az n-dimenzids Gsszegzé vektor.

Az optimalizaldsi probléma célfiiggvénye ekkor kvadratikus fiiggvény, és a
feladat a kvadratikus programozis ismert algoritmusaival megoldhaté. A
portfélio feladat felirhaté a fenti problémaval azonos eredményre vezeto li-
nearis programozasi feladatként is, amelynek egy kvadratikus feltétele van.

2Ingyenesen elérhetd szoftver J. P. Nolan weboldalarél [30].
3A CAPM megalkotéja W. Sharpe mellett J. Lintner
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Ekkor a befektetd a szamdra maximdlisan elviselhetd o2, ., kockazati szint
mellett maximalizalja az elérheté hozamot:

max tp ,
w
2 2
Up < Omax > (6)
T

we=1.

Az optimélis portfélidvektor ekkor kvadratikus programozasi feladatok
sorozatdnak megoldasédval allithaté el. A fenti modellekben a fedezetlen r6-
vidre eladds (short-selling), azaz ha w; < 0, nem engedélyezett. A fedezetlen
rovidre eladas lehetGségét is megengedd nem korlatozott probléma, valamint
tovabbi relaxdlt feltételekkel rendelkez6 problémak részletes leirasa talalhato
példdul Lintner (1965) dolgozataban.

Bér a megkozelitést sok kritika érte (f6ként a normalis eloszlas feltételezése
miatt), a modell jelentésége vitathatatlan. A tapasztalati vizsgdlatok hamar
ramutattak, hogy a normalis eloszldstdl csticsosabb és vastagabb farku (heavy-
tailed) eloszldsok sokkal inkdbb leirjak a hozamokat. A stabil eloszldscsalad
mellett mas vastag farkd eloszlasokat is vizsgaltak, de a stabil eloszlasok
Osszegzési tulajdonsaga, azaz hogy azonos a karakterisztikus kitevovel ren-
delkez6 valtozok Osszegzésével djra a-stabil véaltozdt kapunk, nagy el6nyt
jelent a portfolié analizisben.

A stabil portf6lié feladatban azt feltételezziik, hogy a hozamok tobb-
valtozds szimmetrikus stabil eloszldst kovetnek. A szimmetria feltételezését
egyrészt a tapasztalati megfigyelések tamasztjak ald, masrészt szimmetrikus
eloszlas hasznalataval a pozitiv és negativ valtozasok azonos mértékben su-
lyozhaték. A t6bbvéltozés stabil portfélié modelleket Press (1972) konyve
alapjan mutatom be.

A vizsgélt tobbvéltozds szimmetrikus (5 = 0) eloszldscsaldd log-karakte-
risztikus fliggvénye:

m

In g (t) = iaTt — % 370,12, (7)

j=1

ahol X t6bbvéltozos hozameloszlds, ¢x (t) jeloli az X valtozd karakterisztikus
fiiggvényét, i = /—1. Az aT = (ay,ay,...,a,) vektor az eloszlas helyvek-
tora, o > 1 esetén varhato érték vektora. Az (); szimmetrikus skalamatrixok
a valtozdk fliggési struktirajat irjak le, Vj: Q; > 0. Az 0 < m < oo egész a
tobbvaltozos stabil karakterisztikus fliggvény elobbi reprezentacidjanak eloal-
litdsa sordn bevezetett irdnyok szamét jelenti. Az n véltozds, egység sugari
hipergdmb felszinén értelmezett integralds helyett m diszkrét pont (irdny)
felvételével és irdnyonkénti (j = 1,...,m) Osszegzéssel hatdrozzuk meg az
Osszefliggési strukturat (ldsd Press (1972), 6. fejezet). Feltessziik, hogy

121 Q; >0, azaz nem degenerdlt az eloszlas, és hogy a varhaté érték véges,
azaz 1 < a < 2. A portféliét alkoté részvények silyainak vektorat tovdabbra
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is wl = (w1, wa,...,w,) jeldli. Ekkor a portfélié hozama

n
sz E wiX,-,
=1

a portfélio elvart hozama
E(X,) = ZwiE(X,-) = Zwiai =w'a,
i=1 i=1

ha az X valdszinliségi vektor eloszldsa (7) szerinti. Az X, portfdlié hozam
karakterisztikus fliggvénye:

¢x,(v) = E(e"¥7),

v € IR a karakterisztikus fiiggvény fliged valtozdja. Az X tobbvaltozds hozam
vektor karakterisztikus fliggvénye

ox (1) = B(e' ),

t € IR™ a karakterisztikus fiiggvény fligg6 valtozdja. Legyen ¢ = vw, ekkor

ivwT
ox(t) = ox(vw) = B ¥) = ¢x,(v),
azaz X, log-karakterisztikus fiiggvénye

m

In¢x,(v) =iv(w a) — %|U|°‘ Z(wTQJw)%

j=1
Hasonléan a Markowitz modellhez, a portfélié kockdzatot a hozamok elosz-
ldsanak valamely szérodasi mutatdjaval, stabil eloszldsok esetében a szoras
hidnyaban a skalaparaméterrel mérjik, amely:

m

@) = 5 > (W)t ®

A w portfdli6 vektort a kovetkezé optimalizalasi feladat megoldédsaval kapjuk:
T 1 m TQ o
max [)\a w—§Z(w ﬂu)?},
= 9)
wle=1,
w > 0.

A fenti modellben a részvények hozama kézos o paraméterrel rendelkezik
(Model I). Press (1972) bemutat egy &ltaldnosabb problémat is (Model IT),
amelyben ez a megkotés mar nem szerepel, azaz a részvények kilonbozo
a paraméterti hozameloszlassal rendelkezhetnek. Bizonyos esetben explicit
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megoldas adhaté a feladatokra a Lagrange szorzék modszerével, tovabba
bemutatja az m = 1 specidlis eset megoldasat is. A Press altal definialt
problémaknal altalanosabb leirdst tesz lehet6vé a spektralmérték haszndlata.
A spektralmérték definidlasét Bradley és Taqqu (2003) alapjan mutatom be.

A kovetkez6 tétel az altaldnos stabil véletlen vektort a véges 'y mérték
segitségével definidlja.

1. TETEL. Legyen 0 < a < 2. Fkkor X = (X1, Xs,...,X,,) akkor és csak
akkor stabil véletlen vektor o stabilitdsi indexszel, ha létezik egqy véges T x
mérték az eqységsugard IR™ beli S,, = {s | s € IR", ||s|| =1} hipergémbin
értelmezve, és eqy u € IR™ vektor, hogy X karakterisztikus figguényére tel-
jestljon, hogy

\I/oz(t) =

exp(— fs |(t1s)|*[1 — i(sign((tT's)) tan )T x (ds) + itTn), a#1
exp(— [ [(¢" 1 +i2sign((t"s)) In|(t"s)[|0x (ds) +i(t"w), a=1
(10)

A (Tx,p) pdr egyértelmd.

A T'x mértéket a stabil véletlen vektor spektralmértékének nevezziik. Ez
a mérték lefrja a fiiggdségi struktirat a valtozdk kozott. Ha X szimmetrikus
stabil eloszlast a kitevovel IR™-ben, akkor a karakterisztikus fiiggvény a

wat) = e (= [ 1079 Tx ()
egyszeriibb alakban irhaté fel, ahol I'x az egyértelmii szimmetrikus spektrél-
mérték. Ha X tobbvaltozos stabil eloszlasi 0 < a < 2 stabilitasi indexszel,
akkor X komponenseinek Osszes linearis kombindciéja is stabil eloszlast kovet
ugyanazzal az a-val, azaz a stabilitasi tulajdonsag eszerint a definicié szerint
is igaz. Legyen most X € IR"™ hozamvektor tobbvaltozos stabil eloszlasi
(10) szerint, valamint w € IR" mint kordbban. Ekkor X, = (w?'X) =
i, wiX; stabil eloszldsi Sa(Bp,Vp,6p) paraméterekkel. A (10) karakte-
risztikus fliggvény alapjan a (3, v,, 6, paraméterek meghatarozhatéak.
A skélaparaméter:

1

v = ([ Iwrorrcan)” (1)

Legyen az X1 = (X1, Xy,...,X,,) arfolyamvéltozéas vektor (10) karakte-
risztikus fiiggvényt tobbvaltozds stabil eloszlasi 1 < a < 2 karakterisztikus
kitevével, a jelolések a kordbbiaknak megfeleléek. A skdlaparamétert (11)
szerint definidljuk. A portfélié optimalizalasi probléma ekkor:

1

min [ </S |(wTS)|aFX(dS)>E} :

whp >\,

wle=1,
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ahol e az n dimenzids Osszegzé vektor, A a befekteté altal meghatarozott
elvart hozamszint.

A portfélié modellek célja a portfélibban szerepld részvények silyainak
megvalasztdsa, ezaltal optimaélis befektetési struktira kialakitdsa. A tOkepiaci
arfolyamok modellje (Capital Asset Pricing Model, CAPM, Sharpe (1964) és
Lintner (1965) a részvények elvirt hozamat a piacon elérheté kockazatmentes
befektetés és a piaci portfélio kiillonbségébdl adodéd tébblethozam fliggvényé-
ben vizsgalja. Jelolje X s a piaci portfélio, X; az i-edik részvény hozamat,
és r a kockdzatmentes hozamot. Ekkor a CAPM modell formélisan

E(XL —7‘) ZﬂiE(X]y[ —7‘)

alakban irhaté, ahol
_ COV(X,L', X]y[)

ﬂi n VarX M

A részvényekre jellemz6 ; érték* lefrja a részvény és a piac kapcsolatdt a
piaci valtozasokra adott arfolyamvaltozason keresztill. Ha (; > 1, akkor
az i-edik részvény tartdsa nagyobb hozamot igér, mint a piaci portfélid, ha
0B; < 1, akkor ez a hozam prémium kisebb. Az egyenlet dtalakithat6 a

Xi—r=03i(Xmu—7)+te

alakba, ahol E(e;) = 0 és Cov(e, Xps) = 0. Az egyenletet gyakran a hozamok
egytényezos modelljének nevezik. A részvények kockdzatara

2 _ n2 2 2
IX; = B; Xy T 0¢;s

ahol az els6 tag jelenti a szisztematikus kockazatot, mig a masodik tag a
rezidudlis kockazatot. A portfélié bétajat a részvények bétdjanak silyozott
atlagaval kapjuk, mig a portfolié kockazata hasonléan az egyes részvényekhez

2 _ 2 2 2
IX, = ﬂPO-XIM + Oepo

n
2 _ 2 2
oo, = E w; o,
i=1

ha feltételezziik, hogy a rezidudlisok paronként fliggetlenek.

A fenti modellek k6z6s jellemzbje, hogy a portfélié kockdzatat a portfélié
hozam eloszlasanak valamely szérodasi mutatdjaval, a szérasnégyzettel vagy a
skdlaparaméterrel méri. A kockézatkezelésben alkalmazott mésik megkozeli-
tés szerint a portfoliok tartasabdl eredd kockazatot olyan kockazati mértékkel
kell mérni, amely rendelkezik a (i) monotonitds, (ii) szubadditivitds, (iii)
pozitiv homogenités, (iv) eltolds ekvivariancia tulajdonsdgaival. Ezeknek a
tulajdonsdgoknak a megkovetelése gyakorlati szempontbdl fontos (Gall és
Pap (2004)):

1A B jeldlés itt a szakirodalomban &ltaldnosan hasznalt jeldlés, és nincs Gsszefiiggésben
a stabil § ferdeségi paraméterrel.
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(i) ha egy portféli6 minden esetben tébbet igér egy mdsik portf6lidnal,
akkor annak ne legyen nagyobb a kockézata;

(i) két portfdlidt egybetéve ne ndvekedhessen a kockdzat, azaz a portfélick
kockazatanak Gsszegét nem haladhatjuk meg;

(iii) megtobbszordzve a portféliét, &m megtartva annak Gsszetételét, a koc-
kazatossag a nagysaggal aranyosan valtozzon;

(iv) ha biztosan realizdlunk egy pétllagos adott Gsszegii pénzaramlast, ak-
kor a portfélié kockazatossaga ennek a pénzaramldasnak a nagysagaval
csokkenjen.

Ha egy kockazati mérték teljesiti a feltételeket, akkor koherens mértéknek
nevezzilk. Ezek a feltételek a széras és skdlaparaméter esetében nem tel-
jesiilnek, s6t, a népszeriibb VaR (Value-at-Risk, kockaztatott érték) mutatd
sem koherens, mert nem teljesiti a szubadditivitési feltételt. A VaR helyett
hasznélhaté az Expected Shortfall mutatd, amely koherens kockazati mérték.

A hozamok szédmitdsa az arfolyamvéltozasok alapjéan tobbféle modellben
is lehetséges. A leggyakrabban haszndlt modell a relativ (szézalékban kife-
jezett) hozam

Py

b1

és a folytonosan szamitott (continuously-compounded rate) logaritmikus ho-
zam

Ry

1 (13)

thln(PPt )zln(Rt+1), (14)

1—1
ahol P, és P,_ jelenti a részvény arat az t-edik és t — 1-edik idépillanatban.
Ezt a modellt egy napos (one-day, single-period) modellnek nevezik. Ha R,
értéke kicsi, akkor In(1 + R;) ~ R; a logaritmus fliggvény sorfejtése miatt,
ezért a két modell nagyon hasonlé eredményt ad.

A logaritmikus hozam modell hasznslatanak elénye, hogy az eltelt idére
nézve additiv. A portfélié hozama a logaritmikus modell szerint:

Tpe = 1n (iwié"”), (15)
i=1

ahol w a portfolié vektor, r; jeloli az i-edik részvény hozamat a t-edik
id6pontban.

Elemzésemben a Budapesti Ertéktézsde vezetd részvényeinek r; logaritmi-
kus hozameloszldsanak paramétereit szamitottam ki. A négy stabil paraméter
arfolyamok esetén szemléletes jelentéssel rendelkezik. Az o alakparaméter,
amely talan a négy paraméter koziil a legfontosabb, jellemzi a farkak vastag-
ségat (heaviness) és a csicsossdgot (peakedness). Az drfolyamok esetében
minél alacsonyabb az «a paraméter értéke, annal nagyobb valdsziniiséggel
kovetkezik be extrém aringadozas az adott részvény arfolyamdban, ezért
anndl kockdzatosabbnak tekintheté. A 3 aszimmetria paraméter irja le az el-
oszlas ferdeségét: ha értéke negativ, akkor az eloszlas balra ferde, és nagyobb
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valdszintiséggel csokken az arfolyam, mig ha pozitiv, akkor jobbra ferde, és
emelkedik az arfolyam. A v skdlaparaméter és a 6 helyparaméter a normalis
eloszlds szordsahoz és varhaté értékéhez hasonlé szerepet tolt be. A 6 hely-
paraméter az eloszlas kozéppontjat adja meg, tehat a varhaté hozamot jelenti.
A skdlaparaméter a megfigyelések szérédasat jellemzi, azaz a véltozékonysé-
got (volatilitdst), a kockazatossagot irja le.

A portfélié feladat megoldasiahoz elengedhetetlen a paraméterek megbiz-
haté, pontos becslése. A paraméterek becslésére a szakirodalomban szamos
megkozelités 1étezik. Az ismert eljarasokrdl részletes leirdst ad és 6sszehason-
lité tanulmanyt mutatott be példdul Weron (1995), és Borak et al. (2005).

Az egyik legegyszeriibb megkozelités lényege, hogy log-log skalan abrazol-
juk a megfigyeléseket és a megfigyeléshez tartozo valdszintiségeket, Mandel-
brot (1964). Ekkor ha a minta a-stabil eloszlast, akkor az empirikus eloszlds-
fliggvény pontjai a farkakndl egy —a meredekségii egyeneshez illeszkednek.
Ez az Gsszefiiggés az eloszlas farkanak aszimptotikus Pareto-viselkedésébdl
vezetheto le. Ez a grafikus mddszer nem biztosit megfelelé paraméterbecslési
lehetOséget, mert csak nagy mintdk esetében hasznédlhatd, és csak az alak-
paraméter becslésére. Vizsgalatok azt mutatjak, hogy az dltalanos Pareto-
modell alkalmazasa 1 < a < 2 esetben feliilbecsiili az o paramétert; példaul
egy szimuldlt o = 1.9 paraméterti mintdra N = 10* megfigyelésre 4 koriili a
becslés adédott (Borak et al. (2005)).

Az aszimptotikus Pareto-eloszldsra vonatkozo tulajdonsdgbdl vezethetok
le a farokindex becslések, amelyek az eloszlas parametrikus alakjara nézve
semmilyen feltételezéssel nem élnek. Ezek a becslések csak az aszimptotikus
viselkedés lefrasara hasznalhatok, az egész eloszlas alakjanak vizsgalatéra al-
kalmatlanok. A farokindex becslések sem megbizhatéak, mert erdsen fiigge-
nek attol, hogy melyik empirikus kvantilis utdn tekintjiikk az aszimptotikus
viselkedést. Habar a farokindex becslések 6nmagukban nem megbizhato
becslései a karakterisztikus kitevének, mégis a gyakorlatban egyszeriiségiik
miatt hasznéljdk 6ket. A legelterjedtebb farokindex becslés a Hill-becslés
(Hill (1975)). A Hill-becslésnek szdmos valtozata ismert, amelyekrdl Gssze-
hasonlité kritikai elemzést mutatott be McCulloch (1997).

Kvantiliseken alapul6 becsléseket dolgozott ki Fama és Roll (1971,1968),
illetve McCulloch (1986). Fama és Roll a szimmetrikus esetre adtak kezdet-
leges becslést empirikus megfigyelések alapjan. Becslésiik egyszeriien szamit-
haté, de torzitott. McCulloch kiegészitette Fama és Roll 6tletét az altalanos
esetre, eltiintette a torzitottsagot, és mind a négy paraméterre konzisztens
becslést adott. Ha az adatok stabil eloszlasbol szarmaznak, és a minta kellGen
nagy, akkor ez a mdédszer megbizhaté becslést szolgaltat. A mdédszer jelentés
szamitasi igénnyel rendelkezik, illetve bizonyos segéd konstansokra is sziikség
van, amelyeknek a meghatarozasa nem egyértelmi. Szimulacids vizsgalatok
alapjan a McCulloch becslés pontossdga kielégité (Weron (1995)).

A maximum likelihood (ML) becslés a hagyoményos mdédon nem alkal-
mazhatd, mert a siiriiségfiiggvény nem ismert zart alakban. A ML médszerrel
valé becsléshez Nolan (2001) dolgozott ki numerikus eljérést, amely a Mc-
Culloch altal leirt kvantilis becslést hasznalja kozelito kezdeti értéknek, majd
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feltételes kvazi-Newton moédszerrel maximalizélja a likelihood fiiggvényt. A
ML becslés ismert kedvez6 tulajdonsagai, igymint a konzisztencia és aszimp-
totikus normalitas a stabil eloszldsok esetében is érvényesiilnek. Ellenben
szamitdsokra egydltaldn nem haszndlhato”.

A karakterisztikus fiiggvény kozvetleniil is hasznédlhaté a szimmetrikus
esetben, mert ebben az esetben a fiiggvény valds fliggvény. A karakterisz-
tikus fiiggvény ismert, ezért sok szerz6 hasznalja, kombinalja azt kiilonb6z6
modszerekkel, pl. momentumok médszere, ML mddszer. Az empirikus karak-
terisztikus fliggvényt haszndlja Press (1972) minimélis tdvolsdgon alapuld
becslésekhez. A karakterisztikus fliggvényen alapulé regressziés modszert
mutatott be Koutrouvelis (1980), majd ennek a médszernek a javitasat Ko-
gon és Williams (1998).

A stabil paraméterek becslésére a bemutatott médszereken kiviil még
szamos megkozelités ismert. A kovetkezd szakaszban részletesen ismertetem
a dolgozatomban alkalmazott becslési eljarast, amely szintén sajat eredmény.

3 A PIT paraméterbecslési eljaras

Az M-becslések csoportjaba tartozé robusztus statisztikai technikat mutat-
tam be szimmetrikus stabil eloszlasok paraméterbecslésére, az 1 < a < 2
esetre a Csendes (2013) dolgozatban. A mddszer szimuldcids vizsgdlatok
alapjan hasonlé tulajdonsigokkal (variancia, MSE érték) rendelkezik, mint
a szakirodalomban ismert médszerek, Csendes és Fegyverneki (2014). Hasz-
néalatanak elonye, hogy konnyen implementalhatd, és megbizhaté eredményt
ad, valamint a moédszer futasidoben nem hasznal numerikus integralast, igy
gyorsabb, mint a ML mddszer. Az eljards implementalasdhoz sziikséges Gsszes
fliggvény kozelitése rendelkezésre &ll.

Az M-becslések (maximum likelihood tipusi becslések) a > —log f(x;)
loglikelihood fiiggvény helyett a >~ p(z;) fliggvényt minimalizéljik, ahol p egy
alkalmas fiiggvény, x; mintaelemek. Legyen ¢ (x) = dp(z)/dz fiiggvény a p
fiiggvény derivéltja, ekkor a minimalizélas differencidldssal és az > 1 (z;) =0
egyenlet megolddsaval valésithaté meg. A p illetve 1 fliggvények megvélasz-
tasa kiilonbozd becsléseket eredményez, Huber (1964).

Ismert a paraméter esetén a stabil eloszlasbodl szarmazé minta hely és
skélaparaméterének egyiittes becslésére hasznalhaté a Huber (1981) &ltal de-
finidlt két valtozds M-becslés. A becslési eljarast Fegyverneki (2003) alapjin
mutatom be. Legyenek x1, xs, ..., x, megfigyelések, melyek az F' eloszlasbol
szarmaznak. Legyen Fy((x — T)/S) = F(x), azaz F és Fy azonos tipust,
Fy az eloszlastipus kitilintetett tagja, és az S skala és T helyparamétert Fj-
hoz képest definidljuk. A hely és skdlaparaméter (T, S) egyiittes M-becslése
(T, Sn) a kovetkezd egyenletrendszer megoldésa:

So(F5) -0
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S () <o

ahol ¢ alkalmas sulyfiiggvény, B egy konstanst jel6l, melynek értéke 1/12, ha
a mintaelemek eloszlasa éppen Fy, és

B = D}, (4(9)).

egyébként. A fenti egyenletrendszer felirdsahoz a Probability Integral Trans-
formation (PIT) technikdt és a momentumok mdédszerét hasznaljuk.

Az egyenletrendszer iterativ algoritmussal, az in. ping-pong mddszerrel
oldhaté meg. A mdédositott Newton-mddszer alapjan az aldbbi két egyenletet
felvaltva oldjuk meg: az els6 egyenletbol kapott helyparamétert a masodikba
helyettesitve 1j skalaparaméter értékhez jutunk, aztan ezt felhasznalva ismét
az els6 egyenletet szamitjuk ki. A kivdnt pontossag eléréséig ismételjiik a
lépéseket.

A helyparaméter kozelitése:

(m)

T

T(rn-‘rl) _ T(m) 4= S(m) E w(—”))
SI(L"L)

A skélaparaméter kozelitése:

(m+1)72 _ 2 (1= TN e
[SgmH? = n_IBE:w( o) IS

A 1 sulyfiiggvény:

U(w) = Fo(a) — 5. (16)

A kezdeti értékek:

T = med{z;},

S© =C-MAD,
ahol med{z; } jel6li a medidnt, M AD jeloli a medidn abszolut eltérést M AD =
med{|z; — med{z;}|}, S és T\"™ az S skéla- és T helyparaméter aktudlis
becslései az m-edik iteraciéban. A C konstans értéke C' = F; '(3/4), ame-
lyet a kezdeti becslés torzitatlansidga miatt alkalmazunk (Fj szimmetrikus
eloszlas).

A ping-pong médszer segitségével rogzitett o esetén, azaz ha Fy = Iy, is-
mert, a hely- és skalaparaméter becsiilhetd. Ha az alakparamétert is a minté-
bél becsiiljiik, akkor Fp o nem ismert. A becslési eljarasban az Fp o eloszldsra
a v fliggvény illetve a B fiiggvény szamitdsakor van sziikség. Mivel az Fp o
nem ismert, a stabil eloszldsok csalddjanak két ismert szimmetrikus tagjat,
a normalis eloszldst (o = 2), és a Cauchy-eloszldst (o = 1) hasznaljuk a ¢
fiiggvényben (16) a skdlaparaméter meghatdrozdsihoz. Tehdt, a skdlapara-
méter becslését mind a két ismert eloszlasfiiggvény hasznalataval eloallitjuk.

A B konstans szintén tartalmazza a 1 fiiggvényt, illetve fligg az o pa-
ramétertél az integrandus miatt is, ezért legyen B(a) a tovdbbiakban az «
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paraméter fiiggvénye. Helyettesitsiikk be a normélis és a Cauchy-eloszlast a
B(a) fiiggvényekbe:

/OO (% arctanx)QdFa = /°° (% arctanx) Qfoz(x) dr = Bi(a),

—c0 —oo

ha Fjy a standard Cauchy eloszlas, és

/OO ((I)(x)—%)QdFa :/_Z (2@) —%)Qfa(x)dxzb’g(a),

— 00

ha Fj standard normadlis. A By és B, fliggvényeket elézetesen raciondlis
tortfliggvénnyel kozelitettem a numerikus integralas elkeriilése, és ezaltal az
algoritmus gyorsitdsa miatt (Csendes (2013)).

A skélaparaméter meghatdrozésa a B(a) fliggvény miatt az ismeretlen
a paramétertd] fligg. Ha tetszbleges « értéket valasztandnk az [1,2] inter-
vallumbdl a v paraméter becsléséhez, akkor a becslés torzitott lenne, mivel
nem a megfeleld Fy -t alkalmaztuk. A minta valédi o paramétere esetén ez
a torzitottsag eltiinik, a B és 1 fliggvényekben 1év6 torzitottsag kiegyenliti
egymast.

A valédi & paraméter becslés meghatarozasidhoz felhasznaljuk a Cauchy
és a normalis eloszldssal szamitott skdlaparaméter becsléseket. Ha a-t foly-
tonosan véltoztatjuk az [1,2] intervallumon (rogzitett Fy . esetén), akkor a
skalaparaméter becslések a monoton novekvo, konkav fiiggvényét adjak. Ha
mind a két ismert eloszlasfiggvény esetén kiszamitjuk a skdlaparamétereket,
akkor két monoton novekvo, konkav gorbét kapunk, melyeknek a metszés-
pontja éppen a minta valédi « paraméterénél van. A metszéspont meghaté-
rozasdhoz valasszuk a kezdeti értékeket a = 1 és a = 2-ként, és hatarozzuk
meg a skalaparaméter értékeket ezekhez a kezdeti o paraméterekhez. Ezutan
intervallumfelezéssel kozelitheto a két gérbe metszéspontja tetszoleges pon-
tossaggal.

A PIT mddszerrel val6 becslés konnyen implementélhatd, és rendelkezik a
robusztus statisztikdban ismert V-robusztus, B-robusztus, kvalitativ robusz-
tus (ldsd Huber (1981)) tulajdonsdgokkal. Kevésbé érzékeny az outlierekre,
és megbizhaté eredményt ad. Vannak azonban korlatai is: csak abban az es-
etben hasznalhaté, amikor a ferdeségi paraméter értéke nulla, mert a skalapa-
raméter kozelitések meghatarozasandl a mddszer az ismert eloszlasfiiggvényi
Cauchy és a normadlis eloszlasra tamaszkodik, amelyek szimmetrikusak. A
modszer csak az 1 < o < 2 paraméter értékekre mikodik, mert az algorit-
musban hasznalt fuggvénykozelitéseket csak erre a paraméter tartomanyra
hataroztam meg. Bar numerikusan a < 1 -re is kiszamithaté lenne a B
fliggvény, ebben az esetben a stabil eloszlds varhaté értéke nem véges. A
portfolié optimalizélasi feladatban a varhaté hozamnak léteznie kell, tehat
gyakorlati szempontbdl az a tartomany kevésbé fontos, amely esetén nem
létezik a varhaté érték.

Ha az a paraméter kozel esik valamelyik végponthoz, és a minta kicsi,
akkor el6fordulhat, hogy a két skalaparaméter gérbének nincsen metszés-
pontja az (1,2) intervallumon. Ennek oka a véletlen mintdk generaldsdndl
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szerepet jatszo véletlen hatas. Ilyenkor a moédszer nem ad érvényes becslést
az alakparaméterre. Szimulacidk alapjan ez 50-100 elemi mintak esetén az
ismétlések 1-6%-dnal, 400 elem{ mintdkndl viszont mér egyaltaldn nem for-
dult elo.

4 Eredmények

A dolgozatomban vizsgdlt adatsorok részvények napi zaréar adatait tartal-
mazzak 2004.01.01 és 2012.12.31 k6zott. Az adatok forrasa a www.portfolio.hu
weboldal. A vizsgalt részvények: OTP, Richter, Egis, Magyar Telekom, MOL,
valamint a BUX Budapesti Ertékt6zsde hivatalos indexe. Abban az esetben,
amikor az adatsorbdl hidnyzott az aznapi zardar, az arfolyamviéltozast az
eléz6 napi meglévé adatbdl szamitottam. Az 1. dbra a napi zéréar adatokat
mutatja.
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1. dbra. A részvények napi zaréarainak alakuldsa a vizsgdlt idészakban

A részvényenkénti adatsorokbdl a (14) formula alapjan meghatéroztam a
napi logaritmikus hozamokat, melyeket a 2. dbra mutat. A hozamok abrajan
megfigyelhet6 a pénziigyi valsag hatasara az in. volatility clustering jelenség,
azaz latszik, hogy a valsag kirobbanasat kovet6 id6ben sokkal volatilisebbek
lettek a részvények, mindegyik részvény ara drasztikus ingadozasnak volt
kitéve.

Feltételeztem, hogy a napi arfolyamadatokbdl képzett minta fliggetlen,
azonos eloszlasbodl szarmazik. A részvényenkénti adatsorokat két valtozéra
bontottam paros-paratlan sorszdm alapjdn, és x? teszttel vizsgaltam a két
valtozé fuggetlenségét. A teszt nmem utasitotta el a fuggetlenséget 95%-o0s
szignifikancia szinten abban az esetben, amikor a felosztas intervallumainak
szama 2-3 volt, de tobb intervallumra osztas esetén mar igen. A fliggetlenséget
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a vizsgalat masodik felében bemutatott mozgdablakok esetén is teszteltem, az
50 elemii ablakokn4l dltaldban teljesiilt a fliggetlenség kritériuma. A vizsgdlat
eredményeit terjedelmi okokbdl nem részleteztem.
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2. dbra. Logaritmikus hozamok

A logaritmikus hozamok eloszldsanak vizsgalatahoz gyakorisdgi hisztogra-
mon (3. dbra) dbrazoltam az adatokat. A hisztogramokon ldthatéak a hozam-
adatokra illesztett normalis eloszldsok gorbéi is. A hisztogramokbdl kitiinik,
hogy a normadlis modell nem illesztheté az adatokra, azok eloszlasa inkabb
heavy-tailed eloszlast kovet.

Meghataroztam a PIT becsléssel a mintédk & alak-, ) hely- és 4 skélapara-
méter becsléseit a szimmetria feltételezése mellett. A szdmitott paraméter-
értékeket mutatja az 1. tdbldzat. Az eredmények szerint az OTP és az Egis
valamivel kockazatosabbnak bizonyult, a Richter, Mol és M. Telekom papirjai
egy kicsivel stabilabbak, kevésbé kockazatosak. A ~ paraméter értéke az OTP
esetében a legmagasabb, v = 0.0211, ami arra utal, hogy a vizsgalt papirok
kozil az OTP-re volt legnagyobb hatasa a pénziigyi valsagnak.
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8. dbra. A részvények hozama logaritmikus modell szerint

Mivel a volatilisebb idészakokban az arfolyam valtozdsok atlaga eltdvo-
lodhat nulldtdl, a logaritmikus hozam és a (13) formula alapjan definialt
szézalékos hozam ebben az idészakban eltérhet. A stabil paramétereket a sz&-
zalékos hozamok esetén is meghataroztam, azonban az eredmények alapjan a
teljes vizsgalt idoszakban megfigyelt eloszlds paramétereiben ez a kiilonbség
nem jelent szdmottevs véltozast. A dolgozat eredményeit a logaritmikus
modellben ismertetem. A (13) formula alapjan szamitott szédzalékos hozamok
eloszlasanak becstilt paramétereit mutatja a 2. tdbldzat.

A STABLE programmal szamitott paraméter becslések eredményeit tar-
talmazza a 8. tabldzat. Az egyes részvények alakparaméterére a két médszer-
rel nagyon hasonlé eredményt kaptam. A STABLE programmal szamitott
a paraméter értékek minden esetben egy kicsivel (kb. 1-2 szdzaddal) ala-
csonyabbak, de kockazatossdg szempontjabdl ugyanaz a sorrend alakul ki.
A 3 ferdeségi paraméter értéke minden részvény esetén nulldhoz kozeli, a
leginkdbb szimmetrikus arfolyamu papir az Egis (6 = —0.0037) és az M.
Telekom (6 = —0.0070). A skéla és helyparaméter becslések is hasonléan
alakultak mindkét modszerrel.

Részvény & 0 [

BUX 1.738710  0.013422  0.000371
EGIS 1.688192  0.016257  0.000356
MOL 1.732882  0.018634  0.000324
MTELEKOM  1.749846 0.013878  -0.000163
OTP 1.701002 0.021068  0.000409
RICHTER 1.764326  0.016072  0.000178

1. tabldzat. A PIT médszerrel szamitott alak- &, hely- 5 és skala- o
paraméter becslések a logaritmikus modell szerint
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Részvény & 0 [

BUX 1.738707 0.013425  0.000418
EGIS 1.688284  0.016265  0.000426
MOL 1.731482  0.018630  0.000414
MTELEKOM  1.749941 0.013877 -0.000114
OTP 1.702944 0.021094  0.000526
RICHTER 1.762995 0.016065  0.000244

2. tdbldzat. A PIT mddszerrel szdmitott alak- &, hely- 5 és skala- o
paraméter becslések a szazalékban kifejezett modell szerint

Részvény & Jé] 0 6

BUX 1.7246  -0.0322  0.00991 0.00043
EGIS 1.6623 -0.0037 0.01212 0.00042
MOL 1.7211 0.0323 0.01376 0.00018
MTELEKOM 1.7359 -0.0070 0.01016 -0.00005
OTP 1.6904 -0.0852 0.01554 0.00080
RICHTER 1.7458 0.0721 0.01184 0.00012

3. tdbldzat. A STABLE programmal szamitott alak- &, ferdeségi- ﬁ,
hely- 6 és skdla- 4 paraméter becslések a logaritmikus modell szerint

Részvény atlag medidn szOTas MAD

BUX 0.000286  0.000531 0.017436  0.012381
EGIS 0.000327  0.000000 0.021753 0.015366
MOL 0.000448  0.000000 0.024080 0.017187
MTELEKOM  -0.000341  0.000000 0.017790 0.012699
OTP 0.000182  0.000160 0.028241  0.019900
RICHTER 0.000171  0.000000 0.019769 0.014426

4. tdbldzat. A hely- és skdlaparaméter robusztus és normélis eloszlas
szerinti becslései a logaritmikus hozamokbdl

A hely és skédlaparaméternek kiszamithaték a robusztus becslései tgy,
mint a medidn és a medidn abszolit eltérés (Median Absolute Deviation,
MAD), illetve a normélis modellbél kiindulva megbecsiilheté az &tlag és
szérés is. Ezeket a becsléseket tartalmazza a 4. tdbldzat. Az OTP és Egis rész-
vényekre a magas skdlaparaméter érték mellett magas szérdst és MAD értéket
kaptam, ami Osszhangban van az alacsonyabb a paraméterrel. Valamint
az alakparaméter alapjan stabilabb, kevésbé kockazatos Richternél és M.
Telekomndl a szérds és MAD is alacsonyabban alakult. A medidn harom
részvénynél (Egis, Mol, M. Telekom) is nulla lett, és a tGbbi esetben is nagyon
kozeli a nulldhoz, gy a STABLE program 3 becslésével is Gsszevetve a szim-
metria mellett sz0l6 eredményt kaptam.

A mintdnak a becsiilt stabil paraméterii eloszlashoz valé illeszkedését
Kolmogorov-Smirnov prébéval és x? goodness-of-fit tesztekkel értékeltem. Az
5. tdbldzat a normalitds hipotézise és a becsiilt a-stabil eloszldshoz val6 x?
illeszkedés vizsgalat eredményét mutatja. A prébakat a MATLAB szoftver-
csomag chilgof fiiggvényével végeztem el. A tébldzatban a tesztstatisztika
értékét, a hozza tartozo p-értéket, valamint a szabadségi fokot tlintettem fel.
Az intervallumok szdma mind a két esetben kezdetben 10 volt, de a normaélis
nullhipotézis esetében 6ssze kellett vonni intervallumokat. A normalis eloszlas
esetében a becsiilt paraméterek szama 2, a stabil eloszlas esetében 4, igy a
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kritikus értékek 95%-os megbizhatdsagi szinten y2 = 11.0705, illetve x5 =
7.8147 és x3 = 5.9915. A teszt elvégzéséhez a hipotetikus stabil eloszlasfiigg-
vények értékeit egy tizedenként vett a = 1, = 1.1,..., @ = 2 nagy elem-
szamu véletlen mintdk generdldsaval a mintak percentiliseib6l hataroztam
meg. A x? teszt soran a PIT mddszerrel becsiilt o paramétert kerekitettem
az egy tizedesjegy pontos a értékhez, és ehhez a hipotetikus eloszlashoz képest
vizsgaltam az illeszkedést. Az elvégzett illeszkedés vizsgdlat tesztek alapjan
azt mondhatjuk, hogy a stabil modellt t6bb részvény esetében elfogadhaténak
értékelték a tesztek, mig a normalitast egyértelmien el kell utasitanunk.

Részvény Np : normadlis eloszlas Ny : stabil eloszlas
p-érték  tesztstat. sz. fok p-érték  tesztstat. sz. fok

BUX 0.0000 52.2043 2 0.0259 12.7440 5
EGIS 0.0000 121.2358 2 0.0025 18.3700 5
MOL 0.0000 103.3843 2 0.1052 9.0975 5
MTELEKOM  0.0000 51.7739 2 0.0001 26.9211 5
OTP 0.0000 108.4685 2 0.5204 4.2039 5
RICHTER 0.0000 82.8593 3 0.0001 25.7553 5

5. tdbldzat. A X2 préoba eredményei a logaritmikus hozamokra

Normalis eloszlas Stabil eloszlas
Részvény p-érték  tesztstat. p-érték  tesztstat.
BUX 0.0000 0.0566 0.7804 0.0138
EGIS 0.0000 0.0658 0.2179 0.0221
MOL 0.0000 0.0585 0.8810 0.0123
MTELEKOM  0.0000 0.0563 0.0460 0.0288
OTP 0.0000 0.0641 0.8693 0.0125
RICHTER 0.0002 0.0455 0.2748 0.0209

6. tabldzat. A Kolmogorov-Smirnov préba eredményei a logaritmikus
hozamokra

A 6. tdbldzat tartalmazza az elvégzett Kolmogorov-Smirnov tesztek p-
értékeit és a tesztstatisztika értékeket. A 95%-os megbizhatdsdgi szinthez
tartozé kritikus érték a normalis nullhipotézis esetén 0.00258, mig stabil el-
oszlasti nullhipotézis esetére nem ismert a teszt aszimptotikus viselkedése. A
stabil nullhipotézis esetében a p-értékek a normalis eloszlasra ismert aszimp-
totikus eredmények alapjan keriiltek meghatdarozdsra. A teszteket a MAT-
LAB kstest fiiggvényével végeztem el. Az eredményekbdl kitiinik, hogy a
hipotetikus a-stabil eloszlasoktdl vald eltérés minden esetben kisebb, mint
a normdlis eloszldstdl vald eltérés, és a teszt csak egy esetben (MTelekom)
utasitotta el a stabil nullhipotézist.

A hozamok empirikus eloszlasfliggvényét a normadlis eloszldshoz (4. dbra),
illetve a becsiilt o paramétert stabil eloszlashoz (5. dbra) illesztve tin. g-q
abrédn abrazoltam. A g-q dbra a megfigyelt és az elméleti, hipotetikus per-
centilis értékeket abrazolja. Ha az illeszkedés megfeleld, azaz a hipotézisbeli
és az empirikus eloszlds egyezik, akkor a pontok egy egyeneshez illeszked-
nek. Az elméleti eloszlasokat 10 000 elemii véletlen mintdk generaldasaval
allitottam el6. Az abrakon lathatd, hogy a normalis eloszlds illesztése nem
megfeleld, az eloszlds szélein jelentds eltérések figyelheték meg az egyenestol.
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Az 5. dbran kevesebb pont tér el az egyenestél az eloszlas széleinél, tehat
grafikusan is a varakozasnak megfelel6 eredményt kaptam.
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4. dabra. Q-Q abrék a logaritmikus hozamok empirikus eloszldsa és a normalis eloszlas kozott
(zérdjelben a generalt minta szdérds és dtlag paraméterei)
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5. dbra. Q-Q dbrik a logaritmikus hozamok empirikus eloszlasa és a becsiilt stabil eloszlas kézott
(zardjelben a generalt minta «, v, § paraméterei)

Elemzésem masodik felében azt vizsgaltam, hogyan alkalmazhaték az
eredmények elérejelzésre. Ehhez valtoztathaté méreti mozgdablakot készi-
tettem, és dbrazoltam, hogyan valtoztak a paraméterek a vizsgélt idoperi-
6dusban. Arra a kérdésre is prébaltam valaszt adni, hogy a 2008-2009-es
pénziigyi valsadg hatasa hogyan mutatkozott meg a hozamok eloszlasaban.
Az elkésziilt abrék koziill a BUX index abrdjat mutatom be.

A 6. d@brdn 50 elemili mozgdablak segitségével becsiiltem a paramétereket,
és abrazoltam a paraméterek valtozasat az idében. Ez az ablakméret megfele-
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16en kicsi ahhoz, hogy a valtozasok gyorsan érvényestiljenek a becslésértékek-
ben. Hatranya viszont, hogy eléfordult olyan eset, amikor a paraméterek nem
voltak meghatarozhaték a PIT becsléssel az alacsony mintaelemszam miatt.
A els dbra mutatja a logaritmikus hozam adatokat, 95%-os konfidencia inter-
vallummal a normélis eloszlds és a becsiilt stabil eloszlas alapjan. A mésodik
abra az o paramétert, a harmadik a skalaparamétert és a szérast, a negyedik
a helyparamétert és az atlagot mutatja.

Logaritmikus hozam és konfidencia intervallumok
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6. dbra. Konfidenciaintervallum normaélis és stabil eloszlds alapjan —n = 50, BUX teljes id&szak

A pénziigyi valsdg hatdsa az dbra kozepén, kb. az 1200. megfigyeléstdl
kezd6dden lathaté. Az « paraméter értéke nagyon meredeken cstkkent: a
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legalacsonyabb értékek 1.3 koriiliek voltak. Hasonléan alakult az OTP és
az Egis hozameloszlasdanak a paramétere, mig a tobbi vizsgdlt papirnél az
alakparaméter nem csokkent kiugréan. Az « paraméter becslése gyorsan
valtozik, ebben kozrejatszhat a becslési eljaras érzékenysége egy-egy nagyon
extrém megfigyelésre, bar ez az érzékenység joval kisebb, mint a hagyomanyos
modszerek esetében.

A vizsgalt idészakban megfigyelhetd volt mindegyik részvénynél a széras
illetve a skalaparaméter novekedése a valsag évében, és ezzel egyidejlileg a
helyparaméter (azaz a hozam vérhaté értékének) csokkenése. A skalaparamé-
ter, illetve széras értékének emelkedése nem volt hosszu tavi, rovid id6 alatt
visszadlltak a 2008 el6tti skala és szoras értékek. A stabil modellel becsiilt
skdlaparaméter altaldban alacsonyabb, mint a normalis eloszlasbdl becsiilt
szoras értéke. Azokban az idészakokban a legjelentésebb az eltérés amikor
az alakparaméter jelentosen csokkent. Tehat minél inkabb kozelitiink a véges
szorésu esethez (o = 2), anndl inkabb érvényes a normélis modell, mig ha az
alakparaméter csokken, ugy valik az arfolyam volatilisebbé, és emelkednek a
szorodast leiré paraméterek értékei.

5 (")sszefoglalés

Dolgozatomban bemutattam a stabil eloszlascsalad legfontosabb tulajdonsa-
gait, az ismert stabil pénziigyi modelleket, és a paraméter becslésére kidol-
gozott eljardsokat. A stabil eloszldsok hasznélata a pénziigyi modellezésben
hosszi multra tekint vissza, és az elméleti megalapozottsaga széles kori, de
az eloszlascsalad gyakorlati problémékban valé alkalmazhatésdgat nagyban
neheziti a zart alakban ismert stirliség- és eloszlasfliggvény hianya, valamint
a roppant szamitdsigényes algoritmusok. Az olyan 1j statisztikai mddszerek
kidolgozasa, melyek egyszertien hasznalhatdak, ezért id6szerl és aktualis fel-
adat.

Az &ltalam kidolgozott PIT becslés szimmetrikus stabil eloszlasok pa-
raméterbecslésére ad megbizhatd, nagy pontossdgi eredményt. A moddszer
a robusztus M-becslések csaladjaba tartozik, és megfelel$ statisztikai tulaj-
donsdgokkal rendelkezik. Az algoritmus és a sziikséges fiiggvénykdzelitések
rendelkezésre allnak, ezért az eljaras kénnyen implementédlhaté. Jelen dolgo-
zatomban igazoltam a PIT becslés gyakorlati feladatokban valé alkalmazha-
tOsagat.

Cikkemben a Budapesti Ertéktézsde legjelent&sebb részvényeinek arfo-
lyamvaltozasait vizsgaltam a 2004-2012 kozotti idészakban a logaritmikus
hozamok eloszldsan keresztiil. A hozameloszlasok paramétereit a PIT becslés-
sel és a STABLE szoftver segitségével szamitottam ki. Vizsgaltam a hozamok
eloszlasanak illeszkedését a normaélis, és a becsiilt paraméteri stabil eloszlas-
hoz. Az elvégzett x? és Kolmogorov-Smirnov tesztek alapjin elutasitottam
a normdlis modell haszndlatdt. A hozamok eloszlasdra konfidencia interval-
lumokat adtam, melyek korlatozott elorejelzési lehetOséget is biztositanak.
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ASSESSING ASSET RETURNS IN THE SYMMETRIC STABLE MODEL

In this study the basic characteristics of the stable distribution family, models of
stable portfolio theory and parameter estimation methods are summarized. Us-
age of heavy-tailed distributions is widely accepted in financial modeling, thus the
theoretical background is satisfactory. The distribution family has some property
which is hard to handle in applications, e.g. the lack of known closed formula of the
density and distribution function. Methods dealing with parameter estimation are
unreliable, difficult to use or computationally very intensive. That’s why research
in that field is still conducive. A parameter estimation method for symmetric sta-
ble distributions is presented, based on Probability Integral Transformation (PIT).
The estimation procedure is a robust M-estimate and it possesses good robust sta-
tistical properties. The method gives accurate and reliable results. The method
is easy to implement, because the algorithm and all necessary function approxi-
mations are available. In the present study it is proven that the method can be
applied in a practical application for real data sets. The logarithmic returns of
some assets of Budapest Stock Exchange between 2004 and 2012 were modeled
with symmetric stable distributions by PIT estimation procedure and STABLE
software. The distribution of logreturns were fitted to normal and stable distribu-
tions. By x? and Kolmogorov-Smirnov goodness-of-fit tests the normal model was
rejected. Confidence intervals for the returns were also given which provide some
sort of prediction.





