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NEM-PARAMETERES OKSAG TESZTEK KET
VALTOZORA!

ABALIGETI GALLUSZ
PTE KTK

Tanulmanyunkban a klasszikus Granger-féle oksig teszt legismertebb nem-
paraméteres alternativait mutatjuk be, tovabba ismertetiink egy fiiggetlen
kopuldkon alapulé, 6ndlléan kidolgozott mddszert. A tesztek bemutatédsa
utan kiilonb6z6 nem-linearis adatgenerdlé folyamatok segitségével szimulalt
adatsorokon hasonlitjuk 6ssze Oket, illetve a referenciaként szolgalé klasszikus
oksag tesztet. Eredményeink azt mutatjak, hogy az Gj médszer bizonyos ese-
tekben jobban teljesit a korabbiaknal. Végil a Dow Jones index hozama
és kereskedési volumene kozti oksagi viszony vizsgalatan keresztiil szemlél-
tetjitkk, miként lehet gyakorlatban alkalmazni a médszereket. Az empirikus
eredmények az irodalomban korabban is kimutatott oksdgi viszonyok létezését
tamasztjak ald.

1 Bevezetés

A gazdasdgi modellezés a 20. szdzad mésodik felében a sztochasztikus id6-
sorok felé orientdlédott, ami rengeteg 1j fogalom megjelenését eredményezte.
T6bbek kozott a sztochasztikus folyamatok és idésorok kozti oksagi relaciok
definidlasara meriilt fel igény. Méar 1956-ban Wiener is kisérletet tett ra
(Wiener, 1956), késdbb Granger egy miihelytanulményaban (Granger, 1963),
az attorést azonban az 1969-es Econometrica cikke (Granger, 1969) hozta
meg,.

Granger eredeti megfontolasa gyorsan elterjedt az ckonometriai vizsgala-
tokban. Ennek oka, hogy — kés6bb latni is fogjuk — rendkiviil kénnyen tesztel-
het6 és nem kell hozz4a kiilondsebb szamitasi kapacitas sem. Ennek kovetkez-
tében gyakorlatilag ez lett az egyetlen oksag teszt, ami minden 6konometriai
szoftverbe implementalasra keriilt. Az elmiilt 40 évben ugyanakkor megje-
lentek més alternativék is oksag tesztekre, melyek igyekeznek a Granger-féle
oksag teszt hidnyossagait pétolni, ebben a tanulmanyban négy ilyen tesztet
mutatunk be és hasonlitjuk Gssze teljesitményiiket a klasszikus Granger-féle
oksag teszttel.

A preciz elméleti fogalmak elétt probéaljunk intuitive okségi viszonyt de-
finidlni két idésor kozott. Arrdl van tehat szd, hogy tudjuk megragadni az
id6ben eltolt események kozotti viszonyt. Erre a legelterjedtebb mddszer a

1Szeretnék koszonetet mondani dr. Rappai Gédbornak témavezetémnek, dr. Kehl Déniel-
nek kollégamnak valamint a tanulmény lektordnak a tobbszori alapos atolvasdsért és az
eléremutaté megjegyzéseikért. Beérkezett: 2015. mdjus 30. E-mail: xx@ktk.pte.hu.
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korrelacié pontosabban a parcidlis korrelaltsag, hiszen abbdl mar minden mas
hatds ki van szlirve. A legegyszerilibb, ha egy linearis modellt frunk fel, ekkor
ugyanis a parcialis korrelacids egyiitthato kapcsolatban all a linedris modell
paramétereivel. Tekintsiik tehat a kovetkezo modellt:

Vi=aY, 1 +BXi1+¢ (1)

ahol €] ~ N(0,1) fiiggetlenek egymdstol, korabbi értékeiktdl valamint az X,
és Yy valtozoktol mindent = 1,...,T-re. Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy X
,,naivan” mem oka az Y-nak, ha 8 = 0, hiszen egy adott idépontbeli Y érték
és az 6t megel6z6 idGpontbeli X érték kozott nincs — linearis — kapcsolat.

Altaldban véve maradunk anndl az egyszeriu esetnél, amikor két valtozot
vizsgalunk, és az egyik idGsori érték a masikhoz képest csupan egy periddussal
van késleltetve. Tessziik ezt azért, hogy a lehet6 legérthetébb jeloléseken
keresztiil tudjuk bemutatni a mdédszertant. Természetesen minden modszer
tetsz6legesen kiterjeszthetd a késleltetés hosszanak és a valtozok szaméanak
szempontjabdl, a hivatkozott cikkek ezeket precizen meg is teszik.

A tanulmény szerkezete a kovetkez6: a 2. szakaszban a klasszikus Granger-
oksdgrol lesz sz6 réviden, taglalva elényeit, hatranyait. A 3. szakasz a klasszi-
kus oksagi fogalom nem-paraméteres kiterjesztését és a hozza tartozo teszte-
ket mutatja be, illetve ajanlunk egy, a fiiggetlen kopulan alapulé énalléan ki-
dolgozott mddszert, mig a 4. szakaszban Monte-Carlo szimulacié segitségével
hasonlitjuk 6ssze az addig bemutatott mddszereket kiillonb6éz6 adatgenerald
folyamatok esetén, végil az 5. szakaszban egy illusztrativ példan mutatjuk
be a mddszereket.

2 Klasszikus Granger-oksag

Az okségi irodalom gyakorlatilag legtobbet hivatkozott, ittord cikke Granger
(1969) szerint az X id6sor oka az Y-nak, ha javitja az elérejelzést az — ebben
az esetben — egy periédussal korabbi értékének segitségével. Azaz, ha a
miult informéaciéi koziil kivesszik az X korabbi értékét, akkor nagyobb lesz a
becsléstink variancidja, tehat romlik a becslés:

D*e(Y; | Vi1, Xi 1) <D*e(Y; | Yi1) (2)

ahol D2¢(Y; | Y;_1, X;_1) abbdl a becslésbél szarmazé hibatagok variancidjat
jeloli, amiben az Y;-t magyardzzuk az Y;_; és X1 véltozdkkal, mig a (2)
bal oldaldn a restrikciét tartalmazé modell becslésének variancidja &ll. A (2)
egyenl6tlenség tagadasaként all el6 a nem-oksag definicidja

D2(Y; | Vi1, Xi-1) = D2(Y; | Vi) (3)

azaz, ha a becslés hibdjat nem csokkenti az X;_; véltozé bevondsa (termé-
szetesen novelni nem fogja tudni, ezért szerepel egyenldségjel a két variancia
kozott).

Ez a definicié nem ir el6 semmit a modellre, de éppen ezért nem is
ad irdnymutatast arra nézve, miként kellene tesztelni az oksagot. Granger
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nyomdn tekintsiink ezentil egyszertien linedris esetet, azaz vegyik az (1)
modellt, és szamoljuk ki eldszor a (3) egyenlet jobb és bal oldaldn szerepld
variancidk kifejezéséhez sziikséges feltételes varhato értékeket:

E(Y; | Y, 1,Xe 1) =E(aY, 1 + 68Xy 1+ 6 | Vi1, Xi1) =

(4)
=aY,1 + BX;1 + B} =aYi 48X,

E(Y: | Y1) =E(@Y; 1+ 68X 1 +€ | Vi) =

v ()
=aYi_1+ BE(Xi—1) + E¢, =aYiq.

Igy a (3) egyenlet alapjén, akkor nincs oksidg X és Y idésorok kozott, ha
felirva a variancidkat

DQG(Yt | }/t—laXt—l) = DQ(Yt - E(Yt | Y1:—1>Xt—1)) =

(6)
=D’(Y; — Y1 — fXi1) = D%,

D2e(Y; | Y1) = D2(Y, — E(Y; | ;1)) = D*(Y; —a¥; ) =

(7)
= DQ(ﬂXt_l + ef) = 5203( + DQGX ,

azok megegyeznek. Tehdt az el6z0 szakaszban a nem oksédgra intuitivan beve-
zetett kritériumot kaptuk vissza az eredeti Granger-féle definiciot alkalmazva,
azaz

D2(Y; | Vi1, X;o1) = D?(Y; | Yioy) & 5=0. (8)

Visszatérve a (4) és (5) egyenletekre, rogton at tudjuk fogalmazni a definicidt,
hiszen

E(Y; | Yio1, Xi1) =E(Y: | Y1) < B=0 9)

feltétel is igaz lesz. Vagyis, ha nem valtozik a feltételes varhaté értéke Y
id6sornak az X egy periddussal korabbi értékének ismeretében, akkor X nem
oka Y-nak, vagy méasképpen ha X nem modositja Y varhato értékét, akkor
nem is oka annak.

Végil egy harmadik mddon is ki lehet fejezni a nem-oksagot, mégpedig a
korabban mar emlitett parcialis korreldcio segitségével:

E(Y, X 1| Y1) =BE((aYi1 +BX; 146 )X | Vioq) =
=E(@Y; 1 X, 1+ 08X+ € Xiq | Yia) =

= aY, 1 E(X;-1) + FE(X7 ) + E(6 )E(X, 1) = 50% )
10
amibdl a nem oksag feltétele:

Vi LXi 1 |Y, & B=0. (11)

Ezek alapjan mar tudunk adni egy definiciét a klasszikus nem-oksig fo-
galméra, ami ebben az egyszert 2-valtozos, egy periddus késleltetést tartal-
mazdé esetben az alabbi:
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1. Definicié. Az X iddsor klasszikus vagy gyenge értelemben mem-oka az
Y -nak, ha az aldbbi ekvivalens tulajdonsdgok valamelyike teljestil?

(i) D2(Y; | Vi1, X 1) = D2(Y; | Vi),
(ii) E(Y: | Yio1, X;-1) = B(Y; | Yi1),
(iii) Y, L X1 | Yios.

Gyakorlatban a definicio teljestilését — egyszeri esetben a § = 0 koriillmény
fenndlldsét — az (i) tulajdonsig vizsgélatara vezetjiik vissza. F-prébaval tesz-
teljitkk az X;_; bevondsdnak szignifikdns varianciacsokkentd hatdsét (Wald-
teszt).

A klasszikus oksagi fogalmat lezérandé vegyiik sorba, milyen elényokkel,
hatranyokkal bir ez a megkozelités. Mellette szol, hogy egyszeri, konnyen
érthet6 fogalomrol van sz0, a hozza tartozo tesztek egyszertien elvégezhetok
raaddsul a legtobb statisztikai, 6konometriai szoftver tamogatja Oket, raadasul
a teszt a mintaelemszamra nézve robosztus. Ugyanakkor a linearitas felté-
telezése nagyon megkoti a kutatd kezét, mikozben egyaltalan nem biztos,
hogy modellezni is kivanja a folyamatokat, csupan kideriteni valtozok kozotti
oksag meglétét. Tovabbi hatranya, hogy magasabb rendii momentumokban
bekovetkez6 hatasokat nem mutatja ki. Napjainkban a pénziigyi idésorok
kapcsdn mér nemcsak a vérhaté érték (vagy valamilyen szdrmaztatott valtozd
vérhaté értéke) fontos, ha csak a VaR-ra gondolunk, méris vildgos, hogy a
szoras kozponti szereppel bir a modellekben, de hasonléan lényeges lehet a
dontéshozoknak a csiucsossiga vagy ferdesége egy-egy hozamidésornak. Az
ezeket befolydsold hatasok kimutatdsara sajnos a klasszikus Granger-féle teszt
— kozvetleniil — nem alkalmas. Erre kindl megoldést a kovetkezo szakaszban
bemutatand6 nem-paraméteres valtozata a Granger-oksagnak.

3 Nem-paraméteres Granger-oksag

Az el6z6 szakasz végén lattuk, hogy a klasszikus Granger-oksag — a sok jé
tulajdonsaga mellett — rengeteg hianyossaggal bir, ezeket orvosolandé mertlt
fel az erOs értelemben vett oksdgi fogalom bevezetése.

Az 1. Definiciébdl kideriilt, hogy a gyenge oksagot jol lehet jellemezni
a feltételes varhaté érték és a feltételes kovariancia fogalmdaval. Ez utébbi
fogalmak szigoritdsa meriilt fel Granger—Newbold (1977) kényvben, ahol a
szerzOparos definidlja az er6s oksagot:

2. Definicié. Az X erdsen nem oka az Y -nak, ha az alabbi két ekvivalens
tulajdonsdg valamelyike teljesiil minden t =1,...,T-re3

(i) LOG | Yie1) = L0V | Yier, Xia),
(i) Yy L Xy 1 | Yy

2Az (i) 4tirdst lasd Granger (1963) cikkben, az (i) &tirdst ldsd Florens—Mouchart
(1985) cikkben.

3Természetesen az (i) és (ii) egyenletek ekvivalencidja kénnyen beldthatd, azért emeltiik
ki mindkét megfogalmazasi médot, mert az irodalomban mindkettét gyakran hasznéljak.
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A definicié elsé allitdsa a feltételes varhaté értéket szigoritotta feltételes
eloszlassa, mig a masodik a feltételes korreldlatlansagot feltételes fliggetlen-
séggé. Rogton latszik, hogy ha X er6sen nem-oka Y-nak, akkor gyengén sem
oka, hiszen ha két eloszlas megegyezik, akkor azok varhato értékei is meg-
egyeznek. Masrészt a ha X gyengén oka Y-nak, akkor erdsen is oka hiszen,
ha a feltételes varhaté értékek nem egyenléek akkor a feltételes eloszlasok
sem lehetnek egyenlGek. Ezeket a tulajdonsidgokat foglaltuk ossze az aldbbi
abran.

erds oksag «——— gyenge oksag

...

erés nem-oksig ———— gyenge nem-oksag

Ugyanakkor megforditva ezek az allitasok nem igazak, példaként tekintsiik
a kovetkez6 idésorokat:
Yi=X; 1 62/
Xt = 65( s

ahol €%, € ~ N(0, 1) korrelalatlan fehér zajok. Vizsgaljuk elészor is a gyenge
oksdgot! Az 1. definici6 (i) pontjdban szerepld egyenléség két oldalét kifejt-
ve:

EY |V, 1, Xe 1) =E(X;i 1 [ Y1, X 1) =Eg - X, 1 =0 (12

B(Y; | Y1) = B(Xi1- ¢ | Vi) = B(eY, - ¢) =B, -Bef =0, (13)

mivel a két feltételes varhatd érték megegyezik, a definicid értelmében az X
gyengén nem oka az Y-nak. Nézziik most meg az erés oksdgot a 2. definicid
(i) pontja alapjan:

L(Y: | Vi1, Xeo1) = N (0, X7 ) (14)

LY, | Vi) = L(V:) = L(&) - L(e1) = N (0,1) - N(0,1) ,  (15)

utébbi viszont még csak nem is normalis eloszlds, tehat erds értelemben oka
X az Y-nak.

A gyenge vagy klasszikus értelemben vett oksagi definicikhoz linedris
modellen keresztiil jutottunk el, mig az erés oksdg definicigjahoz nem kel-
lett semilyen modellfeltevéssel élni, ezért a tovabbiakban az erés oksagra a
szakirodalomban elterjedt nem-paraméteres oksdg névvel hivatkozunk.
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A 2. definici6 (ii) pontja alapjin, egyszeriien ki lehet mondani a mintabeli
nem-paraméteres nem-oksagra vonatkozd nullhipotézist:

Ho: LYY, Xeo1)=L(Y: | Yim) . (16)

Sajnos ennek az ellenérzése rendkiviil nehézkes, éppen ezért rengeteg,
egymastol akar jelentGsen is kiilonbozé moédszer is ismert az irodalomban
sokszor egészen mély matematikai ismeretek igényelve. Kozos ugyanakkor a
tesztekben, hogy — éppen a nem-paraméteres — mivoltuk miatt csupan valami-
lyen hatareloszlast tudnak kovetni a tesztstatisztikdk, amik pedig viszonylag
nagy mintaelemszamot kovetelnek meg, ez tovabb sziikiti ezen tesztek alkal-
mazhatosagat. Utdébbi problémat sulyosbitja, hogy minél tébb késleltetést
szerepeltetiink a vizsgalatban, a felhasznalhaté része a mintanak is anndl
révidebb lesz.

Réviden attekintve a mddszerek Su-White (2007) cikkben a szerzék a
feltételes eloszlasok egyezGségét a valtozdkhoz tartozo feltételes karakterisz-
tikus fiiggvények eltérésén keresztiil igyekeznek vizsgdlni, mig Sun (2008)
funkcionalanalizisbeli ismeretekre épitve a kovariancia operator segitégével
oldja meg a nem-linearitds problémajat. Van azonban egy jobban kortlha-
tarolhaté halmaza a mddszereknek, amikor a sirliségfliggvények viszonyait
vizsgaljak a szerzok, utébbiak informécidtartalmat stritve, atalakitva kezelik
a problémat. Jelen tanulméany kereteibe ez utébbi médszerek Gsszehasonlitasa
fért bele.

A szakasz végén vegyiik sorba, milyen elénytkkel, illetve hatranyokkal bir
a nem-paraméteres oksig fogalom a klasszikus értelembe vett Granger-ok-
sdggal szemben. A fogalom elényei:

e Semmilyen feltevéssel nem kell élni arra vonatkozélag, hogy milyen
modell illeszkedik az idOsori értékekre, illetve milyen eloszlast kovetnek,
ez adja a nem-paraméteres jellegét a tesztnek.

e Mig a klasszikus Granger-teszt csupan az ,,0kozati” idGsor varhato ér-
tékében bekovetkezo valtozast jelzi, azaz csak az els6 momentumban
torténé oksagot mutatja ki, addig a nem-paraméteres oksag tesztek a
magasabb rendii momentumokban is jeleznek. Ez els6sorban a révid
tava, magas frekvencids — altalaban pénziigyi — adatokban rendkiviil
fontos, ahol a varhaté érték olykor teljesen irrelevans, sokkal fontosabb
a szoras.

Természetesen hatranyai is vannak ennek a megkozelitésnek:

e Latni fogjuk a kovetkezd szakaszokban, hogy ezek a probak oOsszetett
szamitdsokat igényelnek, amihez térsul a szoftveres tdmogatas hidnya
is, igy egy gyakorlati felhasznalonak nehéz dolga van, ha alkalmazni
szeretné oket.

e Ebben az esetben két eloszldst hasonlitunk Gssze, tehat az idosoroktdl
elvart az erds stacionaritas ahhoz, hogy a prébak megbizhaté eredményt
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adjanak®. Szemben a klasszikus Granger-féle teszttel, amihez csupén a
gyenge stacionaritas sziikséges.

e Kis mintak esetében erésen megkérdéjelezhetoek az eredmények, amiket
a nem-paraméteres tesztek szolgaltatnak.

A kovetkezékben két, merében méas megkozelitést mutatunk be a nem-
paraméteres oksag tesztelésére. Az egyes megkozelitésekben gyakorlatilag az
a kiilonbség, hogyan tudjak az eloszlasokban rejt6z6 informéciét ugy striteni,
hogy végiil tesztelhet6 legyen az eredeti nullhipotézis — azaz a feltételes el-
oszldsok egyezdsége. Az els6 informacidsiiritd mddszer a korreldcids integral,
melynek kapcsan két, egymassal kozeli kapcsolatban allé tesztet mutatunk
be. Mig a masodik informacidstiritésre alkalmazott mddszer a kopuldk se-
gitségével torténik, gyakorlatilag arrdl van szd, hogy a kopuldk segitségével
nem véges tartoju suruségfiiggvények ,,beszorithatoak” az egységnégyzetbe
(kockdba), s igy az eloszldsok vizsgilata leegyszeriisodik.

3.1 Korrelaciés integral alapu tesztek

A (16) egyenletben megfogalmazott nullhipotézis konnyebb kezelhetésége
érdekében tegytik fel, hogy az Y; és X; véltozoknak létezik siirtiségtiggvénye.
Igy a feltételes fiiggetlenség akkor teljesiil, ha

IviveonXeos We | g1, me—1) = fyipvo, We | Y1) (17)

ahol y;,y;—1,xs_1 tetszéleges valds szamok. Azaz az X véltozd nem oka az
Y -nak, ha az iménti stirtiségfiiggvények minden pontban megegyeznek. Ezzel
kapcsolatban — tobbek kozott — két nagy probléma meriil fel:

e Empirikus esetben egy folytonos valtozo a legritkdbb esetben veszi fel
kétszer ugyanazt az értéket, igy a mintaban annyi kiilonbozé feltételiink
lesz a striségfliggvényekben, amennyi a mintaelemszama, ebbdl ko-
vetkezOen egy elemi ,,almintdkon” kellene tesztelni a fliggetlenséget —
ugyebar minden kilonbozé feltételre —, ami értelmetlen feladat.

e Ha az el6bbi problémat megoldottuk, akkor is a strtiségfiiggvények tel-
jes tartdjan kellene 6sszehasonlitani az egyenlet jobb és bal oldalat, ami
szintén nagyon nehéz.

Ez adja a motivaciot, egy olyan fogalom bevezetéséhez, ami egyrészt a
feltételben ,,megengedébb” a szigoru egyenléségnél, masrészt van annyi infor-
maéciotartalma, hogy ki lehessen valtani vele a siirtiségfliggvényt, ugyanakkor
ne egy fliggvény legyen — amit ismét pontonként kellene Gsszehasonlitani —,
hanem egy, a mintat jellemz6 skaldr.

Ezeknek az elvarasoknak prébal megfelelni a korrelacids integral, melyet
Baek-Brock (1991) cikk alapjan a kovetkezOképpen definidlunk:

4Mindhdrom bemutatdsra keriil6 médszer esetében elvaris, liasd (Hiemstra—Jones,
1994), (Diks-Panchenko, 2005), (Taamoutia et al., 2014).
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3. Definicié. Az X d-dimenzids valdsziniiségi vdltozoéhoz tartozd korreldcios
integradl a kovetkezd

Cix(8) = P (b | X! — X2 < ) (18)

ahol X1, X? ~ X fiiggetlen valdsziniiségi vdltozok és 6 > 0.

Természetesen d = 1 esetben a definici6 egyszerfien Cx (§) = P(| X' —
X2 < 6). Ez gyakorlatilag egy, az eloszldsra jellemz6 mérészam (mint
pl. az eloszlasnak egy momentuma), azt fejezi ki, mennyire koncentralédnak
az adott eloszlasban az értékek. Vegyiik példaképpen a normélis eloszlast,
ekkor a szoras fiiggvényében kifejezhetd a korrelacids integral, amit az 1. dbra
szemléltet.

<
® 9 |
o o
o
=
£ o |
B o
G
]
o ¥
= =]
N
o R“‘h——-q_
S 7 —
T T T T 1
0 1 2 3 4 5
sigma

1. dbra Norméilis eloszlashoz tartozé korrelacids integral kiilonb6zé szérdsok mellett
(6 =1, n = 10000)

Jol lathato, hogy alacsony szoras mellett a korrelacids integral értéke egy-
hez kozeli, ahogy né a szoras, ugy kevésbé koncentraltak az értékek, és ezzel
parhuzamosan csokken a korrelacids integral értéke is.

Lassuk, miként kapcsolédik a korrelacios integral fogalma eloszldsok egyen-
16ségének teszteléséhez, eleget tud-e tenni elvardsainknak. Legyen fx(x) az
X valdszinliségi valtozohoz tartozé striségfiiggvény, el0szor is vezessiik be a
kovetkez6 indikatorfiiggvényt, amit a késObbiekben is hasznélni fogunk:

1, halz—y| <

1 =< 19
o(®:9) {0, egyébként . (19)
Vegytlink egy n elemii mintat X-bol, jelolje x; az i-edik mintaelemet, és
becsiiljitk meg minden mintaelemre a hozza tartozo stiriiségfiiggvény értéket:

Fx () s = 5 tles ) = (o). (20)
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Most atlagoljuk le minden mintaelemre a hozza tartozé becsiilt stirtiségfiigg-
vény értéket:

_ZfX ‘rt ZfX ‘rt

1 A
T %nm—1) n—l Zzléx“% =Cx(6) = Cx(6) ,

=1 j#i

(21)

ezzel végérvényben egy becslofiiggvényét kaptuk a korreldcids integralnak. A
(21) egyenletbdl az is latszik, hogy ha két eloszlds megegyezik, akkor nyilvén
a hozzajuk tartozé korrelacios integral is, tehat ha a korrelacids integralra
vonatkozé nullhipotézist vetiink el, akkor az eredeti eloszlasokra is el kell
vetni. Ennek az allitasnak a megforditdsardl az irodalomban nem talaltunk
eredményt. Ugy sejtjiik, altaldban nem igaz, de ,,hétkoznapi” eloszlasokra
valamint elég kicsi 6 mellett bizonyos mértékben igaz a megforditas is, hiszen
egyébként nem lenne ereje az erre épiilé teszteknek.

Gyakorlatilag ez a logikaja mindkettd korrelacids integralra épito tesztnek,
amiket a kovetkez6 szakaszokban bemutatunk.

3.1.1 Hiemstra—Jones-teszt

A tovdbbiakhoz alakitsuk &t a (17) egyenletet a kiovetkezd — tesztelendd —
forméara:

Ho: fy, xi avios We T | ye—1) = frovios e [ ye—10) fxo v (e [ ye-1)
(22)
ez a valészintliségi valtozok nyelvén pontosan azt jelenti, hogy az Y; az X;_1-
t0l fiiggetlen Y;_; ismeretében.
A Hiemstra—Jones-teszt (Hiemstra—Jones, 1994) ebbél az alakbdl indul ki,
és maga a moédszer a kovetkezd észrevételen alapul®:

1. Lemma. Amennyiben a (22) igaz, igy kilonbozd t és s idépontokra
P(‘th — Y's‘ < (5, ‘Xt—l _Xs—l‘ <6 | Yi 1=Y,_1= y) =

=P(|Y: —Yi| <68 | Vo1 =Your =y)P(|Xem1 = Xoa| <6 | Yimr = Yiu =zé).
2

Bizonyitas. Az F1 fliggelékben kozoljiik. m|

A szakasz elején bevezetett korreldcids integral segitségével a (23) egyen-
16ség, mint nullhipotézis mér ,,majdnem” tesztelheté. A Szerzék otlete az,
hogy ezt a feltételben szerepld egyenloséget ,,rontsuk” el egy kicsit, tehat ne
varjuk el a tokéletes egyenléséget a feltételben, csupan annyit, hogy megfe-
leléen kozel essen egymashoz a két érték, azaz

5Ez az alapétlet Baek-Brock (1991, 1992) cikkekben mar megtalalhatd, végiil ennek egy
moédositasa ,,terjedt el” a gyakorlatban
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P(|Y: = Ys| <6, Xi-1 — Xoma| <8 | Vi1 = Yira| < 6) =

=P(|Y: = Y| <6 | Vi1 = Yeru| <6)P(|Xem1 — Xoma| <6 | [Yimr — Yeru[ < 6).

(24)
Ez nyilvdn némileg torzitja az eredményeket (természetesen 6 — 0 hatér-
értékben visszakapjuk a pontos Hyp-t). A fenti feltételes valdsziniiségeket
visszairjuk egyszeriibb formaba, és ezzel meg is kapjuk a Hiemstra—Jones-
teszt nullhipotézisét

Hi: P(Yi—Yi| <8 [Vir— Yo <6,|Xe1 — Xy 1| <) =
=P([Y, Y| <6 Vi1 = Ysuu| <6) .

Ezt a kifejezést mar lehet a korrelaciés integralokon alapulé médszerrel tesz-
telni, el6szor is atirjuk a feltételes valoszintiségeket, igy a kovetkezdhoz ju-
tunk:

(25)

P(D/t - }/5| < 67 th—l - }/s—1| < 67 |Xt—1 _Xs—1| < 6) _
P([Yio1 = Yia] <6, X1 — Xsa] < 0)

(26)
P Y| <6,V — Y| <6)
P(Vii-Voi<0)
Felhasznalva a korrelaciés integral definicigjat, adédik hogy
CYt7Yt—17Xt—1 (6) _ CYt7Yt—1(6) (27)

CYt—hXt—l (6) B CYt—l (6)

Vegyiik észre, hogy ugyanerre a kifejezésre jutunk, ha a korreldcids integralt
,,naiv” médon haszndljuk, tehdt (99) egyenletben egyszeriien kicseréljikk a
striuségfliggvényeket a hozzajuk tartozé korrelaciés integralra.

A kovetkezékben vézlatosan ismertetjiik a teszt menetét, idaig viszonylag
konnyt dolgunk volt a nullhipotézisek felirasaval, természetesen a tesztfiige-
vények — asszimptotikus — eloszldsanak levezetése ennél sokkal bonyolultabb,
az eredeti cikkekben megtalalhatéak. Eddig az y:, y:—1 €és x¢—1 tetszbleges
valds szamokat jeloltek, a kovetkezOkben azonban egy véges minta elemeit
fogjuk érteni alattuk, ahol t = 1,...,T. Eldszor is frjuk at (27) egyenletben
szerepld elméleti korrelacids integrélokat azok becsléfiiggvényeire:

T

A 1 1

X = R T ) ;;16<yt,ys> L(yr1,95-1) - L1, 1)
1 1 L

é = o0 T 1) 1 - s— 1 —1,Ls—
Yio1,Xt-1 (20)2 T(T—l);; s(Wi—15Ys—1) - Ls(@4—1,05-1)
1 1 L
é = oo T ay 1 s) 1 —15Ys—
Y:, Vi1 (26)2 T(T—l) t_zlsz# 6(yt)y\) 6(% 15 Ys 1)

T
A 1 1
Cy, ., = BTT—1) DY Ls(we1,us1)

t=1 s#t
(28)
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ekkor H;r fennéllasa esetén aszimptotikusan igaz lesz, hogy

15 -
lim — =X Yot L N(0,1), (29)

ahol Sy (T') becslésére a Szerzék (Hiemstra—Jones, 1994) a cikk fiiggelékében
térnek ki. A szimuldcidk soran ezt az Z-statisztikat szdmoltuk ki, majd két-
oldali p-értéket hataroztuk meg hozza.

3.1.2 Diks—Panchenko-teszt

Diks és Panchenko szerint a Hiemstra és Jones tesztje sokszor jelez okségot
indokolatlan esetben is (Diks—Panchenko, 2005), ami elsésorban a iménti sza-
kaszban bemutatott torzité hatds miatt van, ennek minimalizalasa motivalja
a szerzoket.

Az otletiik, hogy a nullhipotézis fennallasa mellett egy silyfiiggvénnyel
szorozzék meg (99) egyenlet mindkét oldaldt. Vildgos, hogy tetszdleges g(-)
fliggvénnyel megszorozva a nullhipotézist az nem véltozik, tehat ezt megte-
hetjik, de természetesen jra ki kell szamolni, hogy immaron milyen eloszlast
fog kévetni a prébafiiggvény. A szerzék az f%t_l (y:—1) fiiggvényt vilasztottak,
igy a Diks—Panchenko-teszt nullhipotézise

HOi : fYt7Yt—17Xt—1(ytayt—la‘rt—l)fyt—l (yt—l) = (30)

=[x Yo (@1, ye—1) froveos (e, Ye—1) -
Ennek az allitasnak is korrelaciés integralon keresztil torténik a tesztelése,

ahogy azt az el6z6 szakaszban a Hiemstra—Jones-tesztnél lattuk. Felhasznalva
a (28) jeloléseit az aldbbi prébafiiggvényhez jutunk:

CA(Y Y; X CA(Y - CA(Y X CA(Y Y;
Lim ts¥p—1,X¢—1 t—1 t—1,%¢t—1 tsYe—1 NN 0) 1 ,
T— o0 SDP(T) ( )

VT

ahol az Spp (T') kiszdmitasérél Diks—Panchenko (2005) cikk A.1 fiiggelékében
térnek ki a szerzék. A HJ-teszthez hasonldan itt is kétoldali p-értéket sz&-
moltunk a tesztfiiggvény értékébol. Mindkét teszt esetében felmeriil a kérdés,
hogy milyen ¢ értékkel szamoljunk, ennek optimalis értékérol, illetve leveze-
tésérdl részletesen (Diks—Panchenko, 2005) cikkben olvashatunk.

Osszefoglaléan elmondhatjuk a korreldciés integralon alapulé médszerek-
rél, hogy a feltételes fliggetlenség tesztelésének problémajat Gtletesen vissza-
vezeti feltétel nélkiili eloszlasokra, igy folytonos véltozokra is kezelhetévé
valik a probléma. Ugyanakkor a feltételes eloszlasokban a feltétel ,,gyen-
gitése” azzal jar, hogy nem pontosan az eredeti problémat tudjuk tesztelni
segitséglikkel.

(31)
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3.2 Kopulakkal kapcsolatos tesztek

A kopuldk hasznalata mara mar teljesen dltaldnossa valt a pénziigyi matema-
tika legtobb teriiletén (kockdzatmenedzsment, drazdsi modellek stb.), haszna-
latukat a valdszinliségi valtozok egyiittmozgasat méro korrelacié hidnyossagai
tették indokolttd. A pénziigyi piacokon az Eszkézok drfolyamai/hozamai szo-
vevényes médon fiiggnek egymastdl, ezeket a fiiggségeket nem lehet linearis
keretek kozott mérni, ahogyan azt a korrelacié teszi. Ugyanakkor az egyiittes
eloszlasukat nem ismerjik, a kopuldk ezt a hianyt prébéljak kisebb-nagyobb
sikerrel pétolni. A bemutatni kivant mdédszerhez a kopuldknak csupén néhany
tulajdonsaga fontos, igy viszonylag rovid bevezetét adunk réluk, magyar nyel-
ven (Varga, 2004) cikkét ajanljuk a részletesebb megismerésiikhoz.

A tovabbiakban nekiink csupdn 2 és 3 dimenzids kopuldkra lesz sziiksé-
gunk, igy az egyszeriiség kedvéért most 3 dimenzidsra mondjuk ki a definiciét
valamint mutatjuk be a szamunkra sziikséges tulajdonsagokat, abbdl egysze-
riien lehet sziikiteni 2 valtozdsra.

4. Definicié. Egy C:[0,1]3> — [0,1] eloszldsfiigguény kopula, ha minden
valtozdja szerinti margindlis eloszldsa standard egyenletes.

Tekinthetjiik gy is, hogy a kopula egy [0, 1]-es értelmezési tartoményra
atskalazott eloszlasfliiggvény, s igy tudunk bel6le a [0, 1] intervallumba esé vé-
letlen szamokat generalni, amibol inverz eloszlasfiiggvényekkel véletlen érté-
keket kapunk. A kopuldkkal kapcsolatos legfontosabb tétel kévetkezik (szintén
hérom valtozés forméaban):

1. Tétel (Sklar, 1959). Minden 3 wvdltozds F eloszlasfiiggvényhez létezik
olyan, szintén 8 vdltozos C kopula, hogy

C(Fx(z),Fy(y), Fz(z)) = F(z,y,2) .

Tehat, ha a priori a kopuldbdl, vagy a marginédlisokbdl, vagy az egytittes
eloszldsfiiggvénybél ismeriink kettét (vagy feltessziik, hogy ismert), akkor a
harmadikat ki tudjuk szamolni. A tétel jelentésége abban all, hogy empirikus
problémaknal a margindlisokat tipikusan ismerjiik, hiszen az egyes valtozok
empirikus eloszlasfiiggvényét a mintabdl meg tudjuk hatarozni. Ezek utéan
valamilyen a priori feltevés utjan kivalasztjuk a hasznalatos kopulat, s ki
tudjuk szamolni az egyiittes eloszlasfiiggvényt, illetéleg tudunk generdlni az
egylittes eloszlasfiiggvény segitségével mesterséges mintat, amit kiilonb6zo
szimuldcidkhoz felhasznalhatunk.

A kopuldknak szamos hasznos és fontos tulajdonsdga van, szamunkra
most a kopulastiriség, ami kiemelt szerepet jatszik. Derivaljuk mindharom
véltozé szerint a (32) egyenlet mindkét oldalat, igy a kovetkezét kapjuk:

93
Juovan C W v w)fx (@) fy (y)fz(2) = f(z,y,2) , (33)
ahol u = Fx(x), v = Fy(y) és w = Fz(z) valamint fx, fy, fz a megfeleld
margindlisokhoz és f az egylittes eloszlasfliggvényhez tartozd striségfliggvé-
nyek.
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5. Definicid. Egy & vdltozos C kopuldhoz tartozo kopulasiiriiség alatt a ko-
vetkezd fligguényt értjik
83
c(u,v,w) = mC(u,v,w) . (34)
Amig a kopula az eloszlasfiiggvényhez kapcsolédé fogalom volt, addig a
kopulastiriiség a surtiségfiiggvényhez, tulajdonsagai is ehhez hasonlitanak:
nem-negativ (de nem biztos hogy egynél kisebb) és a kopuldhoz hasonléan az
egység kockan (négyzeten) van értelmezve. A révid médszertani attekintés
utan két eljarast mutatunk be, melyek segitségével a feltételes fliggetlenség
problémaéja kezelhetd.

3.2.1 Bernstein-kopulan alapulé teszt

Taamoutia et al. (2014) cikke nyomén a kopuldn alapuld oksig teszt Otlete,
hogy a peremeloszlasok ismeretében egy kopulabdl szarmaztatjuk az egyiittes
eloszlast. Azaz az egyiittes eloszldsokat, pontosabban azok stirtiségfliggvényeit
kicseréljiik kopulastiriiségekre, s az egyiittes eloszlas helyett a becstilt kopula-
kat fogjuk Osszehasonlitani, ebbdl vezetjik le a tesztet. Ha tehat fenndll (16),
akkor igaz, hogy

Ho:  fyiyveoxe s We lye—1,2e-1) = fvypvioy (Ue | 9e-1) - (35)
El6szor a feltételes stirtiségeket irjuk at, igy a H

fYt,Yt_1,Xt_1(ytayt—la'rt—l) _ fYt,Yt_1(ytayt—1)
fYt—hXt—l(yt—laxt—l) fYt—l(yt—l)

, (36)

beirva a kopulastirtiségeket a (33) egyenlet alapjan, és bevezetve a w; =
Fy,(y;) illetve u; = Fx, () jeloléseket

CYt,Yt_l,Xt_l(wtawt—laut—l)fYt(yt)fYt—l(yt—l)th_l(-rt—l) _
ey, 1, X (W1, 1) fr, o (Ye—1) fx, oo (@e—1)
_ oy (Wi wi) fr () fr s (96-1)
fve o (Ye-1)

igy egyszerlisitések utdn az atirt — immaron csak kopulastirtiségeket tartal-
maz6 — nullhipotézis:

(37)

)

o> - th7Yt—17Xt—1(wt)wt—laut—l)
0 -

CYt7Yt—1(wt?wt—l)CYt—hXt—l(wt—l?ut—l) b (38)
Az vildgos, hogy a mintdbdl ismerjiik az emprikus peremeloszlasokat, mar
,,csak” egy megfelel6 empirikus kopulat kell kivalasztani, amivel meg tudjuk
becstilni a fenti kifejezést, és meg tudjuk hatarozni, milyen eloszlast kovet.
Id6soros modellekben leggyakrabban alkalmazott kopula a Bernstein-ko-
pula (részletesen lasd Sancetta—Satchell, 2004). A teljesen dltalanos definicié-
jat nem mondjuk ki, méar csak a specidlisan erre a feladatra felirand6 2- és 3-
dimenzids esetekkel foglalkozunk (4ltaldban sem nehezebb megadni a kopuldt,
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ezért is tekintiink el az ltaldnossdgtol). Ehhez tekintsiik az (Y, o1, X¢—1)
— ismeretlen — eloszldsbdl szdrmazd {(yt,yt_l,xt_l)}tT:l mintat. Legyenek
tovdbba u, = Fx, r(z¢) és w, = Fy, v(y:), ahol Fy, r és Fx, v a T hosszi
mintabdl szarmazd empirikus eloszlasfiiggvényt jeloli, azaz a mintabeli x; és
ys értékek az u; és wi-hez tartozd empirikus kvantilisek.

Vezessiik be tovabba a kovetkez6 2- és 3-dimenzids kockékat:

s [ii—=1 i\ [ia—1 4
B = L = 39

s [i—1 i\ [ia—1 ig\  [is—1 is
iz _ 2% 2} B 4
Bi [kk)x[kk>x[kk (40

valamint legyen 13:01,1'2 () és 13;1,1'2,1'3 (+,+,+) a kockdkba esésre vonatkoz6

indikator fiiggvény.
Ekkor a 2-dimenzids, becstilt Bernstein-kopuldkat egy tetszéleges pontban
a mintan az alabbi médon szamitjuk

&, 0 Yo, (91,92) =

ko k 9
k i o
k2 Z Z 1B:‘sz (we, wi—1) H <i€ N 1>ng 1(1 —ge)(k P 1)] )

i1=112=1 (=1

1 T
:TZ
t=1

éYt—l,T7Xt—1,T (927 93) =

ko k )
N o
k2 Z Z 13214‘2 (wt—h%f—l) H <i€ - 1>g/z 1(1 . ge)(k ¢ 1)] )

i1=112=1 (=1

1 T
::_FZ
t=1

tovabba a 3-dimenzidsat az alabbi mdédon

Y, r,Yio1, 1, Xe1,1 (gla g2, 93) =

k k k 3
Ny L
k?’z Z Z lB:'Cl,ig,i;; (wt,wt_l,ut_l)g <ie>g€[(1 — gé)(k y) 1)]

1 T
— E
t=1 11=11,=113=1

Ebbdl a hdrom — a mintdn megbecsiilt — kopulabdl egy un. oksdgi mértéket
szamolunk ki®

CMp = lilog <A éYt,Tvyt—l,Tth—l/,\T(wt)wt—laut—l) > -
T —1 &Yy .Y, (wt> wt—l) “CYi 1 X1 r (wt—h ut—l)
(44)
Ez mutaté Taamoutia et al. (2014) alapjdn mér aszimptotikusan normélis
eloszlast fog kovetni a megfelelé varhaté értékkel és szérassal:

2CM _T—l 3/2
lim 7322 M N

T—o0 g

0,1),

SGeweke (1982) cikkben szerepld oksigi mérték nem-linedris kiterjesztése.
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ahol o = v/2(m/4)%/? valamint £ = —7%/2 /8 + 7w /2k~1/2 — =1 (x1/2 —1).
Ahogyan a korreléciés integral alapu teszteknél, itt is el kell 1atni értékkel

egy ,,bandwidth” paramétert, a k-t, ami jelen esetben a kockdk méretében

jelenik meg. A szerzSk nyomén ezt k = |T'/?| nagysagira valasztjuk.

3.2.2 Fiiggetlen-kopulan alapulé teszt

Az utolsé mdédszer, ami bemutatésra kertil, egy altalunk kidolgozott teszt a
nem-paraméteres oksag vizsgalatara. Mddszertink alapja, hogy két folytonos
skalan mért valtozd — gondolhatunk itt rogton idosorokra — feltétel nélkuli
fiiggetlenségének tesztelése kopuldk segitségével megoldott feladat (ldsd. Ge-
nest—Remillard, 2004; Genest et al., 2007). Ugyanakkor szdmunkra a felté-
teles fiiggetlenség, ami igazan érdekes, hiszen éppen a feltétel ismeretében
tudjuk kiszirni azokat a hatasokat, melyek nem kozvetleniil 1épnek fel Y; és
Xt—l kozott.

A probléma hasonlé mint a kordbbi korrelaciés integrdlon alapulé maéd-
szerek bemutatasnal, a folytonos skalan mért idGsori értékeknél véges mintan
lehetetlen egy-egy adott pontra elkésziteni a feltételes eloszlast, mert a rész-
minta egy elembdl fog allni. Ennek athidalasara — Hiemstra és Jones 6tletétol
vezérelve — beosztottuk a mintdban szereplé y;_1 értékeket k darab cso-
portba, igy kaptunk k szamu egymastdl elszepardlt almintat. Ezt kovetden
minden almintan elvégeztiik a kopula alapu fiiggetlenség tesztet, amit R
kornyezetben a copula csomag tartalmaz (Hofert et al. 2015), ami szintén
Genest—Remillard mddszerét hasznalja. Majd az igy kapott p-értékeket agg-
regaltuk, a médszer Fisher (1948) 6tletén alapul, aki azonban fiiggetlen rész-
mintdkra dolgozta ki a moddszert. Nem fiiggetlen mintdk esetére Brown
(1975) adott egy aggregéldsi médszert. Ez azonban viszonylag nehézkesen
alkalmazhaté a gyakorlatban, ugyanis numerikus integralast is tartalmaz, s
egyszerlien til hosszi. Alternativ megoldést kindl Poole et al. (2015), az
6 modszeritket — amire empirikus Brown-mddszer néven fogunk hivatkozni
ezentl — azonban némileg médositani kellett (melyrél késobb lesz sz6), hogy
esetiinkben is alkalmazni lehessen.

Osszefoglalva — és formalizdlva — a fentieket, a kovetkezd 1épéseket kell
kovetni ez eljaras soran:

1. Definidljuk a feltételi halmazokat: legyen k > 1 és

cofi—1 i
Bk-:|:77E>a

ahol i € {1,...,k}, igy természetesen UF_; Bi = [0,1) és BL N Bi = 0.
2. Bontsuk szét a teljes mintankat az alabbi almintdkra
(Y 2y_y): = {(ytaxt—l) | Fy, (y1-1) € B,i} ,

és az empirikus margindlisokra vezessikk be az Fy. () és F,  1(-)
jeloléseket. Legyenek tovabbd az egyes almintdk id6 indexei a 7;i-vel



174 Abaligeti Gallusz

jelolve, ezekre természetesen igaz, hogy UY 7,0 = {1,...,T} és T\ N
7! = 0. Ez utébbi halmazok hosszét pedig jeloljiik rendre T}-vel, ekkor
természetesen S Ti = T.

3. Minden S} részmintdn végezziik el a fiiggetlenség tesztet. Ehhez elészor
becstiljik meg az empirikus kopuldkat a részmintakon:

i 1 i i

Cr(u,w) = Ti Z 1(FYt,T(yt) < u)l(FXt_l,T(-rt—l) <w).
k teT}

A nullhipotézisben a fiiggetlenséget a fiiggetlen kopula segitségével tud-

juk megfogalmazni:

HY: Ch(u,w) =u-w .

Magaban a fliggetlenség tesztben a probafliggvény az empirikus kopula
pontonkénti eltérését vizsgalja a fliggetlen kopulatol:

CM(u,w) = ﬁ(é‘T(u,w) —u-w) .

Ez a kifejezés véletlen u, w értékekre aszimptotikusan Cramer—von Mises
statisztikat kovet”, melynek sajat tablazatdbdl olvassuk ki az i-edik
almintdhoz tartozé teszt p-értékét, jeloljiik ezt pi-vel. Megjegyezziik,
hogy ezt a 1épést teljes egészében a copula csomag végzi.

4. Aggregdljuk a p-értékeket az empirikus Brown-mddszer segitségével:

k
U= —2210gpi ,
i=1

ami egy atskdlazott x? eloszldst kovet, azaz U ~ cx32 - A ¢ és f kon-
stansok kiszamitdsat az F-2 Fiiggelékben ismertetjiik. Ezek alapjan a
,,globdlis” p-értéket a kovetkezOképpen szamolhatjuk ki

p= l_Fng(\I//C),

amennyiben ez az elére rogzitett szignifikanciaszint alatt van, akkor
elvetjik az eredeti, feltételes fliggetlenségre vonatkozé nullhipotézist.

A moédszer fontos része a Bj-k halmazok rendszerének meghatdrozdsa,
természetesen nem kotelezd egyenletesen k részre osztani a [0,1] intervallu-
mot, viszont minden esetben biztositani kell az elegendé mintaelemszamot a
részmintdkban a szdmitdsokhoz. Tovabbi vizsgélatra lehet érdemes a Bji-k
valamilyen mas — bizonyos szempontbdl optimalis — felosztasa, ez nem targya
ennek a cikknek.

7A Cramer—von Mises statisztika eloszldsok kozti tdvolsdgot mér, ebbdl a szempontbdl
hasonlé a Kolmogorov—Szmirnov statisztikahoz, részletesebben Csérgé—Faraway (1996) ta-
nulméanyét ajanljuk.
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A kopula alapi médszerekrdl 6sszefoglalasképpen elmondhatjuk, hogy a
tesztelendo feltételes fiiggetlenséget kopuldk fiiggetlenségére vezetik vissza.
Ennek a megkozelitésnek az elénye, hogy nem a teljes IR? és IR? halmazokon
kell vizsgalni stirtiségfiggvényeket, hanem az egység oldali négyzeteken, koc-
kékon ezzel gyakorlatilag bestirftjiikk a mintapontokat. Altaldban a kopuldk
illesztése szoftveresen viszonylag jol tamogatott, ugyanakkor ezek konkrét
problémakra val6 alkalmazasa, ahogy az esetlinkben is torténik, mar 6nalld
programozasi munkat igényel.

Ezzel a végére értiink a teszteket — legalabbis vazlatosan — bemutatd
résznek, amibol kideriilt, hogy a nem-paraméteres oksag tesztelése alapvetGen
egy feltételes fliggetlenség tesztre vezetheto vissza. Ezt pedig eltérd metodold-
gidkkal prébaljak kezelni a szerzok, azonban kozos vondsa a teszteknek, hogy
relative nagy a szamitasigényiik, és mivel asszimptotikus tulajdonsagaikat
ismerjiik a prébafiiggvényeknek, igy elengedhetetlen a megfelelé mintanagy-
sag az alkalmazasukhoz.

4 Szimulacios példa

A szamitdsokhoz R kornyezetet hasznaltunk, elsésorban a meggyézé teljesit-
ménye miatt, illetve a kopuldk illesztése csomagokkal jél tamogatott. A ko-
rabban bemutatott négyféle nem-paraméteres Granger-tesztbol a Hiemstra—
Jones- és Diks—Panchenko-teszteket egy kiilsé szoftver segitségével futtattuk.®
A Bernstein-kopuldn alapulé tesztet teljes egészében R nyelven implementél-
tuk, a fiiggetlen kopula médszer 1ényegi részét a copula csomag végzi (Hofert
et al., 2015) illetve (Poole et al., 2015) médszert a szerzék dltal irt fiiggvények,
valamint a referencia tesztként szolgalé klasszikus Granger-tesztet tobbek
kozott az lmtest csomag (Zeilies—Hothorn, 2002) tartalmazza.

A szimuldcidkhoz négy kiilonb6z6 adatgenerals folyamatot hasznédltunk,
melyek az alabbiak:

DGPl: Y, =aY, ; +8X, 1 +¢€, X, =X, +€f,  (46)
DGP2:  Y,=aY, 1+ (X2, +e, Xi=7vXi1 46, (47)
DGP3: Y, =Y, 1 X1 +e, Xi=7vXi1 46, (48)
DGP4: Y, =o0i), ol=a+0X2,, Xi=7vX;_1+e, (49)

ahol €X, e ~ N(0,1) fiiggetlen valészintiségi valtozék. Valamennyi adat-
general6 folyamatot ugy definidltuk, hogy 3 # 0 esetben X — Y oksag alljon
fenn, valamint «, 3,7 < 1 feltétel mellett mind a négy folyamat stacioner,
gy a prébak megbizhaté eredményt szolgaltatnak.”

8Ez gyakorlatilag egy, a szerzGparos &altal irt C kéd, amit aprébb médositasok
utdn Wdjraforditottunk és R-b6l hivtuk meg a programot, majd visszaolvastuk az
eredményeket R-be, a kéd megtaldlhaté a Cees Diks weblapjan: http://www.uva.nl/en/
about-the-uva/organisation/staff-members/content/d/i/c.g.h.diks/c.g.h.diks.html

9Taamoutia et al. (2014) is tdbbek kdzdtt ezeket a DGP-ket hasznéljdk a szimulacidk-
ban.
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Valamennyi adatgeneralé folyamatnal ,,0k” szerepét betolté X, iddsor
elsérendli autoregressziv idGsor, a kiilonbség az ,,okozat” idésor forméjaban
van. A DGP1 egyszerii linedris modell gyakorlatilag referenciaként szolgal,
a DGP2-ben az ok kvadratikus forméaban jelenik meg, a DGP3 folyamat
felfoghato6 egy valtozo egytitthatds elsérendii autoregressziv modellként, ahol
az egylitthat6 szintén egy AR(1)-b6l szarmazik, mig a DGP4 leginkédbb egy
GARCH modellre hasonlit, amiben a feltételes variancia egy exogén valtozotdl
fligg. Az els6t leszamitva mindegyikben van valamilyen nemlinearités, igy azt
varjuk, hogy esetiikben a Granger-féle teszt ,,rossz” eredményt szolgdltat,
ugyanakkor a mésik hdrom mddszer jelezzen a (3 # 0 esetben.

A szimulécidk sordn 250 periédus hosszu idésorokat generdltunk ezt prak-
tikusan ugy értelmezziik, mintha egy éves idGhorizonton, napi frekvencian
vizsgdlnank tézsdei idGsorokat (pl. napi zaréarfolyamot). Ezekre a generdlt
id6sorokra minden esetben alkalmazzuk a teszteket és a kapott p-érték vala-
mint az eldre rogzitett szignifikancia szint alapjan dontiink a nullhipotézisrol.
Majd a szimuldcié végén minden kiilonbo6zé 5 értékre (8 = 0 esetben ez a
Hy, egyébként a H; feltétel teljesiilését jelenti) kiszdmoltuk milyen ardnyban
vetettiik el a nullhipotézist, azaz néhany pontban kiszamoltuk a tesztek ero-
fliggvényeit, kiegészitve azzal az esettel, amikor a nullhipotézis igaz. Ez utdob-
bi feltétel mellett idedalis esetben vissza kellene kapni az elére rogzitett szignifi-
kanciaszintet, minden egyéb 3 érték mellett pedig elméletileg minden esetben
el kellene vetni a nullhipotézist. Az eredményeket bemutatasakor ,,HJ”-vel
a Hiemstra—Jones-tesztet, ,,PD”-vel a Panchenko-Diks-tesztet, ,,CB”-vel a
Bernstein-kopulan, ,,CI”-vel a fliggetlen kopuldn alapulé tesztet, mig ,,GR”-
rel a Granger-féle tesztet jeloltiik.

Az 1. tabldzat a 0 és 0.5 kozotti § értékek esetében vizsgdlja a tesztek
teljesitményét « = v = 0.5. Ahogyan vartuk a DGP1 esetében (linedris
modell), a Granger-féle teszt érzékenyebben reagil a [ novekedtével mint
a tobbi, nem-paraméteres tarsa. Nem sokkal elmaradva téle a fiiggetlen
kopula alapu teszt is viszonylag alacsony 3 mellett nagy ardnyban jelzi az
oksagot, a két korrelacids integralon alapulé mddszer csupan 0.3-as § érték
kortl mutat szignifikans oksagot, a legrosszabb eredményt pedig a Bernstein-
kopulan alapulé teszt produkélja. Ugyanakkor a tobbi — nem linearis — eset
mindegyikében nagyon rosszul teljesit a Granger-féle teszt, hiszen rendkiviil
kicsi ardanyban jelez oksagot, itt mar csak a nem-paraméteres prébdakban
bizhatunk. A DGP2 (kvadratikus) esetében a korreldcids integrélon alapuld
tesztek bizonyultak hatékonyabbnak, mig a DGP3-nél (véltoz6 paraméterii
AR) a kopula alapiiak reagdltak gyorsabban a § paraméter névekedtére. A
DGP4 esetében (GARCH jellegii) a korreldcids integrél alapu tesztek jeleztek
kordbban, raadasul a fiiggetlen kopula alapi teszt az adott paraméter tar-
tomanyban nagyon rossz aranyban jelzett oksagot.

A szimulacidk tanulsaga, hogy a nem-paraméteres prébak esetében sem
mindegy, hogy milyen jellegii nem-linearitds jelenik meg a folyamatban. A
kopula alapti modszerek érzékenyebbek a varhaté értékben torténd elmoz-
duldsokra (DGP2, DGP3), mig a korreldcids integrélon alapulé mddszerek
jobban teljesitenek a méasodik momentumban bekovetkezo hatasokra.



Nem-paraméteres oksag tesztek két valtozora 177

3 HI] PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.041 0.029 0.001 0.040 0.050
0.10 0.080 0.073 0.009 0.114 0.436
0.20 0.308 0.373 0.052 0.461 0.952
0.30 0.743 0.816 0.261 0.837 0.999
0.40 0.968 0.984 0.708 0.983 1.000
0.50 0.999 0.999 0.931 1.000 1.000

DGP2 0.00 0.045 0.039 0.001 0.051 0.052
0.10 0.156 0.157 0.014 0.085 0.082
0.20 0.661 0.680 0.232 0.183 0.163
0.30 0.948 0.958 0.689 0.370 0.256
0.40 0.997 0.998 0.970 0.629 0.300
0.50 1.000 1.000 0.997 0.795 0.369

DGP3 0.00 0.028 0.020 0.055 0.039 0.053
0.10 0.045 0.038 0.087 0.086 0.061
0.20 0.139 0.125 0.309 0.410 0.076
0.30 0.359 0.361 0.692 0.824 0.113
0.40 0.730 0.734 0.964 0.986 0.149
0.50 0.910 0.917 0.996 0.997 0.244

DGP4 0.00 0.037 0.031 0.069 0.051 0.044
0.10 0.628 0.548 0.191 0.055 0.105
0.20 0.931 0.892 0.432 0.081 0.158
0.30 0.991 0.974 0.607 0.093 0.144
0.40 0.996 0.993 0.780 0.110 0.176
0.50 0.998 0.998 0.877 0.106 0.187

1. tabldzat. T = 250, N = 1000, 3 € {0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5},
nominglis szignifikancia szint= 5%

Ez alapjan nem gondoljuk, hogy 1étezik — legalédbbis jelenleg — egy olyan
modszer, amit onmagaban lehetne alkalmazni, a gyakorlati probléméknal cél-
szeri mindegyik médszerrel megvizsgélni az adott idésorokat. A tovabbiak-
ban mi is ezt a gyakorlatot fogjuk kovetni.

5 Empirikus példa: hozam és kereskedési vo-
lumen kapcsolata

A tézsdei részvények hozama és kereskedési volumeniik kozotti viszony régdta
téméja a pénziigyi 6konometridnak. Az els6 cikk, ami ezen a teriileten késziilt
Granger-Morgenstern (1963) szerz6k nevéhez flizédik, 6k még csupédn heti
kereskedési adatok alapjan probalta egyes részvények illetve részvényindexek
hozama és volumene kozti kapcsolatot feltarni. Azdéta természetesen sok
més elemzés is napvildgot 1atott', kivalé osszefoglalét ad a téma empirikus
eredményeirol és az ezeket magyarazni probalé elméleti modellekrél Karpoff
(1987). Altaldban az mondhaté el, hogy a hozam volumenre gyakorolt hata-
sat konnyebb kimutatni, hiszen a piaci szereplok nagy része arjelzés alapjan
kereskedik, a forditott irany ilyen szempontbdl érdekesebb, hiszen ebben az
esetben az sem egyértelmi, hogy létezik-e ilyen hatas.

10T3bbek kozott Hiemstra—Jones (1994) cikk is ezen a példén teszteli az altaluk kife-
jlesztett tesztet
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A kordbban targyalt médszertani részeket bemutaté cikkek is szinte kivétel
nélkiil a hozam-volumen kapcsolatan keresztiil illusztraljdk elméleti eredmé-
nyeiket. Hiemstra—Jones (1994) hosszi adatsorokon (30 éves idésor a II.
vildghdboru el6tt és 40 éves utdna) mindkét irdnyd nem-linedris kapcsolatot
kimutattdk a Dow Jones Industrial Average (tovdbbiakban DJIA) részvény
index esetében. Ugyanezen az indexen végzett elemzést Diks—Panchenko
(2005), 1950 és 1990 kozott szintén bizonyitottak mindkét irdnyd nemlinedris
kauzalitdst. Mig Bouezmarni et al. (2009) 1988 és 2005 kozott vizsgéltdk az
S&P 500-at, ahol mindkét irdnyban taldlt nem linedris kapcsolatokat. Ko6zos
tovabba az emlitette cikkekben, hogy klasszikus — linedris — oksagot csak
agy sikerult kimutatni, ha az oknak a hozamot, okozatnak pedig a volument
tekintették, forditott iranyban nem.

Elemzésiink soran mi a DJIA indexet vizsgaltuk napi frekvencian. Hozam
alatt a napi zar6 indexérték loghozamat értjiik, a volumen pedig a részvény-
indexbe tartozd papirok napi Osszes kereskedési volumenének elsé differen-
cidja (darabszémban megadva). Az vizsgdlat idStartomény 2010.01.04-t61
2015.01.02-ig terjed, tehat 5 év kereskedési napjainak adatai, ezeket lathatjuk
a 2. dbran.
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2. dbra. DJIA index hozama és volumen véltozdsa 2010.01.04-t51 2015.01.02-ig

Mindkét idosor esetben vizsgaltuk a stacionaritast, a loghozam és a volu-
men elso differencidja is egyértelmiien stacioner mind a Dickey-Fuller, mind a
KPSS teszt alapjan. Differencia képzés nélkiil a volumen csak Dickey-Fuller
teszt alapjan tekintheto stacionernek, ezért dontottiink az elsé rendi integra-
las mellett. Meg kell még jegyezni, hogy a volumen valtozas esetében negyed-
évenként tapasztalhatd kiugrasok egyrészt az osztalék fizetésnek, masrészt a
szokasos negyedéves jelentésnek koszonheto. Ettdl a hatdstol nem sérilt a
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stacionaritds, igy amellett dontottink, hogy nem szirjik ki az adatokbodl,
hiszen ez is egyfajta informaciévesztést eredményezne.

Az oksédgi viszonyt egy napos késleltetésben vizsgéltuk, ezt pontdiagra-
mon is megprébéltuk vizualizalni (természetesen ez egy feltétel nélkiili elosz-
l4s, igy csaldka lehet az dbra), amit a 3. dbrdn mutatunk be.

3 ] 8
3 e o :

@
8 |
s 8

E F ©
8 @ s 7
E p o o0& g o “:“. | .
& o
:E o o é @ ©

S 5 14 o
3 o o
7 S = °©
<+
< 4 0
q o

T

&
g <} ! o
< T T T T T T T T T

-3e+08 -1e+08 1e+08 3e+08 -0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04
Volumen valtozas(-1) Hozam(-1)

3. dbra. Hozam és volumen valtozds viszonya a DJIA index esetében 2010.01.04-t51 2015.01.02-ig

Az abrakrdl egyértelmii tendencidt nem tudtunk leolvasni, ,,rdnézésre”
kiugro értékek is gyakorlatilag minden iranyban tapasztalhatoak, igy sem-
miféle prekoncepciénk nem volt a tesztek eredményével kapcsolatban. A
2. tabldazatban kozoljik tesztek p-értékeit.

R=AV AV =R
HJ 0.015** 0.012**
PD 0.016** 0.012**
CB  0.018** 0.014**
CI 0.036** 0.244
GR  0.006***  0.169

2. tdbldzat. Oksagi tesztek eredményei a DJIA indexen,

R-rel a hozamot, AV-vel a volumen valtozéast jeloltiik
Az eredményekbdl kideriil, hogy 5 éves id6horizonton egyértelmiien telje-
stil, hogy az egy nappal késleltetett hozam oka a masnapi volumenvaltozas-
nak, 5%-on minden teszt szignifikdns hatdst mutat, a Granger-féle oksagteszt
pedig 1%-on is szignifikdns hatdst jelez. Forditva ugyanakkor a klasszikus
Granger-teszt valamint a fiiggetlen kopuldn alapuld teszt nem mutat oksigot,
ellentétben a tobbi teszttel, mely Gsszecseng az irodalom eredményeivel. Utéb-
bi alapjan tgy gondoljuk, a forditott oksidg nem a varhatéd értékben jele-
nik meg, ugyanis arra a fiiggetlen kopula alapt teszt érzékeny, hasonldéan
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a Granger-féle teszthez (feltéve persze, ha linedris médon hat a volumen a
hozam vérhaté értékére).

6 (")sszegzés

Munkénkban bemutattunk harom ismert, a nem-paraméteres (vagy mésképp
ers) Granger-oksig tesztelésére alkalmas médszert, illetve egy 6nalléan ki-
dolgozott eljarast. Majd a modszereket Gsszehasonlitottuk szimuldciok se-
gitségével kiilonboz6 adatgeneraléd folyamatok esetén, végiil egy empirikus
példan szemléltettiik gyakorlati hasznélhatdsdgukat.

A szimuldcidink eredménye aldtamasztja a bevezetOben is taglalt jelen-
séget, miszerint ezek a tesztek méltatlanul alulreprezentdltak okonometriai
vizsgalatokban, ennek oka vélhetdleg a szoftveres tamogatéas hidnya. Az ered-
mények lattan megallapithatd, hogy a nem-paraméteres tesztek nem teljesi-
tenek sokkal rosszabbul linedris esetben, mint a klasszikus Granger-teszt,
ugyanakkor messze felillmuljak azt nem-linearis esetben, igy mindenképpen
érdemes kiprébélni 6ket, olyan esetben, amikor a Granger-teszt nem jelez
oksdgot, am az intuicié mégis az ellenkezdjét stigja. A szimuldciék soran
tovabba azt tapasztaltuk, hogy bizonyos esetekben az altalunk kidolgozott
modszer hatékonyabb az irodalomban eddig ismereteseknél, igy indokoltnak
talaljuk haszndlatat.

Az empirikus példénk a t6zsdei hozamok és a kereskedési volumen kozti
oksagot hivatott feltérképezni, azt talaltuk, hogy hosszi tavon mindkét iranyu
oksag igazolhatd, azonban révidebb tavon egyiket sem lehet szignifikdnsan
kimutatni. Hosszu tavon ez az irodalommal 6sszecsengd eredmény, ugyan-
akkor meglep6 a révid tavon kapott eredmény. Ehhez azonban hozza kell
tenni, hogy a nem-paraméteres tesztek kismintas tulajdonsdgai nem meg-
gy6zbek, elsG6sorban azért, mert a tesztek valamilyen hatareloszlasi tételen
alapulnak.

Tovabbi kutatasi iranyként els6sorban a fliggetlen kopulan alapuld teszt
preciz kidolgozasat latjuk, illetve egyéb olyan empirikus példak vizsgalatat,
amikben az oksag vélhetéen valamilyen nem-linedris médon hat.

Fiiggelék

F1 Az 1. Lemma bizonyitasa
1. Lemma. Amennyiben a (22) igaz, gy kilonbozd t és s idépontokra
P(‘th — Y's‘ < (5, ‘Xt—l _Xs—l‘ <6 | Yi 1=Y,_1= y) =

ZP(\Yt -Y| <6 | Y 1=Y Zy)P(\Xt—l —Xs_1| <6 | Y, 1=Y Zlég)
0
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Bizonyitas. Ennek belatasara irjuk fel a valdszintségeket indikatorfliggvé-
nyek vérhaté értékeként!'?, igy:

P(|V, — Vi <6,|Xi1 — Xan| <6 | Yios =Yi1=y) =

= / 1(Jye — ys| < 6 [we—1 — ws—1| < 6) f(ye,vsr Te—1,Ts—1 | Y) d(ye, ys, Te—1,Ts—1) -
4
) (51
Kihasznalva, hogy t és s id6pontok egymastdl fiiggetlen megfigyeléseket in-
dukalnak, szorzatra bonthat6 az egyiittes slirliségfiiggvény

=/ Ls5(ye, ys) Lo (o1, 2s-1) f (yes w1 | y) £ (Yss 51 | ) d(ye ys, Te—1, 25-1) -
R4
(52)

Most mér alkalmazhatjuk a (22) egyenletben megfogalmazott nullhipotézist,
18y
:/ Ls(ye, ys)ls(me1,2s-0)f (e | 9) f(@e—1 [ 9)F (ys [ 9)F(msm1 | y) d(ye, ys, me—1,75-1) =

R4
:/ Ls(ye, ys) Lo (e, 25-1) f(ye, ys | ) f (-1, 251 | Y) d(ye, ys, 21, 25-1) =

R4

:/ Ls(ye, us)f (e, ys | ) d(ytvys)/ Ls(ze—1zms—1)f (@1, 25—1 | y) d(mt—1,25-1) =
R?2 R?2
=P (Vi — Y| <8 Yim1 = Yem1 =y) P(I1Xe1 = Xom1 < 6| Yim1 = Yoo1 =)
(53)
Od

F2 Az empirikus Brown-mddszer moédositasa
A sziikséges paraméterek tehat:

| DR k
D2’ T
ahol EW = 2k és D*¥ =4k 423", Cov(—2logp’, —2logp’). Ez utébbi ko-
variancidnak a kiszamitdsa, pontosabban megbecslése azonban nem trivialis
feladat, hiszen a p-értékekbdl nem rendelkeziink mintdval. Poole et al. (2015)
cikkben éppen ezzel foglalkozik, a szerzoknek sikertilt a p-értékek kozti kovari-
anciat a mintak kozti kovariancidra visszavezetni. Az dltaluk ehhez készitett
kédot hasznéljuk fel a szimulacidokhoz a késobbiekben.

Esetiinkben a p-értékek kétmintas probabdl szarmaznak, igy kicsit médo-
sftani kell a szdmitasokat. Az aldbbi kifejezést igyeksziink megbecsiilni

f=

DW= 4k + 2 " Cov(—2logp’, —2logp’) . (54)

i<j

Vezessiik be a kovetkezd jelolést (a szerzék nyomén), w; = 2logp;, ekkor az
elméleti kovarianciat becstilhetjiik a szokasos médon

Cov(—2logp’, —2logp’) = E((w' — Ew')(w’ — Ew)) .

UP(X € 4) =E(1(X € 4))
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A probléma, hogy w;-bél kellene gy mintat venni, hogy csak egy darab
all rendelkezésre beldle. Ezt oldjék fel a szerzok gy, hogy egyes elemeihez
rendelt percentilisek transzformaltjai lesznek a w;-bol szarmazé mintaelemek.
Azaz t-ik mintaelem

w; = —2log Fyt¢7Xz_1(yz,xi_1) ,
ahol Fy; x; —az i-ik almintdhoz tartozé — és a szerzOkkel ellentétben nem
egy-, hanem — kétvaltozds empirikus eloszlasfiiggvény. Az ebbdl kiszamolt i-

edik és j-edik alminta kozti kovarianciat c;;-vel jelolve mar ki tudjuk szdmolni

a paramétereket:
2k k

f= ey 3

F3 Tovabbi szimulaciés eredmények

Elsoként a korabbi T' = 250 hosszd mintat T' = 100-ra roviditettiik, ennek a
szimuldcionak az eredményeit lathatjuk a 3. tdbldzatban.

3 HI] PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.034 0.025 0.000 0.038 0.064
0.10 0.048 0.037 0.000 0.094 0.204
0.20 0.139 0.140 0.000 0.212 0.593
0.30 0.324 0.365 0.007 0.461 0.892
0.40 0.617 0.668 0.040 0.751 0.989
0.50 0.863 0.890 0.151 0.913 0.999

DGP2 0.00 0.031 0.021 0.000 0.044 0.053
0.10 0.073 0.067 0.001 0.065 0.077
0.20 0.252 0.253 0.002 0.121 0.153
0.30 0.573 0.582 0.028 0.211 0.219
0.40 0.798 0.804 0.105 0.303 0.321
0.50 0.931 0.937 0.274 0.428 0.348

DGP3 0.00 0.024 0.013 0.002 0.048 0.068
0.10 0.029 0.024 0.000 0.081 0.064
0.20 0.062 0.042 0.008 0.179 0.051
0.30 0.150 0.130 0.033 0.447 0.098
0.40 0.323 0.308 0.148 0.696 0.159
0.50 0.540 0.537 0.397 0.926 0.205

DGP4 0.00 0.025 0.018 0.001 0.044 0.053
0.10 0.267 0.202 0.001 0.057 0.098
0.20 0.498 0.404 0.012 0.076 0.123
0.30 0.677 0.565 0.019 0.067 0.147
0.40 0.785 0.706 0.045 0.087 0.159
0.50 0.872 0.792 0.065 0.091 0.186

8. tdbldzat. T = 100, N = 1000, 8 € {0,0.1,0.2,0.3,0.4, 0.5},
nominglis szignifikancia szint= 5%

Az eredményekbdl jél 1athatd, hogy a tesztek jelentésen veszitenek erejiik-
bol, ahogy a minta egyre révidil. Ez els6sorban annak készonhet6, hogy min-
den nem-paraméteres teszt valamilyen hatareloszlasi tételre épit. Tovabba
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az is latszik, hogy az ,,er6viszonyok” érdemben nem véltoznak: a fliggetlen
kopula alapti teszt tovabbra is a DGP1 és DGP3 esetben teljesit jobban.
Ugyanakkor a Bernstein-kopulan alapulé médszer ereje jelentOsen visszaesik
a minta rovidiilésével.

A misodik konfigurdciéban T = 500 hosszi idsorokat generaltunk és
ezen vizsgaltuk a teszteket, az eredményeket a 4. tdbldzat tartalmazza.

Az eredményekbdl lathatd, hogy elsésorban a Bernstein-kopulan alapuld
mddszer, ami jelentGsen javult a mintahossz dupldzasval (varhaté volt a
kordbbiak alapjan), ugyanakkor a t6bbi médszernek is javult a teljesitménye.

A szakaszt Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy roévid mintdk esetében
nem célszeri a Bernstein mddszert alkalmazni, illetve dltaldban — mivel a
modszerek hatareloszlasi tételeken nyugszanak — érdemes hosszabb adat-
sorokat bevonni az elemzésbe.

3 H] PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.043 0.038 0.038 0.032 0.040
0.10 0.107 0.129 0.110 0.152 0.743
0.20 0.578 0.691 0.423 0.631 0.998
0.30 0.960 0.988 0.906 0.981 1.000
0.40 0.999 1.000 0.996 1.000 1.000
0.50 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

DGP2 0.00 0.043 0.033 0.041 0.051 0.042
0.10 0.282 0.306 0.246 0.081 0.090
0.20 0.933 0.951 0.887 0.243 0.167
0.30 1.000 1.000 1.000 0.610 0.249
0.40 1.000 1.000 1.000 0.862 0.308
0.50 1.000 1.000 1.000 0.984 0.362

DGP3 0.00 0.038 0.029 0.637 0.038 0.033
0.10 0.067 0.054 0.713 0.150 0.034
0.20 0.213 0.210 0.958 0.634 0.067
0.30 0.617 0.640 0.999 0.975 0.112
0.40 0.936 0.954 1.000 1.000 0.171
0.50 0.999 0.999 1.000 1.000 0.244

DGP4 0.00 0.036 0.034 0.641 0.033 0.059
0.10 0.920 0.881 0.923 0.063 0.095
0.20 0.998 0.997 0.991 0.093 0.108
0.30 1.000 1.000 0.998 0.120 0.140
0.40 1.000 1.000 1.000 0.143 0.178
0.50 1.000 1.000 1.000 0.155 0.160

4. tdbldzat. T = 500, N = 1000, 8 € {0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5},
nominglis szignifikancia szint= 5%
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NON-PARAMETRICAL CAUSALITY TESTS FOR TWO VARIABLES

In this paper we present the most important non-parametric alternatives of the clas-
sical Granger-causality furthermore introduce a new method based on independent
copulas. After describing the causality tests we compare them simulating differ-
ent non-linear data generating processes. The results show that our new method
performs better in some cases. The paper concludes by analysing a well-known
empirical problem in finance: the relation between return and trading volume of
the Dow Jones Index.





