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NEM-PARAM¶ETERES OKS¶AG TESZTEK K¶ET
V¶ALTOZ¶ORA1

ABALIGETI GALLUSZ
PTE KTK

Tanulm¶anyunkban a klasszikus Granger-f¶ele oks¶ag teszt legismertebb nem-
param¶eteres alternat¶³v¶ait mutatjuk be, tov¶abb¶a ismertetÄunk egy fÄuggetlen
kopul¶akon alapul¶o, Äon¶all¶oan kidolgozott m¶odszert. A tesztek bemutat¶asa
ut¶an kÄulÄonbÄoz}o nem-line¶aris adatgener¶al¶o folyamatok seg¶³ts¶eg¶evel szimul¶alt
adatsorokon hasonl¶³tjuk Äossze }oket, illetve a referenciak¶ent szolg¶al¶o klasszikus
oks¶ag tesztet. Eredm¶enyeink azt mutatj¶ak, hogy az ¶uj m¶odszer bizonyos ese-
tekben jobban teljes¶³t a kor¶abbiakn¶al. V¶egÄul a Dow Jones index hozama
¶es keresked¶esi volumene kÄozti oks¶agi viszony vizsg¶alat¶an keresztÄul szeml¶el-
tetjÄuk, mik¶ent lehet gyakorlatban alkalmazni a m¶odszereket. Az empirikus
eredm¶enyek az irodalomban kor¶abban is kimutatott oks¶agi viszonyok l¶etez¶es¶et
t¶amasztj¶ak al¶a.

1 Bevezet¶es

A gazdas¶agi modellez¶es a 20. sz¶azad m¶asodik fel¶eben a sztochasztikus id}o-
sorok fel¶e orient¶al¶odott, ami rengeteg ¶uj fogalom megjelen¶es¶et eredm¶enyezte.
TÄobbek kÄozÄott a sztochasztikus folyamatok ¶es id}osorok kÄozti oks¶agi rel¶aci¶ok
de¯ni¶al¶as¶ara merÄult fel ig¶eny. M¶ar 1956-ban Wiener is k¶³s¶erletet tett r¶a
(Wiener, 1956), k¶es}obb Granger egy m}uhelytanulm¶any¶aban (Granger, 1963),
az ¶attÄor¶est azonban az 1969-es Econometrica cikke (Granger, 1969) hozta
meg.

Granger eredeti megfontol¶asa gyorsan elterjedt az Äokonometriai vizsg¶ala-
tokban. Ennek oka, hogy { k¶es}obb l¶atni is fogjuk { rendk¶³vÄul kÄonnyen tesztel-
het}o ¶es nem kell hozz¶a kÄulÄonÄosebb sz¶am¶³t¶asi kapacit¶as sem. Ennek kÄovetkez-
t¶eben gyakorlatilag ez lett az egyetlen oks¶ag teszt, ami minden Äokonometriai
szoftverbe implement¶al¶asra kerÄult. Az elm¶ult 40 ¶evben ugyanakkor megje-
lentek m¶as alternat¶³v¶ak is oks¶ag tesztekre, melyek igyekeznek a Granger-f¶ele
oks¶ag teszt hi¶anyoss¶agait p¶otolni, ebben a tanulm¶anyban n¶egy ilyen tesztet
mutatunk be ¶es hasonl¶³tjuk Äossze teljes¶³tm¶enyÄuket a klasszikus Granger-f¶ele
oks¶ag teszttel.

A prec¶³z elm¶eleti fogalmak el}ott pr¶ob¶aljunk intuit¶³ve oks¶agi viszonyt de-
¯ni¶alni k¶et id}osor kÄozÄott. Arr¶ol van teh¶at sz¶o, hogy tudjuk megragadni az
id}oben eltolt esem¶enyek kÄozÄotti viszonyt. Erre a legelterjedtebb m¶odszer a

1Szeretn¶ek kÄoszÄonetet mondani dr. Rappai G¶abornak t¶emavezet}omnek, dr. Kehl D¶aniel-
nek koll¶eg¶amnak valamint a tanulm¶any lektor¶anak a tÄobbszÄori alapos ¶atolvas¶as¶ert ¶es az
el}oremutat¶o megjegyz¶eseik¶ert. Be¶erkezett: 2015. m¶ajus 30. E-mail: xx@ktk.pte.hu.
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korrel¶aci¶o pontosabban a parci¶alis korrel¶alts¶ag, hiszen abb¶ol m¶ar minden m¶as
hat¶as ki van sz}urve. A legegyszer}ubb, ha egy line¶aris modellt ¶³runk fel, ekkor
ugyanis a parci¶alis korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o kapcsolatban ¶all a line¶aris modell
param¶etereivel. TekintsÄuk teh¶at a kÄovetkez}o modellt:

Yt = ®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + ²Y
t ; (1)

ahol ²Y
t » N (0; 1) fÄuggetlenek egym¶ast¶ol, kor¶abbi ¶ert¶ekeikt}ol valamint az Xt

¶es Yt v¶altoz¶okt¶ol minden t = 1; . . . ; T -re. Ez alapj¶an azt mondhatjuk, hogy X
,,naivan" nem oka az Y -nak, ha ¯ = 0, hiszen egy adott id}opontbeli Y ¶ert¶ek
¶es az }ot megel}oz}o id}opontbeli X ¶ert¶ek kÄozÄott nincs { line¶aris { kapcsolat.

¶Altal¶aban v¶eve maradunk ann¶al az egyszer}u esetn¶el, amikor k¶et v¶altoz¶ot
vizsg¶alunk, ¶es az egyik id}osori ¶ert¶ek a m¶asikhoz k¶epest csup¶an egy peri¶odussal
van k¶esleltetve. TesszÄuk ezt az¶ert, hogy a lehet}o leg¶erthet}obb jelÄol¶eseken
keresztÄul tudjuk bemutatni a m¶odszertant. Term¶eszetesen minden m¶odszer
tetsz}olegesen kiterjeszthet}o a k¶esleltet¶es hossz¶anak ¶es a v¶altoz¶ok sz¶am¶anak
szempontj¶ab¶ol, a hivatkozott cikkek ezeket prec¶³zen meg is teszik.

A tanulm¶any szerkezete a kÄovetkez}o: a 2. szakaszban a klasszikus Granger-
oks¶agr¶ol lesz sz¶o rÄoviden, taglalva el}onyeit, h¶atr¶anyait. A 3. szakasz a klasszi-
kus oks¶agi fogalom nem-param¶eteres kiterjeszt¶es¶et ¶es a hozz¶a tartoz¶o teszte-
ket mutatja be, illetve aj¶anlunk egy, a fÄuggetlen kopul¶an alapul¶o Äon¶all¶oan ki-
dolgozott m¶odszert, m¶³g a 4. szakaszban Monte-Carlo szimul¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel
hasonl¶³tjuk Äossze az addig bemutatott m¶odszereket kÄulÄonbÄoz}o adatgener¶al¶o
folyamatok eset¶en, v¶egÄul az 5. szakaszban egy illusztrat¶³v p¶eld¶an mutatjuk
be a m¶odszereket.

2 Klasszikus Granger-oks¶ag

Az oks¶agi irodalom gyakorlatilag legtÄobbet hivatkozott, ¶uttÄor}o cikke Granger
(1969) szerint az X id}osor oka az Y -nak, ha jav¶³tja az el}orejelz¶est az { ebben
az esetben { egy peri¶odussal kor¶abbi ¶ert¶ek¶enek seg¶³ts¶eg¶evel. Azaz, ha a
m¶ult inform¶aci¶oi kÄozÄul kivesszÄuk az X kor¶abbi ¶ert¶ek¶et, akkor nagyobb lesz a
becsl¶esÄunk varianci¶aja, teh¶at romlik a becsl¶es:

D2²(Yt j Yt¡1;Xt¡1) < D2²(Yt j Yt¡1) ; (2)

ahol D2²(Yt j Yt¡1;Xt¡1) abb¶ol a becsl¶esb}ol sz¶armaz¶o hibatagok varianci¶aj¶at
jelÄoli, amiben az Yt-t magyar¶azzuk az Yt¡1 ¶es Xt¡1 v¶altoz¶okkal, m¶³g a (2)
bal oldal¶an a restrikci¶ot tartalmaz¶o modell becsl¶es¶enek varianci¶aja ¶all. A (2)
egyenl}otlens¶eg tagad¶asak¶ent ¶all el}o a nem-oks¶ag de¯n¶³ci¶oja

D2²(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = D2²(Yt j Yt¡1) ; (3)

azaz, ha a becsl¶es hib¶aj¶at nem csÄokkenti az Xt¡1 v¶altoz¶o bevon¶asa (term¶e-
szetesen nÄovelni nem fogja tudni, ez¶ert szerepel egyenl}os¶egjel a k¶et variancia
kÄozÄott).

Ez a de¯n¶³ci¶o nem ¶³r el}o semmit a modellre, de ¶eppen ez¶ert nem is
ad ir¶anymutat¶ast arra n¶ezve, mik¶ent kellene tesztelni az oks¶agot. Granger
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nyom¶an tekintsÄunk ezent¶ul egyszer}uen line¶aris esetet, azaz vegyÄuk az (1)
modellt, ¶es sz¶amoljuk ki el}oszÄor a (3) egyenlet jobb ¶es bal oldal¶an szerepl}o
varianci¶ak kifejez¶es¶ehez szÄuks¶eges felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekeket:

E(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = E(®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + ²Y
t j Yt¡1;Xt¡1) =

= ®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + E²Y
t = ®Yt¡1 + ¯Xt¡1 ;

(4)

E(Yt j Yt¡1) = E(®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + ²Y
t j Yt¡1) =

= ®Yt¡1 + ¯E(Xt¡1) + E²Y
t = ®Yt¡1 :

(5)

¶Igy a (3) egyenlet alapj¶an, akkor nincs oks¶ag X ¶es Y id}osorok kÄozÄott, ha
fel¶³rva a varianci¶akat

D2²(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = D2
¡
Yt ¡ E(Yt j Yt¡1; Xt¡1)

¢
=

= D2(Yt ¡ ®Yt¡1 ¡ ¯Xt¡1) = D2²Y
t ;

(6)

D2²(Yt j Yt¡1) = D2
¡
Yt ¡ E(Yt j Yt¡1)

¢
= D2(Yt ¡ ®Yt¡1) =

= D2(¯Xt¡1 + ²Y
t ) = ¯2¾2

X + D2²Y
t ;

(7)

azok megegyeznek. Teh¶at az el}oz}o szakaszban a nem oks¶agra intuit¶³van beve-
zetett krit¶eriumot kaptuk vissza az eredeti Granger-f¶ele de¯n¶³ci¶ot alkalmazva,
azaz

D2²(Yt j Yt¡1; Xt¡1) = D2²(Yt j Yt¡1) , ¯ = 0 : (8)

Visszat¶erve a (4) ¶es (5) egyenletekre, rÄogtÄon ¶at tudjuk fogalmazni a de¯n¶³ci¶ot,
hiszen

E(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = E(Yt j Yt¡1) , ¯ = 0 (9)

felt¶etel is igaz lesz. Vagyis, ha nem v¶altozik a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eke Y
id}osornak az X egy peri¶odussal kor¶abbi ¶ert¶ek¶enek ismeret¶eben, akkor X nem
oka Y -nak, vagy m¶ask¶eppen ha X nem m¶odos¶³tja Y v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et, akkor
nem is oka annak.

V¶egÄul egy harmadik m¶odon is ki lehet fejezni a nem-oks¶agot, m¶egpedig a
kor¶abban m¶ar eml¶³tett parci¶alis korrel¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel:

E(YtXt¡1 j Yt¡1) = E
¡
(®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + ²Y

t )Xt¡1 j Yt¡1

¢
=

= E(®Yt¡1Xt¡1 + ¯X2
t¡1 + ²Y

t Xt¡1 j Yt¡1) =

= ®Yt¡1E(Xt¡1) + ¯E(X2
t¡1) + E(²Y

t )E(Xt¡1) = ¯¾2
X ;
(10)

amib}ol a nem oks¶ag felt¶etele:

Yt ? Xt¡1 j Yt¡1 , ¯ = 0 : (11)

Ezek alapj¶an m¶ar tudunk adni egy de¯n¶³ci¶ot a klasszikus nem-oks¶ag fo-
galm¶ara, ami ebben az egyszer}u 2-v¶altoz¶os, egy peri¶odus k¶esleltet¶est tartal-
maz¶o esetben az al¶abbi:
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1. De¯n¶³ci¶o. Az X id}osor klasszikus vagy gyenge ¶ertelemben nem-oka az
Y -nak, ha az al¶abbi ekvivalens tulajdons¶agok valamelyike teljesÄul2

(i) D2²(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = D2²(Yt j Yt¡1),

(ii) E(Yt j Yt¡1; Xt¡1) = E(Yt j Yt¡1),
(iii) Yt ? Xt¡1 j Yt¡1.

Gyakorlatban a de¯n¶³ci¶o teljesÄul¶es¶et { egyszer}u esetben a ¯ = 0 kÄorÄulm¶eny
fenn¶all¶as¶at { az (i) tulajdons¶ag vizsg¶alat¶ara vezetjÄuk vissza. F-pr¶ob¶aval tesz-
teljÄuk az Xt¡1 bevon¶as¶anak szigni¯k¶ans varianciacsÄokkent}o hat¶as¶at (Wald-
teszt).

A klasszikus oks¶agi fogalmat lez¶arand¶o vegyÄuk sorba, milyen el}onyÄokkel,
h¶atr¶anyokkal b¶³r ez a megkÄozel¶³t¶es. Mellette sz¶ol, hogy egyszer}u, kÄonnyen
¶erthet}o fogalomr¶ol van sz¶o, a hozz¶a tartoz¶o tesztek egyszer}uen elv¶egezhet}ok
r¶aad¶asul a legtÄobb statisztikai, Äokonometriai szoftver t¶amogatja }oket, r¶aad¶asul
a teszt a mintaelemsz¶amra n¶ezve robosztus. Ugyanakkor a linearit¶as felt¶e-
telez¶ese nagyon megkÄoti a kutat¶o kez¶et, mikÄozben egy¶altal¶an nem biztos,
hogy modellezni is k¶³v¶anja a folyamatokat, csup¶an kider¶³teni v¶altoz¶ok kÄozÄotti
oks¶ag megl¶et¶et. Tov¶abbi h¶atr¶anya, hogy magasabb rend}u momentumokban
bekÄovetkez}o hat¶asokat nem mutatja ki. Napjainkban a p¶enzÄugyi id}osorok
kapcs¶an m¶ar nemcsak a v¶arhat¶o ¶ert¶ek (vagy valamilyen sz¶armaztatott v¶altoz¶o
v¶arhat¶o ¶ert¶eke) fontos, ha csak a VaR-ra gondolunk, m¶aris vil¶agos, hogy a
sz¶or¶as kÄozponti szereppel b¶³r a modellekben, de hasonl¶oan l¶enyeges lehet a
dÄont¶eshoz¶oknak a cs¶ucsoss¶aga vagy ferdes¶ege egy-egy hozamid}osornak. Az
ezeket befoly¶asol¶o hat¶asok kimutat¶as¶ara sajnos a klasszikus Granger-f¶ele teszt
{ kÄozvetlenÄul { nem alkalmas. Erre k¶³n¶al megold¶ast a kÄovetkez}o szakaszban
bemutatand¶o nem-param¶eteres v¶altozata a Granger-oks¶agnak.

3 Nem-param¶eteres Granger-oks¶ag

Az el}oz}o szakasz v¶eg¶en l¶attuk, hogy a klasszikus Granger-oks¶ag { a sok j¶o
tulajdons¶aga mellett { rengeteg hi¶anyoss¶aggal b¶³r, ezeket orvosoland¶o merÄult
fel az er}os ¶ertelemben vett oks¶agi fogalom bevezet¶ese.

Az 1. De¯n¶³ci¶ob¶ol kiderÄult, hogy a gyenge oks¶agot j¶ol lehet jellemezni
a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek ¶es a felt¶eteles kovariancia fogalm¶aval. Ez ut¶obbi
fogalmak szigor¶³t¶asa merÄult fel Granger{Newbold (1977) kÄonyvben, ahol a
szerz}op¶aros de¯ni¶alja az er}os oks¶agot:

2. De¯n¶³ci¶o. Az X er}osen nem oka az Y -nak, ha az al¶abbi k¶et ekvivalens
tulajdons¶ag valamelyike teljesÄul minden t = 1; . . . ; T -re3

(i) L(Yt j Yt¡1) = L(Yt j Yt¡1; Xt¡1),
(ii) Yt ?? Xt¡1 j Yt¡1.

2Az (ii) ¶at¶³r¶ast l¶asd Granger (1963) cikkben, az (iii) ¶at¶³r¶ast l¶asd Florens{Mouchart
(1985) cikkben.

3Term¶eszetesen az (i) ¶es (ii) egyenletek ekvivalenci¶aja kÄonnyen bel¶athat¶o, az¶ert emeltÄuk
ki mindk¶et megfogalmaz¶asi m¶odot, mert az irodalomban mindkett}ot gyakran haszn¶alj¶ak.



Nem-param¶eteres oks¶ag tesztek k¶et v¶altoz¶ora 163

A de¯n¶³ci¶o els}o ¶all¶³t¶asa a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket szigor¶³totta felt¶eteles
eloszl¶ass¶a, m¶³g a m¶asodik a felt¶eteles korrel¶alatlans¶agot felt¶eteles fÄuggetlen-
s¶egg¶e. RÄogtÄon l¶atszik, hogy ha X er}osen nem-oka Y -nak, akkor gyeng¶en sem
oka, hiszen ha k¶et eloszl¶as megegyezik, akkor azok v¶arhat¶o ¶ert¶ekei is meg-
egyeznek. M¶asr¶eszt a ha X gyeng¶en oka Y -nak, akkor er}osen is oka hiszen,
ha a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekek nem egyenl}oek akkor a felt¶eteles eloszl¶asok
sem lehetnek egyenl}oek. Ezeket a tulajdons¶agokat foglaltuk Äossze az al¶abbi
¶abr¶an.

Ugyanakkor megford¶³tva ezek az ¶all¶³t¶asok nem igazak, p¶eldak¶ent tekintsÄuk
a kÄovetkez}o id}osorokat:

Yt = Xt¡1 ¢ ²Y
t

Xt = ²X
t ;

ahol ²X
t ; ²Y

t » N (0; 1) korrel¶alatlan feh¶er zajok. Vizsg¶aljuk el}oszÄor is a gyenge
oks¶agot! Az 1. de¯n¶³ci¶o (ii) pontj¶aban szerepl}o egyenl}os¶eg k¶et oldal¶at kifejt-
ve:

E(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = E(Xt¡1 ¢ ²Y
t j Yt¡1; Xt¡1) = E²Y

t ¢ Xt¡1 = 0 (12)

E(Yt j Yt¡1) = E(Xt¡1 ¢ ²Y
t j Yt¡1) = E(²X

t¡1 ¢ ²Y
t ) = E²X

t¡1 ¢ E²Y
t = 0 ; (13)

mivel a k¶et felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek megegyezik, a de¯n¶³ci¶o ¶ertelm¶eben az X
gyeng¶en nem oka az Y -nak. N¶ezzÄuk most meg az er}os oks¶agot a 2. de¯n¶³ci¶o
(i) pontja alapj¶an:

L(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = N (0; X2
t¡1) (14)

L(Yt j Yt¡1) = L(Yt) = L(²Y
t ) ¢ L(²X

t¡1) = N (0; 1) ¢ N (0; 1) ; (15)

ut¶obbi viszont m¶eg csak nem is norm¶alis eloszl¶as, teh¶at er}os ¶ertelemben oka
X az Y -nak.

A gyenge vagy klasszikus ¶ertelemben vett oks¶agi de¯n¶³ci¶okhoz line¶aris
modellen keresztÄul jutottunk el, m¶³g az er}os oks¶ag de¯n¶³ci¶oj¶ahoz nem kel-
lett semilyen modellfeltev¶essel ¶elni, ez¶ert a tov¶abbiakban az er}os oks¶agra a
szakirodalomban elterjedt nem-param¶eteres oks¶ag n¶evvel hivatkozunk.

 

erős okság gyenge okság 

erős nem-okság gyenge nem-okság 
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A 2. de¯n¶³ci¶o (ii) pontja alapj¶an, egyszer}uen ki lehet mondani a mintabeli
nem-param¶eteres nem-oks¶agra vonatkoz¶o nullhipot¶ezist:

H0 : L(Yt j Yt¡1;Xt¡1) = L(Yt j Yt¡1) : (16)

Sajnos ennek az ellen}orz¶ese rendk¶³vÄul neh¶ezkes, ¶eppen ez¶ert rengeteg,
egym¶ast¶ol ak¶ar jelent}osen is kÄulÄonbÄoz}o m¶odszer is ismert az irodalomban
sokszor eg¶eszen m¶ely matematikai ismeretek ig¶enyelve. KÄozÄos ugyanakkor a
tesztekben, hogy { ¶eppen a nem-param¶eteres { mivoltuk miatt csup¶an valami-
lyen hat¶areloszl¶ast tudnak kÄovetni a tesztstatisztik¶ak, amik pedig viszonylag
nagy mintaelemsz¶amot kÄovetelnek meg, ez tov¶abb sz}uk¶³ti ezen tesztek alkal-
mazhat¶os¶ag¶at. Ut¶obbi probl¶em¶at s¶ulyosb¶³tja, hogy min¶el tÄobb k¶esleltet¶est
szerepeltetÄunk a vizsg¶alatban, a felhaszn¶alhat¶o r¶esze a mint¶anak is ann¶al
rÄovidebb lesz.

RÄoviden ¶attekintve a m¶odszerek Su{White (2007) cikkben a szerz}ok a
felt¶eteles eloszl¶asok egyez}os¶eg¶et a v¶altoz¶okhoz tartoz¶o felt¶eteles karakterisz-
tikus fÄuggv¶enyek elt¶er¶es¶en keresztÄul igyekeznek vizsg¶alni, m¶³g Sun (2008)
funkcion¶alanal¶³zisbeli ismeretekre ¶ep¶³tve a kovariancia oper¶ator seg¶³t¶eg¶evel
oldja meg a nem-linearit¶as probl¶em¶aj¶at. Van azonban egy jobban kÄorÄulha-
t¶arolhat¶o halmaza a m¶odszereknek, amikor a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek viszonyait
vizsg¶alj¶ak a szerz}ok, ut¶obbiak inform¶aci¶otartalm¶at s}ur¶³tve, ¶atalak¶³tva kezelik
a probl¶em¶at. Jelen tanulm¶any kereteibe ez ut¶obbi m¶odszerek Äosszehasonl¶³t¶asa
f¶ert bele.

A szakasz v¶eg¶en vegyÄuk sorba, milyen el}onyÄokkel, illetve h¶atr¶anyokkal b¶³r
a nem-param¶eteres oks¶ag fogalom a klasszikus ¶ertelembe vett Granger-ok-
s¶aggal szemben. A fogalom el}onyei:

² Semmilyen feltev¶essel nem kell ¶elni arra vonatkoz¶olag, hogy milyen
modell illeszkedik az id}osori ¶ert¶ekekre, illetve milyen eloszl¶ast kÄovetnek,
ez adja a nem-param¶eteres jelleg¶et a tesztnek.

² M¶³g a klasszikus Granger-teszt csup¶an az ,,okozati" id}osor v¶arhat¶o ¶er-
t¶ek¶eben bekÄovetkez}o v¶altoz¶ast jelzi, azaz csak az els}o momentumban
tÄort¶en}o oks¶agot mutatja ki, addig a nem-param¶eteres oks¶ag tesztek a
magasabb rend}u momentumokban is jeleznek. Ez els}osorban a rÄovid
t¶av¶u, magas frekvenci¶as { ¶altal¶aban p¶enzÄugyi { adatokban rendk¶³vÄul
fontos, ahol a v¶arhat¶o ¶ert¶ek olykor teljesen irrelev¶ans, sokkal fontosabb
a sz¶or¶as.

Term¶eszetesen h¶atr¶anyai is vannak ennek a megkÄozel¶³t¶esnek:

² L¶atni fogjuk a kÄovetkez}o szakaszokban, hogy ezek a pr¶ob¶ak Äosszetett
sz¶am¶³t¶asokat ig¶enyelnek, amihez t¶arsul a szoftveres t¶amogat¶as hi¶anya
is, ¶³gy egy gyakorlati felhaszn¶al¶onak neh¶ez dolga van, ha alkalmazni
szeretn¶e }oket.

² Ebben az esetben k¶et eloszl¶ast hasonl¶³tunk Äossze, teh¶at az id}osorokt¶ol
elv¶art az er}os stacionarit¶as ahhoz, hogy a pr¶ob¶ak megb¶³zhat¶o eredm¶enyt
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adjanak4. Szemben a klasszikus Granger-f¶ele teszttel, amihez csup¶an a
gyenge stacionarit¶as szÄuks¶eges.

² Kis mint¶ak eset¶eben er}osen megk¶erd}ojelezhet}oek az eredm¶enyek, amiket
a nem-param¶eteres tesztek szolg¶altatnak.

A kÄovetkez}okben k¶et, mer}oben m¶as megkÄozel¶³t¶est mutatunk be a nem-
param¶eteres oks¶ag tesztel¶es¶ere. Az egyes megkÄozel¶³t¶esekben gyakorlatilag az
a kÄulÄonbs¶eg, hogyan tudj¶ak az eloszl¶asokban rejt}oz}o inform¶aci¶ot ¶ugy s}ur¶³teni,
hogy v¶egÄul tesztelhet}o legyen az eredeti nullhipot¶ezis { azaz a felt¶eteles el-
oszl¶asok egyez}os¶ege. Az els}o inform¶aci¶os}ur¶³t}o m¶odszer a korrel¶aci¶os integr¶al,
melynek kapcs¶an k¶et, egym¶assal kÄozeli kapcsolatban ¶all¶o tesztet mutatunk
be. M¶³g a m¶asodik inform¶aci¶os}ur¶³t¶esre alkalmazott m¶odszer a kopul¶ak se-
g¶³ts¶eg¶evel tÄort¶enik, gyakorlatilag arr¶ol van sz¶o, hogy a kopul¶ak seg¶³ts¶eg¶evel
nem v¶eges tart¶oj¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek ,,beszor¶³that¶oak" az egys¶egn¶egyzetbe
(kock¶aba), s ¶³gy az eloszl¶asok vizsg¶alata leegyszer}usÄodik.

3.1 Korrel¶aci¶os integr¶al alap¶u tesztek

A (16) egyenletben megfogalmazott nullhipot¶ezis kÄonnyebb kezelhet}os¶ege
¶erdek¶eben tegyÄuk fel, hogy az Yt ¶es Xt v¶altoz¶oknak l¶etezik s}ur}us¶egfÄuggv¶enye.
¶Igy a felt¶eteles fÄuggetlens¶eg akkor teljesÄul, ha

fYtjYt¡1;Xt¡1
(yt j yt¡1; xt¡1) = fYtjYt¡1

(yt j yt¡1) ; (17)

ahol yt; yt¡1; xt¡1 tetsz}oleges val¶os sz¶amok. Azaz az X v¶altoz¶o nem oka az
Y -nak, ha az im¶enti s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek minden pontban megegyeznek. Ezzel
kapcsolatban { tÄobbek kÄozÄott { k¶et nagy probl¶ema merÄul fel:

² Empirikus esetben egy folytonos v¶altoz¶o a legritk¶abb esetben veszi fel
k¶etszer ugyanazt az ¶ert¶eket, ¶³gy a mint¶aban annyi kÄulÄonbÄoz}o felt¶etelÄunk
lesz a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyekben, amennyi a mintaelemsz¶ama, ebb}ol kÄo-
vetkez}oen egy elem}u ,,almint¶akon" kellene tesztelni a fÄuggetlens¶eget {
ugyeb¶ar minden kÄulÄonbÄoz}o felt¶etelre {, ami ¶ertelmetlen feladat.

² Ha az el}obbi probl¶em¶at megoldottuk, akkor is a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek tel-
jes tart¶oj¶an kellene Äosszehasonl¶³tani az egyenlet jobb ¶es bal oldal¶at, ami
szint¶en nagyon neh¶ez.

Ez adja a motiv¶aci¶ot, egy olyan fogalom bevezet¶es¶ehez, ami egyr¶eszt a
felt¶etelben ,,megenged}obb" a szigor¶u egyenl}os¶egn¶el, m¶asr¶eszt van annyi infor-
m¶aci¶otartalma, hogy ki lehessen v¶altani vele a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt, ugyanakkor
ne egy fÄuggv¶eny legyen { amit ism¶et pontonk¶ent kellene Äosszehasonl¶³tani {,
hanem egy, a mint¶at jellemz}o skal¶ar.

Ezeknek az elv¶ar¶asoknak pr¶ob¶al megfelelni a korrel¶aci¶os integr¶al, melyet
Baek-Brock (1991) cikk alapj¶an a kÄovetkez}ok¶eppen de¯ni¶alunk:

4Mindh¶arom bemutat¶asra kerÄul}o m¶odszer eset¶eben elv¶ar¶as, l¶asd (Hiemstra{Jones,
1994), (Diks{Panchenko, 2005), (Taamoutia et al., 2014).
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3. De¯n¶³ci¶o. Az X d-dimenzi¶os val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ohoz tartoz¶o korrel¶aci¶os
integr¶al a kÄovetkez}o

CX(±) = P
¡ d
max
i=1

jX1
i ¡ X2

i j < ±
¢

; (18)

ahol X1;X2 » X fÄuggetlen val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok ¶es ± > 0.

Term¶eszetesen d = 1 esetben a de¯n¶³ci¶o egyszer}uen CX(±) = P
¡
jX1 ¡

X2j < ±
¢
. Ez gyakorlatilag egy, az eloszl¶asra jellemz}o m¶er}osz¶am (mint

pl. az eloszl¶asnak egy momentuma), azt fejezi ki, mennyire koncentr¶al¶odnak
az adott eloszl¶asban az ¶ert¶ekek. VegyÄuk p¶eldak¶eppen a norm¶alis eloszl¶ast,
ekkor a sz¶or¶as fÄuggv¶eny¶eben kifejezhet}o a korrel¶aci¶os integr¶al, amit az 1. ¶abra
szeml¶eltet.

1. ¶abra Norm¶alis eloszl¶ashoz tartoz¶o korrel¶aci¶os integr¶al kÄulÄonbÄoz}o sz¶or¶asok mellett
(± = 1, n = 10000)

J¶ol l¶athat¶o, hogy alacsony sz¶or¶as mellett a korrel¶aci¶os integr¶al ¶ert¶eke egy-
hez kÄozeli, ahogy n}o a sz¶or¶as, ¶ugy kev¶esb¶e koncentr¶altak az ¶ert¶ekek, ¶es ezzel
p¶arhuzamosan csÄokken a korrel¶aci¶os integr¶al ¶ert¶eke is.

L¶assuk, mik¶ent kapcsol¶odik a korrel¶aci¶os integr¶al fogalma eloszl¶asok egyen-
l}os¶eg¶enek tesztel¶es¶ehez, eleget tud-e tenni elv¶ar¶asainknak. Legyen fX(x) az
X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ohoz tartoz¶o s}ur}us¶egfÄuggv¶eny, el}oszÄor is vezessÄuk be a
kÄovetkez}o indik¶atorfÄuggv¶enyt, amit a k¶es}obbiekben is haszn¶alni fogunk:

1±(x; y) =

½
1; ha jx ¡ yj < ±
0; egy¶ebk¶ent .

(19)

VegyÄunk egy n elem}u mint¶at X-b}ol, jelÄolje xi az i-edik mintaelemet, ¶es
becsÄuljÄuk meg minden mintaelemre a hozz¶a tartoz¶o s}ur}us¶egfÄuggv¶eny ¶ert¶eket:

fX(xi) ¼ 1

n ¡ 1

X

j 6=i

1±(xi; xj) = f̂X(xi) : (20)
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Most ¶atlagoljuk le minden mintaelemre a hozz¶a tartoz¶o becsÄult s}ur}us¶egfÄugg-
v¶eny ¶ert¶eket:

1

n

nX

i=1

fX(xi) ¼ 1

n

nX

i=1

f̂X(xi) =

=
1

2±

1

n(n ¡ 1)

nX

i=1

X

j 6=i

1±(xi; xj) = ĈX(±) ¼ CX(±) ;

(21)

ezzel v¶eg¶erv¶enyben egy becsl}ofÄuggv¶eny¶et kaptuk a korrel¶aci¶os integr¶alnak. A
(21) egyenletb}ol az is l¶atszik, hogy ha k¶et eloszl¶as megegyezik, akkor nyilv¶an
a hozz¶ajuk tartoz¶o korrel¶aci¶os integr¶al is, teh¶at ha a korrel¶aci¶os integr¶alra
vonatkoz¶o nullhipot¶ezist vetÄunk el, akkor az eredeti eloszl¶asokra is el kell
vetni. Ennek az ¶all¶³t¶asnak a megford¶³t¶as¶ar¶ol az irodalomban nem tal¶altunk
eredm¶enyt. ¶Ugy sejtjÄuk, ¶altal¶aban nem igaz, de ,,h¶etkÄoznapi" eloszl¶asokra
valamint el¶eg kicsi ± mellett bizonyos m¶ert¶ekben igaz a megford¶³t¶as is, hiszen
egy¶ebk¶ent nem lenne ereje az erre ¶epÄul}o teszteknek.

Gyakorlatilag ez a logik¶aja mindkett}o korrel¶aci¶os integr¶alra ¶ep¶³t}o tesztnek,
amiket a kÄovetkez}o szakaszokban bemutatunk.

3.1.1 Hiemstra{Jones-teszt

A tov¶abbiakhoz alak¶³tsuk ¶at a (17) egyenletet a kÄovetkez}o { tesztelend}o {
form¶ara:

H0 : fYt;Xt¡1jYt¡1
(yt; xt¡1 j yt¡1) = fYtjYt¡1

(yt j yt¡1)fXt¡1jYt¡1
(xt¡1 j yt¡1) ;

(22)
ez a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok nyelv¶en pontosan azt jelenti, hogy az Yt az Xt¡1-
t}ol fÄuggetlen Yt¡1 ismeret¶eben.

A Hiemstra{Jones-teszt (Hiemstra{Jones, 1994) ebb}ol az alakb¶ol indul ki,
¶es maga a m¶odszer a kÄovetkez}o ¶eszrev¶etelen alapul5:

1. Lemma. Amennyiben a (22) igaz, ¶ugy kÄulÄonbÄoz}o t ¶es s id}opontokra

P
¡
jYt ¡ Ysj < ±; jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
=

= P
¡
jYt ¡ Ysj < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
P

¡
jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
:

(23)

Bizony¶³t¶as. Az F1 fÄuggel¶ekben kÄozÄoljÄuk. 2

A szakasz elej¶en bevezetett korrel¶aci¶os integr¶al seg¶³ts¶eg¶evel a (23) egyen-
l}os¶eg, mint nullhipot¶ezis m¶ar ,,majdnem" tesztelhet}o. A Szerz}ok Äotlete az,
hogy ezt a felt¶etelben szerepl}o egyenl}os¶eget ,,rontsuk" el egy kicsit, teh¶at ne
v¶arjuk el a tÄok¶eletes egyenl}os¶eget a felt¶etelben, csup¶an annyit, hogy megfe-
lel}oen kÄozel essen egym¶ashoz a k¶et ¶ert¶ek, azaz

5Ez az alapÄotlet Baek-Brock (1991, 1992) cikkekben m¶ar megtal¶alhat¶o, v¶egÄul ennek egy
m¶odos¶³t¶asa ,,terjedt el" a gyakorlatban
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P
¡
jYt ¡ Ysj < ±; jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±

¢
=

= P
¡
jYt ¡ Ysj < ±

¯̄
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±

¢
P

¡
jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±

¢
:

(24)

Ez nyilv¶an n¶emileg torz¶³tja az eredm¶enyeket (term¶eszetesen ± ! 0 hat¶ar-
¶ert¶ekben visszakapjuk a pontos H0-t). A fenti felt¶eteles val¶osz¶³n}us¶egeket
vissza¶³rjuk egyszer}ubb form¶aba, ¶es ezzel meg is kapjuk a Hiemstra{Jones-
teszt nullhipot¶ezis¶et

H
y
0 : P

¡jYt ¡ Ysj < ±
¯̄
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±; jXt¡1 ¡ Xs¡1j < ±

¢
=

= P
¡
jYt ¡ Ysj < ±

¯̄
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±

¢
:

(25)

Ezt a kifejez¶est m¶ar lehet a korrel¶aci¶os integr¶alokon alapul¶o m¶odszerrel tesz-
telni, el}oszÄor is ¶at¶³rjuk a felt¶eteles val¶osz¶³n}us¶egeket, ¶³gy a kÄovetkez}ohÄoz ju-
tunk:

P
¡jYt ¡ Ysj < ±; jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±; jXt¡1 ¡ Xs¡1j < ±

¢

P
¡
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±; jXt¡1 ¡ Xs¡1j < ±

¢ =

=
P

¡jYt ¡ Ysj < ±; jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±
¢

P
¡
jYt¡1 ¡ Ys¡1j < ±

¢ :

(26)

Felhaszn¶alva a korrel¶aci¶os integr¶al de¯n¶³ci¶oj¶at, ad¶odik hogy

CYt;Yt¡1;Xt¡1(±)

CYt¡1;Xt¡1
(±)

=
CYt;Yt¡1(±)

CYt¡1
(±)

: (27)

VegyÄuk ¶eszre, hogy ugyanerre a kifejez¶esre jutunk, ha a korrel¶aci¶os integr¶alt
,,naiv" m¶odon haszn¶aljuk, teh¶at (99) egyenletben egyszer}uen kicser¶eljÄuk a
s}ur}us¶egfÄuggv¶enyeket a hozz¶ajuk tartoz¶o korrel¶aci¶os integr¶alra.

A kÄovetkez}okben v¶azlatosan ismertetjÄuk a teszt menet¶et, id¶aig viszonylag
kÄonny}u dolgunk volt a nullhipot¶ezisek fel¶³r¶as¶aval, term¶eszetesen a tesztfÄugg-
v¶enyek { asszimptotikus { eloszl¶as¶anak levezet¶ese enn¶el sokkal bonyolultabb,
az eredeti cikkekben megtal¶alhat¶oak. Eddig az yt, yt¡1 ¶es xt¡1 tetsz}oleges
val¶os sz¶amokat jelÄoltek, a kÄovetkez}okben azonban egy v¶eges minta elemeit
fogjuk ¶erteni alattuk, ahol t = 1; . . . ; T . El}oszÄor is ¶³rjuk ¶at (27) egyenletben
szerepl}o elm¶eleti korrel¶aci¶os integr¶alokat azok becsl}ofÄuggv¶enyeire:

ĈYt;Yt¡1;Xt¡1 =
1

(2±)3
1

T (T ¡ 1)

TX

t=1

X

s 6=t

1±(yt; ys) ¢ 1±(yt¡1; ys¡1) ¢ 1±(xt¡1; xs¡1)

ĈYt¡1;Xt¡1
=

1

(2±)2
1

T (T ¡ 1)

TX

t=1

X

s6=t

1±(yt¡1; ys¡1) ¢ 1±(xt¡1; xs¡1)

ĈYt;Yt¡1
=

1

(2±)2
1

T (T ¡ 1)

TX

t=1

X

s 6=t

1±(yt; ys) ¢ 1±(yt¡1; ys¡1)

ĈYt¡1 =
1

2±

1

T (T ¡ 1)

TX

t=1

X

s6=t

1±(yt¡1; ys¡1) ;

(28)
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ekkor H
y
0 fenn¶all¶asa eset¶en aszimptotikusan igaz lesz, hogy

lim
T !1

ĈYt;Yt¡1;Xt¡1

ĈYt¡1;Xt¡1

¡ ĈYt;Yt¡1

ĈYt¡1

SHJ(T )p
T

» N (0; 1) ; (29)

ahol SHJ(T ) becsl¶es¶ere a Szerz}ok (Hiemstra{Jones, 1994) a cikk fÄuggel¶ek¶eben
t¶ernek ki. A szimul¶aci¶ok sor¶an ezt az Z-statisztik¶at sz¶amoltuk ki, majd k¶et-
oldali p-¶ert¶eket hat¶aroztuk meg hozz¶a.

3.1.2 Diks{Panchenko-teszt

Diks ¶es Panchenko szerint a Hiemstra ¶es Jones tesztje sokszor jelez oks¶agot
indokolatlan esetben is (Diks{Panchenko, 2005), ami els}osorban a im¶enti sza-
kaszban bemutatott torz¶³t¶o hat¶as miatt van, ennek minimaliz¶al¶asa motiv¶alja
a szerz}oket.

Az ÄotletÄuk, hogy a nullhipot¶ezis fenn¶all¶asa mellett egy s¶ulyfÄuggv¶ennyel
szorozz¶ak meg (99) egyenlet mindk¶et oldal¶at. Vil¶agos, hogy tetsz}oleges g(¢)
fÄuggv¶ennyel megszorozva a nullhipot¶ezist az nem v¶altozik, teh¶at ezt megte-
hetjÄuk, de term¶eszetesen ¶ujra ki kell sz¶amolni, hogy imm¶aron milyen eloszl¶ast
fog kÄovetni a pr¶obafÄuggv¶eny. A szerz}ok az f2

Yt¡1
(yt¡1) fÄuggv¶enyt v¶alasztott¶ak,

¶³gy a Diks{Panchenko-teszt nullhipot¶ezise

H
z
0 : fYt;Yt¡1;Xt¡1(yt; yt¡1; xt¡1)fYt¡1(yt¡1) =

= fXt¡1;Yt¡1(xt¡1; yt¡1)fYt;Yt¡1(yt; yt¡1) :
(30)

Ennek az ¶all¶³t¶asnak is korrel¶aci¶os integr¶alon keresztÄul tÄort¶enik a tesztel¶ese,
ahogy azt az el}oz}o szakaszban a Hiemstra{Jones-tesztn¶el l¶attuk. Felhaszn¶alva
a (28) jelÄol¶eseit az al¶abbi pr¶obafÄuggv¶enyhez jutunk:

lim
T!1

ĈYt;Yt¡1;Xt¡1
ĈYt¡1

¡ ĈYt¡1;Xt¡1
ĈYt;Yt¡1

SDP(T )p
T

» N (0; 1) ; (31)

ahol az SDP(T ) kisz¶am¶³t¶as¶ar¶ol Diks{Panchenko (2005) cikk A.1 fÄuggel¶ek¶eben
t¶ernek ki a szerz}ok. A HJ-teszthez hasonl¶oan itt is k¶etoldal¶u p-¶ert¶eket sz¶a-
moltunk a tesztfÄuggv¶eny ¶ert¶ek¶eb}ol. Mindk¶et teszt eset¶eben felmerÄul a k¶erd¶es,
hogy milyen ± ¶ert¶ekkel sz¶amoljunk, ennek optim¶alis ¶ert¶ek¶er}ol, illetve leveze-
t¶es¶er}ol r¶eszletesen (Diks{Panchenko, 2005) cikkben olvashatunk.

ÄOsszefoglal¶oan elmondhatjuk a korrel¶aci¶os integr¶alon alapul¶o m¶odszerek-
r}ol, hogy a felt¶eteles fÄuggetlens¶eg tesztel¶es¶enek probl¶em¶aj¶at Äotletesen vissza-
vezeti felt¶etel n¶elkÄuli eloszl¶asokra, ¶³gy folytonos v¶altoz¶okra is kezelhet}ov¶e
v¶alik a probl¶ema. Ugyanakkor a felt¶eteles eloszl¶asokban a felt¶etel ,,gyen-
g¶³t¶ese" azzal j¶ar, hogy nem pontosan az eredeti probl¶em¶at tudjuk tesztelni
seg¶³ts¶egÄukkel.
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3.2 Kopul¶akkal kapcsolatos tesztek

A kopul¶ak haszn¶alata m¶ara m¶ar teljesen ¶altal¶anoss¶a v¶alt a p¶enzÄugyi matema-
tika legtÄobb terÄulet¶en (kock¶azatmenedzsment, ¶araz¶asi modellek stb.), haszn¶a-
latukat a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok egyÄuttmozg¶as¶at m¶er}o korrel¶aci¶o hi¶anyoss¶agai
tett¶ek indokoltt¶a. A p¶enzÄugyi piacokon az EszkÄozÄok ¶arfolyamai/hozamai szÄo-
vev¶enyes m¶odon fÄuggnek egym¶ast¶ol, ezeket a fÄugg}os¶egeket nem lehet line¶aris
keretek kÄozÄott m¶erni, ahogyan azt a korrel¶aci¶o teszi. Ugyanakkor az egyÄuttes
eloszl¶asukat nem ismerjÄuk, a kopul¶ak ezt a hi¶anyt pr¶ob¶alj¶ak kisebb-nagyobb
sikerrel p¶otolni. A bemutatni k¶³v¶ant m¶odszerhez a kopul¶aknak csup¶an n¶eh¶any
tulajdons¶aga fontos, ¶³gy viszonylag rÄovid bevezet}ot adunk r¶oluk, magyar nyel-
ven (Varga, 2004) cikk¶et aj¶anljuk a r¶eszletesebb megismer¶esÄukhÄoz.

A tov¶abbiakban nekÄunk csup¶an 2 ¶es 3 dimenzi¶os kopul¶akra lesz szÄuks¶e-
gÄunk, ¶³gy az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert most 3 dimenzi¶osra mondjuk ki a de¯n¶³ci¶ot
valamint mutatjuk be a sz¶amunkra szÄuks¶eges tulajdons¶agokat, abb¶ol egysze-
r}uen lehet sz}uk¶³teni 2 v¶altoz¶osra.

4. De¯n¶³ci¶o. Egy C: [0; 1]3 ! [0; 1] eloszl¶asfÄuggv¶eny kopula, ha minden
v¶altoz¶oja szerinti margin¶alis eloszl¶asa standard egyenletes.

TekinthetjÄuk ¶ugy is, hogy a kopula egy [0; 1]-es ¶ertelmez¶esi tartom¶anyra
¶atsk¶al¶azott eloszl¶asfÄuggv¶eny, s ¶³gy tudunk bel}ole a [0; 1] intervallumba es}o v¶e-
letlen sz¶amokat gener¶alni, amib}ol inverz eloszl¶asfÄuggv¶enyekkel v¶eletlen ¶ert¶e-
keket kapunk. A kopul¶akkal kapcsolatos legfontosabb t¶etel kÄovetkezik (szint¶en
h¶arom v¶altoz¶os form¶aban):

1. T¶etel (Sklar, 1959). Minden 3 v¶altoz¶os F eloszl¶asfÄuggv¶enyhez l¶etezik
olyan, szint¶en 3 v¶altoz¶os C kopula, hogy

C
¡
FX(x); FY (y); FZ(z)

¢
= F (x; y; z) :

Teh¶at, ha a priori a kopul¶ab¶ol, vagy a margin¶alisokb¶ol, vagy az egyÄuttes
eloszl¶asfÄuggv¶enyb}ol ismerÄunk kett}ot (vagy feltesszÄuk, hogy ismert), akkor a
harmadikat ki tudjuk sz¶amolni. A t¶etel jelent}os¶ege abban ¶all, hogy empirikus
probl¶em¶akn¶al a margin¶alisokat tipikusan ismerjÄuk, hiszen az egyes v¶altoz¶ok
empirikus eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et a mint¶ab¶ol meg tudjuk hat¶arozni. Ezek ut¶an
valamilyen a priori feltev¶es ¶utj¶an kiv¶alasztjuk a haszn¶alatos kopul¶at, s ki
tudjuk sz¶amolni az egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enyt, illet}oleg tudunk gener¶alni az
egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel mesters¶eges mint¶at, amit kÄulÄonbÄoz}o
szimul¶aci¶okhoz felhaszn¶alhatunk.

A kopul¶aknak sz¶amos hasznos ¶es fontos tulajdons¶aga van, sz¶amunkra
most a kopulas}ur}us¶eg, ami kiemelt szerepet j¶atszik. Deriv¶aljuk mindh¶arom
v¶altoz¶o szerint a (32) egyenlet mindk¶et oldal¶at, ¶³gy a kÄovetkez}ot kapjuk:

@3

@u@v@w
C(u; v; w)fX(x)fY (y)fZ(z) = f(x; y; z) ; (33)

ahol u = FX(x), v = FY (y) ¶es w = FZ(z) valamint fX ; fY ; fZ a megfelel}o
margin¶alisokhoz ¶es f az egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enyhez tartoz¶o s}ur}us¶egfÄuggv¶e-
nyek.
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5. De¯n¶³ci¶o. Egy 3 v¶altoz¶os C kopul¶ahoz tartoz¶o kopulas}ur}us¶eg alatt a kÄo-
vetkez}o fÄuggv¶enyt ¶ertjÄuk

c(u; v;w) =
@3

@u@v@w
C(u; v;w) : (34)

Am¶³g a kopula az eloszl¶asfÄuggv¶enyhez kapcsol¶od¶o fogalom volt, addig a
kopulas}ur}us¶eg a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyhez, tulajdons¶agai is ehhez hasonl¶³tanak:
nem-negat¶³v (de nem biztos hogy egyn¶el kisebb) ¶es a kopul¶ahoz hasonl¶oan az
egys¶eg kock¶an (n¶egyzeten) van ¶ertelmezve. A rÄovid m¶odszertani ¶attekint¶es
ut¶an k¶et elj¶ar¶ast mutatunk be, melyek seg¶³ts¶eg¶evel a felt¶eteles fÄuggetlens¶eg
probl¶em¶aja kezelhet}o.

3.2.1 Bernstein-kopul¶an alapul¶o teszt

Taamoutia et al. (2014) cikke nyom¶an a kopul¶an alapul¶o oks¶ag teszt Äotlete,
hogy a peremeloszl¶asok ismeret¶eben egy kopul¶ab¶ol sz¶armaztatjuk az egyÄuttes
eloszl¶ast. Azaz az egyÄuttes eloszl¶asokat, pontosabban azok s}ur}us¶egfÄuggv¶enyeit
kicser¶eljÄuk kopulas}ur}us¶egekre, s az egyÄuttes eloszl¶as helyett a becsÄult kopul¶a-
kat fogjuk Äosszehasonl¶³tani, ebb}ol vezetjÄuk le a tesztet. Ha teh¶at fenn¶all (16),
akkor igaz, hogy

H0 : fYtjYt¡1;Xt¡1
(yt j yt¡1; xt¡1) = fYtjYt¡1

(yt j yt¡1) : (35)

El}oszÄor a felt¶eteles s}ur}us¶egeket ¶³rjuk ¶at, ¶³gy a H0

fYt;Yt¡1;Xt¡1
(yt; yt¡1; xt¡1)

fYt¡1;Xt¡1(yt¡1; xt¡1)
=

fYt;Yt¡1
(yt; yt¡1)

fYt¡1(yt¡1)
; (36)

be¶³rva a kopulas}ur}us¶egeket a (33) egyenlet alapj¶an, ¶es bevezetve a wt =
FYt

(yt) illetve ut = FXt
(xt) jelÄol¶eseket

cYt;Yt¡1;Xt¡1
(wt; wt¡1; ut¡1)fYt

(yt)fYt¡1
(yt¡1)fXt¡1

(xt¡1)

cYt¡1;Xt¡1(wt¡1; ut¡1)fYt¡1(yt¡1)fXt¡1(xt¡1)
=

=
cYt;Yt¡1(wt; wt¡1)fYt(yt)fYt¡1(yt¡1)

fYt¡1(yt¡1)
;

(37)

¶³gy egyszer}us¶³t¶esek ut¶an az ¶at¶³rt { imm¶aron csak kopulas}ur}us¶egeket tartal-
maz¶o { nullhipot¶ezis:

H?
0 :

cYt;Yt¡1;Xt¡1(wt; wt¡1; ut¡1)

cYt;Yt¡1(wt; wt¡1)cYt¡1;Xt¡1(wt¡1; ut¡1)
= 1 : (38)

Az vil¶agos, hogy a mint¶ab¶ol ismerjÄuk az emprikus peremeloszl¶asokat, m¶ar
,,csak" egy megfelel}o empirikus kopul¶at kell kiv¶alasztani, amivel meg tudjuk
becsÄulni a fenti kifejez¶est, ¶es meg tudjuk hat¶arozni, milyen eloszl¶ast kÄovet.

Id}osoros modellekben leggyakrabban alkalmazott kopula a Bernstein-ko-
pula (r¶eszletesen l¶asd Sancetta{Satchell, 2004). A teljesen ¶altal¶anos de¯n¶³ci¶o-
j¶at nem mondjuk ki, m¶ar csak a speci¶alisan erre a feladatra fel¶³rand¶o 2- ¶es 3-
dimenzi¶os esetekkel foglalkozunk (¶altal¶aban sem nehezebb megadni a kopul¶at,
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ez¶ert is tekintÄunk el az ¶altal¶anoss¶agt¶ol). Ehhez tekintsÄuk az (Yt; Yt¡1; Xt¡1)

{ ismeretlen { eloszl¶asb¶ol sz¶armaz¶o
©
(yt; yt¡1; xt¡1)

ªT

t=1
mint¶at. Legyenek

tov¶abb¶a ut = FXt;T (xt) ¶es wt = FYt;T (yt), ahol FYt;T ¶es FXt;T a T hossz¶u
mint¶ab¶ol sz¶armaz¶o empirikus eloszl¶asfÄuggv¶enyt jelÄoli, azaz a mintabeli xt ¶es
yt ¶ert¶ekek az ut ¶es wt-hez tartoz¶o empirikus kvantilisek.

VezessÄuk be tov¶abb¶a a kÄovetkez}o 2- ¶es 3-dimenzi¶os kock¶akat:

Bi1;i2
k =

·
i1 ¡ 1

k
;
i1
k

¶
£

·
i2 ¡ 1

k
;
i2
k

¶
; (39)

Bi1;i2;i3
k =

·
i1 ¡ 1

k
;
i1
k

¶
£

·
i2 ¡ 1

k
;
i2
k

¶
£

·
i3 ¡ 1

k
;
i3
k

¶
; (40)

valamint legyen 1
B

i1;i2
k

(¢; ¢) ¶es 1
B

i1;i2;i3
k

(¢; ¢; ¢) a kock¶akba es¶esre vonatkoz¶o

indik¶ator fÄuggv¶eny.
Ekkor a 2-dimenzi¶os, becsÄult Bernstein-kopul¶akat egy tetsz}oleges pontban

a mint¶an az al¶abbi m¶odon sz¶am¶³tjuk

ĉYt;T ;Yt¡1;T (g1; g2) =

=
1

T

TX

t=1

"
k2

kX

i1=1

kX

i2=1

1
B

i1;i2
k

(wt; wt¡1)
2Y

`=1

µ
k

i` ¡ 1

¶
gi`¡1
` (1 ¡ g`)

(k¡i`¡1)

#
;

(41)
ĉYt¡1;T ;Xt¡1;T (g2; g3) =

=
1

T

TX

t=1

"
k2

kX

i1=1

kX

i2=1

1
B

i1;i2
k

(wt¡1; ut¡1)
2Y

`=1

µ
k

i` ¡ 1

¶
gi`¡1
` (1 ¡ g`)

(k¡i`¡1)

#
;

(42)
tov¶abb¶a a 3-dimenzi¶osat az al¶abbi m¶odon

ĉYt;T ;Yt¡1;T ;Xt¡1;T
(g1; g2; g3) =

=
1

T

TX

t=1

"
k3

kX

i1=1

kX

i2=1

kX

i3=1

1
B

i1;i2;i3
k

(wt; wt¡1; ut¡1)
3Y

`=1

µ
k

i`

¶
gi`

` (1 ¡ g`)
(k¡i`¡1)

#
:

(43)
Ebb}ol a h¶arom { a mint¶an megbecsÄult { kopul¶ab¶ol egy ¶un. oks¶agi m¶ert¶eket

sz¶amolunk ki6

CMT =
1

T

TX

t=1

log

µ
ĉYt;T ;Yt¡1;T ;Xt¡1;T

(wt; wt¡1; ut¡1)

ĉYt;T ;Yt¡1;T
(wt; wt¡1) ¢ ĉYt¡1;T ;Xt¡1;T

(wt¡1; ut¡1)

¶
:

(44)
Ez mutat¶o Taamoutia et al. (2014) alapj¶an m¶ar aszimptotikusan norm¶alis
eloszl¶ast fog kÄovetni a megfelel}o v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel ¶es sz¶or¶assal:

lim
T!1

Tk¡3=2 2CMT ¡ T¡1k3=2»

¾
» N (0; 1) ;

6Geweke (1982) cikkben szerepl}o oks¶agi m¶ert¶ek nem-line¶aris kiterjeszt¶ese.
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ahol ¾ =
p

2(¼=4)3=2 valamint » = ¡¼3=2=8 + ¼=2k¡1=2 ¡ k¡1
¡
¼1=2 ¡ 1

¢
.

Ahogyan a korrel¶aci¶os integr¶al alap¶u tesztekn¶el, itt is el kell l¶atni ¶ert¶ekkel
egy ,,bandwidth" param¶etert, a k-t, ami jelen esetben a kock¶ak m¶eret¶eben
jelenik meg. A szerz}ok nyom¶an ezt k = bT 1=2c nagys¶ag¶ura v¶alasztjuk.

3.2.2 FÄuggetlen-kopul¶an alapul¶o teszt

Az utols¶o m¶odszer, ami bemutat¶asra kerÄul, egy ¶altalunk kidolgozott teszt a
nem-param¶eteres oks¶ag vizsg¶alat¶ara. M¶odszerÄunk alapja, hogy k¶et folytonos
sk¶al¶an m¶ert v¶altoz¶o { gondolhatunk itt rÄogtÄon id}osorokra { felt¶etel n¶elkÄuli
fÄuggetlens¶eg¶enek tesztel¶ese kopul¶ak seg¶³ts¶eg¶evel megoldott feladat (l¶asd. Ge-
nest{Remillard, 2004; Genest et al., 2007). Ugyanakkor sz¶amunkra a felt¶e-
teles fÄuggetlens¶eg, ami igaz¶an ¶erdekes, hiszen ¶eppen a felt¶etel ismeret¶eben
tudjuk kisz}urni azokat a hat¶asokat, melyek nem kÄozvetlenÄul l¶epnek fel Yt ¶es
Xt¡1 kÄozÄott.

A probl¶ema hasonl¶o mint a kor¶abbi korrel¶aci¶os integr¶alon alapul¶o m¶od-
szerek bemutat¶asn¶al, a folytonos sk¶al¶an m¶ert id}osori ¶ert¶ekekn¶el v¶eges mint¶an
lehetetlen egy-egy adott pontra elk¶esz¶³teni a felt¶eteles eloszl¶ast, mert a r¶esz-
minta egy elemb}ol fog ¶allni. Ennek ¶athidal¶as¶ara { Hiemstra ¶es Jones Äotlet¶et}ol
vez¶erelve { beosztottuk a mint¶aban szerepl}o yt¡1 ¶ert¶ekeket k darab cso-
portba, ¶³gy kaptunk k sz¶am¶u egym¶ast¶ol elszepar¶alt almint¶at. Ezt kÄovet}oen
minden almint¶an elv¶egeztÄuk a kopula alap¶u fÄuggetlens¶eg tesztet, amit R

kÄornyezetben a copula csomag tartalmaz (Hofert et al. 2015), ami szint¶en
Genest{Remillard m¶odszer¶et haszn¶alja. Majd az ¶³gy kapott p-¶ert¶ekeket agg-
reg¶altuk, a m¶odszer Fisher (1948) Äotlet¶en alapul, aki azonban fÄuggetlen r¶esz-
mint¶akra dolgozta ki a m¶odszert. Nem fÄuggetlen mint¶ak eset¶ere Brown
(1975) adott egy aggreg¶al¶asi m¶odszert. Ez azonban viszonylag neh¶ezkesen
alkalmazhat¶o a gyakorlatban, ugyanis numerikus integr¶al¶ast is tartalmaz, s
¶³gy a sz¶am¶³t¶asi id}o rendk¶³vÄuli m¶odon megn}o, a szimul¶aci¶o sz¶am¶³t¶asi ideje
egyszer}uen t¶ul hossz¶u. Alternat¶³v megold¶ast k¶³n¶al Poole et al. (2015), az
}o m¶odszerÄuket { amire empirikus Brown-m¶odszer n¶even fogunk hivatkozni
ezent¶ul { azonban n¶emileg m¶odos¶³tani kellett (melyr}ol k¶es}obb lesz sz¶o), hogy
esetÄunkben is alkalmazni lehessen.

ÄOsszefoglalva { ¶es formaliz¶alva { a fentieket, a kÄovetkez}o l¶ep¶eseket kell
kÄovetni ez elj¶ar¶as sor¶an:

1. De¯ni¶aljuk a felt¶eteli halmazokat: legyen k > 1 ¶es

Bi
k =

·
i ¡ 1

k
;

i

k

¶
;

ahol i 2 f1; . . . ; kg, ¶³gy term¶eszetesen [k
i=1B

i
k = [0; 1) ¶es Bi

k \ Bj
k = ;.

2. Bontsuk sz¶et a teljes mint¶ankat az al¶abbi almint¶akra

(yi
t; x

i
t¡1):=

©
(yt; xt¡1) j FYt¡1

(yt¡1) 2 Bi
k

ª
;

¶es az empirikus margin¶alisokra vezessÄuk be az F i
Yt;T (¢) ¶es F i

Xt¡1;T (¢)
jelÄol¶eseket. Legyenek tov¶abb¶a az egyes almint¶ak id}o indexei a T i

k -vel
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jelÄolve, ezekre term¶eszetesen igaz, hogy [k
i=1T i

k = f1; . . . ; Tg ¶es T i
k \

T j
k = ;. Ez ut¶obbi halmazok hossz¶at pedig jelÄoljÄuk rendre T i

k-vel, ekkor

term¶eszetesen
Pk

i=1 T i
k = T .

3. Minden Si
k r¶eszmint¶an v¶egezzÄuk el a fÄuggetlens¶eg tesztet. Ehhez el}oszÄor

becsÄuljÄuk meg az empirikus kopul¶akat a r¶eszmint¶akon:

Ĉi
T (u;w) =

1

T i
k

X

t2T i
k

1
¡
F i

Yt;T (yt) · u
¢
1
¡
F i

Xt¡1;T (xt¡1) · w
¢

:

A nullhipot¶ezisben a fÄuggetlens¶eget a fÄuggetlen kopula seg¶³ts¶eg¶evel tud-
juk megfogalmazni:

Hi
0 : Ĉi

T (u;w) = u ¢ w :

Mag¶aban a fÄuggetlens¶eg tesztben a pr¶obafÄuggv¶eny az empirikus kopula
pontonk¶enti elt¶er¶es¶et vizsg¶alja a fÄuggetlen kopul¶at¶ol:

CM(u; w) =
p

n
¡
Ĉi

T (u; w) ¡ u ¢ w
¢

:

Ez a kifejez¶es v¶eletlen u;w ¶ert¶ekekre aszimptotikusan Cramer{von Mises
statisztik¶at kÄovet7, melynek saj¶at t¶abl¶azat¶ab¶ol olvassuk ki az i-edik
almint¶ahoz tartoz¶o teszt p-¶ert¶ek¶et, jelÄoljÄuk ezt pi-vel. MegjegyezzÄuk,
hogy ezt a l¶ep¶est teljes eg¶esz¶eben a copula csomag v¶egzi.

4. Aggreg¶aljuk a p-¶ert¶ekeket az empirikus Brown-m¶odszer seg¶³ts¶eg¶evel:

ª = ¡2
kX

i=1

log pi ;

ami egy ¶atsk¶al¶azott Â2 eloszl¶ast kÄovet, azaz ª » cÂ2
2f . A c ¶es f kon-

stansok kisz¶am¶³t¶as¶at az F-2 FÄuggel¶ekben ismertetjÄuk. Ezek alapj¶an a
,,glob¶alis" p-¶ert¶eket a kÄovetkez}ok¶eppen sz¶amolhatjuk ki

p = 1 ¡ FÂ2
2f

(ª=c) ;

amennyiben ez az el}ore rÄogz¶³tett szigni¯kanciaszint alatt van, akkor
elvetjÄuk az eredeti, felt¶eteles fÄuggetlens¶egre vonatkoz¶o nullhipot¶ezist.

A m¶odszer fontos r¶esze a Bi
k-k halmazok rendszer¶enek meghat¶aroz¶asa,

term¶eszetesen nem kÄotelez}o egyenletesen k r¶eszre osztani a [0; 1] intervallu-
mot, viszont minden esetben biztos¶³tani kell az elegend}o mintaelemsz¶amot a
r¶eszmint¶akban a sz¶am¶³t¶asokhoz. Tov¶abbi vizsg¶alatra lehet ¶erdemes a Bi

k-k
valamilyen m¶as { bizonyos szempontb¶ol optim¶alis { feloszt¶asa, ez nem t¶argya
ennek a cikknek.

7A Cramer{von Mises statisztika eloszl¶asok kÄozti t¶avols¶agot m¶er, ebb}ol a szempontb¶ol
hasonl¶o a Kolmogorov{Szmirnov statisztik¶ahoz, r¶eszletesebben CsÄorg}o{Faraway (1996) ta-
nulm¶any¶at aj¶anljuk.



Nem-param¶eteres oks¶ag tesztek k¶et v¶altoz¶ora 175

A kopula alap¶u m¶odszerekr}ol Äosszefoglal¶ask¶eppen elmondhatjuk, hogy a
tesztelend}o felt¶eteles fÄuggetlens¶eget kopul¶ak fÄuggetlens¶eg¶ere vezetik vissza.
Ennek a megkÄozel¶³t¶esnek az el}onye, hogy nem a teljes IR2 ¶es IR3 halmazokon
kell vizsg¶alni s}ur}us¶egfÄuggv¶enyeket, hanem az egys¶eg oldal¶u n¶egyzeteken, koc-
k¶akon ezzel gyakorlatilag bes}ur¶³tjÄuk a mintapontokat. ¶Altal¶aban a kopul¶ak
illeszt¶ese szoftveresen viszonylag j¶ol t¶amogatott, ugyanakkor ezek konkr¶et
probl¶em¶akra val¶o alkalmaz¶asa, ahogy az esetÄunkben is tÄort¶enik, m¶ar Äon¶all¶o
programoz¶asi munk¶at ig¶enyel.

Ezzel a v¶eg¶ere ¶ertÄunk a teszteket { legal¶abbis v¶azlatosan { bemutat¶o
r¶esznek, amib}ol kiderÄult, hogy a nem-param¶eteres oks¶ag tesztel¶ese alapvet}oen
egy felt¶eteles fÄuggetlens¶eg tesztre vezethet}o vissza. Ezt pedig elt¶er}o metodol¶o-
gi¶akkal pr¶ob¶alj¶ak kezelni a szerz}ok, azonban kÄozÄos von¶asa a teszteknek, hogy
relat¶³ve nagy a sz¶am¶³t¶asig¶enyÄuk, ¶es mivel asszimptotikus tulajdons¶agaikat
ismerjÄuk a pr¶obafÄuggv¶enyeknek, ¶³gy elengedhetetlen a megfelel}o mintanagy-
s¶ag az alkalmaz¶asukhoz.

4 Szimul¶aci¶os p¶elda

A sz¶am¶³t¶asokhoz R kÄornyezetet haszn¶altunk, els}osorban a meggy}oz}o teljes¶³t-
m¶enye miatt, illetve a kopul¶ak illeszt¶ese csomagokkal j¶ol t¶amogatott. A ko-
r¶abban bemutatott n¶egyf¶ele nem-param¶eteres Granger-tesztb}ol a Hiemstra{
Jones- ¶es Diks{Panchenko-teszteket egy kÄuls}o szoftver seg¶³ts¶eg¶evel futtattuk.8

A Bernstein-kopul¶an alapul¶o tesztet teljes eg¶esz¶eben R nyelven implement¶al-
tuk, a fÄuggetlen kopula m¶odszer l¶enyegi r¶esz¶et a copula csomag v¶egzi (Hofert
et al., 2015) illetve (Poole et al., 2015) m¶odszert a szerz}ok ¶altal¶³rt fÄuggv¶enyek,
valamint a referencia tesztk¶ent szolg¶al¶o klasszikus Granger-tesztet tÄobbek
kÄozÄott az lmtest csomag (Zeilies{Hothorn, 2002) tartalmazza.

A szimul¶aci¶okhoz n¶egy kÄulÄonbÄoz}o adatgener¶al¶o folyamatot haszn¶altunk,
melyek az al¶abbiak:

DGP1: Yt = ®Yt¡1 + ¯Xt¡1 + ²Y
t ; Xt = °Xt¡1 + ²X

t ; (46)

DGP2: Yt = ®Yt¡1 + ¯X2
t¡1 + ²Y

t ; Xt = °Xt¡1 + ²X
t ; (47)

DGP3: Yt = ¯Yt¡1Xt¡1 + ²Y
t ; Xt = °Xt¡1 + ²X

t ; (48)

DGP4: Yt = ¾t²
Y
t ; ¾2

t = ® + ¯X2
t¡1; Xt = °Xt¡1 + ²X

t ; (49)

ahol ²X
t ; ²Y

t » N (0; 1) fÄuggetlen val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok. Valamennyi adat-
gener¶al¶o folyamatot ¶ugy de¯ni¶altuk, hogy ¯ 6= 0 esetben X ! Y oks¶ag ¶alljon
fenn, valamint ®; ¯; ° < 1 felt¶etel mellett mind a n¶egy folyamat stacioner,
¶³gy a pr¶ob¶ak megb¶³zhat¶o eredm¶enyt szolg¶altatnak.9

8Ez gyakorlatilag egy, a szerz}op¶aros ¶altal ¶³rt C k¶od, amit apr¶obb m¶odos¶³t¶asok
ut¶an ¶ujraford¶³tottunk ¶es R-b}ol h¶³vtuk meg a programot, majd visszaolvastuk az
eredm¶enyeket R-be, a k¶od megtal¶alhat¶o a Cees Diks weblapj¶an: http://www.uva.nl/en/
about-the-uva/organisation/staff-members/content/d/i/c.g.h.diks/c.g.h.diks.html

9Taamoutia et al. (2014) is tÄobbek kÄozÄott ezeket a DGP-ket haszn¶alj¶ak a szimul¶aci¶ok-
ban.
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Valamennyi adatgener¶al¶o folyamatn¶al ,,ok" szerep¶et betÄolt}o Xt id}osor
els}orend}u autoregressz¶³v id}osor, a kÄulÄonbs¶eg az ,,okozat" id}osor form¶aj¶aban
van. A DGP1 egyszer}u line¶aris modell gyakorlatilag referenciak¶ent szolg¶al,
a DGP2-ben az ok kvadratikus form¶aban jelenik meg, a DGP3 folyamat
felfoghat¶o egy v¶altoz¶o egyÄutthat¶os els}orend}u autoregressz¶³v modellk¶ent, ahol
az egyÄutthat¶o szint¶en egy AR(1)-b}ol sz¶armazik, m¶³g a DGP4 legink¶abb egy
GARCH modellre hasonl¶³t, amiben a felt¶eteles variancia egy exog¶en v¶altoz¶ot¶ol
fÄugg. Az els}ot lesz¶am¶³tva mindegyikben van valamilyen nemlinearit¶as, ¶³gy azt
v¶arjuk, hogy esetÄukben a Granger-f¶ele teszt ,,rossz" eredm¶enyt szolg¶altat,
ugyanakkor a m¶asik h¶arom m¶odszer jelezzen a ¯ 6= 0 esetben.

A szimul¶aci¶ok sor¶an 250 peri¶odus hossz¶u id}osorokat gener¶altunk ezt prak-
tikusan ¶ugy ¶ertelmezzÄuk, mintha egy ¶eves id}ohorizonton, napi frekvenci¶an
vizsg¶aln¶ank t}ozsdei id}osorokat (pl. napi z¶ar¶o¶arfolyamot). Ezekre a gener¶alt
id}osorokra minden esetben alkalmazzuk a teszteket ¶es a kapott p-¶ert¶ek vala-
mint az el}ore rÄogz¶³tett szigni¯kancia szint alapj¶an dÄontÄunk a nullhipot¶ezisr}ol.
Majd a szimul¶aci¶o v¶eg¶en minden kÄulÄonbÄoz}o ¯ ¶ert¶ekre (¯ = 0 esetben ez a
H0, egy¶ebk¶ent a H1 felt¶etel teljesÄul¶es¶et jelenti) kisz¶amoltuk milyen ar¶anyban
vetettÄuk el a nullhipot¶ezist, azaz n¶eh¶any pontban kisz¶amoltuk a tesztek er}o-
fÄuggv¶enyeit, kieg¶esz¶³tve azzal az esettel, amikor a nullhipot¶ezis igaz. Ez ut¶ob-
bi felt¶etel mellett ide¶alis esetben vissza kellene kapni az el}ore rÄogz¶³tett szigni¯-
kanciaszintet, minden egy¶eb ¯ ¶ert¶ek mellett pedig elm¶eletileg minden esetben
el kellene vetni a nullhipot¶ezist. Az eredm¶enyeket bemutat¶asakor ,,HJ"-vel
a Hiemstra{Jones-tesztet, ,,PD"-vel a Panchenko{Diks-tesztet, ,,CB"-vel a
Bernstein-kopul¶an, ,,CI"-vel a fÄuggetlen kopul¶an alapul¶o tesztet, m¶³g ,,GR"-
rel a Granger-f¶ele tesztet jelÄoltÄuk.

Az 1. t¶abl¶azat a 0 ¶es 0:5 kÄozÄotti ¯ ¶ert¶ekek eset¶eben vizsg¶alja a tesztek
teljes¶³tm¶eny¶et ® = ° = 0:5. Ahogyan v¶artuk a DGP1 eset¶eben (line¶aris
modell), a Granger-f¶ele teszt ¶erz¶ekenyebben reag¶al a ¯ nÄovekedt¶evel mint
a tÄobbi, nem-param¶eteres t¶arsa. Nem sokkal elmaradva t}ole a fÄuggetlen
kopula alap¶u teszt is viszonylag alacsony ¯ mellett nagy ar¶anyban jelzi az
oks¶agot, a k¶et korrel¶aci¶os integr¶alon alapul¶o m¶odszer csup¶an 0:3-as ¯ ¶ert¶ek
kÄorÄul mutat szigni¯k¶ans oks¶agot, a legrosszabb eredm¶enyt pedig a Bernstein-
kopul¶an alapul¶o teszt produk¶alja. Ugyanakkor a tÄobbi { nem line¶aris { eset
mindegyik¶eben nagyon rosszul teljes¶³t a Granger-f¶ele teszt, hiszen rendk¶³vÄul
kicsi ar¶anyban jelez oks¶agot, itt m¶ar csak a nem-param¶eteres pr¶ob¶akban
b¶³zhatunk. A DGP2 (kvadratikus) eset¶eben a korrel¶aci¶os integr¶alon alapul¶o
tesztek bizonyultak hat¶ekonyabbnak, m¶³g a DGP3-n¶al (v¶altoz¶o param¶eter}u
AR) a kopula alap¶uak reag¶altak gyorsabban a ¯ param¶eter nÄovekedt¶ere. A
DGP4 eset¶eben (GARCH jelleg}u) a korrel¶aci¶os integr¶al alap¶u tesztek jeleztek
kor¶abban, r¶aad¶asul a fÄuggetlen kopula alap¶u teszt az adott param¶eter tar-
tom¶anyban nagyon rossz ar¶anyban jelzett oks¶agot.

A szimul¶aci¶ok tanuls¶aga, hogy a nem-param¶eteres pr¶ob¶ak eset¶eben sem
mindegy, hogy milyen jelleg}u nem-linearit¶as jelenik meg a folyamatban. A
kopula alap¶u m¶odszerek ¶erz¶ekenyebbek a v¶arhat¶o ¶ert¶ekben tÄort¶en}o elmoz-
dul¶asokra (DGP2, DGP3), m¶³g a korrel¶aci¶os integr¶alon alapul¶o m¶odszerek
jobban teljes¶³tenek a m¶asodik momentumban bekÄovetkez}o hat¶asokra.
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¯ HJ PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.041 0.029 0.001 0.040 0.050

0.10 0.080 0.073 0.009 0.114 0.436
0.20 0.308 0.373 0.052 0.461 0.952
0.30 0.743 0.816 0.261 0.837 0.999
0.40 0.968 0.984 0.708 0.983 1.000
0.50 0.999 0.999 0.931 1.000 1.000

DGP2 0.00 0.045 0.039 0.001 0.051 0.052

0.10 0.156 0.157 0.014 0.085 0.082
0.20 0.661 0.680 0.232 0.183 0.163
0.30 0.948 0.958 0.689 0.370 0.256
0.40 0.997 0.998 0.970 0.629 0.300
0.50 1.000 1.000 0.997 0.795 0.369

DGP3 0.00 0.028 0.020 0.055 0.039 0.053

0.10 0.045 0.038 0.087 0.086 0.061
0.20 0.139 0.125 0.309 0.410 0.076
0.30 0.359 0.361 0.692 0.824 0.113
0.40 0.730 0.734 0.964 0.986 0.149
0.50 0.910 0.917 0.996 0.997 0.244

DGP4 0.00 0.037 0.031 0.069 0.051 0.044

0.10 0.628 0.548 0.191 0.055 0.105
0.20 0.931 0.892 0.432 0.081 0.158
0.30 0.991 0.974 0.607 0.093 0.144
0.40 0.996 0.993 0.780 0.110 0.176
0.50 0.998 0.998 0.877 0.106 0.187

1. t¶abl¶azat. T = 250, N = 1000, ¯ 2 f0; 0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5g,
nomin¶alis szigni¯kancia szint= 5%

Ez alapj¶an nem gondoljuk, hogy l¶etezik { legal¶abbis jelenleg { egy olyan
m¶odszer, amit Äonmag¶aban lehetne alkalmazni, a gyakorlati probl¶em¶akn¶al c¶el-
szer}u mindegyik m¶odszerrel megvizsg¶alni az adott id}osorokat. A tov¶abbiak-
ban mi is ezt a gyakorlatot fogjuk kÄovetni.

5 Empirikus p¶elda: hozam ¶es keresked¶esi vo-
lumen kapcsolata

A t}ozsdei r¶eszv¶enyek hozama ¶es keresked¶esi volumenÄuk kÄozÄotti viszony r¶eg¶ota
t¶em¶aja a p¶enzÄugyi Äokonometri¶anak. Az els}o cikk, ami ezen a terÄuleten k¶eszÄult
Granger{Morgenstern (1963) szerz}ok nev¶ehez f}uz}odik, }ok m¶eg csup¶an heti
keresked¶esi adatok alapj¶an pr¶ob¶alta egyes r¶eszv¶enyek illetve r¶eszv¶enyindexek
hozama ¶es volumene kÄozti kapcsolatot felt¶arni. Az¶ota term¶eszetesen sok
m¶as elemz¶es is napvil¶agot l¶atott10, kiv¶al¶o Äosszefoglal¶ot ad a t¶ema empirikus
eredm¶enyeir}ol ¶es az ezeket magyar¶azni pr¶ob¶al¶o elm¶eleti modellekr}ol Karpo®
(1987). ¶Altal¶aban az mondhat¶o el, hogy a hozam volumenre gyakorolt hat¶a-
s¶at kÄonnyebb kimutatni, hiszen a piaci szerepl}ok nagy r¶esze ¶arjelz¶es alapj¶an
kereskedik, a ford¶³tott ir¶any ilyen szempontb¶ol ¶erdekesebb, hiszen ebben az
esetben az sem egy¶ertelm}u, hogy l¶etezik-e ilyen hat¶as.

10TÄobbek kÄozÄott Hiemstra{Jones (1994) cikk is ezen a p¶eld¶an teszteli az ¶altaluk kife-
jlesztett tesztet



178 Abaligeti Gallusz

A kor¶abban t¶argyalt m¶odszertani r¶eszeket bemutat¶o cikkek is szinte kiv¶etel
n¶elkÄul a hozam-volumen kapcsolat¶an keresztÄul illusztr¶alj¶ak elm¶eleti eredm¶e-
nyeiket. Hiemstra{Jones (1994) hossz¶u adatsorokon (30 ¶eves id}osor a II.
vil¶agh¶abor¶u el}ott ¶es 40 ¶eves ut¶ana) mindk¶et ir¶any¶u nem-line¶aris kapcsolatot
kimutatt¶ak a Dow Jones Industrial Average (tov¶abbiakban DJIA) r¶eszv¶eny
index eset¶eben. Ugyanezen az indexen v¶egzett elemz¶est Diks{Panchenko
(2005), 1950 ¶es 1990 kÄozÄott szint¶en bizony¶³tott¶ak mindk¶et ir¶any¶u nemline¶aris
kauzalit¶ast. M¶³g Bouezmarni et al. (2009) 1988 ¶es 2005 kÄozÄott vizsg¶alt¶ak az
S&P 500-at, ahol mindk¶et ir¶anyban tal¶alt nem line¶aris kapcsolatokat. KÄozÄos
tov¶abb¶a az eml¶³tette cikkekben, hogy klasszikus { line¶aris { oks¶agot csak
¶ugy sikerÄult kimutatni, ha az oknak a hozamot, okozatnak pedig a volument
tekintett¶ek, ford¶³tott ir¶anyban nem.

Elemz¶esÄunk sor¶an mi a DJIA indexet vizsg¶altuk napi frekvenci¶an. Hozam
alatt a napi z¶ar¶o index¶ert¶ek loghozam¶at ¶ertjÄuk, a volumen pedig a r¶eszv¶eny-
indexbe tartoz¶o pap¶³rok napi Äosszes keresked¶esi volumen¶enek els}o differen-
ci¶aja (darabsz¶amban megadva). Az vizsg¶alat id}otartom¶any 2010.01.04-t}ol
2015.01.02-ig terjed, teh¶at 5 ¶ev keresked¶esi napjainak adatai, ezeket l¶athatjuk
a 2. ¶abr¶an.

2. ¶abra. DJIA index hozama ¶es volumen v¶altoz¶asa 2010.01.04-t}ol 2015.01.02-ig

Mindk¶et id}osor esetben vizsg¶altuk a stacionarit¶ast, a loghozam ¶es a volu-
men els}o di®erenci¶aja is egy¶ertelm}uen stacioner mind a Dickey-Fuller, mind a
KPSS teszt alapj¶an. Di®erencia k¶epz¶es n¶elkÄul a volumen csak Dickey-Fuller
teszt alapj¶an tekinthet}o stacionernek, ez¶ert dÄontÄottÄunk az els}o rend}u integr¶a-
l¶as mellett. Meg kell m¶eg jegyezni, hogy a volumen v¶altoz¶as eset¶eben negyed-
¶evenk¶ent tapasztalhat¶o kiugr¶asok egyr¶eszt az osztal¶ek ¯zet¶esnek, m¶asr¶eszt a
szok¶asos negyed¶eves jelent¶esnek kÄoszÄonhet}o. Ett}ol a hat¶ast¶ol nem s¶erÄult a



Nem-param¶eteres oks¶ag tesztek k¶et v¶altoz¶ora 179

stacionarit¶as, ¶³gy amellett dÄontÄottÄunk, hogy nem sz}urjÄuk ki az adatokb¶ol,
hiszen ez is egyfajta inform¶aci¶oveszt¶est eredm¶enyezne.

Az oks¶agi viszonyt egy napos k¶esleltet¶esben vizsg¶altuk, ezt pontdiagra-
mon is megpr¶ob¶altuk vizualiz¶alni (term¶eszetesen ez egy felt¶etel n¶elkÄuli elosz-
l¶as, ¶³gy csal¶oka lehet az ¶abra), amit a 3. ¶abr¶an mutatunk be.

3. ¶abra. Hozam ¶es volumen v¶altoz¶as viszonya a DJIA index eset¶eben 2010.01.04-t}ol 2015.01.02-ig

Az ¶abr¶akr¶ol egy¶ertelm}u tendenci¶at nem tudtunk leolvasni, ,,r¶an¶ez¶esre"
kiugr¶o ¶ert¶ekek is gyakorlatilag minden ir¶anyban tapasztalhat¶oak, ¶³gy sem-
mif¶ele prekoncepci¶onk nem volt a tesztek eredm¶eny¶evel kapcsolatban. A
2. t¶abl¶azatban kÄozÄoljÄuk tesztek p-¶ert¶ekeit.

R ) ¢V ¢V ) R
HJ 0.015¤¤ 0.012¤¤

PD 0.016¤¤ 0.012¤¤

CB 0.018¤¤ 0.014¤¤

CI 0.036¤¤ 0.244
GR 0.006¤¤¤ 0.169

2. t¶abl¶azat. Oks¶agi tesztek eredm¶enyei a DJIA indexen,
R-rel a hozamot, ¢V -vel a volumen v¶altoz¶ast jelÄoltÄuk

Az eredm¶enyekb}ol kiderÄul, hogy 5 ¶eves id}ohorizonton egy¶ertelm}uen telje-
sÄul, hogy az egy nappal k¶esleltetett hozam oka a m¶asnapi volumenv¶altoz¶as-
nak, 5%-on minden teszt szigni¯k¶ans hat¶ast mutat, a Granger-f¶ele oks¶agteszt
pedig 1%-on is szigni¯k¶ans hat¶ast jelez. Ford¶³tva ugyanakkor a klasszikus
Granger-teszt valamint a fÄuggetlen kopul¶an alapul¶o teszt nem mutat oks¶agot,
ellent¶etben a tÄobbi teszttel, mely Äosszecseng az irodalom eredm¶enyeivel. Ut¶ob-
bi alapj¶an ¶ugy gondoljuk, a ford¶³tott oks¶ag nem a v¶arhat¶o ¶ert¶ekben jele-
nik meg, ugyanis arra a fÄuggetlen kopula alap¶u teszt ¶erz¶ekeny, hasonl¶oan
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a Granger-f¶ele teszthez (felt¶eve persze, ha line¶aris m¶odon hat a volumen a
hozam v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶ere).

6 ÄOsszegz¶es

Munk¶ankban bemutattunk h¶arom ismert, a nem-param¶eteres (vagy m¶ask¶epp
er}os) Granger-oks¶ag tesztel¶es¶ere alkalmas m¶odszert, illetve egy Äon¶all¶oan ki-
dolgozott elj¶ar¶ast. Majd a m¶odszereket Äosszehasonl¶³tottuk szimul¶aci¶ok se-
g¶³ts¶eg¶evel kÄulÄonbÄoz}o adatgener¶al¶o folyamatok eset¶en, v¶egÄul egy empirikus
p¶eld¶an szeml¶eltettÄuk gyakorlati haszn¶alhat¶os¶agukat.

A szimul¶aci¶oink eredm¶enye al¶at¶amasztja a bevezet}oben is taglalt jelen-
s¶eget, miszerint ezek a tesztek m¶eltatlanul alulreprezent¶altak Äokonometriai
vizsg¶alatokban, ennek oka v¶elhet}oleg a szoftveres t¶amogat¶as hi¶anya. Az ered-
m¶enyek l¶att¶an meg¶allap¶³that¶o, hogy a nem-param¶eteres tesztek nem teljes¶³-
tenek sokkal rosszabbul line¶aris esetben, mint a klasszikus Granger-teszt,
ugyanakkor messze felÄulm¶ulj¶ak azt nem-line¶aris esetben, ¶³gy mindenk¶eppen
¶erdemes kipr¶ob¶alni }oket, olyan esetben, amikor a Granger-teszt nem jelez
oks¶agot, ¶am az intu¶³ci¶o m¶egis az ellenkez}oj¶et s¶ugja. A szimul¶aci¶ok sor¶an
tov¶abb¶a azt tapasztaltuk, hogy bizonyos esetekben az ¶altalunk kidolgozott
m¶odszer hat¶ekonyabb az irodalomban eddig ismeretesekn¶el, ¶³gy indokoltnak
tal¶aljuk haszn¶alat¶at.

Az empirikus p¶eld¶ank a t}ozsdei hozamok ¶es a keresked¶esi volumen kÄozti
oks¶agot hivatott felt¶erk¶epezni, azt tal¶altuk, hogy hossz¶u t¶avon mindk¶et ir¶any¶u
oks¶ag igazolhat¶o, azonban rÄovidebb t¶avon egyiket sem lehet szigni¯k¶ansan
kimutatni. Hossz¶u t¶avon ez az irodalommal Äosszecseng}o eredm¶eny, ugyan-
akkor meglep}o a rÄovid t¶avon kapott eredm¶eny. Ehhez azonban hozz¶a kell
tenni, hogy a nem-param¶eteres tesztek kismint¶as tulajdons¶agai nem meg-
gy}oz}oek, els}osorban az¶ert, mert a tesztek valamilyen hat¶areloszl¶asi t¶etelen
alapulnak.

Tov¶abbi kutat¶asi ir¶anyk¶ent els}osorban a fÄuggetlen kopul¶an alapul¶o teszt
prec¶³z kidolgoz¶as¶at l¶atjuk, illetve egy¶eb olyan empirikus p¶eld¶ak vizsg¶alat¶at,
amikben az oks¶ag v¶elhet}oen valamilyen nem-line¶aris m¶odon hat.

FÄuggel¶ek

F1 Az 1. Lemma bizony¶³t¶asa

1. Lemma. Amennyiben a (22) igaz, ¶ugy kÄulÄonbÄoz}o t ¶es s id}opontokra

P
¡
jYt ¡ Ysj < ±; jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
=

= P
¡
jYt ¡ Ysj < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
P

¡
jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
:

(50)
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Bizony¶³t¶as. Ennek bel¶at¶as¶ara ¶³rjuk fel a val¶osz¶³n}us¶egeket indik¶atorfÄuggv¶e-
nyek v¶arhat¶o ¶ert¶ekek¶ent11, ¶³gy:

P
¡
jYt ¡ Ysj < ±; jXt¡1 ¡Xs¡1j < ±

¯̄
Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
=

=

Z

IR4

1
¡
jyt ¡ ysj < ±; jxt¡1 ¡ xs¡1j < ±

¢
f
¡
yt; ys; xt¡1; xs¡1

¯̄
y
¢
d(yt; ys; xt¡1; xs¡1) :

(51)
Kihaszn¶alva, hogy t ¶es s id}opontok egym¶ast¶ol fÄuggetlen meg¯gyel¶eseket in-
duk¶alnak, szorzatra bonthat¶o az egyÄuttes s}ur}us¶egfÄuggv¶eny

=

Z

IR4

1±(yt; ys)1±(xt¡1; xs¡1)f
¡
yt; xt¡1

¯̄
y
¢
f
¡
ys; xs¡1

¯̄
y
¢
d(yt; ys; xt¡1; xs¡1) :

(52)
Most m¶ar alkalmazhatjuk a (22) egyenletben megfogalmazott nullhipot¶ezist,
¶³gy

=

Z

IR4

1±(yt; ys)1±(xt¡1; xs¡1)f (yt j y)f(xt¡1 j y)f(ys j y)f(xs¡1 j y) d(yt; ys; xt¡1; xs¡1) =

=

Z

IR4

1±(yt; ys)1±(xt¡1; xs¡1)f (yt; ys j y)f (xt¡1; xs¡1 j y) d(yt; ys; xt¡1; xs¡1) =

=

Z

IR2

1±(yt; ys)f (yt; ys j y)d(yt; ys)
Z

IR2

1±(xt¡1xs¡1)f (xt¡1; xs¡1 j y) d(xt¡1; xs¡1) =

=P
¡
jYt ¡ Ysj < ± j Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
P

¡
jXt¡1 ¡Xs¡1j < ± j Yt¡1 = Ys¡1 = y

¢
:

(53)

2

F2 Az empirikus Brown-m¶odszer m¶odos¶³t¶asa

A szÄuks¶eges param¶eterek teh¶at:

f =
E2ª

D2ª
; c =

k

f
;

ahol Eª = 2k ¶es D2ª = 4k+2
P

i<j Cov(¡2 log pi;¡2 log pj). Ez ut¶obbi ko-
varianci¶anak a kisz¶am¶³t¶asa, pontosabban megbecsl¶ese azonban nem trivi¶alis
feladat, hiszen a p-¶ert¶ekekb}ol nem rendelkezÄunk mint¶aval. Poole et al. (2015)
cikkben ¶eppen ezzel foglalkozik, a szerz}oknek sikerÄult a p-¶ert¶ekek kÄozti kovari-
anci¶at a mint¶ak kÄozti kovarianci¶ara visszavezetni. Az ¶altaluk ehhez k¶esz¶³tett
k¶odot haszn¶aljuk fel a szimul¶aci¶okhoz a k¶es}obbiekben.

EsetÄunkben a p-¶ert¶ekek k¶etmint¶as pr¶ob¶ab¶ol sz¶armaznak, ¶³gy kicsit m¶odo-
s¶³tani kell a sz¶am¶³t¶asokat. Az al¶abbi kifejez¶est igyekszÄunk megbecsÄulni

D2ª = 4k + 2
X

i<j

Cov(¡2 log pi;¡2 log pj) : (54)

VezessÄuk be a kÄovetkez}o jelÄol¶est (a szerz}ok nyom¶an), wi = 2 log pi, ekkor az
elm¶eleti kovarianci¶at becsÄulhetjÄuk a szok¶asos m¶odon

Cov(¡2 log pi;¡2 log pj) = E
¡
(wi ¡ Ewi)(wj ¡ Ewj)

¢
:

11P(X 2 A) = E
¡
1(X 2 A)

¢
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A probl¶ema, hogy wi-b}ol kellene ¶ugy mint¶at venni, hogy csak egy darab
¶all rendelkez¶esre bel}ole. Ezt oldj¶ak fel a szerz}ok ¶ugy, hogy egyes elemeihez
rendelt percentilisek transzform¶altjai lesznek a wi-b}ol sz¶armaz¶o mintaelemek.
Azaz t-ik mintaelem

wi
t = ¡2 log FY i

t ;Xi
t¡1

(yi
t; x

i
t¡1) ;

ahol FY i
t ;Xi

t¡1
az i-ik almint¶ahoz tartoz¶o { ¶es a szerz}okkel ellent¶etben nem

egy-, hanem { k¶etv¶altoz¶os empirikus eloszl¶asfÄuggv¶eny. Az ebb}ol kisz¶amolt i-
edik ¶es j-edik alminta kÄozti kovarianci¶at cij-vel jelÄolve m¶ar ki tudjuk sz¶amolni
a param¶etereket:

f =
2k

4k + 2
P

i<j cij
; c =

k

f
:

F3 Tov¶abbi szimul¶aci¶os eredm¶enyek

Els}ok¶ent a kor¶abbi T = 250 hossz¶u mint¶at T = 100-ra rÄovid¶³tettÄuk, ennek a
szimul¶aci¶onak az eredm¶enyeit l¶athatjuk a 3. t¶abl¶azatban.

¯ HJ PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.034 0.025 0.000 0.038 0.064

0.10 0.048 0.037 0.000 0.094 0.204
0.20 0.139 0.140 0.000 0.212 0.593
0.30 0.324 0.365 0.007 0.461 0.892
0.40 0.617 0.668 0.040 0.751 0.989
0.50 0.863 0.890 0.151 0.913 0.999

DGP2 0.00 0.031 0.021 0.000 0.044 0.053

0.10 0.073 0.067 0.001 0.065 0.077
0.20 0.252 0.253 0.002 0.121 0.153
0.30 0.573 0.582 0.028 0.211 0.219
0.40 0.798 0.804 0.105 0.303 0.321
0.50 0.931 0.937 0.274 0.428 0.348

DGP3 0.00 0.024 0.013 0.002 0.048 0.068

0.10 0.029 0.024 0.000 0.081 0.064
0.20 0.062 0.042 0.008 0.179 0.051
0.30 0.150 0.130 0.033 0.447 0.098
0.40 0.323 0.308 0.148 0.696 0.159
0.50 0.540 0.537 0.397 0.926 0.205

DGP4 0.00 0.025 0.018 0.001 0.044 0.053

0.10 0.267 0.202 0.001 0.057 0.098
0.20 0.498 0.404 0.012 0.076 0.123
0.30 0.677 0.565 0.019 0.067 0.147
0.40 0.785 0.706 0.045 0.087 0.159
0.50 0.872 0.792 0.065 0.091 0.186

3. t¶abl¶azat. T = 100, N = 1000, ¯ 2 f0; 0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5g,
nomin¶alis szigni¯kancia szint= 5%

Az eredm¶enyekb}ol j¶ol l¶athat¶o, hogy a tesztek jelent}osen vesz¶³tenek erejÄuk-
b}ol, ahogy a minta egyre rÄovidÄul. Ez els}osorban annak kÄoszÄonhet}o, hogy min-
den nem-param¶eteres teszt valamilyen hat¶areloszl¶asi t¶etelre ¶ep¶³t. Tov¶abb¶a
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az is l¶atszik, hogy az ,,er}oviszonyok" ¶erdemben nem v¶altoznak: a fÄuggetlen
kopula alap¶u teszt tov¶abbra is a DGP1 ¶es DGP3 esetben teljes¶³t jobban.
Ugyanakkor a Bernstein-kopul¶an alapul¶o m¶odszer ereje jelent}osen visszaesik
a minta rÄovidÄul¶es¶evel.

A m¶asodik kon¯gur¶aci¶oban T = 500 hossz¶u id}osorokat gener¶altunk ¶es
ezen vizsg¶altuk a teszteket, az eredm¶enyeket a 4. t¶abl¶azat tartalmazza.

Az eredm¶enyekb}ol l¶athat¶o, hogy els}osorban a Bernstein-kopul¶an alapul¶o
m¶odszer, ami jelent}osen javult a mintahossz dupl¶az¶asval (v¶arhat¶o volt a
kor¶abbiak alapj¶an), ugyanakkor a tÄobbi m¶odszernek is javult a teljes¶³tm¶enye.

A szakaszt Äosszefoglalva azt mondhatjuk, hogy rÄovid mint¶ak eset¶eben
nem c¶elszer}u a Bernstein m¶odszert alkalmazni, illetve ¶altal¶aban { mivel a
m¶odszerek hat¶areloszl¶asi t¶eteleken nyugszanak { ¶erdemes hosszabb adat-
sorokat bevonni az elemz¶esbe.

¯ HJ PD CB CI GR

DGP1 0.00 0.043 0.038 0.038 0.032 0.040

0.10 0.107 0.129 0.110 0.152 0.743
0.20 0.578 0.691 0.423 0.631 0.998
0.30 0.960 0.988 0.906 0.981 1.000
0.40 0.999 1.000 0.996 1.000 1.000
0.50 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

DGP2 0.00 0.043 0.033 0.041 0.051 0.042

0.10 0.282 0.306 0.246 0.081 0.090
0.20 0.933 0.951 0.887 0.243 0.167
0.30 1.000 1.000 1.000 0.610 0.249
0.40 1.000 1.000 1.000 0.862 0.308
0.50 1.000 1.000 1.000 0.984 0.362

DGP3 0.00 0.038 0.029 0.637 0.038 0.033

0.10 0.067 0.054 0.713 0.150 0.034
0.20 0.213 0.210 0.958 0.634 0.067
0.30 0.617 0.640 0.999 0.975 0.112
0.40 0.936 0.954 1.000 1.000 0.171
0.50 0.999 0.999 1.000 1.000 0.244

DGP4 0.00 0.036 0.034 0.641 0.033 0.059

0.10 0.920 0.881 0.923 0.063 0.095
0.20 0.998 0.997 0.991 0.093 0.108
0.30 1.000 1.000 0.998 0.120 0.140
0.40 1.000 1.000 1.000 0.143 0.178
0.50 1.000 1.000 1.000 0.155 0.160

4. t¶abl¶azat. T = 500, N = 1000, ¯ 2 f0; 0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5g,
nomin¶alis szigni¯kancia szint= 5%
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NON-PARAMETRICAL CAUSALITY TESTS FOR TWO VARIABLES

In this paper we present the most important non-parametric alternatives of the clas-
sical Granger-causality furthermore introduce a new method based on independent
copulas. After describing the causality tests we compare them simulating di®er-
ent non-linear data generating processes. The results show that our new method
performs better in some cases. The paper concludes by analysing a well-known
empirical problem in ¯nance: the relation between return and trading volume of
the Dow Jones Index.




