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KREKO BELA SZEREPE A KOZGAZDASZKEPZES
'MODERNIZALASABAN
KREKO BELA (1915-1994) EMLEKERE!

FORGO FERENC -~ KOMLOSI SANDOR
Budapesti Corvinus Egyetem — PTE KTK

Kreké Béla a magyar kozgazdasagi oktatas megujitasanak kiemelked6 alakja,
aki 1956 utén és az 1960-as években a Marx Karoly Kozgazdasagtudomanyi
Egyetemen (MKKE) élharcosa volt a matematika oktatds reformjdnak, az
operacidkutatasi oktatas bevezetésének és a terv-matematika szak beindita-
sanak. Sziiletésének 100-ik évforduléjan megemlékeziink réla, mint a kozgaz-
dészképzés modernizaldsanak egyik legfontosabb szereplojérol és a generacidk
szamara alapmiiként szolgdlé konyvek szerzdjérol. [zelitét adunk ezeknek a
konyveknek az egységes szemléletét adé elemi bazistranszformacié (pivotélas)
felhasznélasabol a linedris algebra néhany klasszikus problémajanak megol-
désara.

I. Kreké Béla szerepe a kozgazdaszképzés mo-
dernizalasaban

El6zmények

Noha ebben a megemlékezésben féleg az MKKE-n foly6 kozgazdaszképzéssel
foglalkozunk, réviden meg kell ismerkedniink az elézményekkel. Magyaror-
szagon egyetemi szintl kozgazddszképzés 1934 6ta van. Az MKKE 1948-ban
tortént megalapitasa elott ez a Budapesti Jézsef Nador Miiszaki és Gaz-
dasdgtudomanyi Egyetem Kozgazdasagi Karan folyt. Itt tanitott a vilaghir
Jordan Karoly, akinek tanitvanya volt az ugyancsak vilaghirt Takéacs Lajos
és a Magyarorszagon jol ismert és elismert Ziermann Margit. 1960 el6tt az
MKKE-n a matematikaoktatéds két dologra korlatozodott:

— kozépiskolai matematikai ismeretek potlasa,
— némi elemi szint pénziigyi, biztositasi szamitasok és valamennyi kom-
binatorika oktatasa.

Az elbbire azért volt sziikség, mert tomegével keriiltek be az egyetemre olyan
hallgaték (példdul szakérettségisek, akik egy gyorsitott kozépiskolai képzést
kaptak), akiknek kozépiskolai ismereteik, ezen beliil kiilonésen a matematikai
el6képzettségiik rendkiviil gyenge volt. A mar akkor is a tanszéken dolgozd
kollégdk (Halmai Erzsébet, Bikics Istvanné, Gyurké Lajos, Géspar Laszld)
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elmesélt torténeteibdl egy olyan kép rajzolédott ki, amelyben a tanszék dol-
gozdi tulajdonképpen korrepetaldst végeztek a kozépiskolai anyaghdl. Ab-
szurd modon egyediil 6ket tették feleléssé a hallgaték gyenge jegyei miatt.
A Matematika Tanszék vezet&je Huszdar Géza professzor volt. Huszar Géza
az 1956-ban jatszott szerepe miatt kényszernyugdijba vonult. Ezutédn 1961-
ig, amikor Szép Jeno atvette a tanszék vezetését, ideiglenes tanszékvezetok
voltak. Mentes Imre haldla utan 1959-ben Kreké Béla lett a megbizott
tanszékvezetd és tulajdonképpen ettdl szamithatjuk a matematika reformja-
nak és az operaciékutatas akkor, és nagyrészt ma is, legfontosabb tertileteinek
az oktatasba vald beépitését.

A legnagyobb tjdonsignak a linedris programozis tananyagba val be-
emelése szamitott. A kezdetek kdzponti talalkozéhelyének szamitott a Mate-
matikai Kutaté Intézetben 1957-ben Prékopa Andras vezetésével indult sze-
mindrium, amelynek Kreké Béla is aktiv tagja volt. Az ELTE-n Prékopa
Andras elsé linedris programozési specidlis el6adédsait 1958-ban tartotta és
Osszeallitott ebben a témaban egy koherens, teljesen modern anyagot, amit a
Bolyai Tarsulatban egy tovabbképz6 tanfolyamon 1967 és 1969 kozott adott
elo. Itt felhasznalta a legendas, még ma is modern, matematikai igényességgel
megirt ,,fehér konyv’-et, Prékopa (1968). Az ELTE-n az operéciékutatds
1968-ban lett szakirany, a linearis programozas, mint tantargy specidlis kollé-
giumként folyamatosan szerepelt 1958-t61 kezd6déen.

Az attorés

Az MKKE-n azonban az az 1t, amelyen Prékopa Andras és az ELTE elindult,
nem volt jarhaté. Egyrészt a hallgatésdag matematikai el6képzettsége nem
tette lehet6vé annak a matematikai precizitdsnak a befogadasat, amelyet a
,,fehér konyv” reprezentalt, masrészt az egyetem vezetoségét és a didkokat
meg kellett nyerni az iigynek. Kreké Béla egy kivald stratégiat talalt ki és
ezt igazi hadvezérként meg is valésitotta. A linedris programozas gyakorlati,
féleg kozgazdasagi, tizleti alkalmazdsaival kezdett, a matematikai targyalas
féleg intuitiv, a konkrét feladathoz alkalmazott, szemléletes, , kozgazdasagi”
nyelven szélt a hallgatésaghoz. Ragyogo példaja ennek els6 két linedris prog-
ramozds konyve, Kreké és Bacskay (1957) majd Kreké (1962). Az utébbi
konyv két részbol all. Az elsé részben gyakorlati példdkon mutatja be a
szimplex moddszer miikodését, majd a masodik részben a szimplex modszer
matematikdjara koncentrdl. A hallgatdsagtdl fiiggden lehetséges volt csak az
els6 részt oktatni, vagy adott esetben mindkettét. Megjegyzendos, hogy az
1957-es konyv kézirata mar 1955-ben készen volt. A gyakorlati kiprébalas
1959-ben tortént meg egy fakultativ targy keretében, kb. 20-30 hallgaté
részvételével, nagy sikerrel.

Koézben allandé harcot kellett vivni az egyetem vezet8ségével (rektor,
egyetemi tandcs, dékanok, kari tandcsok és egyes véleményvezér tanirok)
az oktatas és a tananyag ilyen iranyu modernizaldsaért. Ennek egyik oka az
az allaspont, amely a Szovjetuniéban az 1920-as években alakult ki, és amely
szerint a matematikai kozgazdasagtan ,,burzsod dltudoméany”, amely a kapi-
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talista kizsdkmanyolas elleplezésére és igazolasara szolgal. Sztalin haldla utan
ez a vonal némileg enyhiilt, de a hatalom részérdl alland6 gyanakvas kisért
minden ilyen irdnyu tevékenységet. Mivel eleinte csak sziik kérben 1étezett
az operaciokutatas fogalma, az operacidkutatasnak is meg kellett harcolni a
megfeleld statusért. A hivatalos élldsfoglalas azonban idével lepuhult: akkor
és annyiban lehet a matematikai médszereket hasznalni a kozgazdasdgtanban
(az lizleti tudomanyok beleértenddek), amennyiben ez elésegiti a gazdaségi
teljesitmény novelését. A szemléletvéltas azonban nem ment méardl holnapra,
féleg az ideolégiaval tultcltott MKKE-n. Minden egyes kis 1épésért harcolni
kellett a legkiilonb6zobb féorumokon, leginkabb a tananyagokat jovahagyod
legfels6bb forumon, az egyetemi tandcsban. Kreké Béla ragyogé harcos volt.
Tudasa, miveltsége, irénidja segitette. Sok igaz anekdota-szeri torténet ker-
ing arrdl is, hogy felelGs testiiletekben milyen nivéju véleményekkel kellett
megkiizdenie. Ime egy jellemz6 torténet. Az egyetemi tandcsban, a hatvanas
években, Kreko Béla javaslatot tett arra, hogy a jatékelmélet is keriiljon be
valaszthaté targyként a tantervbe. Erre az egyik felhdborodott ellenvetés igy
hangzott: ,,Na de elvtarsak, érizziik meg az egyetem komolysagat”.

Egyébként a hatvanas évek kozepétdl mar gondtalanul lehetett hasznalni
az operacidkutatas elnevezést, de konkrét tartalmarol még sokaig folytak
szakmai vitak, f6leg a mind a mai napig rendszeresen megtartott operacié-
kutatéds konferencidkon. Ennek azonban mar semmi kéze nem volt az ideold-
gidhoz. Az operdcidkutatds hazai torténete egyébként nem térgya ennek a
visszaemlékezésnek.

A terv-matematika szak

Kreké Béla szinte egyszemélyes kiizdelmét az MKKE-n a matematika/ope-
raciékutatas egyetemi statusanak megteremtésére 1960-ban siker koronézta.
Engedélyt kapott, hogy a felvételik soran valasszon a matematikabdl kiemel-
kedoen felvételiz6 hallgatok koziil 15-20-at, akikkel megindulhat egy 1j szak,
amelynek a terv-matematika elnevezést adtdk. A szak bevezetésének sike-
rében jelentOs szerepe volt Laszlé Imre rektorhelyettesnek, a Népgazdasag
tervezése tanszék vezetdjének, aki felkarolta és tamogatta a kezdeményezést.
Megkonnyitette a helyzetet az, hogy korabban volt egy terv-statisztika szak,
természetesen teljesen eltérd tartalommal. A | terv” szd a korszellemnek
megfeleléen az 1) szak eladhatdsdgat és a kiillonbozo jovahagyd férumokon
valé tuljutasat tamogatta. Persze a késébbi végzettekbol sokan dolgoztak az
Orszagos Tervhivatalban, de ennek mar nem sok koze volt a szak elnevezésé-
hez, sokkal inkabb a tartalmahoz. A szak gondozésat és feliigyeletét kozosen
a Matematika és a Népgazdasag tervezése tanszékek lattak el.

Az 1. tabldzat a négy és fél év matematikai, statisztikai, szdmitastechnikai
és operaciokutatasi szaktargyait, tantervi helyét, heti 6raszamat és tantargy-
felelését (el6add) mutatja.
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Félév Targy neve Heti 6raszam El6adé
1 Matematika (linedris algebra) Krekd Béla
Fizika Koviacs Gy6z6
Matematika (analizis) Szép Jend
Elektrodinamika Koviacs Gy6z6

Kreké Béla
Koves Pal

Kreké Béla
Parniczky Gébor
Koviacs Gy6z6
Kreké Béla
Meszéna Gyorgy
Benedecki Janosné
Meszéna Gyorgy
Kreké Béla
Benedecki Janosné
Kreké Béla
Ziermann Margit
Szelezsan Janos
Kreké Béla
Ziermann Margit
Révész Gyorgy
Kornyei Imre
Kreké Béla
Jandy Géza
Szép Jend

Felséfokd matematika (linearis algebra)
Altaldnos statisztika

Felséfokd matematika (valészinliségszam.)
Altaldnos statisztika

Matematikai gépek

Gazdasigi programozés (linearis)
Matematikai statisztika
Gazdasagstatisztika

Matematikai statisztika

Gazdaségi programozés (nemlinedris)
Statisztika

Gazdaségi programozés (egészértékii)
Készletgazddlkodas

Szamitastechnika

Gazdasagi programozas

Sorbanilldsi modellek
Szamitastechnika

Szamitastechnika

Gazdasagi programozas

Gazd. mat. szakszemindrium
Jéatékelmélet
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1. tabldzat

A matematikai alaptargyak (linedris algebra, analizis, valdsziniiségszdmi-
tas) az dltaldnos matematikai alapozdson kiviil els6sorban a kés6bbi szaktar-
gyak igényeit igyekeztek kiszolgalni. A tablazatot vizsgédlva lathatjuk, hogy
Kreké Béla a tanitasbol és az azt tdmogaté tananyagok kidolgozasabodl is
milyen nagy részt vallalt, elsdsorban a szakteriiletének szamité linearis al-
gebrabdl, a linedris és nemlinedris programozasbdl.

Ko6zben 1968-ban, parhuzamosan az ELTE-én Prékopa Andras vezetésével
a matematika szak egyik szakiranyaként létrejott az operdcidkutatds szak-
irdny. A terv-matematika szak az MKKE-n és az operdcidkutatas szakirany
az ELTE-én egymast erdsitették, a végzettek kilonbozo intézményeknél jo
csapatmunkasok lettek és jol megértették egymast.

Tananyagok, konyvek

Kreké Béla az egyetemi tananyagokat egységes szemlélet alapjan allitotta
Ossze és az irdsos anyagokat (elsésorban tankonyveket) is ebben a szellem-
ben irta. Els6é magyar nyelvi linearis programozas konyve, Kreké-Bacskay
(1957) ihlet6je Charnes, Cooper és Henderson (1953) konyve volt. A tovébbi
konyveknek mintdul Hadley (1961, 1963, 1964) kényvei szolgéltak, de a ren-
geteg oOtlet, veretes stilus és az egységes szemlélet igazan egyedivé tette Oket.
A kor nemzetkozi tendencidit és a legijabb kutatdsok eredményeit is tar-
talmazta, a didksag szélesebb rétegei szamara is ,,emészthetd” formaban.
Az egységes szemléletet a konstruktiv bizonyitdsokra valé torekvés, az ele-
mi bézistranszformdacié (pivotédlds) szinte univerzélis hasznélata, az algorit-
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mikus szemlélet, a szamitastechnikai megvaldsitas mérlegelése, a gyakorlati,
féleg kozgazdasagi alkalmazéasok el6térbe helyezése, az egyes matematikai fo-
galmak és eljardsok gazdasagi interpretacidja biztositotta. Erdekes, hogy a
determinans csak epizddszerephez jutott. Természetesen a szamitastechnikai
megvaldsitast a kor technikaja behatérolta.

A linedris programozds Kreké (1966), a nem-linedris és egészértékii prog-
ramozds Krekd (1972), mdtrixszamitds Krekd (1963) és a linedris algebra
Kreké (1976) voltak a témai a kovetkezé konyveknek. Ezek hosszd id6re
tankonyvként és kézikonyvként szolgaltak az oktatast, kutatast és a gazdasagi
szakemberek igényét. Annak illusztraldsara, hogy mennyire a kor szinvonaldt
tiikrozte a tananyag, élljon itt példdnak az Optimumszamitds (Nemlinedris
programozas) konyv fejezeteinek jegyzéke:

1. Bevezetés 2. A folytonos modellekrdl altaldban 3. A szimplex médszer
4. A hatékony irdnyok moédszere 5. Metsz6 sikok médszere 6. A szeparabilis
célfiiggvények mddszere 7. A szekvencidlis mddszer 8. A dualitds 9. Optimum-
szamitas tobb célfiiggvény mellett 10. Nemfolytonos modellekrdl altalaban
11. A metszési médszer 12. Kombinatorikus médszerek 13. Grafelméleti méd-
szerek 14. A nemfolytonos modellek és a dualitds

Ezeknek a konyveknek a minOségét jelzi, hogy linearis programozésrol
sz016 konyvei megjelentek a vildgpiacon is. Angol nyelvii, Krekdé (1968),
német nyelvli, Kreké (1964) és szerb-horvét nyelvii Kreké (1966) kiadésai
bizonyitjak ezt. Az angol nyelvii konyvet ma is meg lehet rendelni az Ama-
zonon.

Tudomanyos tevékenység

Mint azt mar korabban emlitettiik, Kreké Béla misszidja a korszerii mate-
matikai-operacidkutatasi modszerek és modellek megismertetése volt a koz-
gazdaszokkal. Ilyen mértéki konyviras és szakmai kozéleti tevékenység mel-
lett kevesebb ideje és energidja maradt a szoros értelemben vett, folydirat-
cikkekben is tikréz6do tudomanyos munkara. Olyan nagyon ezt nem is
ambicionalta. Ennek ellenére az irodalomjegyzékben taldlunk sok szakmai
cikket, amelyek ugyan nem a legjobb nemzetkozi folyodiratokban jelentek
meg, de mindig volt mondanivaldjuk, els6sorban a gazdasigi szakemberek
szamara. FErés rabeszélésre megszerezte a kandidatusi cimet tudomanyos
munkéssdgdnak tézisszerii dsszefoglaldsaval, Kreké (1975), de ennél tovabb
nem ment.

Ha végignézziik Kreké Béla munkassaganak legfontosabb alkotésait je-
lent6 konyveit, szembe6tlo, hogy nem csak egy konyvon beliil vonul végig egy
egységes szemlélet, hanem a konyvek is szinte ,,egy flizérre” vannak fiizve.
Ez a flizér az elemi béazistranszformdacié. A megemlékezés hatralévé részét
ennek a témdanak szenteljiik.
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II. Az elemi bazistranszformacio széleskoru al-
kalmazasa Kreké Béla munkassagaban

Az 1950-es években a linedris programozas numerikus maédszere, a szimplex
modszer a korabbinal fontosabb helyre pozicionalta az alapjaul szolgald elemi
bézistranszforméciét. Ahogy azt a mult szdzad 50-es, 60-as éveinek irodalma
mutatja, ez a mddszer azonban sokdig csupan a linedris programozas nu-
merikus moédszerének szamitott.

Kreké Béla azok kozé tartozott, akik felismerték az elemi béazistransz-
formaci6 szélesebb korii alkalmazhatdsdgat a matrixszamitasban, lineéris al-
gebraban, de ismereteink szerint az egyetlen volt, aki mar az 1960-as évek
elején tankonyveiben, szakkonyveiben ezt be is mutatta. Ezt a tudatos
torekvését 6 maga igy fogalmazta meg Matrixszamitds c. konyvének elGszava-
ban 1963-ban:

,,Az anyag felépitése eltér a matrixszamitdssal foglalkozé konyvek
szokésos felépitésétél. A szdmitdsi médszerek nem a determindns
fogalomra, hanem az elemi bazistranszformaciéra tdmaszkodnak.
fgy sikertilt elérni, hogy a lineéris algebra numerikus problémainak
megoldasara lényegében ugyanazt az apparatust lehet hasznélni,
beleértve a linearis programozasi feladatok megoldasat és a transz-
forméciok kanonikus alakjanak meghatarozasat is. Ez a targyalas-
mod, ugy vélem, jéval raciondlisabb a szokdsosndl, szorossé teszi
a kapcsolatot az elmélet és a gyakorlat kozott, tovabba olyan nu-
merikus eljarasok megkonstrudlasahoz vezet, amelyek viszonylag
konnyen alkalmazhatdk a programvezérlést szamoloberendezések-
re is. ”

A kovetkezOkben réviden attekintjiik azokat a problémékat, melyekre Krekd
Béla az elemi bézistranszforméciot alkalmazta. (A linedris egyenletrendsze-
rek megoldasat, a matrixok invertaldsat és a linedris programozdst, mint
kozismert problémékat itt most nem targyaljuk.) A Krekd Béla altal javasolt
numerikus eljarasok legtobbje a szimmetrikus matrixok LD LT -felbont4sanak
elemi bazistranszformaciora épuld eljarasan alapul.

Szimmetrikus matrixok LDLT-felbontdsa (Matrixszamitds, 210-217. ol-
dalak). Minden A szimmetrikus métrix elallithaté A = LDLT alakban, ahol
L olyan als6 haromszog matrix, melynek minden f6atlobeli eleme 1, D pedig
diagonalis matrix.

Ezt az eljarast kvadratikus formak négyzetosszegre valé redukcidjara is
alkalmazta, tudomésunk szerint elséként a vildgon. Eppen ezért a Kreké-féle
modszert ennek a problémanak a targyaldsa soran mutatjuk be. Ez a prob-
lémakor egyébként is kiemelt szerepet jatszik az optimalizalaselméletben.
Kvadratikus forma négyzetosszegre valé redukcidja (Matrixszamitds,
210-217. oldalak). Legyen A n-ed rendii kvadratikus matrix. Ekkor megad-
haté olyan nemszingularis G métrix, hogy a z = Gx koordinatatranszfor-
mécié az xT Ax kvadratikus formét diagondlis forméra transzformalja.
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Ennek a tételnek kiilénos jelentGsége van kvadratikus formak definitasa-
nak vizsgalatdban.

Kvadratikus formék definitasarél. Tekintsiik a Q(z) = x” Ax, x € IR"
kvadratikus formdt. Ha az A matrix diagondlis méatrix, akkor a kvadratikus
format diagondlis formanak nevezziik. Kvadratikus formak a matematika,
fizika szdmos tertiletén fontos szerepet jatszanak, a sok lehetOség kozul itt
most csak a tébbvaltozos fiiggvények feltétel nélkili, illetve egyenloség felté-
teles szélsoérték feladatait emlitjik.

A) Tétel. Legyen f(x), x € IR" kétszer differencidlhaté fliggvény, melynek
legyen a € IR" staciondrius pontja. Ha az x* f”(a)x kvadratikus forma

(i) pozitiv definit, akkor f(x)-nek a-ban lokdlis szigori minimuma van,
(ii) negativ definit, akkor f(x)-nek a-ban lokdlis szigord mazimuma van,
(iii) indefinit, akkor f(x)-nek a-ban nincs szélséértéke.

B) Tétel. Legyenek f(x), gi(x) =0,i=1,...,m, x € IR" kétszer differen-
cialhato fuggvények. Legyen a € IR™ Lagrange-stacionarius pontja az
f(x) — extr
feltéve, hogy ¢i(x)=0,i=1,...,m
x € R"

feladatnak és legyen a feltételrendszer Lagrange-regularis ebben a pontban.
Legyenek A1, Ao, ..., A\, a megfelel6 Lagrange szorzdk. Tekintsiik a feladat
aktualizdlt Lagrange figguényét:

m

L(x) = () = 3 Nigi(x)

Jeldlje G a feltételrendszer Jacobi matrixat:

G=lgi(a) gh(a) - gn@)]" .

(i) Ha az xT'L"(a)x kvadratikus forma pozitiv definit a Gx = 0 altéren,
vagyis, ha

XER", x#0,Gx=0 = x'L’'(a)x>0,

akkor az f(x) fliggvénynek a feltételi halmazon szigord lokdlis mini-
muma van az a helyen.

(ii) Ha az xTL"(a)x kvadratikus forma negativ definit a Gx = 0 altéren,
vagyis, ha

x€R", x#0,Gx=0 — x'L"(a)x<0,

akkor az f(x) fiiggvénynek a feltételi halmazon szigord lokdlis mazi-
muma van az a helyen.
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C) Konvex és pszeudokonvex fiiggvények masodrendii jellemzése

(a) A Xklasszikus analizisb6l jél ismert tétel, hogy a kétszer folytonosan
differencidlhaté f(x), x € IR™ fiiggvény akkor és csak akkor konver a
K C IR"™ nyilt konvex halmazon, ha minden x € K pontban az f”(x)
Hesse-madtrix pozitiv szemidefinit. Ha f”/(x) minden x € K pontban
pozitiv definit, akkor f(x) szigortian konvex a K halmazon.

(b) Pszeudokonvex fiiggvényekre az alabbi tulajdonsédg jellemz6. A kétszer
folytonosan differencidlhaté f(x), x € IR™ fliggvény akkor és csak akkor
pszeudokonver a K C IR™ nyilt konvex halmazon, ha minden a € K
pontban teljesiil a kdvetkezo két feltétel egyike:

(i) Ha a € K és f’(a) = 0, akkor f(x)-nek a-ban lokélis minimuma
van,

(ii) Ha a € K és f'(a) # 0, akkor az x' f”(a)x kvadratikus forma
pozitiv szemidefinit az f’(a)’x = 0 altéren.

Kvadratikus formak diagonalizaciéja. Kvadratikus formédk definitds
vizsgalatanak egy nagyon egyszerii, de nagyon hatékony mdédja a kvadratikus
forma diagonilis formara valé transzformacidja egy alkalmasan valasztott z =
Gx linedris transzformacio segitségével. Ez az otlet akkor vezet eredményre,
ha G invertdlhaté matrix és D = (G~1)T AG~! diagondlis métrix. Legyenek
D diagonélis elemei 61,02, ... ,0,. Ekkor

xT'Ax = 2" Dz = 6127 + 8225 + ... + 6,22 . (D)

Ebbél nyilvanvald, hogy x Ax akkor és csak akkor pozitiv (negativ) definit,
ha D valamennyi f64tlébeli eleme pozitiv (negativ).

Egy kvadratikus alakot négyzetosszeggé transzformalni sokféleképpen le-
het. Legyen F egy olyan invertdlhaté matrix, melyre FT AF diagonalis
matrix. Jeloljék az F matrix oszlopvektorait fi, fo, ..., f,, melyek bazist
alkotnak IR™-ben. Mivel

FTAF = [f] Af;] ,

ezért FTAF csak gy lehet diagondlis matrix, ha ¢ # j esetén f! Af; = 0.
Ha az fi, f5, ..., £, bézis rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal, akkor azt A-
ortogondlis bazisnak nevezziik. Az A-ortogondlis vektorokat szoktdk még
A-konjugdlt vektoroknak is nevezni.

A Gram-Schmidt-féle ortogonalizacids eljaras értelemszerii médositasival
IR™ barmely bézisa A-ortogonalizdlhatd, ez bizonyitja azt az dllitast, hogy egy
adott kvadratikus format tobbféleképpen is lehet diagonalizalni. Mint kés6ébb
majd latni fogjuk, Kreké Béla mddszere A-ortogondlis bézis el6allitasat is
eredményezi.

Kvadratikus formak négyzetosszegre redukalhatésagat leggyakrabban a
szimmetrikus matrixok fétengelytranszformécidjaval szoktak illusztralni. Le-
gyen S egy olyan matrix, melynek oszlopvektorai valamennyien az A métrix
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sajatvektorai és ortonormalt bazist alkotnak IR"-ben. Ekkor az u = S~ !'x
transzformacié alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

xTAx = u'Lu = \jud + \oud + ...+ M2, (L)

ahol A\, Ao, ..., \, az A métrix sajatértékei. Ebbél adédik a definitasi tulaj-
donsdgoknak a matrix sajatértékeivel vald jol ismert karakterizacidja.

A fStengelytranszformécié nagyon szamitasigényes eljards. Kvadratikus
formak diagonalis alakra valé transzformélasara ennél lényegesen egyszeriibb
eljarasokat is kidolgoztak. A legels6 emlitést érdemlé numerikus médszert La-
grange nevéhez kapcsoljak, aki a ,teljes négyzetté kiegészités” modszerével
adott eljardst a négyzetes alakra hozisra. (Hadley, G., Linear Algebra,
Addison-Wesley, Massachusets, 1961, Chapter 7.)

A Lagrange-féle teljes négyzetté alakitas mddszere. Tekintsiik a
Q(x) = xTAx kvadratikus format. Tegyiik fel, hogy A diagonalis elemei
kozott van 0-t6l kiilonbozé. Az dltaldnossagot nem korlatozzuk, ha feltessziik,
hogy ai1 # 0. Particionaljuk A-t, illetve x-et a kovetkezé mdodon:

_ | G11 b{ |
=lel =)
Ekkor Q(x) a kovetkezd alakban is felirhaté:

Q(X) = anl’% + 2131b{X2 + XgCIXQ .

A jobb oldali 6sszeg elsé két tagjdra alkalmazzuk a teljes négyzetté kiegészitést:

T Ty 1T T WT
2 T 2 bl X9 X5 blbl X9 X5 b1b1 X9
a11x] + 2x1bj X0 = ayi (27 + 223 + 5 — =
a1l a1y a1y

b{ 2 nglb{XQ
=a1 T + —Xo _—.

a11 a11

Ennek az Osszefliggésnek a segitségével Q(x) kovetkezd alakjat kapjuk:

bl 2
Q(x) = a1 ($1 + EXQ) + x5 Fixg ,
ahol .
bib
B=0C -4
ai1
Vezessiik be az .

1
Yy =21+ —Xo
a11

4j valtozdt. Ekkor

“ oT
Qy1,x2) = [y %3 | [aél F1] Ly(;] = any; +x3 Fix .
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Az (x1,x2) valtozdkrol az (yi1, x2) véltozdkra vald attérés matrixa

ot
Tl_ |:0 EIL—1:| ’

ahol t, = b, Teljesiil ugyanis az aldbbi transzformécios kapcsolat

ai’
1 t{ X1 _ Y1
0 Eo_i| x| [|x2]|°

Ha a Lagrange-féle moédszert hatékony numerikus eljards szintjére akar-
juk emelni, akkor ,, mindossze” a T; métrix els6 sordt kell az A matrix ele-
meibdl egy konnyen megadhato eljarassal kialakitani. 1966-ban két amerikai
matematikus, Beightler, C. S. and Wilde, D. J. (1966) megmutatta, hogy az
Ax = 0 linedris egyenletrendszer Gauss-féle eliminécids technikdja (amikor
az x1 valtozét eliminaljuk az egyenletrendszer masodik, harmadik, . . ., n-edik
sorébdl) pontosan a T métrix elsd sorat allitja eld.

Hasonlé eredményre jutott Kreké Béla valamivel kordbban (1964 elétt
t6bb évvel is), és korszerlibb mddszert haszndlva, felismerte azt, hogy a fent
leirt transzformdciés 1épésben fontos szerepet jatszé t? vektort és Fy méat-
rixot az A maétrixon a;; generalé elem valasztdssal végrehajtott elemi bé-
zistranszformacioval konnyedén megkapjuk. Kreké Béla modszerét 1964-ban
megjelent konyve alapjan ismertetjiik, Krek6 Béla (1964) 210-217. old.

A Kreko-féle mdodszer

1. eset. ElGszor azzal az esettel foglalkozunk, amikor az A szimmetrikus
méatrixnak van 0-tdl kiilonbozé diagondlis eleme. Az egyszeriiség kedvéért
feltessziik, hogy az elsd diagondlis elem éppen ilyen. (Az x komponenseinek
atindexezésével ez az adott esetben mindig biztosithats.) A feltevésiink

értelmében tehat .
_ | P b;
a=n gl 1)

ahol p; # 0 és O1 = CT. Az A oszlopvektorai — mint tudjuk — felfoghatdk,
mint az egységvektorok altal meghatarozott bazisban megadott vektorok.
Vonjuk bazisba az A elsé oszlopvektorat, mégpedig az e; egységvektor helyébe.
Az A oszlopvektorainak az 1j bazisbeli koordindtait a p; = a11 generdls elem
szerinti elemi béazistranszformacié szolgaltatja. fgy a 2. tabldzathoz jutunk,

i) Xg Xg

i) D1 b{ f{
by, Ci | Fi

2. tdbldzat
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ahol ) )
flT = —b{ és F1 = Cl — —blb{ .
h p1
A miiveleti szabalyok kozvetlen alkalmazasa révén beldthatd, hogy
IR A )
Vezessiik be a kovetkezo jelcléseket:
) 0 of
A=A gi =1 ff] & A= [0 F1]

Ezekkel (2) a kévetkezOképpen irhaté:

A=A =pigigl +A4,. (3)

Ha az F5 els6 diagondlis eleme py # 0, akkor az egész eljaras megismétlésével
az
Ay = pogogy + As

osszefiiggéshez jutunk, ahol gl = [0 1 f]'], és az A3 olyan szimmetrikus
matrix, melynek elsé két sora és elsé két oszlopa csupa 0-bdl all. Ha az
egymads utdn koévetkezd As, Ay, ..., A, méatrixokban mindig taldlunk 0-t6l

kiilonboz6 diagonalis elemet, akkor a tovabbi

Az = p3gags + Ag
Ay = pagags + A5,

A'r = prgrg,T + OTL—‘I'

Osszefliggésekhez jutunk, ahol r az A métrix rangja. Az egymast kovet§ As,
Ay, ... métrixokban a csupa zérusbdl 4llé sorok és oszlopok szdma 1épésrol
lépésre no, éppen Ugy, mint a g3, g4, ... vektorokban a 0-elemek szdma. r
szamu elemi bazistranszforméciéval A-nak a kévetkez6 eléallitasat kapjuk:

A=pigigl +pagogs +...+ 0,88 . (4)

Legyen
GT:[gl g,,. e,,.+1 en] 5

és legyen P diagonédlis métrix (p1,...,pr,0,...,0) diagondlis elemekkel. Ezek-
kel a jelolésekkel (4) egyenértékii az

A=G'PG (5)
Osszefiiggéssel, aminek egyszert kovetkezménye, hogy

Q(x) =x"'G"PGx . (6)
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A G megkonstrualasanak maédjabdl kévetkezik, hogy G nemszingularis, ko-
vetkezésképpen a
Gx=1z

Osszefiiggés koordinata-transzformacié IR™-ben. Ez a koordinatatranszforma-
ci6, tekintettel (6)-ra, diagondlis forméra transzformélja Q(x)-et. A Gx =z
helyettesitéssel kapjuk, hogy

Qx)=Q(z) =2"Pz=p12] + pp25 + - +p2?, z€R".

Ebbdl az el6éllitdasbdl nyilvanvald, hogy Q(x) akkor és csak akkor pozitiv
(negativ) definit, ha r = n és valamennyi generdl6 elem pozitiv (negativ).
Ha r < n és valamennyi generdlé elem pozitiv (negativ), akkor Q(x) pozitiv
(negativ) szemidefinit. Az is nyilvdnval6, hogy ha a generdlé elemek kozott
kiilonb6z6 elbjell elemek is vannak, akkor (x) indefinit. Ezzel bebizonyitot-
tuk, hogy elemi bazistranszformacio segitségével minden kvadratikus format
diagonal formara lehet transzformdlni. Az elmondottakat Kreké Béla a ko-
vetkezd numerikus példaval illusztralta.

1. Példa. Legyen a Q(x) kvadratikus forma métrixa

1 2 0 1

2 3 4 1
A= 0 4 1 -13

11 —-13 1

A diagonalizacidhoz sziikséges szamitdsok a kovetkezdk:

0 al a2 a3 a4 1 al a2 a3 a4

el | 1 2 1 al [ 1 2 0 1

e | 2 3 4 1 2| 0 1 4 -

e3 | 0 4 1 -13 e | 0 4 -13

e4 | 1 1 13 1 4| 0 -1 -183 0
2 |al a2 a3 a4 3|al a2 a3 a4 4 |al a2 a3 a4
a2|0 1 -4 1 a3/ 0 0 1 -1 a4‘ 0 0 0 1
3|0 0 17 -17 4| 0 0 0 -16
4|0 0 -17 1

1. dbra

A felsé sorokban az aktudlis g! vektorok taldlhaték, ennélfogva

1 2 0 1
01 -4 1
G= 00 1 -1
0 0 0 1
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és P = diag(1, —1,17,—16). Ha tehét alkalmazzuk a Gx = z transzforméciot,
a kovetkez6 négyzetosszegre redukalt alakhoz jutunk:

Qx)=Q(z) =2"Pz =22 — 22 + 1722 — 1622 .
Ebbdl mar lathatd, hogy a vizsgalt kvadratikus forma indefinit.

Megjegyzés. A G~! métrix oszlopvektorrendszere A-ortogondlis bazis IR*-
ben, ahol

4 o1 4 3
G7=lo 0 1 1
00 0 1

2. eset. Ha az A métrixnak minden diagondlis eleme 0, akkor végrehajtunk
egy olyan bézistranszforméciét, amelyben az A matrix transzformaltjanak
mar van 0-tdl kiilonb6z6 diagondlis eleme. Ez az eljaras azon a tényen nyug-
szik, hogy az

0 s
s=[2 i)
maétrixot, ahol s # 0, az
1 1
=i 2]
atmenet matrixszal olyan
& pT _ 2s 0
S=R SR= [ 0 _2s

alakra hozhatjuk, amelynek diagonalis elemei mar 0-t6l kiilonbozoek. Ezen az
alapon beldthat6, hogy minden, a fenti tulajdonsiagi A matrixhoz talalhaté
olyan T matrix, hogy az

A=TTAT (7)

matrixnak mar van 0-tdl kiilonb6z6 diagonalis eleme. Ha ezutan az A métrixot
mar fel tudjuk bontani az
A=G"PG

szorzatra, ahol P diagondlis matrix, akkor az A=TTAT = GTPG egyenl6-
ségbdl
A= (T"HGTPGT' = GTPG (8)

dsszefiiggéshez jutunk, ahol G = GT1. Ez azt jelenti, hogy a Q(x) = xT Ax
kvadratikus format a z = Gx koordinata transzformacié diagonalis forméra
transzformélja. Az persze el6fordulhat, hogy a (7) tipusi transzforméciét
tObbszor is alkalmazni kell.

Az elmondottakat Kreké Béla a kévetkezd példéaval illusztralta.
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2. Példa. Legyenek

0 1 2 1 1 0
A=11 0 4| é T=|1 -1 0
2 4 0 0 0 1
Ekkor
2 0 6
A=TTAT = |0 -2 -2
6 —2 0

Alkalmazva az el6z6 részben ismertetett eljarast, a kdvetkezd szamitasokhoz
jutunk:

0 al a2 a3 1 al az a3
el 2 0 6 al 1 0 3

e2 0 -2 -2 e2 0 -2 -2

€3 6 -2 0 e3 0 -2 -18
2 a2 a3 3 al a2 a3
a2 0 1 1 a3 0 0 1

€3 0 0 | -16

2. dbra

Ezekbdl azonnal leolvashatd, hogy

A 1 0 3 2 0 0
G=10 11 és D=0 -2 0 ,
0 0 1 0 0 -16
és kiszamithato, hogy
A 05 05 3
B=GI'=(05 -05 1
0 0 1

Ez azt jelenti, hogy a Q(x) = xT Ax kvadratikus formét a z = Bx ko-
ordinatatranszformacio a

Q(x) = Q(z) =27 Dz = 22} — 223 — 1622

diagonalis forméra transzformalja.
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Megjegyzés. A B~! matrix oszlopvektorrendszere A-ortogonélis bazis IR>-
ban, ahol

1 1 -4
Bl=1|1 -1 -2
0 0 1

Kreké Béla mddszerének ismertetése kapcsdn mindenképpen meg kell
emliteni Sylvester tehetetlenségi tételét, melyet O maga is targyal konyveiben.

Sylvester tehetetlenségi tétele — szimmetrikus matrix inerciaja.
Hogy az xT Ax kvadratikus forma kiilonbozé négyzetdsszegre transzformalt
alakjaiban mi a koz0s, azt J. J. Sylvester (1852) mutatta meg. Jeloljék v(D),
¢(D) és w(D) az

xT'Ax = 2" Dz = 6123 + 6025 + ... + 6,22 . (D)
négyzetosszeg egyiitthatdi koziil a negativ, a zérus és a pozitiv egylitthatok
szamat. Az

xTAx = u" Lu = \ud + Xoud + ...+ Ml (L)

négyzetosszeg esetében ezeket a mennyiségeket jeloljék v(L), ¢(L) és w(L).
A Sylvester-féle tehetetlenségi tétel szerint

Mivel ezek az egybeesé mennyiségek az A métrixot jellemzik, ezért hasznél-
hatjuk a
v(A) =v(L), ((A)=¢(L) é m(A)=n(L)

jeloléseket. Ezek alkotjak a kovetkez6 definicié alapjat.

Szimmetrikus métrix inercijja. Az n-ed rendid szimmetrikus A matrix
inercigja alatt azt az

Iner(A4) = (V(A), ¢(A), W(A))

rendezett szimharmast értjiik, ahol v(A), illetve w(A) az A negativ, illetve
pozitiv sajdtértékeinek szdmat jelenti (figyelembe véve a multiplicitdsokat
is). ((A) a 0 sajatérték multiplicitdsa. Szimmetrikus matrixok sajétértékeire
vonatkozé ismert tételbdl kovetkezik, hogy

V(A) + C(A) +m(A) =n.

A Kreké-féle médszer megad egy transzforméciét, mellyel egy kvadratikus
format négyzetosszegre lehet redukdlni. Ebbol az alakbdl aztan egyszeriien
kiolvashaté az inercia is. Szamos feladatnal, és ide tartoznak az optimalitas
méasodrendii feltételei is, csak az inercidra van sziikségiink, az azt feltard
transzforméciéra azonban nincs.
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Egy kés6bbi eredmény: a Haynsworth-Cottle-féle médszer. E. V.
Haynsworth (1968) megadott egy métrixalgebrai Gsszefliggést, amely arra vo-
natkozott, hogyan lehet szimmetrikus matrix inercidjat kisebb méreti szim-
metrikus matrixok inercidja segitségével kiszamitani.

A Haynsworth-féle inercia formula. Tekintsiik az n-ed rendii szim-
metrikus A matrixot a kdévetkez6 médon particionédlva

A A
A =
[Am Azz] ’

ahol A;; nemszinguldris és szimmetrikus. A kdvetkezd allitdsok akkor is ér-
vényben maradnak, ha az A;; blokk nem ,,bal felsé” helyzetli. A lényeges
kikotés az, hogy principdlis legyen, mely azt jelenti, hogy a széban forgd
blokk sorindexeinek halmaza megegyezzen oszlopindexeinek halmazéval. Az

(A11 | A) i= Agy — A A7 Ao (S)

méatrixot az Aj;; matrix A-ra vonatkozé Schur-komplemensének nevezziik,
amely A, Aj; és Ass szimmetridja folytdn maga is szimmetrikus. Igaz a
kovetkezo allitas:

Iner(A) = Iner(A11) + Iner(Aq1 | A) , (H)

ahol az Osszeadas komponensenként értendo.
R.W. Cottle (1974), egy 1974-ben publikdlt cikkében a (H) formula ite-

rativ alkalmazasat javasolta szimmetrikus matrix inercidjanak kiszamitasara
a kovetkezd maédon.

1. eset. Az A féatldjdban van 0-tdl kiillonb6z6 elem. Az &ltaldanossagot
nem sértve feltehetjiik, hogy a11 # 0. Legyen tehat A;; = [a11]. Az A
maéatrixon hajtsunk végre egy elemei bazistranszforméciét, ahol a1y # 0 a
general elem. Ha a transzformalt tablabol elhagyjuk az elsé sort és elso
oszlopot, akkor a megmaradé ,,.komplemens” rész pontosan az S = (411 | A)
Schur-komplemens. Mivel az A;; métrixnak egyetlen sajatértéke \; = aqq,
ezért

- (1,0,0), ha aiy <0;
Iner(An) = { (0,0,1), haa;; >0.

Az eljérast az S Schur-komplemenssel folytatva, meghatdrozhatjuk az A matrix
inercidjat, melyet az 1. Példa A matrixan mutatjuk be.
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0 al a2 a3 a4 1 al a2 a3 a4
el [ 1 2 0 1 al | 1 2 0 1
2 | 2 3 4 1 e | 0 ’—1 4 1
e8| 0 4 1 13 e8| 0 4 1 13
4 | 1 1 13 1 4| 0 -1 -13 0
2 ‘ al a2 a3 a4 3 |al a2 a3 a4
2|0 1 -4 1 a3 | 0 0 1 1
e8| 0 ©0 'T -17 4| 0 0O O -16
4| 0 0 -17 1
3. dbra

A (H) formula ismételt alkalmazdséval kapjuk, hogy
Iner(A) = Iner([1])+Iner([—1])+Iner([—1])+Iner([17])+Iner([-16]) = (2,0, 2) .

Lathatjuk, hogy abban az esetben, ha minden 1épésben f6atlobdl tudunk ge-
neralé elemet valasztani, az eljaras numerikus része semmiben nem kiilénbozik
a Kreké-féle eljarastol.

2. eset. Abban az esetben azonban, ha A-nak minden diagondlis eleme
0, akkor a Cottle-féle eljaras kevesebb veszodséggel jar, mint a Krekd-féle.
Ebben az esetben féatlon kiviili generdld elemet kell valasztanunk. Legyen
ez a;; # 0. Az ehhez tartozé egyelemi blokk azonban nem principélis blokk
A-ban és ennek kovetkeztében a hozza tartozé Schur-komplemens se lesz
altaldban szimmetrikus. Végrehajtunk egy elemi bazistranszformacios 1épést
az a;; 7 0 generdl6 elemmel. Mivel A-ban minden f6atlébeli elem 0, ezért
az Uj tdblaban a j-edik sor i-edik oszlopaban &ll6 elem valtozatlan marad és
megegyezik az a;; = a;; # 0 elemmel. A kovetkezd transzformdacié generald
eleme a;; kell, hogy legyen. Ha a transzformadlt tablabdl toroljiik az i-edik és
j-edik sorokat és oszlopokat, akkor pontosan az

|0 ay
a0 ]

blokkhoz tartozé S = (A1 | A) Schur-komplemenst kapjuk. A (H) formula
numerikus alkalmazhatdésdgat segiti el az a tény, hogy tetszdleges p # 0
esetén

0 p|_
Iner [p 0]—(1,0,1).

p
0

A1 = p és Ao = —p. Illusztracioként nézzik a 2. Példaban szerepldé matrixot!

Egyszertien kiszamithatd ugyanis, hogy a matrixnak a sajatértékei



154 Forgé Ferenc — Komlési Sandor

0 al a2 a3 1 al a2 a3 1 al a2 a3

el 0 1 a2 0 1 a2 0 1 2

e2 0 e2 1 0 4 al 0 4

e3 2 4 e3 2 0 -8 e3 0 0 -16
4. abra

Ebbél (H) alapjin megallapithatd, hogy

Tner(A) = Iner [(1) (1)] + TIner([~16)) = (1,0,1) + (1,0,0) = (2,0,1) .

Szimmetrikus métrix inercidjdnak meghatdrozasaval nemcsak az A) fela-
dat mésodrendii feltételének ellenérzése valdsithaté meg, hanem a B) illetve
C) feladatoké is. Ezt a lehetéséget a kovetkezo eredmény biztositja, Chabril-
lac, Y. and Crouzeix, J.-P. (1984).

A Chabrillac—Crouzeix-féle inerciateszt. Teljesiiljenek a B) Tételben
megfogalmazott feltételek. Ekkor az xT L (a)x kvadratikus forma

(i) akkor és csak akkor pozitiv definit a Gx = 0 altéren, ha

e ([ 29 67) =

(i) akkor és csak akkor negativ definit a Gx = 0 altéren, ha

Iner ([L”(g@ GOTD — (n,0,m) .

A Krekd-féle determindansszamitas

A matrixalgebra szamos problémé&jat determindnsok segitségével fogalmazza
meg. A klasszikus értelmezés szerint egy determindns kiszamitasa (féleg, ha
az nagy méretli) meglehetdsen szamitasigényes miivelet. Kreké Béla meg-
mutatja, hogy az elemi bazistranszformacié segitségével itt is lényegesen
egyszerusiteni lehet a szamitasokat.

Kreké Béla Matrixszémitds (1964) konyvében egy 1j determinédns fogal-
mat vezet be. Azt, hogy ez ekvivalens a klasszikus determinéns fogalommal,
csak évekkel késébb Linedris algebra (1976) kényvében (14.1. alfejezet) mu-
tatja meg.

Kreko Béla determindns fogalma (Matrixszamitds, 59-60. old.). Legyen
A {aj,as,...,a,} oszlopvektorrendszerrel adott n-ed rendii nemszinguldris
kvadratikus matrix. n elemi béazistranszformaciét végrehajtva a matrix de-
termindnsat a generdlé elemek el6jeles szorzataként értelmezzik. Az eljel
meghatarozasa a kovetkezéképpen torténik. Az A oszlopvektorainak bazisba



Kreko Béla szerepe a kézgazdaszképzés modernizalasaban 155

vondsa eredményezze az {a;(1),a;(2), - - -, &;(n)} bazist. Ha ezt a vektorrend-
szert paros szamu elemcserékkel tudjuk az eredeti {a;,ag,...,a,} sorrendbe
visszadllitani, akkor az eljel (+1). Ha az eredeti sorrend visszadllitdsahoz
paratlan szdmu elemcsere sziikséges, akkor az eléjel (—1). (Ha mindig a
f64t16b6l valasztunk generdld elemet, akkor nincs sziikség el6jel korrekeidra. ).
Szingularis matrix determinansa 0.

Kreké Béla Linedris algebra c. konyvében egy egész fejezetet szentel a
klasszikus és a ,,modern” definiciok egyenértékiiségének bizonyitdsara. Ennek
soran is eljut az egyenértékiiséget igazolé Schur-lemmahoz.

A Schur-lemma. Legyen A n-edrendii kvadratikus métrix és legyen Aj;
k X k-as nemszingularis blokk A-ban Az

(All | A) = AQQ — A21A1_11A12 (S)

matrixra, mely a matrixalgebra szdmos problémajaban el6fordul, Haynsworth
vezette be a Schur-komplemens elnevezést, mégpedig azon az alapon, hogy
I. Schur egy 1917-es cikkében bizonyitotta és alkalmazta a

det(A) = par(Aq;) det(Aqq) det(Aqq | 4) (SF)

formuldt, ahol, Ay, paritdsat a kovetkezé mddon értelmezziik. Jeldljék i,
2, ..., ig illetve ji,jo,..., Jr az A métrix azon sorainak illetve oszlopainak
indexeit, amelyek az Aj; blokkot meghatarozzak. Legyen

par(Ayy) = (—1)iHizttickivtiatotis

Az (SF) formuldt Schur-formula néven hivatkozzdk a métrixalgebraban.

Mivel par ([a;;]) det ([a;;]) = (=1)"a;;, ezért a Schur-formula megala-
pozza a determinans-szamitas elemi bazistranszformaciéra épiild iterativ nu-
merikus médszerét.

Az elemi bazistranszformacio tovabbi alkalmazasai Kreko
Béla munkaiban

” 2

A-ortogonilis bazis elballitasa (Matrixszamitds, 210-217. old.). Legyen
A n-ed rendii szimmetrikus métrix. Ekkor megadhaté olyan F' matrix, mely-
lyel FTAF diagondl matrix. Ekkor az I matrix oszlopai A-ortogondlisak
(A-konjugdltak). Megjegyzés. Ha az f(x) = xT Ax + bTx + v kvadratikus
fliggvénynek keressiik a széls6értékeit, akkor az A-ortogondlis keresési ird-
nyokra épiil6 médszerek (konjugdlt gradiens mddszerek) elég magasan jegy-
zett mddszerek. (Hestenes-Stiefel, Fletcher-Reeves, Davidon-Fletcher-Powell,
stb.)

B4zisok ortogonalizaldsa (Kreké: Matrixszamitds 220. oldal). Legyen A
teljes oszloprangi m x m-es matrix. Ekkor megadhaté olyan F' n-ed rendi
méatrix, hogy a B = AF maétrix ortogonalis, abban az értelemben, hogy
oszlopvektorai paronként merdlegesek és normaéltak.
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Pozitiv definit szimmetrikus matrixok Cholesky-felbontasa (Matrix-
szamitds, 210-217. oldalak). Legyen A n-ed rendii pozitiv definit matrix.
Ekkor A elballithaté A = LLT alakban, ahol L alsé hdromszogmétrix.

Trianguldris faktorizacié (Linedris algebra 303. oldal). Legyen A n-ed
rendli kvadratikus méatrix. Ekkor A elééllithaté az A = LDU alakban, ahol
D diagonal matrix, L és U pedig olyan alsé-, illetve fels6 haromszogmatrixok,
melyek minden diagonéilis eleme 1.

Ez a megemlékezés csak Kreké Béla szakmai életrajzanak egy részérol
(noha szerintiink a legfontosabbrdl) szélt. Koszonet jar neki kollégaitdl, ta-
nitvanyaitdl és az egész kozgazdasz kozosségtdl az egész életmiiért, és azért a
lehetOségért, hogy oly sokan ismerhettiik, tanulhattunk tole, és élvezhettiik
egy kivald, nagy miiveltségii, sokoldali ember baratsigat. Példaképként tisz-
teljiik és allitjuk ot az ifjusag elé.
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THE ROLE OF BELA KREKO IN THE REFORM OF ECONOMICS AND
BUSINESS EDUCATION — IN MEMORIAM BELA KREKO (1915-1994)

Mathematics in the curriculum of business and economics education at the Karl
Marx University of Economics had been confined to some college algebra and com-
binatorics before Béla Krekd launched his campaign to introduce basic operations
research as part of a modernization process. He was also the founding father of
a new specialization, a group of students majoring in mathematics and operations
research. He fiercely fought with wit and determination to overcome the resistance
of an old guard of professors opposing the plan. Béla Kreké emerged from this bat-
tle with flying colors. As a result, in the early sixties operations research became
an integral part of economics education and it has been there ever since. He did
a tremendous job in writing books catering to the special needs of economists and
business people. These books were on par of those used at leading universities in
the western world. The books were written in the unmistakable style of a witty,
insightful author. The exposition was centered around the pivoting techniques
(Gauss-Seidel elimination) making proofs constructive, ready to be converted to al-
gorithms. A sample of problems is given where by the pivoting approach standard
problems in linear algebra are solved. The exposition is based on parts taken from
Krekdé’s books.





