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Krek¶o B¶ela a magyar kÄozgazdas¶agi oktat¶as meg¶uj¶³t¶as¶anak kiemelked}o alakja,
aki 1956 ut¶an ¶es az 1960-as ¶evekben a Marx K¶aroly KÄozgazdas¶agtudom¶anyi
Egyetemen (MKKE) ¶elharcosa volt a matematika oktat¶as reformj¶anak, az
oper¶aci¶okutat¶asi oktat¶as bevezet¶es¶enek ¶es a terv-matematika szak beind¶³t¶a-
s¶anak. SzÄulet¶es¶enek 100-ik ¶evfordul¶oj¶an megeml¶ekezÄunk r¶ola, mint a kÄozgaz-
d¶aszk¶epz¶es moderniz¶al¶as¶anak egyik legfontosabb szerepl}oj¶er}ol ¶es a gener¶aci¶ok
sz¶am¶ara alapm}uk¶ent szolg¶al¶o kÄonyvek szerz}oj¶er}ol. ¶Izel¶³t}ot adunk ezeknek a
kÄonyveknek az egys¶eges szeml¶elet¶et ad¶o elemi b¶azistranszform¶aci¶o (pivot¶al¶as)
felhaszn¶al¶as¶ab¶ol a line¶aris algebra n¶eh¶any klasszikus probl¶em¶aj¶anak megol-
d¶as¶ara.

I. Krek¶o B¶ela szerepe a kÄozgazd¶aszk¶epz¶es mo-
derniz¶al¶as¶aban

El}ozm¶enyek

Noha ebben a megeml¶ekez¶esben f}oleg az MKKE-n foly¶o kÄozgazd¶aszk¶epz¶essel
foglalkozunk, rÄoviden meg kell ismerkednÄunk az el}ozm¶enyekkel. Magyaror-
sz¶agon egyetemi szint}u kÄozgazd¶aszk¶epz¶es 1934 ¶ota van. Az MKKE 1948-ban
tÄort¶ent megalap¶³t¶asa el}ott ez a Budapesti J¶ozsef N¶ador M}uszaki ¶es Gaz-
das¶agtudom¶anyi Egyetem KÄozgazdas¶agi Kar¶an folyt. Itt tan¶³tott a vil¶agh¶³r}u
Jord¶an K¶aroly, akinek tan¶³tv¶anya volt az ugyancsak vil¶agh¶³r}u Tak¶acs Lajos
¶es a Magyarorsz¶agon j¶ol ismert ¶es elismert Ziermann Margit. 1960 el}ott az
MKKE-n a matematikaoktat¶as k¶et dologra korl¶atoz¶odott:

{ kÄoz¶episkolai matematikai ismeretek p¶otl¶asa,

{ n¶emi elemi szint}u p¶enzÄugyi, biztos¶³t¶asi sz¶am¶³t¶asok ¶es valamennyi kom-
binatorika oktat¶asa.

Az el}obbire az¶ert volt szÄuks¶eg, mert tÄomeg¶evel kerÄultek be az egyetemre olyan
hallgat¶ok (p¶eld¶aul szak¶eretts¶egisek, akik egy gyors¶³tott kÄoz¶episkolai k¶epz¶est
kaptak), akiknek kÄoz¶episkolai ismereteik, ezen belÄul kÄulÄonÄosen a matematikai
el}ok¶epzetts¶egÄuk rendk¶³vÄul gyenge volt. A m¶ar akkor is a tansz¶eken dolgoz¶o
koll¶eg¶ak (Halmai Erzs¶ebet, Bikics Istv¶ann¶e, Gyurk¶o Lajos, G¶asp¶ar L¶aszl¶o)

1Be¶erkezett: 2015. november 20. E-mail: komlosi@ktk.pte.hu.



138 Forg¶o Ferenc { Koml¶osi S¶andor

elmes¶elt tÄort¶eneteib}ol egy olyan k¶ep rajzol¶odott ki, amelyben a tansz¶ek dol-
goz¶oi tulajdonk¶eppen korrepet¶al¶ast v¶egeztek a kÄoz¶episkolai anyagb¶ol. Ab-
szurd m¶odon egyedÄul }oket tett¶ek felel}oss¶e a hallgat¶ok gyenge jegyei miatt.
A Matematika Tansz¶ek vezet}oje Husz¶ar G¶eza professzor volt. Husz¶ar G¶eza
az 1956-ban j¶atszott szerepe miatt k¶enyszernyugd¶³jba vonult. Ezut¶an 1961-
ig, amikor Sz¶ep Jen}o ¶atvette a tansz¶ek vezet¶es¶et, ideiglenes tansz¶ekvezet}ok
voltak. Mentes Imre hal¶ala ut¶an 1959-ben Krek¶o B¶ela lett a megb¶³zott
tansz¶ekvezet}o ¶es tulajdonk¶eppen ett}ol sz¶am¶³thatjuk a matematika reformj¶a-
nak ¶es az oper¶aci¶okutat¶as akkor, ¶es nagyr¶eszt ma is, legfontosabb terÄuleteinek
az oktat¶asba val¶o be¶ep¶³t¶es¶et.

A legnagyobb ¶ujdons¶agnak a line¶aris programoz¶as tananyagba val¶o be-
emel¶ese sz¶am¶³tott. A kezdetek kÄozponti tal¶alkoz¶ohely¶enek sz¶am¶³tott a Mate-
matikai Kutat¶o Int¶ezetben 1957-ben Pr¶ekopa Andr¶as vezet¶es¶evel indult sze-
min¶arium, amelynek Krek¶o B¶ela is akt¶³v tagja volt. Az ELTE-n Pr¶ekopa
Andr¶as els}o line¶aris programoz¶asi speci¶alis el}oad¶asait 1958-ban tartotta ¶es
Äossze¶all¶³tott ebben a t¶em¶aban egy koherens, teljesen modern anyagot, amit a
Bolyai T¶arsulatban egy tov¶abbk¶epz}o tanfolyamon 1967 ¶es 1969 kÄozÄott adott
el}o. Itt felhaszn¶alta a legend¶as, m¶eg ma is modern, matematikai ig¶enyess¶eggel
meg¶³rt ,,feh¶er kÄonyv"-et, Pr¶ekopa (1968). Az ELTE-n az oper¶aci¶okutat¶as
1968-ban lett szakir¶any, a line¶aris programoz¶as, mint tant¶argy speci¶alis koll¶e-
giumk¶ent folyamatosan szerepelt 1958-t¶ol kezd}od}oen.

Az ¶attÄor¶es

Az MKKE-n azonban az az ¶ut, amelyen Pr¶ekopa Andr¶as ¶es az ELTE elindult,
nem volt j¶arhat¶o. Egyr¶eszt a hallgat¶os¶ag matematikai el}ok¶epzetts¶ege nem
tette lehet}ov¶e annak a matematikai precizit¶asnak a befogad¶as¶at, amelyet a
,,feh¶er kÄonyv" reprezent¶alt, m¶asr¶eszt az egyetem vezet}os¶eg¶et ¶es a di¶akokat
meg kellett nyerni az Äugynek. Krek¶o B¶ela egy kiv¶al¶o strat¶egi¶at tal¶alt ki ¶es
ezt igazi hadvez¶erk¶ent meg is val¶os¶³totta. A line¶aris programoz¶as gyakorlati,
f}oleg kÄozgazdas¶agi, Äuzleti alkalmaz¶asaival kezdett, a matematikai t¶argyal¶as
f}oleg intuit¶³v, a konkr¶et feladathoz alkalmazott, szeml¶eletes, ,,kÄozgazdas¶agi"
nyelven sz¶olt a hallgat¶os¶aghoz. Ragyog¶o p¶eld¶aja ennek els}o k¶et line¶aris prog-
ramoz¶as kÄonyve, Krek¶o ¶es Bacskay (1957) majd Krek¶o (1962). Az ut¶obbi
kÄonyv k¶et r¶eszb}ol ¶all. Az els}o r¶eszben gyakorlati p¶eld¶akon mutatja be a
szimplex m¶odszer m}ukÄod¶es¶et, majd a m¶asodik r¶eszben a szimplex m¶odszer
matematik¶aj¶ara koncentr¶al. A hallgat¶os¶agt¶ol fÄugg}oen lehets¶eges volt csak az
els}o r¶eszt oktatni, vagy adott esetben mindkett}ot. Megjegyzend}o, hogy az
1957-es kÄonyv k¶ezirata m¶ar 1955-ben k¶eszen volt. A gyakorlati kipr¶ob¶al¶as
1959-ben tÄort¶ent meg egy fakultat¶³v t¶argy keret¶eben, kb. 20-30 hallgat¶o
r¶eszv¶etel¶evel, nagy sikerrel.

KÄozben ¶alland¶o harcot kellett v¶³vni az egyetem vezet}os¶eg¶evel (rektor,
egyetemi tan¶acs, d¶ek¶anok, kari tan¶acsok ¶es egyes v¶elem¶enyvez¶er tan¶arok)
az oktat¶as ¶es a tananyag ilyen ir¶any¶u moderniz¶al¶as¶a¶ert. Ennek egyik oka az
az ¶all¶aspont, amely a Szovjetuni¶oban az 1920-as ¶evekben alakult ki, ¶es amely
szerint a matematikai kÄozgazdas¶agtan ,,burzso¶a ¶altudom¶any", amely a kapi-
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talista kizs¶akm¶anyol¶as elleplez¶es¶ere ¶es igazol¶as¶ara szolg¶al. Szt¶alin hal¶ala ut¶an
ez a vonal n¶emileg enyhÄult, de a hatalom r¶esz¶er}ol ¶alland¶o gyanakv¶as k¶³s¶ert
minden ilyen ir¶any¶u tev¶ekenys¶eget. Mivel eleinte csak sz}uk kÄorben l¶etezett
az oper¶aci¶okutat¶as fogalma, az oper¶aci¶okutat¶asnak is meg kellett harcolni a
megfelel}o st¶atus¶ert. A hivatalos ¶all¶asfoglal¶as azonban id}ovel lepuhult: akkor
¶es annyiban lehet a matematikai m¶odszereket haszn¶alni a kÄozgazdas¶agtanban
(az Äuzleti tudom¶anyok bele¶ertend}oek), amennyiben ez el}oseg¶³ti a gazdas¶agi
teljes¶³tm¶eny nÄovel¶es¶et. A szeml¶eletv¶alt¶as azonban nem ment m¶ar¶ol holnapra,
f}oleg az ideol¶ogi¶aval t¶ultÄoltÄott MKKE-n. Minden egyes kis l¶ep¶es¶ert harcolni
kellett a legkÄulÄonbÄoz}obb f¶orumokon, legink¶abb a tananyagokat j¶ov¶ahagy¶o
legfels}obb f¶orumon, az egyetemi tan¶acsban. Krek¶o B¶ela ragyog¶o harcos volt.
Tud¶asa, m}uvelts¶ege, ir¶oni¶aja seg¶³tette. Sok igaz anekdota-szer}u tÄort¶enet ker-
ing arr¶ol is, hogy felel}os testÄuletekben milyen n¶³v¶oj¶u v¶elem¶enyekkel kellett
megkÄuzdenie. ¶Ime egy jellemz}o tÄort¶enet. Az egyetemi tan¶acsban, a hatvanas
¶evekben, Krek¶o B¶ela javaslatot tett arra, hogy a j¶at¶ekelm¶elet is kerÄuljÄon be
v¶alaszthat¶o t¶argyk¶ent a tantervbe. Erre az egyik felh¶aborodott ellenvet¶es ¶³gy
hangzott: ,,Na de elvt¶arsak, }orizzÄuk meg az egyetem komolys¶ag¶at".

Egy¶ebk¶ent a hatvanas ¶evek kÄozep¶et}ol m¶ar gondtalanul lehetett haszn¶alni
az oper¶aci¶okutat¶as elnevez¶est, de konkr¶et tartalm¶ar¶ol m¶eg sok¶aig folytak
szakmai vit¶ak, f}oleg a mind a mai napig rendszeresen megtartott oper¶aci¶o-
kutat¶as konferenci¶akon. Ennek azonban m¶ar semmi kÄoze nem volt az ideol¶o-
gi¶ahoz. Az oper¶aci¶okutat¶as hazai tÄort¶enete egy¶ebk¶ent nem t¶argya ennek a
visszaeml¶ekez¶esnek.

A terv-matematika szak

Krek¶o B¶ela szinte egyszem¶elyes kÄuzdelm¶et az MKKE-n a matematika/ope-
r¶aci¶okutat¶as egyetemi st¶atus¶anak megteremt¶es¶ere 1960-ban siker koron¶azta.
Enged¶elyt kapott, hogy a felv¶etelik sor¶an v¶alasszon a matematik¶ab¶ol kiemel-
ked}oen felv¶eteliz}o hallgat¶ok kÄozÄul 15-20-at, akikkel megindulhat egy ¶uj szak,
amelynek a terv-matematika elnevez¶est adt¶ak. A szak bevezet¶es¶enek sike-
r¶eben jelent}os szerepe volt L¶aszl¶o Imre rektorhelyettesnek, a N¶epgazdas¶ag
tervez¶ese tansz¶ek vezet}oj¶enek, aki felkarolta ¶es t¶amogatta a kezdem¶enyez¶est.
MegkÄonny¶³tette a helyzetet az, hogy kor¶abban volt egy terv-statisztika szak,
term¶eszetesen teljesen elt¶er}o tartalommal. A ,,terv" sz¶o a korszellemnek
megfelel}oen az ¶uj szak eladhat¶os¶ag¶at ¶es a kÄulÄonbÄoz}o j¶ov¶ahagy¶o f¶orumokon
val¶o t¶uljut¶as¶at t¶amogatta. Persze a k¶es}obbi v¶egzettekb}ol sokan dolgoztak az
Orsz¶agos Tervhivatalban, de ennek m¶ar nem sok kÄoze volt a szak elnevez¶es¶e-
hez, sokkal ink¶abb a tartalm¶ahoz. A szak gondoz¶as¶at ¶es felÄugyelet¶et kÄozÄosen
a Matematika ¶es a N¶epgazdas¶ag tervez¶ese tansz¶ekek l¶att¶ak el.

Az 1. t¶abl¶azat a n¶egy ¶es f¶el ¶ev matematikai, statisztikai, sz¶am¶³t¶astechnikai
¶es oper¶aci¶okutat¶asi szakt¶argyait, tantervi hely¶et, heti ¶orasz¶am¶at ¶es tant¶argy-
felel}os¶et (el}oad¶o) mutatja.
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F¶el¶ev T¶argy neve Heti ¶orasz¶am El}oad¶o
1 Matematika (line¶aris algebra) 8 Krek¶o B¶ela
1 Fizika 2 Kov¶acs Gy}oz}o
2 Matematika (anal¶³zis) 8 Sz¶ep Jen}o
2 Elektrodinamika 2 Kov¶acs Gy}oz}o
3 Fels}ofok¶u matematika (line¶aris algebra) 8 Krek¶o B¶ela

3 ¶Altal¶anos statisztika 3 KÄoves P¶al
4 Fels}ofok¶u matematika (val¶osz¶³n}us¶egsz¶am.) 8 Krek¶o B¶ela

4 ¶Altal¶anos statisztika 4 P¶arniczky G¶abor
5 Matematikai g¶epek 2 Kov¶acs Gy}oz}o
5 Gazdas¶agi programoz¶as (line¶aris) 4 Krek¶o B¶ela
5 Matematikai statisztika 3 Mesz¶ena GyÄorgy
5 Gazdas¶agstatisztika 4 Benedecki J¶anosn¶e
6 Matematikai statisztika 3 Mesz¶ena GyÄorgy
6 Gazdas¶agi programoz¶as (nemline¶aris) 4 Krek¶o B¶ela
6 Statisztika 4 Benedecki J¶anosn¶e
7 Gazdas¶agi programoz¶as (eg¶esz¶ert¶ek}u) 3 Krek¶o B¶ela
7 K¶eszletgazd¶alkod¶as 2 Ziermann Margit
8 Sz¶am¶³t¶astechnika 4 Szelezs¶an J¶anos
8 Gazdas¶agi programoz¶as 4 Krek¶o B¶ela
8 Sorban¶all¶asi modellek 3 Ziermann Margit
9 Sz¶am¶³t¶astechnika 4 R¶ev¶esz GyÄorgy
9 Sz¶am¶³t¶astechnika 4 KÄornyei Imre
9 Gazdas¶agi programoz¶as 2 Krek¶o B¶ela
10 Gazd. mat. szakszemin¶arium 3 J¶andy G¶eza
10 J¶at¶ekelm¶elet 2 Sz¶ep Jen}o

1. t¶abl¶azat

A matematikai alapt¶argyak (line¶aris algebra, anal¶³zis, val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³-
t¶as) az ¶altal¶anos matematikai alapoz¶ason k¶³vÄul els}osorban a k¶es}obbi szakt¶ar-
gyak ig¶enyeit igyekeztek kiszolg¶alni. A t¶abl¶azatot vizsg¶alva l¶athatjuk, hogy
Krek¶o B¶ela a tan¶³t¶asb¶ol ¶es az azt t¶amogat¶o tananyagok kidolgoz¶as¶ab¶ol is
milyen nagy r¶eszt v¶allalt, els}osorban a szakterÄulet¶enek sz¶am¶³t¶o line¶aris al-
gebr¶ab¶ol, a line¶aris ¶es nemline¶aris programoz¶asb¶ol.

KÄozben 1968-ban, p¶arhuzamosan az ELTE-¶en Pr¶ekopa Andr¶as vezet¶es¶evel
a matematika szak egyik szakir¶anyak¶ent l¶etrejÄott az oper¶aci¶okutat¶as szak-
ir¶any. A terv-matematika szak az MKKE-n ¶es az oper¶aci¶okutat¶as szakir¶any
az ELTE-¶en egym¶ast er}os¶³tett¶ek, a v¶egzettek kÄulÄonbÄoz}o int¶ezm¶enyekn¶el j¶o
csapatmunk¶asok lettek ¶es j¶ol meg¶ertett¶ek egym¶ast.

Tananyagok, kÄonyvek

Krek¶o B¶ela az egyetemi tananyagokat egys¶eges szeml¶elet alapj¶an ¶all¶³totta
Äossze ¶es az ¶³r¶asos anyagokat (els}osorban tankÄonyveket) is ebben a szellem-
ben ¶³rta. Els}o magyar nyelv}u line¶aris programoz¶as kÄonyve, Krek¶o-Bacskay
(1957) ihlet}oje Charnes, Cooper ¶es Henderson (1953) kÄonyve volt. A tov¶abbi
kÄonyveknek mint¶aul Hadley (1961, 1963, 1964) kÄonyvei szolg¶altak, de a ren-
geteg Äotlet, veretes st¶³lus ¶es az egys¶eges szeml¶elet igaz¶an egyediv¶e tette }oket.
A kor nemzetkÄozi tendenci¶ait ¶es a leg¶ujabb kutat¶asok eredm¶enyeit is tar-
talmazta, a di¶aks¶ag sz¶elesebb r¶etegei sz¶am¶ara is ,,em¶eszthet}o" form¶aban.
Az egys¶eges szeml¶eletet a konstrukt¶³v bizony¶³t¶asokra val¶o tÄorekv¶es, az ele-
mi b¶azistranszform¶aci¶o (pivot¶al¶as) szinte univerz¶alis haszn¶alata, az algorit-
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mikus szeml¶elet, a sz¶am¶³t¶astechnikai megval¶os¶³t¶as m¶erlegel¶ese, a gyakorlati,
f}oleg kÄozgazdas¶agi alkalmaz¶asok el}ot¶erbe helyez¶ese, az egyes matematikai fo-
galmak ¶es elj¶ar¶asok gazdas¶agi interpret¶aci¶oja biztos¶³totta. ¶Erdekes, hogy a
determin¶ans csak epiz¶odszerephez jutott. Term¶eszetesen a sz¶am¶³t¶astechnikai
megval¶os¶³t¶ast a kor technik¶aja behat¶arolta.

A line¶aris programoz¶as Krek¶o (1966), a nem-line¶aris ¶es eg¶esz¶ert¶ek}u prog-
ramoz¶as Krek¶o (1972), m¶atrixsz¶am¶³t¶as Krek¶o (1963) ¶es a line¶aris algebra
Krek¶o (1976) voltak a t¶em¶ai a kÄovetkez}o kÄonyveknek. Ezek hossz¶u id}ore
tankÄonyvk¶ent ¶es k¶ezikÄonyvk¶ent szolg¶alt¶ak az oktat¶ast, kutat¶ast ¶es a gazdas¶agi
szakemberek ig¶eny¶et. Annak illusztr¶al¶as¶ara, hogy mennyire a kor sz¶³nvonal¶at
tÄukrÄozte a tananyag, ¶alljon itt p¶eld¶anak az Optimumsz¶am¶³t¶as (Nemline¶aris
programoz¶as) kÄonyv fejezeteinek jegyz¶eke:

1. Bevezet¶es 2. A folytonos modellekr}ol ¶altal¶aban 3. A szimplex m¶odszer
4. A hat¶ekony ir¶anyok m¶odszere 5. Metsz}o s¶³kok m¶odszere 6. A szepar¶abilis
c¶elfÄuggv¶enyek m¶odszere 7. A szekvenci¶alis m¶odszer 8. A dualit¶as 9. Optimum-
sz¶am¶³t¶as tÄobb c¶elfÄuggv¶eny mellett 10. Nemfolytonos modellekr}ol ¶altal¶aban
11. A metsz¶esi m¶odszer 12. Kombinatorikus m¶odszerek 13. Gr¶afelm¶eleti m¶od-
szerek 14. A nemfolytonos modellek ¶es a dualit¶as

Ezeknek a kÄonyveknek a min}os¶eg¶et jelzi, hogy line¶aris programoz¶asr¶ol
sz¶ol¶o kÄonyvei megjelentek a vil¶agpiacon is. Angol nyelv}u, Krek¶o (1968),
n¶emet nyelv}u, Krek¶o (1964) ¶es szerb-horv¶at nyelv}u Krek¶o (1966) kiad¶asai
bizony¶³tj¶ak ezt. Az angol nyelv}u kÄonyvet ma is meg lehet rendelni az Ama-
zonon.

Tudom¶anyos tev¶ekenys¶eg

Mint azt m¶ar kor¶abban eml¶³tettÄuk, Krek¶o B¶ela misszi¶oja a korszer}u mate-
matikai-oper¶aci¶okutat¶asi m¶odszerek ¶es modellek megismertet¶ese volt a kÄoz-
gazd¶aszokkal. Ilyen m¶ert¶ek}u kÄonyv¶³r¶as ¶es szakmai kÄoz¶eleti tev¶ekenys¶eg mel-
lett kevesebb ideje ¶es energi¶aja maradt a szoros ¶ertelemben vett, foly¶oirat-
cikkekben is tÄukrÄoz}od}o tudom¶anyos munk¶ara. Olyan nagyon ezt nem is
ambicion¶alta. Ennek ellen¶ere az irodalomjegyz¶ekben tal¶alunk sok szakmai
cikket, amelyek ugyan nem a legjobb nemzetkÄozi foly¶oiratokban jelentek
meg, de mindig volt mondanival¶ojuk, els}osorban a gazdas¶agi szakemberek
sz¶am¶ara. Er}os r¶abesz¶el¶esre megszerezte a kandid¶atusi c¶³met tudom¶anyos
munk¶ass¶ag¶anak t¶ezisszer}u Äosszefoglal¶as¶aval, Krek¶o (1975), de enn¶el tov¶abb
nem ment.

Ha v¶egign¶ezzÄuk Krek¶o B¶ela munk¶ass¶ag¶anak legfontosabb alkot¶asait je-
lent}o kÄonyveit, szembeÄotl}o, hogy nem csak egy kÄonyvÄon belÄul vonul v¶egig egy
egys¶eges szeml¶elet, hanem a kÄonyvek is szinte ,,egy fÄuz¶erre" vannak f}uzve.
Ez a f}uz¶er az elemi b¶azistranszform¶aci¶o. A megeml¶ekez¶es h¶atral¶ev}o r¶esz¶et
ennek a t¶em¶anak szenteljÄuk.
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II. Az elemi b¶azistranszform¶aci¶o sz¶eleskÄor}u al-
kalmaz¶asa Krek¶o B¶ela munk¶ass¶ag¶aban

Az 1950-es ¶evekben a line¶aris programoz¶as numerikus m¶odszere, a szimplex
m¶odszer a kor¶abbin¶al fontosabb helyre poz¶³cion¶alta az alapj¶aul szolg¶al¶o elemi
b¶azistranszform¶aci¶ot. Ahogy azt a m¶ult sz¶azad 50-es, 60-as ¶eveinek irodalma
mutatja, ez a m¶odszer azonban sok¶aig csup¶an a line¶aris programoz¶as nu-
merikus m¶odszer¶enek sz¶am¶³tott.

Krek¶o B¶ela azok kÄoz¶e tartozott, akik felismert¶ek az elemi b¶azistransz-
form¶aci¶o sz¶elesebb kÄor}u alkalmazhat¶os¶ag¶at a m¶atrixsz¶am¶³t¶asban, line¶aris al-
gebr¶aban, de ismereteink szerint az egyetlen volt, aki m¶ar az 1960-as ¶evek
elej¶en tankÄonyveiben, szakkÄonyveiben ezt be is mutatta. Ezt a tudatos
tÄorekv¶es¶et }o maga¶³gy fogalmazta meg Matrixsz¶am¶³t¶as c. kÄonyv¶enek el}oszav¶a-
ban 1963-ban:

,,Az anyag fel¶ep¶³t¶ese elt¶er a matrixsz¶amit¶assal foglalkoz¶o kÄonyvek
szok¶asos fel¶ep¶³t¶es¶et}ol. A sz¶am¶³t¶asi m¶odszerek nem a determin¶ans
fogalomra, hanem az elemi b¶azistranszform¶aci¶ora t¶amaszkodnak.
¶Igy sikerÄult el¶erni, hogy a line¶aris algebra numerikus probl¶em¶ainak
megold¶as¶ara l¶enyeg¶eben ugyanazt az appar¶atust lehet haszn¶alni,
bele¶ertve a line¶aris programoz¶asi feladatok megold¶as¶at ¶es a transz-
form¶aci¶ok kanonikus alakj¶anak meghat¶aroz¶as¶at is. Ez a t¶argyal¶as-
m¶od, ¶ugy v¶elem, j¶oval racion¶alisabb a szok¶asosn¶al, szoross¶a teszi
a kapcsolatot az elm¶elet ¶es a gyakorlat kÄozÄott, tov¶abb¶a olyan nu-
merikus elj¶ar¶asok megkonstru¶al¶as¶ahoz vezet, amelyek viszonylag
kÄonnyen alkalmazhat¶ok a programvez¶erl¶es}u sz¶amol¶oberendez¶esek-
re is. "

A kÄovetkez}okben rÄoviden ¶attekintjÄuk azokat a probl¶em¶akat, melyekre Krek¶o
B¶ela az elemi b¶azistranszform¶aci¶ot alkalmazta. (A line¶aris egyenletrendsze-
rek megold¶as¶at, a m¶atrixok invert¶al¶as¶at ¶es a line¶aris programoz¶ast, mint
kÄozismert probl¶em¶akat itt most nem t¶argyaljuk.) A Krek¶o B¶ela ¶altal javasolt
numerikus elj¶ar¶asok legtÄobbje a szimmetrikus m¶atrixok LDLT -felbont¶as¶anak
elemi b¶azistranszform¶aci¶ora ¶epÄul}o elj¶ar¶as¶an alapul.

Szimmetrikus m¶atrixok LDLT -felbont¶asa (Matrixsz¶am¶³t¶as, 210{217. ol-
dalak). Minden A szimmetrikus m¶atrix el}o¶all¶³that¶o A = LDLT alakban, ahol
L olyan als¶o h¶aromszÄog m¶atrix, melynek minden f}o¶atl¶obeli eleme 1, D pedig
diagon¶alis m¶atrix.

Ezt az elj¶ar¶ast kvadratikus form¶ak n¶egyzetÄosszegre val¶o redukci¶oj¶ara is
alkalmazta, tudom¶asunk szerint els}ok¶ent a vil¶agon. ¶Eppen ez¶ert a Krek¶o-f¶ele
m¶odszert ennek a probl¶em¶anak a t¶argyal¶asa sor¶an mutatjuk be. Ez a prob-
l¶emakÄor egy¶ebk¶ent is kiemelt szerepet j¶atszik az optimaliz¶al¶aselm¶eletben.

Kvadratikus forma n¶egyzetÄosszegre val¶o redukci¶oja (Matrixsz¶am¶³t¶as,
210{217. oldalak). Legyen A n-ed rend}u kvadratikus m¶atrix. Ekkor megad-
hat¶o olyan nemszingul¶aris G m¶atrix, hogy a z = Gx koordin¶atatranszfor-
m¶aci¶o az xT Ax kvadratikus form¶at diagon¶alis form¶ara transzform¶alja.
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Ennek a t¶etelnek kÄulÄonÄos jelent}os¶ege van kvadratikus form¶ak de¯nit¶as¶a-
nak vizsg¶alat¶aban.

Kvadratikus form¶ak de¯nit¶as¶ar¶ol. TekintsÄuk a Q(x) = xT Ax, x 2 IRn

kvadratikus form¶at. Ha az A m¶atrix diagon¶alis m¶atrix, akkor a kvadratikus
form¶at diagon¶alis form¶anak nevezzÄuk. Kvadratikus form¶ak a matematika,
¯zika sz¶amos terÄulet¶en fontos szerepet j¶atszanak, a sok lehet}os¶eg kÄozÄul itt
most csak a tÄobbv¶altoz¶os fÄuggv¶enyek felt¶etel n¶elkÄuli, illetve egyenl}os¶eg felt¶e-
teles sz¶els}o¶ert¶ek feladatait eml¶³tjÄuk.

A) T¶etel. Legyen f(x), x 2 IRn k¶etszer di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶eny, melynek
legyen a 2 IRn stacion¶arius pontja. Ha az xT f 00(a)x kvadratikus forma

(i) pozit¶³v de¯nit , akkor f(x)-nek a-ban lok¶alis szigor¶u minimuma van,

(ii) negat¶³v de¯nit , akkor f(x)-nek a-ban lok¶alis szigor¶u maximuma van,

(iii) inde¯nit , akkor f(x)-nek a-ban nincs sz¶els}o¶ert¶eke.

B) T¶etel. Legyenek f(x), gi(x) = 0, i = 1; . . . ;m, x 2 IRn k¶etszer differen-
ci¶alhat¶o fÄuggv¶enyek. Legyen a 2 IRn Lagrange-stacion¶arius pontja az

f(x) ! extr

felt¶eve, hogy gi(x) = 0; i = 1; . . . ;m

x 2 IRn

feladatnak ¶es legyen a felt¶etelrendszer Lagrange-regul¶aris ebben a pontban.
Legyenek ¸1; ¸2; . . . ; ¸m; a megfelel}o Lagrange szorz¶ok. TekintsÄuk a feladat
aktualiz¶alt Lagrange fÄuggv¶eny¶et:

L(x) = f(x) ¡
mX

i=1

¸igi(x) :

JelÄolje G a felt¶etelrendszer Jacobi m¶atrix¶at:

G = [ g0
1(a) g0

2(a) ¢ ¢ ¢ g0
m(a) ]T :

(i) Ha az xT L00(a)x kvadratikus forma pozit¶³v de¯nit a Gx = 0 alt¶eren,
vagyis, ha

x 2 IRn ; x 6= 0 ; Gx = 0 =) xT L00(a)x > 0 ;

akkor az f(x) fÄuggv¶enynek a felt¶eteli halmazon szigor¶u lok¶alis mini-
muma van az a helyen.

(ii) Ha az xT L00(a)x kvadratikus forma negat¶³v de¯nit a Gx = 0 alt¶eren,
vagyis, ha

x 2 IRn ; x 6= 0 ; Gx = 0 =) xT L00(a)x < 0 ;

akkor az f(x) fÄuggv¶enynek a felt¶eteli halmazon szigor¶u lok¶alis maxi-
muma van az a helyen.
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C) Konvex ¶es pszeudokonvex fÄuggv¶enyek m¶asodrend}u jellemz¶ese

(a) A klasszikus anal¶³zisb}ol j¶ol ismert t¶etel, hogy a k¶etszer folytonosan
di®erenci¶alhat¶o f(x), x 2 IRn fÄuggv¶eny akkor ¶es csak akkor konvex a
K µ IRn ny¶³lt konvex halmazon, ha minden x 2 K pontban az f 00(x)
Hesse-m¶atrix pozit¶³v szemide¯nit. Ha f 00(x) minden x 2 K pontban
pozit¶³v de¯nit, akkor f(x) szigor¶uan konvex a K halmazon.

(b) Pszeudokonvex fÄuggv¶enyekre az al¶abbi tulajdons¶ag jellemz}o. A k¶etszer
folytonosan di®erenci¶alhat¶o f(x), x 2 IRn fÄuggv¶eny akkor ¶es csak akkor
pszeudokonvex a K µ IRn ny¶³lt konvex halmazon, ha minden a 2 K
pontban teljesÄul a kÄovetkez}o k¶et felt¶etel egyike:

(i) Ha a 2 K ¶es f 0(a) = 0, akkor f(x)-nek a-ban lok¶alis minimuma
van,

(ii) Ha a 2 K ¶es f 0(a) 6= 0, akkor az xT f 00(a)x kvadratikus forma
pozit¶³v szemide¯nit az f 0(a)Tx = 0 alt¶eren.

Kvadratikus form¶ak diagonaliz¶aci¶oja. Kvadratikus form¶ak de¯nit¶as
vizsg¶alat¶anak egy nagyon egyszer}u, de nagyon hat¶ekony m¶odja a kvadratikus
forma diagon¶alis form¶ara val¶o transzform¶aci¶oja egy alkalmasan v¶alasztott z =
Gx line¶aris transzform¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel. Ez az Äotlet akkor vezet eredm¶enyre,
ha G invert¶alhat¶o m¶atrix ¶es D = (G¡1)T AG¡1 diagon¶alis m¶atrix. Legyenek
D diagon¶alis elemei ±1; ±2; . . . ; ±n. Ekkor

xT Ax = zT Dz = ±1z
2
1 + ±2z

2
2 + . . . + ±nz2

n : (D)

Ebb}ol nyilv¶anval¶o, hogy xT Ax akkor ¶es csak akkor pozit¶³v (negat¶³v) de¯nit,
ha D valamennyi f}o¶atl¶obeli eleme pozit¶³v (negat¶³v).

Egy kvadratikus alakot n¶egyzetÄosszegg¶e transzform¶alni sokf¶elek¶eppen le-
het. Legyen F egy olyan invert¶alhat¶o m¶atrix, melyre FT AF diagon¶alis
m¶atrix. JelÄolj¶ek az F m¶atrix oszlopvektorait f1, f2, . . ., fn, melyek b¶azist
alkotnak IRn-ben. Mivel

F T AF =
£
fT
i Afj

¤
;

ez¶ert FT AF csak ¶ugy lehet diagon¶alis m¶atrix, ha i 6= j eset¶en fT
i Afj = 0.

Ha az f1, f2, . . ., fn b¶azis rendelkezik ezzel a tulajdons¶aggal, akkor azt A-
ortogon¶alis b¶azisnak nevezzÄuk. Az A-ortogon¶alis vektorokat szokt¶ak m¶eg
A-konjug¶alt vektoroknak is nevezni.

A Gram-Schmidt-f¶ele ortogonaliz¶aci¶os elj¶ar¶as ¶ertelemszer}u m¶odos¶³t¶as¶aval
IRn b¶armely b¶azisa A-ortogonaliz¶alhat¶o, ez bizony¶³tja azt az ¶all¶³t¶ast, hogy egy
adott kvadratikus form¶at tÄobbf¶elek¶eppen is lehet diagonaliz¶alni. Mint k¶es}obb
majd l¶atni fogjuk, Krek¶o B¶ela m¶odszere A-ortogon¶alis b¶azis el}o¶all¶³t¶as¶at is
eredm¶enyezi.

Kvadratikus form¶ak n¶egyzetÄosszegre reduk¶alhat¶os¶ag¶at leggyakrabban a
szimmetrikus m¶atrixok f}otengelytranszform¶aci¶oj¶aval szokt¶ak illusztr¶alni. Le-
gyen S egy olyan m¶atrix, melynek oszlopvektorai valamennyien az A m¶atrix
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saj¶atvektorai ¶es ortonorm¶alt b¶azist alkotnak IRn-ben. Ekkor az u = S¡1x
transzform¶aci¶o alkalmaz¶as¶aval azt kapjuk, hogy

xT Ax = uT Lu = ¸1u
2
1 + ¸2u

2
2 + . . . + ¸nu2

n ; (L)

ahol ¸1; ¸2; . . . ; ¸n az A m¶atrix saj¶at¶ert¶ekei. Ebb}ol ad¶odik a de¯nit¶asi tulaj-
dons¶agoknak a m¶atrix saj¶at¶ert¶ekeivel val¶o j¶ol ismert karakteriz¶aci¶oja.

A f}otengelytranszform¶aci¶o nagyon sz¶am¶³t¶asig¶enyes elj¶ar¶as. Kvadratikus
form¶ak diagon¶alis alakra val¶o transzform¶al¶as¶ara enn¶el l¶enyegesen egyszer}ubb
elj¶ar¶asokat is kidolgoztak. A legels}o eml¶³t¶est ¶erdeml}o numerikus m¶odszert La-
grange nev¶ehez kapcsolj¶ak, aki a ,,teljes n¶egyzett¶e kieg¶esz¶³t¶es" m¶odszer¶evel
adott elj¶ar¶ast a n¶egyzetes alakra hoz¶asra. (Hadley, G., Linear Algebra,
Addison-Wesley, Massachusets, 1961, Chapter 7.)

A Lagrange-f¶ele teljes n¶egyzett¶e alak¶³t¶as m¶odszere. TekintsÄuk a
Q(x) = xT Ax kvadratikus form¶at. TegyÄuk fel, hogy A diagon¶alis elemei
kÄozÄott van 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o. Az ¶altal¶anoss¶agot nem korl¶atozzuk, ha feltesszÄuk,
hogy a11 6= 0. Part¶³cion¶aljuk A-t, illetve x-et a kÄovetkez}o m¶odon:

A =

·
a11 bT

1

b1 C1

¸
; x =

·
x1

x2

¸
:

Ekkor Q(x) a kÄovetkez}o alakban is fel¶³rhat¶o:

Q(x) = a11x
2
1 + 2x1b

T
1 x2 + xT

2 C1x2 :

A jobb oldali Äosszeg els}o k¶et tagj¶ara alkalmazzuk a teljes n¶egyzett¶e kieg¶esz¶³t¶est:

a11x
2
1 + 2x1b

T
1 x2 = a11

³
x2

1 + 2x1
bT

1 x2

a11
+

xT
2 b1bT

1 x2

a2
11

´
¡ xT

2 b1bT
1 x2

a11
=

= a11

³
x1 +

bT
1

a11
x2

´2

¡ xT
2 b1bT

1 x2

a11
:

Ennek az ÄosszefÄugg¶esnek a seg¶³ts¶eg¶evel Q(x) kÄovetkez}o alakj¶at kapjuk:

Q(x) = a11

³
x1 +

bT
1

a11
x2

´2

+ xT
2 F1x2 ;

ahol

F1 = C1 ¡ b1bT
1

a11
:

VezessÄuk be az

y1 = x1 +
bT

1

a11
x2

¶uj v¶altoz¶ot. Ekkor

Q̂(y1;x2) = [ y1 xT
2 ]

·
a11 0T

0 F1

¸ ·
y1

x2

¸
= a11y

2
1 + xT

2 F1x2 :
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Az (x1;x2) v¶altoz¶okr¶ol az (y1;x2) v¶altoz¶okra val¶o ¶att¶er¶es m¶atrixa

T1 =

·
1 tT

1

0 En¡1

¸
;

ahol t1 = b1

a11
. TeljesÄul ugyanis az al¶abbi transzform¶aci¶os kapcsolat

·
1 tT

1

0 En¡1

¸·
x1

x2

¸
=

·
y1

x2

¸
:

Ha a Lagrange-f¶ele m¶odszert hat¶ekony numerikus elj¶ar¶as szintj¶ere akar-
juk emelni, akkor ,,mindÄossze" a T1 m¶atrix els}o sor¶at kell az A m¶atrix ele-
meib}ol egy kÄonnyen megadhat¶o elj¶ar¶assal kialak¶³tani. 1966-ban k¶et amerikai
matematikus, Beightler, C. S. and Wilde, D. J. (1966) megmutatta, hogy az
Ax = 0 line¶aris egyenletrendszer Gauss-f¶ele elimin¶aci¶os technik¶aja (amikor
az x1 v¶altoz¶ot elimin¶aljuk az egyenletrendszer m¶asodik, harmadik, . . ., n-edik
sor¶ab¶ol) pontosan a T1 m¶atrix els}o sor¶at ¶all¶³tja el}o.

Hasonl¶o eredm¶enyre jutott Krek¶o B¶ela valamivel kor¶abban (1964 el}ott
tÄobb ¶evvel is), ¶es korszer}ubb m¶odszert haszn¶alva, felismerte azt, hogy a fent
le¶³rt transzform¶aci¶os l¶ep¶esben fontos szerepet j¶atsz¶o tT

1 vektort ¶es F1 m¶at-
rixot az A m¶atrixon a11 gener¶al¶o elem v¶alaszt¶assal v¶egrehajtott elemi b¶a-
zistranszform¶aci¶oval kÄonnyed¶en megkapjuk. Krek¶o B¶ela m¶odszer¶et 1964-ban
megjelent kÄonyve alapj¶an ismertetjÄuk, Krek¶o B¶ela (1964) 210-217. old.

A Krek¶o-f¶ele m¶odszer

1. eset. El}oszÄor azzal az esettel foglalkozunk, amikor az A szimmetrikus
m¶atrixnak van 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o diagon¶alis eleme. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert
feltesszÄuk, hogy az els}o diagon¶alis elem ¶eppen ilyen. (Az x komponenseinek
¶atindexez¶es¶evel ez az adott esetben mindig biztos¶³that¶o.) A feltev¶esÄunk
¶ertelm¶eben teh¶at

A =

·
p1 bT

1

b1 C1

¸
; (1)

ahol p1 6= 0 ¶es C1 = CT
1 . Az A oszlopvektorai { mint tudjuk { felfoghat¶ok,

mint az egys¶egvektorok ¶altal meghat¶arozott b¶azisban megadott vektorok.
Vonjuk b¶azisba az A els}o oszlopvektor¶at, m¶egpedig az e1 egys¶egvektor hely¶ebe.
Az A oszlopvektorainak az ¶uj b¶azisbeli koordin¶at¶ait a p1 = a11 gener¶al¶o elem
szerinti elemi b¶azistranszform¶aci¶o szolg¶altatja. ¶Igy a 2. t¶abl¶azathoz jutunk,

x1 xT
2 xT

2

x1 p1 bT
1 fT1

b1 C1 F1

2. t¶abl¶azat
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ahol

fT
1 =

1

p1
bT

1 ¶es F1 = C1 ¡ 1

p1
b1b

T
1 :

A m}uveleti szab¶alyok kÄozvetlen alkalmaz¶asa r¶ev¶en bel¶athat¶o, hogy

·
p1 bT

1

b1 C1

¸
¡ p1

·
1
f1

¸
[ 1 fT

1 ] =

·
0 0T

0 F1

¸
: (2)

VezessÄuk be a kÄovetkez}o jelÄol¶eseket:

A1 = A gT
1 = [1 fT

1 ] ¶es A2 =

·
0 0T

0 F1

¸
:

Ezekkel (2) a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o:

A = A1 = p1g1g
T
1 + A2 : (3)

Ha az F2 els}o diagon¶alis eleme p2 6= 0, akkor az eg¶esz elj¶ar¶as megism¶etl¶es¶evel
az

A2 = p2g2g
T
2 + A3

ÄosszefÄugg¶eshez jutunk, ahol gT
2 = [ 0 1 fT

2 ], ¶es az A3 olyan szimmetrikus
m¶atrix, melynek els}o k¶et sora ¶es els}o k¶et oszlopa csupa 0-b¶ol ¶all. Ha az
egym¶as ut¶an kÄovetkez}o A3, A4, . . ., Ar m¶atrixokban mindig tal¶alunk 0-t¶ol
kÄulÄonbÄoz}o diagon¶alis elemet, akkor a tov¶abbi

A3 = p3g3g
T
3 + A4 ;

A4 = p4g4g
T
4 + A5 ;

...

Ar = prgrg
T
r + 0n¡r

ÄosszefÄugg¶esekhez jutunk, ahol r az A m¶atrix rangja. Az egym¶ast kÄovet}o A3,
A4, . . . m¶atrixokban a csupa z¶erusb¶ol ¶all¶o sorok ¶es oszlopok sz¶ama l¶ep¶esr}ol
l¶ep¶esre n}o, ¶eppen ¶ugy, mint a g3, g4, . . . vektorokban a 0-elemek sz¶ama. r
sz¶am¶u elemi b¶azistranszform¶aci¶oval A-nak a kÄovetkez}o el}o¶all¶³t¶as¶at kapjuk:

A = p1g1g
T
1 + p2g2g

T
2 + . . . + prgrg

T
r : (4)

Legyen
GT = [g1 ¢ ¢ ¢ gr er+1 ¢ ¢ ¢ en ] ;

¶es legyen P diagon¶alis m¶atrix hp1; . . . ; pr; 0; . . . ; 0i diagon¶alis elemekkel. Ezek-
kel a jelÄol¶esekkel (4) egyen¶ert¶ek}u az

A = GT PG (5)

ÄosszefÄugg¶essel, aminek egyszer}u kÄovetkezm¶enye, hogy

Q(x) = xT GT PGx : (6)
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A G megkonstru¶al¶as¶anak m¶odj¶ab¶ol kÄovetkezik, hogy G nemszingul¶aris, kÄo-
vetkez¶esk¶eppen a

Gx = z

ÄosszefÄugg¶es koordin¶ata-transzform¶aci¶o IRn-ben. Ez a koordin¶atatranszform¶a-
ci¶o, tekintettel (6)-ra, diagon¶alis form¶ara transzform¶alja Q(x)-et. A Gx = z
helyettes¶³t¶essel kapjuk, hogy

Q(x) = Q̂(z) = zT Pz = p1z
2
1 + p2z

2
2 + ¢ ¢ ¢ + prz

2
r ; z 2 IRn :

Ebb}ol az el}o¶all¶³t¶asb¶ol nyilv¶anval¶o, hogy Q(x) akkor ¶es csak akkor pozit¶³v
(negat¶³v) de¯nit, ha r = n ¶es valamennyi gener¶al¶o elem pozit¶³v (negat¶³v).
Ha r < n ¶es valamennyi gener¶al¶o elem pozit¶³v (negat¶³v), akkor Q(x) pozit¶³v
(negat¶³v) szemide¯nit. Az is nyilv¶anval¶o, hogy ha a gener¶al¶o elemek kÄozÄott
kÄulÄonbÄoz}o el}ojel}u elemek is vannak, akkor Q(x) inde¯nit. Ezzel bebizony¶³tot-
tuk, hogy elemi b¶azistranszform¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel minden kvadratikus form¶at
diagon¶al form¶ara lehet transzform¶alni. Az elmondottakat Krek¶o B¶ela a kÄo-
vetkez}o numerikus p¶eld¶aval illusztr¶alta.

1. P¶elda. Legyen a Q(x) kvadratikus forma m¶atrixa

A =

2
64

1 2 0 1
2 3 4 1
0 4 1 ¡13
1 1 ¡13 1

3
75 :

A diagonaliz¶aci¶ohoz szÄuks¶eges sz¶am¶³t¶asok a kÄovetkez}ok:

1. ¶abra

A fels}o sorokban az aktu¶alis gT
i vektorok tal¶alhat¶ok, enn¶elfogva

G =

2
64

1 2 0 1
0 1 ¡4 1
0 0 1 ¡1
0 0 0 1

3
75

 

 

0 a1 a2 a3 a4  1 a1 a2 a3 a4 
e1 1 2 0 1  a1 1 2 0 1 

e2 2 3 4 1  e2 0 -1 4 -1 

e3 0 4 1 -13  e3 0 4 1 -13 

e4 1 1 -13 1  e4 0 -1 -13 0 

 

2 a1 a2 a3 a4  3 a1 a2 a3 a4  4 a1 a2 a3 a4 
a2 0 1 -4 1  a3 0 0 1 -1  a4 0 0 0 1 

e3 0 0 17 -17  e4 0 0 0 -16       

e4 0 0 -17 1             
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¶es P = diagh1; ¡1; 17;¡16i. Ha teh¶at alkalmazzuk a Gx = z transzform¶aci¶ot,
a kÄovetkez}o n¶egyzetÄosszegre reduk¶alt alakhoz jutunk:

Q(x) = Q̂(z) = zT Pz = z2
1 ¡ z2

2 + 17z2
3 ¡ 16z2

4 :

Ebb}ol m¶ar l¶athat¶o, hogy a vizsg¶alt kvadratikus forma inde¯nit.

Megjegyz¶es. A G¡1 m¶atrix oszlopvektorrendszere A-ortogon¶alis b¶azis IR4-
ben, ahol

G¡1 =

2
64

1 ¡2 ¡8 ¡7
0 1 4 3
0 0 1 1
0 0 0 1

3
75 :

2. eset. Ha az A m¶atrixnak minden diagon¶alis eleme 0, akkor v¶egrehajtunk
egy olyan b¶azistranszform¶aci¶ot, amelyben az A m¶atrix transzform¶altj¶anak
m¶ar van 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o diagon¶alis eleme. Ez az elj¶ar¶as azon a t¶enyen nyug-
szik, hogy az

S =

·
0 s
s 0

¸

m¶atrixot, ahol s 6= 0, az

R =

·
1 1
1 ¡1

¸

¶atmenet m¶atrixszal olyan

Ŝ = RT SR =

·
2s 0
0 ¡2s

¸

alakra hozhatjuk, amelynek diagon¶alis elemei m¶ar 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}oek. Ezen az
alapon bel¶athat¶o, hogy minden, a fenti tulajdons¶ag¶u A m¶atrixhoz tal¶alhat¶o
olyan T m¶atrix, hogy az

Â = TT AT (7)

m¶atrixnak m¶ar van 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o diagon¶alis eleme. Ha ezut¶an az Â m¶atrixot
m¶ar fel tudjuk bontani az

Â = ĜT PĜ

szorzatra, ahol P diagon¶alis m¶atrix, akkor az Â = TT AT = ĜT PĜ egyenl}o-
s¶egb}ol

A = (T¡1)ĜT PĜT¡1 = GT PG (8)

ÄosszefÄugg¶eshez jutunk, ahol G = ĜT¡1. Ez azt jelenti, hogy a Q(x) = xT Ax
kvadratikus form¶at a z = Gx koordin¶ata transzform¶aci¶o diagon¶alis form¶ara
transzform¶alja. Az persze el}ofordulhat, hogy a (7) t¶³pus¶u transzform¶aci¶ot
tÄobbszÄor is alkalmazni kell.

Az elmondottakat Krek¶o B¶ela a kÄovetkez}o p¶eld¶aval illusztr¶alta.
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2. P¶elda. Legyenek

A =

2
4

0 1 2
1 0 4
2 4 0

3
5 ¶es T =

2
4

1 1 0
1 ¡1 0
0 0 1

3
5 :

Ekkor

Â = TT AT =

2
4

2 0 6
0 ¡2 ¡2
6 ¡2 0

3
5 :

Alkalmazva az el}oz}o r¶eszben ismertetett elj¶ar¶ast, a kÄovetkez}o sz¶am¶³t¶asokhoz
jutunk:

2. ¶abra

Ezekb}ol azonnal leolvashat¶o, hogy

Ĝ =

2
4

1 0 3
0 1 1
0 0 1

3
5 ¶es D =

2
4

2 0 0
0 ¡2 0
0 0 ¡16

3
5 ;

¶es kisz¶am¶³that¶o, hogy

B = ĜT¡1 =

2
4

0:5 0:5 3
0:5 ¡0:5 1
0 0 1

3
5 :

Ez azt jelenti, hogy a Q(x) = xT Ax kvadratikus form¶at a z = Bx ko-
ordin¶atatranszform¶aci¶o a

Q(x) = Q̂(z) = zT Dz = 2z2
1 ¡ 2z2

2 ¡ 16z2
3

diagon¶alis form¶ara transzform¶alja.

 

0 a1 a2 a3  1 a1 a2 a3 

e1 2 0 6  a1 1 0 3 

e2 0 -2 -2  e2 0 -2 -2 

e3 6 -2 0  e3 0 -2 -18 

 

2 a1 a2 a3  3 a1 a2 a3 

a2 0 1 1  a3 0 0 1 

e3 0 0 -16      
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Megjegyz¶es. A B¡1 m¶atrix oszlopvektorrendszere A-ortogon¶alis b¶azis IR3-
ban, ahol

B¡1 =

2
4

1 1 ¡4
1 ¡1 ¡2
0 0 1

3
5 :

Krek¶o B¶ela m¶odszer¶enek ismertet¶ese kapcs¶an mindenk¶eppen meg kell
eml¶³teni Sylvester tehetetlens¶egi t¶etel¶et, melyet }O maga is t¶argyal kÄonyveiben.

Sylvester tehetetlens¶egi t¶etele | szimmetrikus m¶atrix inerci¶aja.
Hogy az xT Ax kvadratikus forma kÄulÄonbÄoz}o n¶egyzetÄosszegre transzform¶alt
alakjaiban mi a kÄozÄos, azt J. J. Sylvester (1852) mutatta meg. JelÄolj¶ek º(D),
³(D) ¶es ¼(D) az

xT Ax = zT Dz = ±1z
2
1 + ±2z

2
2 + . . . + ±nz2

n : (D)

n¶egyzetÄosszeg egyÄutthat¶oi kÄozÄul a negat¶³v, a z¶erus ¶es a pozit¶³v egyÄutthat¶ok
sz¶am¶at. Az

xT Ax = uT Lu = ¸1u
2
1 + ¸2u

2
2 + . . . + ¸nu2

n ; (L)

n¶egyzetÄosszeg eset¶eben ezeket a mennyis¶egeket jelÄolj¶ek º(L), ³(L) ¶es ¼(L).
A Sylvester-f¶ele tehetetlens¶egi t¶etel szerint

º(D) = º(L) ; ³(D) = ³(L) ¶es ¼(D) = ¼(L) :

Mivel ezek az egybees}o mennyis¶egek az A m¶atrixot jellemzik, ez¶ert haszn¶al-
hatjuk a

º(A) = º(L) ; ³(A) = ³(L) ¶es ¼(A) = ¼(L)

jelÄol¶eseket. Ezek alkotj¶ak a kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶o alapj¶at.

Szimmetrikus m¶atrix inerci¶aja. Az n-ed rend}u szimmetrikus A m¶atrix
inerci¶aja alatt azt az

Iner(A) =
¡
º(A); ³(A); ¼(A)

¢

rendezett sz¶amh¶armast ¶ertjÄuk, ahol º(A), illetve ¼(A) az A negat¶³v, illetve
pozit¶³v saj¶at¶ert¶ekeinek sz¶am¶at jelenti (¯gyelembe v¶eve a multiplicit¶asokat
is). ³(A) a 0 saj¶at¶ert¶ek multiplicit¶asa. Szimmetrikus m¶atrixok saj¶at¶ert¶ekeire
vonatkoz¶o ismert t¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy

º(A) + ³(A) + ¼(A) = n :

A Krek¶o-f¶ele m¶odszer megad egy transzform¶aci¶ot, mellyel egy kvadratikus
form¶at n¶egyzetÄosszegre lehet reduk¶alni. Ebb}ol az alakb¶ol azt¶an egyszer}uen
kiolvashat¶o az inercia is. Sz¶amos feladatn¶al, ¶es ide tartoznak az optimalit¶as
m¶asodrend}u felt¶etelei is, csak az inerci¶ara van szÄuks¶egÄunk, az azt felt¶ar¶o
transzform¶aci¶ora azonban nincs.
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Egy k¶es}obbi eredm¶eny: a Haynsworth-Cottle-f¶ele m¶odszer. E. V.
Haynsworth (1968) megadott egy m¶atrixalgebrai ÄosszefÄugg¶est, amely arra vo-
natkozott, hogyan lehet szimmetrikus m¶atrix inerci¶aj¶at kisebb m¶eret}u szim-
metrikus m¶atrixok inerci¶aja seg¶³ts¶eg¶evel kisz¶am¶³tani.

A Haynsworth-f¶ele inercia formula. TekintsÄuk az n-ed rend}u szim-
metrikus A m¶atrixot a kÄovetkez}o m¶odon part¶³cion¶alva

A =

·
A11 A12

A21 A22

¸
;

ahol A11 nemszingul¶aris ¶es szimmetrikus. A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok akkor is ¶er-
v¶enyben maradnak, ha az A11 blokk nem ,,bal fels}o" helyzet}u. A l¶enyeges
kikÄot¶es az, hogy princip¶alis legyen, mely azt jelenti, hogy a sz¶oban forg¶o
blokk sorindexeinek halmaza megegyezzen oszlopindexeinek halmaz¶aval. Az

(A11 j A) := A22 ¡ A21A
¡1
11 A12 (S)

m¶atrixot az A11 m¶atrix A-ra vonatkoz¶o Schur-komplemens¶enek nevezzÄuk,
amely A, A11 ¶es A22 szimmetri¶aja folyt¶an maga is szimmetrikus. Igaz a
kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as:

Iner(A) = Iner(A11) + Iner(A11 j A) ; (H)

ahol az Äosszead¶as komponensenk¶ent ¶ertend}o.

R.W. Cottle (1974), egy 1974-ben publik¶alt cikk¶eben a (H) formula ite-
rat¶³v alkalmaz¶as¶at javasolta szimmetrikus m¶atrix inerci¶aj¶anak kisz¶am¶³t¶as¶ara
a kÄovetkez}o m¶odon.

1. eset. Az A f}o¶atl¶oj¶aban van 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o elem. Az ¶altal¶anoss¶agot
nem s¶ertve feltehetjÄuk, hogy a11 6= 0. Legyen teh¶at A11 = [a11]. Az A
m¶atrixon hajtsunk v¶egre egy elemei b¶azistranszform¶aci¶ot, ahol a11 6= 0 a
gener¶al¶o elem. Ha a transzform¶alt t¶abl¶ab¶ol elhagyjuk az els}o sort ¶es els}o
oszlopot, akkor a megmarad¶o ,,komplemens" r¶esz pontosan az S = (A11 j A)
Schur-komplemens. Mivel az A11 m¶atrixnak egyetlen saj¶at¶ert¶eke ¸1 = a11,
ez¶ert

Iner(A11) =

½
(1; 0; 0); ha a11 < 0 ;
(0; 0; 1); ha a11 > 0 :

Az elj¶ar¶ast az S Schur-komplemenssel folytatva, meghat¶arozhatjuk az A m¶atrix
inerci¶aj¶at, melyet az 1. P¶elda A m¶atrix¶an mutatjuk be.
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3. ¶abra

A (H) formula ism¶etelt alkalmaz¶as¶aval kapjuk, hogy

Iner(A) = Iner([1])+Iner([¡1])+Iner([¡1])+Iner([17])+Iner([¡16]) = (2; 0; 2) :

L¶athatjuk, hogy abban az esetben, ha minden l¶ep¶esben f}o¶atl¶ob¶ol tudunk ge-
ner¶al¶o elemet v¶alasztani, az elj¶ar¶as numerikus r¶esze semmiben nem kÄulÄonbÄozik
a Krek¶o-f¶ele elj¶ar¶ast¶ol.

2. eset. Abban az esetben azonban, ha A-nak minden diagon¶alis eleme
0, akkor a Cottle-f¶ele elj¶ar¶as kevesebb vesz}ods¶eggel j¶ar, mint a Krek¶o-f¶ele.
Ebben az esetben f}o¶atl¶on k¶³vÄuli gener¶al¶o elemet kell v¶alasztanunk. Legyen
ez aij 6= 0. Az ehhez tartoz¶o egyelem}u blokk azonban nem princip¶alis blokk
A-ban ¶es ennek kÄovetkezt¶eben a hozz¶a tartoz¶o Schur-komplemens se lesz
¶altal¶aban szimmetrikus. V¶egrehajtunk egy elemi b¶azistranszform¶aci¶os l¶ep¶est
az aij 6= 0 gener¶al¶o elemmel. Mivel A-ban minden f}o¶atl¶obeli elem 0, ez¶ert
az ¶uj t¶abl¶aban a j-edik sor i-edik oszlop¶aban ¶all¶o elem v¶altozatlan marad ¶es
megegyezik az aji = aij 6= 0 elemmel. A kÄovetkez}o transzform¶aci¶o gener¶al¶o
eleme aji kell, hogy legyen. Ha a transzform¶alt t¶abl¶ab¶ol tÄorÄoljÄuk az i-edik ¶es
j-edik sorokat ¶es oszlopokat, akkor pontosan az

A11 =

·
0 aij

aji 0

¸

blokkhoz tartoz¶o S = (A11 j A) Schur-komplemenst kapjuk. A (H) formula
numerikus alkalmazhat¶os¶ag¶at seg¶³ti el}o az a t¶eny, hogy tetsz}oleges p 6= 0
eset¶en

Iner

·
0 p
p 0

¸
= (1; 0; 1) :

Egyszer}uen kisz¶am¶³that¶o ugyanis, hogy a

·
0 p
p 0

¸
m¶atrixnak a saj¶at¶ert¶ekei

¸1 = p ¶es ¸2 = ¡p. Illusztr¶aci¶ok¶ent n¶ezzÄuk a 2. P¶eld¶aban szerepl}o m¶atrixot!

 

0 a1 a2 a3 a4  1 a1 a2 a3 a4 

e1 1 2 0 1  a1 1 2 0 1 

e2 2 3 4 1  e2 0 -1 4 -1 

e3 0 4 1 -13  e3 0 4 1 -13 

e4 1 1 -13 1  e4 0 -1 -13 0 

 

2 a1 a2 a3 a4  3 a1 a2 a3 a4 

a2 0 1 -4 1  a3 0 0 1 -1 

e3 0 0 17 -17  e4 0 0 0 -16 

e4 0 0 -17 1       
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4. ¶abra

Ebb}ol (H) alapj¶an meg¶allap¶³that¶o, hogy

Iner(A) = Iner

·
0 1
1 0

¸
+ Iner([¡16]) = (1; 0; 1) + (1; 0; 0) = (2; 0; 1) :

Szimmetrikus m¶atrix inerci¶aj¶anak meghat¶aroz¶as¶aval nemcsak az A) fela-
dat m¶asodrend}u felt¶etel¶enek ellen}orz¶ese val¶os¶³that¶o meg, hanem a B) illetve
C) feladatok¶e is. Ezt a lehet}os¶eget a kÄovetkez}o eredm¶eny biztos¶³tja, Chabril-
lac, Y. and Crouzeix, J.-P. (1984).

A Chabrillac{Crouzeix-f¶ele inerciateszt. TeljesÄuljenek a B) T¶etelben
megfogalmazott felt¶etelek. Ekkor az xT L00(a)x kvadratikus forma

(i) akkor ¶es csak akkor pozit¶³v de¯nit a Gx = 0 alt¶eren, ha

Iner

µ·
L00(a) GT

G 0

¸¶
= (m; 0; n) :

(ii) akkor ¶es csak akkor negat¶³v de¯nit a Gx = 0 alt¶eren, ha

Iner

µ·
L00(a) GT

G 0

¸¶
= (n; 0;m) :

A Krek¶o-f¶ele determin¶anssz¶am¶³t¶as

A m¶atrixalgebra sz¶amos probl¶em¶aj¶at determin¶ansok seg¶³ts¶eg¶evel fogalmazza
meg. A klasszikus ¶ertelmez¶es szerint egy determin¶ans kisz¶am¶³t¶asa (f}oleg, ha
az nagy m¶eret}u) meglehet}osen sz¶am¶³t¶asig¶enyes m}uvelet. Krek¶o B¶ela meg-
mutatja, hogy az elemi b¶azistranszform¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel itt is l¶enyegesen
egyszer}us¶³teni lehet a sz¶am¶³t¶asokat.

Krek¶o B¶ela Matrixsz¶am¶³t¶as (1964) kÄonyv¶eben egy ¶uj determin¶ans fogal-
mat vezet be. Azt, hogy ez ekvivalens a klasszikus determin¶ans fogalommal,
csak ¶evekkel k¶es}obb Line¶aris algebra (1976) kÄonyv¶eben (14.1. alfejezet) mu-
tatja meg.

Krek¶o B¶ela determin¶ans fogalma (Matrixsz¶am¶³t¶as, 59-60. old.). Legyen
A fa1;a2; . . . ; ang oszlopvektorrendszerrel adott n-ed rend}u nemszingul¶aris
kvadratikus m¶atrix. n elemi b¶azistranszform¶aci¶ot v¶egrehajtva a m¶atrix de-
termin¶ans¶at a gener¶al¶o elemek el}ojeles szorzatak¶ent ¶ertelmezzÄuk. Az el}ojel
meghat¶aroz¶asa a kÄovetkez}ok¶eppen tÄort¶enik. Az A oszlopvektorainak b¶azisba

 

0 a1 a2 a3  1 a1 a2 a3  1 a1 a2 a3 

e1 0 1 2  a2 0 1 2  a2 0 1 2 

e2 1 0 4  e2 1 0 4  a1 1 0 4 

e3 2 4 0  e3 2 0 -8  e3 0 0 -16 
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von¶asa eredm¶enyezze az fai(1); ai(2); . . . ;ai(n)g b¶azist. Ha ezt a vektorrend-
szert p¶aros sz¶am¶u elemcser¶ekkel tudjuk az eredeti fa1;a2; . . . ;ang sorrendbe
vissza¶all¶³tani, akkor az el}ojel (+1). Ha az eredeti sorrend vissza¶all¶³t¶as¶ahoz
p¶aratlan sz¶am¶u elemcsere szÄuks¶eges, akkor az el}ojel (¡1). (Ha mindig a
f}o¶atl¶ob¶ol v¶alasztunk gener¶al¶o elemet, akkor nincs szÄuks¶eg el}ojel korrekci¶ora.).
Szingul¶aris m¶atrix determin¶ansa 0.

Krek¶o B¶ela Line¶aris algebra c. kÄonyv¶eben egy eg¶esz fejezetet szentel a
klasszikus ¶es a ,,modern" de¯n¶³ci¶ok egyen¶ert¶ek}us¶eg¶enek bizony¶³t¶as¶ara. Ennek
sor¶an is eljut az egyen¶ert¶ek}us¶eget igazol¶o Schur-lemm¶ahoz.

A Schur-lemma. Legyen A n-edrend}u kvadratikus m¶atrix ¶es legyen A11

k £ k-as nemszingul¶aris blokk A-ban Az

(A11 j A) := A22 ¡ A21A
¡1
11 A12 (S)

m¶atrixra, mely a m¶atrixalgebra sz¶amos probl¶em¶aj¶aban el}ofordul, Haynsworth
vezette be a Schur-komplemens elnevez¶est, m¶egpedig azon az alapon, hogy
I. Schur egy 1917-es cikk¶eben bizony¶³totta ¶es alkalmazta a

det(A) = par(A11) det(A11) det(A11 j A) (SF)

formul¶at, ahol, A11 parit¶as¶at a kÄovetkez}o m¶odon ¶ertelmezzÄuk. JelÄolj¶ek i1,
i2, . . ., ik illetve j1; j2; . . . ; jk az A m¶atrix azon sorainak illetve oszlopainak
indexeit, amelyek az A11 blokkot meghat¶arozz¶ak. Legyen

par(A11) = (¡1)i1+i2+...+ik+j1+j2+...+jk :

Az (SF) formul¶at Schur-formula n¶even hivatkozz¶ak a m¶atrixalgebr¶aban.
Mivel par ([aij]) det ([aij]) = (¡1)i+jaij ; ez¶ert a Schur-formula megala-

pozza a determin¶ans-sz¶am¶³t¶as elemi b¶azistranszform¶aci¶ora ¶epÄul}o iterat¶³v nu-
merikus m¶odszer¶et.

Az elemi b¶azistranszform¶aci¶o tov¶abbi alkalmaz¶asai Krek¶o
B¶ela munk¶aiban

A-ortogon¶alis b¶azis el}o¶all¶³t¶asa (Matrixsz¶am¶³t¶as, 210-217. old.). Legyen
A n-ed rend}u szimmetrikus m¶atrix. Ekkor megadhat¶o olyan F m¶atrix, mely-
lyel F T AF diagon¶al m¶atrix. Ekkor az F m¶atrix oszlopai A-ortogon¶alisak
(A-konjug¶altak). Megjegyz¶es. Ha az f(x) = xT Ax + bT x + ° kvadratikus
fÄuggv¶enynek keressÄuk a sz¶els}o¶ert¶ekeit, akkor az A-ortogon¶alis keres¶esi ir¶a-
nyokra ¶epÄul}o m¶odszerek (konjug¶alt gradiens m¶odszerek) el¶eg magasan jegy-
zett m¶odszerek. (Hestenes-Stiefel, Fletcher-Reeves, Davidon-Fletcher-Powell,
stb.)

B¶azisok ortogonaliz¶al¶asa (Krek¶o: Matrixsz¶am¶³t¶as 220. oldal). Legyen A
teljes oszloprang¶u m £ n-es m¶atrix. Ekkor megadhat¶o olyan F n-ed rend}u
m¶atrix, hogy a B = AF m¶atrix ortogon¶alis, abban az ¶ertelemben, hogy
oszlopvektorai p¶aronk¶ent mer}olegesek ¶es norm¶altak.
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Pozit¶³v de¯nit szimmetrikus m¶atrixok Cholesky-felbont¶asa (Matrix-
sz¶am¶³t¶as, 210-217. oldalak). Legyen A n-ed rend}u pozit¶³v de¯nit m¶atrix.
Ekkor A el}o¶all¶³that¶o A = L̂L̂T alakban, ahol L̂ als¶o h¶aromszÄogm¶atrix.

Triangul¶aris faktoriz¶aci¶o (Line¶aris algebra 303. oldal). Legyen A n-ed
rend}u kvadratikus m¶atrix. Ekkor A el}o¶all¶³that¶o az A = LDU alakban, ahol
D diagon¶al m¶atrix, L ¶es U pedig olyan als¶o-, illetve fels}o h¶aromszÄogm¶atrixok,
melyek minden diagon¶alis eleme 1.

Ez a megeml¶ekez¶es csak Krek¶o B¶ela szakmai ¶eletrajz¶anak egy r¶esz¶er}ol
(noha szerintÄunk a legfontosabbr¶ol) sz¶olt. KÄoszÄonet j¶ar neki koll¶eg¶ait¶ol, ta-
n¶³tv¶anyait¶ol ¶es az eg¶esz kÄozgazd¶asz kÄozÄoss¶egt}ol az eg¶esz ¶eletm}u¶ert, ¶es az¶ert a
lehet}os¶eg¶ert, hogy oly sokan ismerhettÄuk, tanulhattunk t}ole, ¶es ¶elvezhettÄuk
egy kiv¶al¶o, nagy m}uvelts¶eg}u, sokoldal¶u ember bar¶ats¶ag¶at. P¶eldak¶epk¶ent tisz-
teljÄuk ¶es ¶all¶³tjuk }ot az ifj¶us¶ag el¶e.
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THE ROLE OF B¶ELA KREK¶O IN THE REFORM OF ECONOMICS AND

BUSINESS EDUCATION | IN MEMORIAM B¶ELA KREK¶O (1915-1994)

Mathematics in the curriculum of business and economics education at the Karl
Marx University of Economics had been con¯ned to some college algebra and com-
binatorics before B¶ela Krek¶o launched his campaign to introduce basic operations
research as part of a modernization process. He was also the founding father of
a new specialization, a group of students majoring in mathematics and operations
research. He ¯ercely fought with wit and determination to overcome the resistance
of an old guard of professors opposing the plan. B¶ela Krek¶o emerged from this bat-
tle with °ying colors. As a result, in the early sixties operations research became
an integral part of economics education and it has been there ever since. He did
a tremendous job in writing books catering to the special needs of economists and
business people. These books were on par of those used at leading universities in
the western world. The books were written in the unmistakable style of a witty,
insightful author. The exposition was centered around the pivoting techniques
(Gauss-Seidel elimination) making proofs constructive, ready to be converted to al-
gorithms. A sample of problems is given where by the pivoting approach standard
problems in linear algebra are solved. The exposition is based on parts taken from
Krek¶o's books.




