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¶ARJEGYZ}OI VISELKED¶ES BELS}O KOCK¶AZATELOSZT¶AS
MELLETT1

HAVRAN D¶ANIEL { SZ}UCS BAL¶AZS ¶ARP¶AD
Budapesti Corvinus Egyetem

A p¶enzÄugyi piacok kÄozvet¶³t}oi (br¶okers¶egek, befektet¶esi bankok) gyakran ver-
senyt¶arsak ¶es egyÄuttm}ukÄod}o partnerek is egyszerre. A kÄozvet¶³t}ok els}osorban
a velÄuk kapcsolatban ¶all¶o befektet}ok (nyugd¶³j- ¶es fedezeti alapok, stb.) ke-
resked¶esi ig¶eny¶et szolg¶alj¶ak ki, valamint mindehhez ¶arat jegyeznek nekik.
Azonban ezek a szerepl}ok igen gyakran egym¶assal is kereskednek, amely sor¶an
az Äugyfeleikt}ol sz¶armaz¶o poz¶³ci¶ojuk kock¶azat¶at csÄokkenthetik. A kÄozvet¶³t}ok
egym¶as kÄozÄotti piac¶at h¶arom jellemz}o kÄulÄonbÄozteti meg a walrasi piacokt¶ol:
bilater¶alis cser¶ek, a szerepl}ok h¶al¶ozatos elrendez¶ese, ¶es a j¶at¶ekosok elt¶er}o alku-
ereje a cser¶ek sor¶an. Egy ilyen piac jellemz¶es¶ere egy egyperi¶odusos modellt
¶ep¶³tÄunk, amely alkalmas az ilyen kÄozvet¶³t}oi h¶al¶ozatok elemz¶es¶ere. A dolgozat
m¶asodik fel¶eben azt vizsg¶aljuk, hogy a kÄozvet¶³t}ok egym¶as kÄozÄotti keresked¶e-
se mennyiben befoly¶asolja a befektet}okkel val¶o piac m}ukÄod¶es¶et. Elemz¶esÄunk
ezen r¶esz¶eben az ¶arjegyz}oket duopolista magatart¶as jellemzi (k¶et ¶arjegyz}o ¶es
sok befektet}o van) a befektet}oi piacon. Megmutatjuk, hogy kÄulÄonbÄoz}o duopol
piaci strukt¶ur¶akban a bels}o piacnak az er}ofÄol¶enybeli kÄulÄonbs¶egeket m¶ers¶ekl}o
szerepe van. Ha az ¶arjegyz}ok kock¶azatkerÄul}obbek lesznek, ez csÄokkenti az
¶arjegyz}o-befektet}o piacon a gazdas¶agi er}ofÄol¶enyt.2

Kulcsszavak : ¶arjegyz}oi magatart¶as, ¶arjegyz}ok kÄozÄotti keresked¶es, kock¶a-
zatallok¶aci¶o, p¶enzÄugyi piacok, mikrostrukt¶ur¶ak. JEL: G10, D43, D53.

1 Bevezet}o

A p¶enzÄugyi piacokon kÄozvet¶³t}ok bonyol¶³tj¶ak a forgalom jelent}os r¶esz¶et. Az
amerikai gazdas¶agban kialakult ¶arny¶ek-bankrendszer j¶o r¶esze ma a befektet¶esi
bankok kÄozvet¶³t}oi tev¶ekenys¶eg¶et fedi (Pozsar, Adrian, Ashcraft ¶es Boesky
(2012)). A kÄozvet¶³t}ok gyakran ¶arjegyz}ok¶ent m}ukÄodnek kÄozre a befektet}o
Äugyfeleikb}ol alkotott piacon. Ezek a befektet¶esi bankok, br¶okers¶egek azonban
nem csak Äugyfeleikkel, hanem egym¶assal is kapcsolatban ¶allnak.

A kÄozvet¶³t}ok kÄozÄotti keresked¶es meglehet}osen nagy ¯gyelmet kapott a
Lehman bankh¶az cs}odje ut¶an, nem v¶eletlenÄul, hiszen a bankh¶az fontos szerep-

1Be¶erkezett: 2016. j¶unius 2. Havran D¶aniel a Budapesti Corvinus Egyetem docense,
az MTA-KRTK KTI vend¶egkutat¶oja. A tanulm¶any meg¶³r¶as¶at a Magyar Tudom¶anyos
Akad¶emia Posztdoktori Program 2013-2015-Äos kutat¶asi ÄosztÄond¶³j¶anak t¶amogat¶asa tette
lehet}ov¶e. E-mail: daniel.havran@uni-corvinus.hu. Sz}ucs Bal¶azs ¶Arp¶ad a Budapesti
Corvinus Egyetem tan¶arseg¶edje. E-mail: balazsarpad.szucs@uni-corvinus.hu.

2A szerz}ok kÄoszÄonik az anonim lektor el}oreviv}o ¶eszrev¶eteleit ¶es megjegyz¶eseit, ame-
lyek sokat seg¶³tettek a tanulm¶any v¶egs}o form¶aj¶anak kialak¶³t¶as¶aban. Minden fennmarad¶o
hib¶a¶ert ¶es t¶eved¶es¶ert kiz¶ar¶olag a szerz}ok a felel}osek.
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l}oje volt ennek a piacnak, buk¶asa a p¶enzÄugyi rendszer stabilit¶as¶at is vesz¶elyez-
tette. Az elsz¶amol¶oh¶azakon keresztÄul tÄort¶en}o keresked¶es kÄotelez}ov¶e v¶al¶as¶aval
m¶ara a partnerkock¶azatb¶ol fakad¶o rendszerkock¶azat jelent}osen csÄokkent, a
piaci szerepl}ok kÄozÄotti csere viszont tov¶abbra is fontos k¶erd¶es maradt.

A tanulm¶anyban a kÄozvet¶³t}ok magatart¶as¶at vizsg¶aljuk egy olyan helyzet-
ben, ahol a szerepl}ok az Äugyfeleiken k¶³vÄul egym¶assal is kereskednek, hogy ezzel
csÄokkents¶ek a befektet}okkel kÄotÄott Äugyletekb}ol sz¶armaz¶o poz¶³ci¶oik kock¶azat¶at.
KÄozgazdas¶agi ¶ertelemben k¶etf¶ele piacot kÄulÄonbÄoztetÄunk meg az elemz¶es sor¶an:
az Äugyfelek fel¶e tÄort¶en}o ¶arjegyz}oi szolg¶altat¶ast (kÄuls}o piac), valamint a kock¶a-
zatkezel¶esi c¶ellal l¶etrejÄott egym¶as kÄozÄotti kereskedelmet (bels}o piac). Els}osor-
ban a bankkÄozi hitel-bet¶et ¶es kamatcsere-Äugyletek, amerikai ¶allamkÄotv¶enyek,
Äonkorm¶anyzati kÄotv¶enyek, valamint a hitelderivat¶³v¶ak (f}ok¶ent a CDS Äugyle-
tek) piaca ilyen, de n¶eh¶any m¶as terÄuleten is tal¶alhatunk hasonl¶o szerkezet}u
piacot (pl. londoni r¶eszv¶enybr¶okeri h¶al¶ozat). A p¶enzÄugyi kÄozvet¶³t}ok az Äugyf¶el-
piacon versenyt¶arsak, ezzel szemben a bels}o piacon kooper¶alnak egym¶assal.
Ha a kÄuls}o piacon egyes szerepl}oknek piaci er}ofÄol¶enyÄuk van, az hathat az
Äugyfelekkel szembeni poz¶³ci¶ojukra, ¶es ez¶altal a bels}o piaci cser¶ekre is. Tov¶ab-
b¶a, ha az ¶arjegyz}ok be¶ep¶³tik a kÄuls}o piacr¶ol sz¶ol¶o dÄont¶eseikbe a bels}o piaci
cser¶ek lehets¶eges hat¶asait is, az ¶arjegyz}ok kÄuls}o piaci strat¶egiai magatart¶asa
jelent}osen m¶odosulhat.

A dolgozatban k¶et k¶erd¶est v¶alaszolunk meg ehhez kapcsol¶od¶oan. Els}ok¶ent
azt, hogy mik¶ent ¶³rhat¶o le a kÄozvet¶³t}ok bels}o piaca ¶es az ott zajl¶o eloszt¶asi
mechanizmus mikroÄokon¶omiai megkÄozel¶³t¶esben. A bels}o piac legfontosabb jel-
lemz}oje, hogy nem minden j¶at¶ekos tud a m¶asikkal egyforma es¶ellyel tal¶alkozni,
a j¶at¶ekosok felkeres¶ese kÄolts¶eges. Fontos meg¶erteni, hogy az ¶arjegyz}ok hogyan
tal¶alnak ilyen piaci s¶url¶od¶as mellett cserepartnert, hogyan hat¶arozz¶ak meg az
egym¶as kÄozÄotti cser¶ek ¶arait a k¶etoldal¶u alkuk sor¶an, valamint az ¶³gy l¶etrejÄov}o
tranzakci¶okkal eljuthat-e a piac a minden f¶elnek legnagyobb hasznot hoz¶o
egyens¶ulyi ¶allapotba. A m¶asodik k¶erd¶es a kÄuls}o piac ¶es a bels}o piac kapcsola-
t¶ara f¶okusz¶al. A bels}o piaci keresked¶es ¶es er}oviszonyok egy¶ertelm}uen kihatnak
a kÄuls}o piaci ¶arjegyz¶esi tev¶ekenys¶egre. Vajon csÄokken, vagy n}o az ¶arjegyz}ok
kÄozÄotti verseny, ha van bels}o piac? Mit v¶arunk, vajon a kÄuls}o piacon l¶ev}o ver-
seny er}oss¶ege n}o vagy ink¶abb csÄokken, ha az ¶arjegyz}ok kock¶azatkerÄul}obbekk¶e
v¶alnak? Itt egy olyan piaci strukt¶ur¶at jellemzÄunk elemi eszkÄozÄokkel, amely-
ben k¶et szerepl}o a kÄuls}o piacon ugyanazokat a befektet}oket ¶eri el, teh¶at ver-
senyt¶arsak, a bels}o piacon pedig egym¶assal kereskedhetnek ezzel egy id}oben.

A tanulm¶any f}o eredm¶enyei. Kock¶azatkerÄul}o szerepl}oket felt¶etelezve egy
olyan bels}o piacot modellezÄunk, amelyben a keresked}ok elt¶er}o ar¶anyban kere-
sik fel a tÄobbi j¶at¶ekost, majd bilater¶alis alkuk sor¶an bonyol¶³tj¶ak le a tranzak-
ci¶okat. A cserepartner-v¶alaszt¶asi preferenci¶ak exog¶enek a modellben. Ezzel a
m¶odszerrel olyan keresked¶esi h¶al¶ozatokat adhatunk meg, amelyeket a p¶enz-
Äugyi piacok h¶al¶ozatait bemutat¶o empirikus kutat¶asok is le¶³rnak. Teljes infor-
m¶alts¶ag mellett megadjuk a piaci egyens¶ulyt az ¶³gy de¯ni¶alt piacon. Meg-
mutatjuk tov¶abb¶a, hogy (1) a kock¶azatos p¶enzÄugyi eszkÄoz egyens¶ulyi nett¶o
eloszt¶asa nem fÄugg az egyedi keres¶esi preferenci¶akt¶ol, ¶es nem fÄugg az egyedi
alkuer}okt}ol sem; (2) a bilater¶alis tranzakci¶ok m¶eret¶et a keres¶esi preferencia
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befoly¶asolja, de a tranzakci¶ok nagys¶aga nem fÄugg az egyedi alkuer}ot}ol; (3) az
egyedi hasznoss¶ag nÄovekm¶enye (az eszkÄozeloszt¶as ¶es a szerzett p¶enz hasznai)
ann¶al nagyobb, min¶el n¶epszer}ubb ¶es er}osebb az alkukban egy szerepl}o; (4) a
bels}o piaci egyens¶uly Pareto-optim¶alis.

A dolgozat m¶asodik fel¶eben a k¶et piac kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶esek elemz¶es¶ere
duop¶olium szerkezet}u kÄuls}o piacokat vizsg¶alunk, ahol a szerepl}ok a bels}o pia-
con elt¶er}o alkuer}ovel rendelkeznek. Csak az egyik oldali (a v¶eteli) keresked¶est
vizsg¶alva megmutatjuk, hogy mik¶ent hat a strat¶egiai magatart¶as az ¶arjegyz}ok
¶altal felk¶³n¶alt ¶arr¶es nagys¶ag¶ara ¶es az aggreg¶alt kock¶azatra, valamint azt, hogy
hogyan befoly¶asolja a kock¶azatv¶allal¶asi hajland¶os¶ag az ¶arr¶es nagys¶ag¶at. A
kÄulÄonbÄoz}o kÄuls}o piacszerkezetek vizsg¶alata sor¶an azt tal¶aljuk, hogy amennyi-
ben az ¶arjegyz}ok kock¶azatelutas¶³t¶asi m¶ert¶eke csek¶ely (egy konjunkt¶ura-hely-
zet, amikor a bels}o piac alig funkcion¶al), akkor a kÄuls}o piaci er}ofÄol¶eny j¶ol al-
kalmazhat¶o a kÄuls}o piacon. Amikor az ¶arjegyz}ok kock¶azatelutas¶³t¶asa er}osebb,
akkor az intenz¶³vebb bels}o csere kÄovetkezt¶eben a kÄuls}o piacokon elt}unik a
piaci er}ofÄol¶eny. Ilyenkor az ¶arjegyz}ok kock¶azatvisel¶esi hajland¶os¶aga hat¶arozza
meg els}osorban a forgalmat. Ez ut¶obbi eredm¶eny Äosszecseng Reiss ¶es Werner
(1998) a Londoni ¶Ert¶ekt}ozsd¶en tal¶alt empirikus meg¶allap¶³t¶asaival is, mely
szerint az ¶arjegyz}ok a kÄuls}o piacon ritk¶an alkalmaznak monopol¶araz¶asi tech-
nik¶akat, a kock¶azatelutas¶³t¶as m¶ert¶eke a meghat¶aroz¶o az ¶araz¶asuk sor¶an.

A tanulm¶any szerkezete a kÄovetkez}o. A m¶asodik szakaszban rÄoviden is-
mertetjÄuk a kapcsol¶od¶o szakirodalom jelent}osebb eredm¶enyeit, kit¶erve az ¶ar-
jegyz}oi, a keres¶eses ¶es a h¶al¶ozatos p¶enzÄugyi piacokra is. A harmadik sza-
kaszban a bels}o piac modellj¶et mutatjuk be. A negyedik szakaszban vizsg¶al-
juk az olyan helyzeteket, amikor az ¶arjegyz}ok a kÄuls}o piacon duop¶oliumk¶ent
tev¶ekenykednek, a bels}o piacon pedig egym¶assal is kereskednek. A dolgozatot
a f}o kÄovetkeztet¶eseink Äosszefoglal¶as¶aval z¶arjuk.

2 ¶Arjegyz}oi magatart¶as ¶es kock¶azateloszt¶as:
rÄovid ¶attekint¶es

2.1 ¶Arjegyz¶es ¶es kÄozvet¶³t¶es

¶Arjegyz}oknek nevezzÄuk azokat a kÄozvet¶³t}oket a p¶enzÄugyi piacokon, akik v¶eteli
¶es elad¶asi ¶arakat adnak meg m¶as szerepl}oknek ¶es cser¶eket bonyol¶³tanak le
velÄuk. Az ¶arjegyz}ok ¶ara nyilv¶anos ¶es kÄonnyen el¶erhet}o az Äugyfelek sz¶am¶ara,
a kÄozvet¶³t¶esi tev¶ekenys¶egÄukben felv¶allalt kock¶azat kÄolts¶eg¶et pedig a v¶eteli ¶es
elad¶asi ¶araik kÄozÄotti ¶arr¶esb}ol fedezik. Ez a kÄozvet¶³t¶esi kÄolts¶eg egyr¶eszt sz¶ar-
mazhat inform¶aci¶os h¶atr¶anyukb¶ol (Glosten ¶es Milgrom (1985), Kyle (1985),
vagy az ¶arjegyz¶es sor¶an tartott k¶eszleteik kock¶azat¶ab¶ol (Garman (1976), Ho
¶es Stoll (1981), Ho ¶es Stoll (1983), Amihud ¶es Mendelson (1980), Shen ¶es Starr
(2002)). Abb¶ol a c¶elb¶ol, hogy az ¶arr¶est tiszt¶an az inform¶aci¶os aszimmetri¶aval,
vagy a k¶eszletez¶es kÄolts¶egeivel magyar¶azz¶ak, a felsorolt tanulm¶anyok az ¶ar-
jegyz¶esi tev¶ekenys¶eget ¶altal¶aban tÄok¶eletesen versenyz}o (¶es ¶³gy nulla pro¯tot
el¶er}o) szerepl}okkel modellezik. Azonban, az ¶arjegyz}okre is jellemz}o lehet a
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monopolista vagy oligopolista viselked¶es, ebben az esetben az ¶arjegyz}ok ¯-
gyelembe veszik a befektet}ok v¶eteli ¶es elad¶asi mennyis¶egre vonatkoz¶o ¶arrugal-
mass¶ag¶at is az ¶araz¶as sor¶an. A tÄok¶eletlen versenybeli ¶arjegyz¶est Mildenstein
¶es Schleef (1983), Kyle (1985), Pagano (1989), valamint Loertscher (2005)
munk¶aja mutatja be. A piaci mikrostrukt¶ur¶ak oszt¶alyoz¶as¶ar¶ol magyar nyel-
ven Erb ¶es Havran (2015) ad ¶attekint¶est.

Az ¶arjegyz}oi irodalomban kor¶abban alig vizsg¶alt¶ak azt az esetet, amikor
az ¶arjegyz}ok ugyanazon eszkÄoznek k¶et, egym¶ast¶ol elkÄulÄonÄult, de egym¶assal
kapcsolatban ¶all¶o piac¶an is egyszerre jelen vannak. Stoikov ¶es Saģlam (2009)
opci¶os ¶arjegyz}oi modellje foglalkozik ilyen esettel. Tanulm¶anyunk ez ut¶obbi
esetet vizsg¶alja meg a k¶eszlettart¶asi mot¶³vum alkalmaz¶as¶aval.

Az 1. ¶abra a k¶etf¶ele piaci szerepl}ot helyezi el egy-egy szerkezetben. A
kÄozvet¶³t}oket K1, K2, K3-al, Äugyfeleiket a befektet}oket B1, B2, B3, B4-el
jelÄoljÄuk. A bal oldali ¶abr¶an a kÄuls}o piacon szegment¶alt Äugyf¶elpiacot l¶atunk,
egy befektet}o csak egy kÄozvet¶³t}ovel van kapcsolatban, a kÄozvet¶³t}ok Äugyf¶elkÄore
nem keveredik egym¶assal. A jobb oldali ¶abr¶an mindk¶et kÄozvet¶³t}o k¶epes el¶erni
mindk¶et befektet}ot, az Äugyfelek¶ert is kialakul verseny. A kÄozvet¶³t}ok a kÄuls}o
¶es a bels}o piacon elt¶er}o piaci mikrostrukt¶ur¶aval szembesÄulnek. A kÄuls}o pi-
acon a jegyzett ¶ar az Äugyfeleiknek nyilv¶anos, ezt ismerve a befektet}ok je-
lentkeznek v¶eteli ¶es elad¶asi mennyis¶eggel. A bels}o piacon a kÄozvet¶³t}ok nem
jegyeznek ¶arat, hanem k¶etoldal¶u alkuk sor¶an kereskednek. Az alkuk sor¶an
hat¶arozz¶ak meg a p¶aronk¶enti tranzakci¶ok ¶arfolyam¶at. A bels}o piacon nem
koncentr¶alt piac, ¶altal¶aban valamilyen keres¶esi s¶url¶od¶as is van. A bels}o pia-
con l¶ev}o kapcsolatokat vastag vonallal jeleztÄuk az ¶abr¶an. Tanulm¶anyunkban
els}ok¶ent a bal oldalon fenn¶all¶o esetet ¶es exog¶en kÄuls}o piacot felt¶etelezve a
bels}o piacot vizsg¶aljuk r¶eszletesen. Ezt kÄovet}oen t¶erÄunk ¶at a jobb oldali eset-
re, ahol a kÄuls}o piac a hangs¶ulyos. Mivel a nem tÄok¶eletes verseny hat¶asa
ott jelent}os, ahol kev¶es sz¶am¶u j¶at¶ekos l¶ep a piacra, ¶³gy duopol helyzeteket
elemzÄunk egym¶assal is tranzakci¶okat folytat¶o kÄozvet¶³t}okre.

1. ¶abra. A bels}o ¶es a kÄuls}o piacok kapcsolata: a) Szegment¶alt Äugyf¶elpiac; b) KÄozÄos
Äugyf¶elpiac (duopol).
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2.2 A kÄozvet¶³t}ok bels}o piacai: empirikus tanulm¶anyok

Bels}o piacoknak tekinthetjÄuk a t}ozsd¶en k¶³vÄuli (OTC) p¶enzÄugyi piacok zÄom¶et.
Az ilyen piacok nem, vagy alig szervezettek, ¶es b¶ar a keresked}ok ¶altal¶aban
ismerik egym¶ast, de megkeres¶es el}ott nem ismerik egym¶as aktu¶alis poz¶³ci¶oj¶at.
A keresked}ok rendszeres vagy eseti kapcsolatban ¶allnak egym¶assal, tÄobbnyire
kÄozÄos sz¶am¶³t¶og¶epes platformon ¶es telefonon keresztÄul. Ha valaki v¶as¶arolni
vagy eladni akar, azt jellemz}oen (1) keres¶esi folyamat el}ozi meg, vagy (2) a
keresked}o a m¶ar l¶etez}o ismerets¶egi h¶al¶ozat¶an keresztÄul szerez partnert.

Az empirikus dolgozatok kÄozÄul Reiss ¶es Werner (1998) valamint Hansch,
Naik ¶es Viswanathan (1998) a Londoni ¶Ert¶ekt}ozsd¶en l¶ev}o br¶okers¶egek kÄo-
zÄotti forgalom adatb¶azis¶at elemezt¶ek. Mindk¶et kutat¶as meger}os¶³tette, hogy
az ¶arjegyz}ok a k¶eszletez¶esi mot¶³vum miatt l¶epnek egym¶assal kapcsolatba.
Amikor az ¶arjegyz}o br¶okers¶egek nem k¶epesek saj¶at Äugyf¶elkÄorÄukÄon belÄul ki-
egyenl¶³teni nett¶o poz¶³ci¶oikat, sokkal akt¶³vabban keresik meg egym¶ast fedez¶esi
c¶ellal. M¶as piacon, az amerikai CDS-piacokat Shachar (2012) empirikus
tanulm¶anya vizsg¶alja, aki szint¶en k¶eszletpoz¶³ci¶ob¶ol fakad¶o kock¶azatkezel¶est
tal¶alta a bels}o piacra l¶ep¶es legfontosabb c¶elj¶anak. A CDS-piac m¶eret¶en¶el
fogva lehet}ov¶e tette azt is, hogy a forgalom alapj¶an mag¶at a keresked¶esi
h¶al¶ozatot is meg¯gyelhesse. A CDS-piacokon tipikusan nem k¶epes minden
kÄozvet¶³t}o egym¶assal kapcsolatba l¶epni, ez¶ert ¶altal¶aban tÄobb kÄozvet¶³t}on ke-
resztÄul ¶er el egy eszkÄoz az egyik Äugyf¶elt}ol a m¶asikig. Shachar (2012) azt
tal¶alja, hogy k¶et befektet}o kÄoz¶e ¶atlagosan legal¶abb k¶et-h¶arom kÄozvet¶³t}o ¶eke-
l}odik, a tÄobb kapcsolattal rendelkez}o szerepl}ok ¶altal¶aban j¶oval tÄobb forgalmat
bonyol¶³tanak. M¶as eszkÄozoszt¶alyra, de hasonl¶o bels}o strukt¶ur¶at ismertet az
amerikai Äonkorm¶anyzati kÄotv¶enyek piac¶anak h¶al¶ozat¶at jellemz}o Li ¶es Schuer-
ho® (2012). A szerz}ok szerint a kÄozvet¶³t}ok egym¶assal val¶o forgalm¶ab¶ol kiraj-
zol¶od¶o h¶al¶ozat a kÄozpont-perif¶eria alakzathoz hasonl¶³t. A h¶al¶ozat kÄozpontj¶a-
ban elhelyezked}ok er}osebbek is, magasabb fel¶arakat k¶ernek el a perif¶erikusan
elhelyezked}o t¶arsaikt¶ol. Ugyanilyen h¶al¶ozati form¶at tal¶alt a bankkÄozi hitel-
bet¶et piacokon Craig ¶es von Peter (2010) valamint Fricke ¶es Lux (2012), a
magyar bankkÄozi piacon pedig Berlinger, Michaletzky ¶es Szenes (2011).

Az empirikus elemz¶esekben vizsg¶alt piacok m¶erete elt¶er a szerepl}ok sz¶ama
szerint. A kisebb piacok 20-50 kÄozvet¶³t}ot jelentenek ink¶abb, m¶³g a nagyok
tÄobb ezres nagys¶agrend}uek lehetnek. M¶³g a nagyobb l¶etsz¶am¶u piacokon
gyakran elt¶er}o inform¶alts¶aggal rendelkeznek a keresked}ok (elt¶er}o elemz}oi, in-
formatikai h¶att¶er, elt¶er}o be¶agyazotts¶ag), addig a kisebb bels}o piacokon az
eszkÄoz ¶ert¶ek¶et kÄoztudott tud¶asnak tekinthetjÄuk (mindenki szak¶ert}o). Ezt
t¶amasztja al¶a Dodd (2008), majd Dodd (2012) ¶³r¶asa, melyben kifejti, hogy a
kisebb piacokon a szerepl}ok telefonon vagy m¶as elektronikus eszkÄozÄon kÄonnyen
¶es gyakran kommunik¶alnak egym¶assal. Kisebb l¶etsz¶am¶u piacokon ¶³gy a kap-
csolati h¶al¶ozat teljesnek tekinthet}o, de ebb}ol nem kÄovetkezik, hogy a forgalmi
adatokb¶ol k¶esz¶³tett h¶al¶ozat is teljes lenne. Jelen tanulm¶anyban arra az esetre
szor¶³tkozunk, ahol az inform¶aci¶o mindenki sz¶am¶ara kÄonnyen el¶erhet}o.
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2.3 Egyens¶ulyi kock¶azateloszt¶as a bels}o piacokon

A kock¶azatkezel¶esi motiv¶aci¶ot bemutat¶o els}o elm¶eleti dolgozat Borch (1962)
nev¶ehez kÄothet}o, aki a viszontbiztos¶³t¶asi piacok mechanizmusaira koncentr¶al.
Dolgozat¶aban kock¶azatkerÄul}o szerepl}ok l¶epnek be a piacra ¶es adj¶ak el koc-
k¶azatos poz¶³ci¶oikat m¶asoknak. Borch levezeti a piaci egyens¶ulyt valamint a
piaci ¶arat is, de modellj¶eben nem foglalkozik a h¶al¶ozatis¶aggal. A h¶al¶ozaton
belÄuli cser¶ek sor¶an elt¶erhetnek a tranzakci¶os ¶arak. A k¶erd¶es az, hogy hogyan
hat¶arozz¶ak meg a tranzakci¶os ¶arat a szerepl}ok. A Borch ¶altal de¯ni¶alt piaci
mechanizmus csak egy lehet}os¶eg a kock¶azat allok¶aci¶oj¶ara, m¶as lehet}os¶eg is
ad¶odhat stabil kock¶azati eloszt¶as megad¶as¶ara (pl. Cs¶oka, Herings ¶es K¶oczy
(2009), ¶Agoston (2010)).

Az elm¶ult ¶evekben tÄobb n¶³v¶os elm¶eleti modell szÄuletett a p¶enzÄugyi h¶al¶oza-
tokon tÄort¶en}o keresked¶es magyar¶azat¶ara. Atkeson, Eisfeldt ¶es Weill (2013) a
CDS-piacokat modellezik ebben a keretben. ModelljÄukben a kÄozvet¶³t}o bankok
piacra l¶ep¶ese ¯x kÄolts¶eggel j¶ar, ¶es a bankok partnerkock¶azati limitekkel ren-
delkeznek. A bankok kitetts¶egÄuket csÄokkentik a bels}o piaci Äugyeletek kÄot¶es¶evel.
Ha tal¶alkozik k¶et j¶at¶ekos, alkudnak a mennyis¶egen ¶es az ¶aron. Ehhez szorosan
kapcsol¶odik Zawadowski (2013) cikke is, aki az OTC piacok rendszerkock¶a-
zat¶ara helyezi a hangs¶ulyt. Malamud ¶es Rostek (2012) ¶altal¶anosabb modell-
j¶eben kock¶azatkerÄul}o j¶at¶ekosok egy rÄogz¶³tett h¶al¶ozaton kereskednek. }Ok a
keres¶es ¶es alku megkÄozel¶³t¶es helyett a kapcsolati h¶al¶ozaton tÄort¶en}o egyidej}u
keresked¶es koncepci¶oj¶at haszn¶alj¶ak. A modellben a j¶at¶ekosok adott elt¶er}o
¶arelt¶er¶³t}o hat¶assal (likvidit¶assal) rendelkeznek, amelyet ¯gyelembe vesznek
az egym¶assal tÄort¶en}o cser¶ek sor¶an. Az egyes j¶at¶ekosok ¶arelt¶er¶³t}o hat¶asai fÄug-
getlenek az indul¶o k¶eszleteikt}ol. Az egyens¶ulyban a j¶at¶ekosok hasznoss¶agukat
maximaliz¶alj¶ak a h¶al¶on tÄort¶en}o cser¶ekkel. Babus ¶es Kondor (2013) piaci mo-
dellj¶eben kÄulÄonbÄoz}o inform¶aci¶oval rendelkez}o kock¶azatsemleges j¶at¶ekosok al-
kudoznak egy rÄogz¶³tett h¶al¶ozaton. }Ok az inform¶aci¶o h¶al¶ozaton val¶o kÄozvet¶³t¶e-
s¶et ¶es diszperzi¶oj¶at mutatj¶ak be ¶es megadj¶ak a piaci egyens¶ulyt is. A p¶enzÄugyi
h¶al¶ozatokon val¶o keresked¶esr}ol (p¶eld¶aul a sztochasztikus h¶al¶ozatokr¶ol, vagy
a h¶al¶ozaton val¶o kock¶azateloszt¶asr¶ol) magyar nyelven Balog, B¶atyi, Cs¶oka ¶es
Pint¶er (2012) tanulm¶any¶aban olvashatunk.

Dolgozatunkban kock¶azatkerÄul}o j¶at¶ekosokat ¶es keres¶es ¶es alku jelleg}u meg-
kÄozel¶³t¶est alkalmazunk, Atkeson et al. (2013) munk¶aj¶ahoz hasonl¶oan. A bels}o
piacot le¶³r¶o modellÄunk logik¶aja m¶as tekintetben viszont Malamud ¶es Rostek
(2012) elm¶elet¶evel rokon. Mindk¶et dolgozathoz k¶epest alapvet}o kÄulÄonbs¶eg,
hogy a piaci s¶url¶od¶ast egy speci¶alis (id}okorl¶atos) keres¶esi s¶url¶od¶ask¶ent adjuk
meg, s ebb}ol vezetjÄuk le a bels}o piac f}o jegyeit.

3 Keresked¶es a bels}o piacon

Ebben a r¶eszben ismertetjÄuk a bels}o piac m}ukÄod¶es¶et le¶³r¶o modellÄunket. A
modellben egyperi¶odus¶u dÄont¶esk¶ent ragadjuk meg a kÄozvet¶³t}ok tev¶ekenys¶eg¶et.
K¶et egym¶ast¶ol jelent}osen elt¶er}o mechanizmusokkal jellemezhet}o piac l¶etezik
egym¶as mellett, amelyen ugyanazt az eszkÄozt cser¶elik. Ezek: a befektet}ok
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¶es az ¶arjegyz}ok kÄozÄotti piac (1), valamint az ¶arjegyz}o keresked}ok egym¶as kÄo-
zÄotti piaca (2). Az els}o t¶³pus¶u piacon a befektet}ok az ¶arjegyz}ok Äugyfelei,
¶arelfogad¶ok ¶es csak egy ¶arjegyz}ovel vannak kapcsolatban. A m¶asodik t¶³pus¶u
piacon az ¶arjegyz}ok egyenrang¶u keresked}ok, ahov¶a a befektet}ok nem tudnak
bel¶epni. Az els}o t¶³pus¶u piacot adottnak v¶eve, a m¶asodik piacon tÄort¶en}o cser¶et
modellezzÄuk ebben a r¶eszben.

TegyÄuk fel, hogy egy kock¶azatos eszkÄoz van, amelynek ¶ert¶eke nem, csak
eloszl¶asa ismert ¶es kÄoztudott tud¶as a j¶at¶ekosok sz¶am¶ara: v » N

¡
¹;¾2

¢
. A

j¶at¶ekosok tarthatnak kock¶azatmentes eszkÄozt is, ami ¯zet}oeszkÄozk¶ent is szol-
g¶al a keresked¶es sor¶an (p¶enz). A szerepl}ok ¶altal tartott vagyon w _=v (x + y)+
c, ahol x 2 IR az Äugyfelekt}ol szerzett kock¶azatos eszkÄoz mennyis¶ege, az y 2 IR
a tÄobbi j¶at¶ekossal kereskedett mennyis¶eg, c 2 IR pedig a cser¶ek sor¶an ki-
¯zetett/megkapott p¶enzÄosszeg. A j¶at¶ekosok racion¶alisak ¶es kock¶azatkerÄul}ok.
A j¶at¶ekosok egyperi¶odus¶u v¶arhat¶o ¶ert¶ek-variancia hasznoss¶agfÄuggv¶ennyel ren-
delkeznek:

U (w) = E(w) ¡ 1

2
¸ ¢ var (w) ;

amelyet a kÄovetkez}okben az y mennyis¶egek fÄuggv¶eny¶eben ¶³runk fel:

U (y) = E(w (y)) ¡ 1

2
¸ ¢ var (w (y)) : (1)

A hasznoss¶agban a ¸ kock¶azatkerÄul¶esi egyÄutthat¶o elt¶erhet az egyes szerep-
l}okn¶el. Legyen a j¶at¶ekosok sz¶ama K.

3.1 Keresked¶es val¶osz¶³n}us¶egi h¶al¶on

A t}ozsd¶en k¶³vÄuli piacok napi rutinj¶at a kÄovetkez}o feltev¶esrendszerrel ragadjuk
meg. Egy peri¶odus alatt zajlik le minden keresked¶es a j¶at¶ekosok kÄozÄott.
Ez alatt az egy peri¶odus alatt nem lehet szekvenci¶alisan reag¶alni, vagyis a
j¶at¶ekosoknak el}ore el kell dÄonteniÄuk, hogy kit ¶es h¶anyszor keressenek meg, ¶es
¶³gy azt is, hogy mennyi tranzakci¶ot bonyol¶³tsanak le. A peri¶odus hossza egy
id}oegys¶eg, ebb}ol a j¶at¶ekosok kontinuum sok in¯nitezim¶alisan kicsi id}oszeletet
tudnak felhaszn¶alni a kijelÄolt partner felkeres¶es¶ere ¶es a vele val¶o t¶argyal¶asra.
Egy ilyen id}oszeletben ar¶anyosan kicsi mennyis¶eget tudnak kereskedni. A
tranzakci¶okban az ¶ar a keresked¶essel egyidej}uleg alakul ki, k¶etoldal¶u alku
sor¶an. Ez az ¶ar term¶eszetesen a tranzakci¶os mennyis¶eg fÄuggv¶enye lesz. ÄOssze-
gezve, ha sok id}ot tÄolt is el egym¶assal a k¶et j¶at¶ekos, minden kÄoztÄuk l¶ev}o
tranzakci¶ora ugyanaz az ¶ar ¶erv¶enyes ugyanabban a peri¶odusban.

Minden szerepl}o el¶erhet}o elvileg a m¶asik sz¶am¶ara. A szerepl}ok keres¶ese
azonban kÄolts¶eges. Ez azt jelenti, hogy azokkal a m¶as szerepl}okkel l¶epnek
ink¶abb kapcsolatba, akiket valami¶ert jobban prefer¶alnak (pl. olcs¶obb a fel-
keres¶esÄuk { Du±e, Gârleanu ¶es Pedersen (2005), gyorsabban ¶erik el }oket vagy
gyorsabban kÄotnek velÄuk tranzakci¶ot { Neklyudov (2012), kor¶abbr¶ol jobban
ismerik }oket { bizalom, vagy ¶eppen jobbnak tekintik }oket partnerkock¶azat
szempontj¶ab¶ol). E dolgozatban kÄuls}o adotts¶agk¶ent tekintÄunk erre a kÄolts¶egre,
¶es a j¶at¶ekosok exog¶en preferenci¶ajak¶ent ¶ertelmezzÄuk.
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Keres¶esi preferencia-vektorok

Minden egyes i szerepl}o egy °i 2 IRK keres¶esi preferencia-vektorral rendelke-
zik. Ez a preferencia-vektor azt mutatja meg, hogy milyen ar¶anyban nyilv¶a-
n¶³t kapcsolatteremt¶esi sz¶and¶ekot az adott m¶asik j¶at¶ekos ir¶any¶aba (mekkora a
keres¶esi s¶url¶od¶as reciproka). A kapcsolatteremt¶es nem jelent automatikusan
tranzakci¶ot. A preferencia-vektorra igaz, hogy a s¶ulyok Äosszege egys¶egnyi:PK

j=1 °ij = 1, ¶es saj¶at mag¶aval nem kereskedik a j¶at¶ekos: °ii = 0. Az Äosszes
szerepl}ore vonatkoz¶o keres¶esi m¶atrixot az al¶abbiak szerint adjuk meg:

¡ ´

2
6664

°0
1

°0
2
...

°0
K

3
7775 ´

2
6664

0 °12 . . . °1K

°21 0 . . . °2K

...
...

. . .
...

°K1 °K2 . . . 0

3
7775 : (2)

A keres¶esi m¶atrix elemei ¶ertelmezhet}ok ¶ugy is, mint egy val¶osz¶³n}us¶egi h¶al¶o-
zatban annak az es¶elye, hogy az i j¶at¶ekos megtal¶alja a j-t. Mivel feltev¶esÄunk
szerint az egy peri¶odus alatt kontinuum sokszor kereskednek, ¶³gy a megtal¶al¶as
es¶elye azt is jelenti, hogy a keres}o idej¶enek mekkora ar¶any¶at tÄolti a meg-
tal¶alt f¶ellel, ha }o a kezdem¶enyez}o. Ezzel egy egyir¶any¶u keres¶est de¯ni¶alunk,
vagyis annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a ,, j j¶at¶ekos megtal¶alja i-t", ett}ol elt¶er}o is
lehet. ÄOsszegezve teh¶at, a ¡ m¶atrix ¶altal¶aban nem tekinthet}o szimmetrikus
m¶atrixnak.

Sz¶and¶ekolt tranzakci¶os mennyis¶eg

TegyÄuk fel, hogy a keresked¶es sor¶an minden egyes i j¶at¶ekos yi 2 IR mennyi-
s¶eget k¶³v¶an Äosszess¶eg¶eben venni vagy (negat¶³v el}ojel}u mennyis¶eg eset¶en) el-
adni. Ezt az yi mennyis¶eget cser¶elik el partnereikkel. Azzal a feltev¶essel
¶elÄunk, hogy a tranzakci¶okat ¶ugy osztj¶ak fel, hogy amennyiben az yi pozit¶³v,
akkor minden egyes ¶altaluk ind¶³tott tranzakci¶o is pozit¶³v lesz, vagyis egy
j¶at¶ekos csak egy ir¶anyban kereskedik: vagy kiz¶ar¶olag vesz, vagy kiz¶ar¶olag
elad. Azonban, m¶as ¶arjegyz}ok is megtal¶alhatj¶ak az adott szerepl}ot, akik
k¶er¶es¶et szimult¶an fogadniuk kell. A k¶er¶esek fogad¶asa eset¶en el kell fogadniuk
a keresked¶es ir¶any¶at is: akkor is venniÄuk kell, ha }ok ¶eppens¶eggel eladnak
az ind¶³tott tranzakci¶oik sor¶an. (Ez ut¶obbi esetben viszont el}onyÄosebb ¶arat
alkudhatnak ki, ¶es ¶ujra is ¶ert¶ekes¶³thetik azt az ind¶³tott tranzakci¶oikban.)

A keresked¶est megad¶o egyenlet a kÄovetkez}o. JelÄolje ¿ 2 IRK az egyes
¶arjegyz}okt}ol ind¶³tott tranzakci¶ok vektor¶at. Az ind¶³tott tranzakci¶ok mennyi-
s¶eg¶enek ¶es a be¶erkez}o tranzakci¶ok nett¶o mennyis¶eg¶enek meg kell egyeznie a
megc¶elzott v¶egs}o keresked¶esi volumennel:

¿ ¡ ¡0¿ = y : (3)

Az egyenletet tekintve az (I ¡ ¡0) ¿ = y kifejez¶esben a bal oldalon ¶all¶o
szorzat els}o t¶enyez}oje nem invert¶alhat¶o. Mivel az I ¡ ¡0 m¶atrix sorÄosszegei
null¶aval egyenl}ok, ez¶ert a saj¶at¶ert¶ekek kÄozÄott a nulla is ott van. A lehets¶eges



¶Arjegyz}oi viselked¶es bels}o kock¶azateloszt¶as mellett 9

megold¶asok halmaza azonban tov¶abb sz}uk¶³thet}o. Ugyanis, ha p¶eld¶aul tÄobb
sz¶and¶ekolt elad¶as van, mint v¶etel, ¶es az ¶atv¶etel kÄotelez}o (az ¶atvett mennyis¶e-
get a ¿ nem tartalmazza), akkor tÄobbszÄorÄosen ,,utaztatj¶ak" az ¶arut (p¶enzÄugyi
eszkÄozÄoket).

A keresked¶esnek adjuk meg tov¶abbi felt¶etelk¶ent, hogy Äosszesen pontosan
ugyanannyi v¶eteli, mint elad¶asi sz¶and¶ekolt mennyis¶eg van a piacon. M¶ask¶ep-
pen, a ¿i ind¶³tott tranzakci¶ok Äosszege nulla:

10¿ = 0 : (4)

Ez a feltev¶es nem z¶arja ki azt, hogy bizonyos szerepl}ok kÄozvet¶³tsenek, vagyis
tov¶abbadj¶ak az ¶atvett eszkÄozt, abban az esetben, ha m¶ask¶ent az nem juthatna
el egy elad¶ot¶ol egy vev}ohÄoz.

Egy elemi p¶eld¶aval ¶elve, k¶et egym¶ast tÄok¶eletesen el¶er}o szerepl}ob}ol ¶all¶o
piacon, ha y = [1 ¡1]0, akkor a ¿ = [2 1]0 megold¶asa lenne ugyan a (3)
egyenletnek, de mindk¶et szerepl}o ugyanolyan ir¶any¶u keresked¶est ind¶³tana,
¶es redund¶anss¶a v¶alna a csere. A ¿ = [1=2 ¡1=2]0 mennyis¶eg-p¶ar viszont a
(4) felt¶etelnek is eleget tesz: az els}o j¶at¶ekos ¶³gy f¶el mennyis¶eget ,,megvesz"
(sz¶and¶ekolt mennyis¶eg), ¶es f¶el mennyis¶eget ,,¶atvesz" (a partner sz¶and¶ekolt
mennyis¶eg¶enek elfogad¶asa), ¶³gy Äosszesen egy egys¶eget v¶as¶arol.

A keres¶esi h¶al¶on ind¶³tott tranzakci¶ok mennyis¶ege alatt ¶³gy azokat a ¿
mennyis¶egeket ¶ertjÄuk, amely kiel¶eg¶³tik az al¶abbi egyenletrendszert:

µ
I ¡ ¡0

10

¶
¿ =

µ
y
0

¶
: (5)

Ahol a bal oldali m¶atrixban I a K-ad rend}u egys¶egm¶atrixot, m¶³g 1 a csupa
egyesb}ol ¶all¶o K-elem}u oszlopvektort, a 0 a skal¶ar null¶at jelÄoli. VegyÄuk ¶eszre,
hogy az egyenletrendszerb}ol kÄovetkezik az 10y = 0 ÄosszefÄugg¶est is. Ez Äosszes-
s¶eg¶eben annyit jelent, hogy a piacon pontosan ugyanannyi a v¶eteli, mint az
elad¶asi mennyis¶eg.

T¶enyleges tranzakci¶os forgalom

A ¿ vektor ismeret¶eben a kÄovetkez}o alakban adhat¶o meg az i ¶es j j¶at¶ekos
kÄozÄotti t¶enyleges tranzakci¶o mennyis¶ege:

tij = °ij¿i ¡ °ji¿j : (6)

Az¶³gy de¯ni¶alt tij elemek egy T 2 IRK£K keresked¶esi m¶atrixba rendezhet}ok.
L¶athat¶o, hogy a k¶et j¶at¶ekos kÄozÄotti tranzakci¶o ebben az esetben a j¶at¶ekosok
keresked¶esi preferenci¶aj¶ab¶ol ¶es a megc¶elzott cseremennyis¶eg¶eb}ol ad¶odik. A
kifejez¶es els}o r¶esze az i j¶at¶ekos ¶altal j fel¶e ind¶³tott mennyis¶eget, m¶³g a m¶asodik
kifejez¶es az ¶erkez}o, megkapott mennyis¶eget mutatja.

1. Lemma (Egy j¶at¶ekos tranzakci¶oinak volumene). A (¡; y)-al de¯ni¶alt ¿
sz¶and¶ekolt tranzakci¶os mennyis¶egekre az i j¶at¶ekos tranzakci¶os mennyis¶egeinek
Äosszege:

P
j tij = yi.
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Bizony¶³t¶as. FejtsÄuk ki a tij t¶enyleges tranzakci¶os mennyis¶eget, ¶es alak¶³tsuk
¶at azt:

KX

k=1

tik =
KX

k=1

°ik¿i ¡
KX

k=1

°ki¿k = ¿i ¡
KX

k=1

°ki¿k = [(I ¡ ¡0) ¿ ]i = yi ;

ahol [¢]i jelÄol¶es egy oszlopvektor i-edik elem¶et jelenti. 2

Keresked¶esre ford¶³tott id}o

A keres¶esi preferencia mellett a keresked¶esre ford¶³tott id}o fogalm¶at is fontos
tiszt¶azni. Egy szerepl}o fejenk¶ent 1 id}oegys¶eget tud ,,eltÄolteni" a tÄobbiek
keres¶es¶ere. Ez Äosszesen K id}oegys¶eget jelent. A tÄobbi j¶at¶ekos fogad¶as¶ara is
¶ertelemszer}uen ¶³gy Äosszesen K id}oegys¶eg telik el, amely minden szerepl}on¶el
kÄulÄonbÄoz}o lehet (0 ¶es K kÄozÄott). ÄOsszesen p¶arhuzamosan 2K id}oegys¶eget
haszn¶alnak fel.

Amennyiben a j¶at¶ekosok kontinuum sokszor kereskednek, valamint min-
denki egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul 1=K es¶ellyel l¶ep keres}ok¶ent a piacra, akkor egy-
egy j¶at¶ekos tranzakci¶o ind¶³t¶as¶ara az Äosszes id}o 1=K ar¶any¶at haszn¶alja el. Az
i j¶at¶ekos helyzet¶et tekintve, az i j¶at¶ekos Äosszes keresked¶esi idej¶enek

hij _=
°ij + °jiPK

k=1 (°ik + °ki)
(7)

ar¶any¶at haszn¶alja a j j¶at¶ekossal val¶o keresked¶eshez. Az i szerepl}o ÄosszesenPK
k=1 hik = 1 id}oegys¶eget haszn¶al el.

Osztozkod¶asi alku

Egy-egy tranzakci¶o sor¶an az i ¶es j j¶at¶ekosok tÄobblethasznot ¶erhetnek el. A
kÄozÄosen el¶ert tÄobblethasznot Nash-alku sor¶an osztj¶ak kett¶e. Az alku alapja
a piacon az a teljes

P
j tij = yi Äosszesen elcser¶elt ¶es

P
i tji = yj mennyi-

s¶egekkel el¶erhet}o Äosszes haszonnÄovekm¶enynek azon r¶esze, amit ebb}ol a sze-
repl}ok a tij tranzakci¶onak tulajdon¶³tanak. Mivel a tranzakci¶oban csak tij
Äosszeget cser¶elnek, ez¶ert ¯gyelembe veszik, hogy a tij tranzakci¶o a keresked¶esi
id}ovel ar¶anyos m¶ert¶ekben j¶arul hozz¶a az egyes felek haszonnÄovekm¶enyeihez.
Az egyÄuttes tÄobblethaszonb¶ol a k¶et f¶el alkuerej¶et}ol fÄugg}oen i kap j-t}ol dij

Äosszeget, amelyet a kÄovetkez}o osztozkod¶asi szab¶aly szerint hat¶aroznak meg:

dij _= µij

(
°ij + °jiPK

k=1 (°kj + °jk)
[Uj (yj) ¡ Uj (0)]

)
¡

¡ (1 ¡ µij)

(
°ij + °jiPK

k=1 (°ik + °ki)
[Ui (yi) ¡ Ui (0)]

)
:

(8)

A k¶et j¶at¶ekos kÄozÄotti alkuer}ot µij 2 (0; 1) jelÄoli. Ha µij nagyobb, akkor
nagyobb Äosszeget kap az i nemnegat¶³v haszonnÄovekm¶enyek mellett. A dij

el}ojeles mennyis¶eg, ez¶ert i ¯zethet is j-nek.
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Tranzakci¶os p¶enz¶aram

Az i ¶es j j¶at¶ekos kÄozÄotti tranzakci¶oban a ¯zetend}o Äosszeg k¶et komponensb}ol
tev}odik Äossze. Egyr¶eszt, qtij mennyis¶eget ¯zet az i j¶at¶ekos a j j¶at¶ekosnak,
ahol a q a j¶at¶ekosok ¶altal ismert bels}o piaci elsz¶amol¶o¶ar. M¶asr¶eszt, alkuere-
jÄukt}ol fÄugg}oen i kap j-t}ol dij el}ojeles Äosszeget. Az i ¶es j kÄozÄotti p¶enz¶aramot
teh¶at

cij _= ¡ qtij + dij (9)

Äosszegk¶ent adhatjuk meg.
A (9) k¶eplet ¶ertelmez¶ese a kÄovetkez}o. TegyÄuk fel, hogy i vesz j-t}ol egy

egys¶eg eszkÄozt, vagyis tij = 1. Legyen az i ¶es a j hasznoss¶agnÄovekm¶enye is 2-
2 egys¶eg, a bels}o piaci elsz¶amol¶o¶ar q = 0:8, a tal¶alkoz¶asuk id}oar¶anyos m¶ert¶eke
pedig (°ij + °ji) =2 = 0:5. Egyenl}o alkuer}ok eset¶en (µ = 0:5) a p¶enztranszfer
cij = ¡0:8 ¢ 1 + 0:5 ¢ (0:5 ¢ 2 ¡ 0:5 ¢ 2) = ¡0:8, vagyis az i pontosan 0:8 egys¶eg
p¶enzt ¯zet j-nek. Ha az i alkuereje n}o (µ = 0:75), akkor a p¶enztranszfer
cij = ¡0:8 ¢ 1 + 0:5 ¢ (0:75 ¢ 2 ¡ 0:25 ¢ 2) = ¡0:3, vagyis ebben az esetben
kevesebb Äosszeget utal ¶at i a j-nek ugyanaz¶ert a cser¶e¶ert.

3.2 Az ¶arjegyz}o nett¶o kereslete

Az egyedi ¶arjegyz}oi feladat sor¶an tegyÄuk fel, hogy ¶erkezik xi nett¶o mennyis¶eg}u
kock¶azatos eszkÄoz az i-edik j¶at¶ekos Äugyfeleit}ol a kÄuls}o piacr¶ol. A keresked}ok
ezt a mennyis¶eget szeretn¶ek csÄokkenteni vagy nÄovelni, att¶ol fÄugg}oen, hogy
a bels}o piacon a tÄobbiekkel milyen felt¶etelek mellett tudnak kereskedni. Az
i-edik keresked}o Äosszesen yi nett¶o mennyis¶eget cser¶elne el, ami¶ert Äosszesen
nett¶o

PK
k=1 cik el}ojeles mennyis¶eg}u p¶enzÄosszeget kapna. Az i-edik j¶at¶ekos

hasznoss¶agfÄuggv¶enye a tranzakci¶okat is ¯gyelembe v¶eve:

Ui (yi) _= ¹ (xi + yi) ¡ 1

2
¸i¾

2 (xi + yi)
2 +

KX

k=1

cik (yi) ; (10)

ahol jelÄoljÄuk, hogy a cij (yi) a kereskedett mennyis¶eg fÄuggv¶enye. A tranzak-
ci¶os p¶enz¶aramot kifejtve, ¶es az 1. lemm¶at alkalmazva kapjuk az

Ui (yi) _= ¹ (xi + yi) ¡ qyi ¡ 1

2
¸i¾

2 (xi + yi)
2 +

+
KX

k=1

n
µikhij [Uk (yk) ¡ Uk (0)] ¡ (1 ¡ µik)hji [Ui (yi) ¡ Ui (0)]

o

(11)
alakot. J¶ol l¶atszik, hogy az egyenlet jobb oldal¶an is megjelenik a hasznoss¶ag.

1. De¯n¶³ci¶o (Hasznoss¶agok vektora). Legyen u (y) : IRK ! IRK vektor
¶ert¶ek}u fÄuggv¶eny, amelyre

u (y) _= a (y) + Bu (y) ; (12)
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ahol a (y) : IRK ! IRK vektor ¶ert¶ek}u fÄuggv¶eny i-edik eleme

ai (yi) _= ¹ (xi + yi) ¡ qyi ¡ 1

2
¸i¾

2 (xi + yi)
2 +

+
KX

k=1

h
(1 ¡ µik)hkiUi (0) ¡ µikhikUk (0)

i
;

¶es B 2 IRK m¶atrixra igaz, hogy f}o¶atl¶oj¶anak elemei

bii _= ¡
KX

k=1

(1 ¡ µik)hki ;

valamint nem f}o¶atl¶obeli elemei

bij _= µijhij :

Ekkor az u (y) fÄuggv¶enyt a hasznoss¶agfÄuggv¶enyek vektor¶anak nevezzÄuk.

Ezen vektori¶alis forma explicit alakra is ¶atrendezhet}o, amelyben az u (y)
k¶eplete nem rekurz¶³v.

1. ¶All¶³t¶as (Explicit hasznoss¶agok vektora). A hasznoss¶agok vektora az al¶abbi
form¶aban is kifejezhet}o:

u (y) = (I ¡ B)¡1 a (y) : (13)

Bizony¶³t¶as. Be kell l¶atnunk, hogy l¶etezik az I ¡ B inverze. KÄonny}u meg-
mutatni, hogy az M _= (I ¡ B)0 m¶atrix egy szigor¶uan diagon¶alisan domin¶ans
m¶atrix, vagyis igaz minden i-re, hogy

jmiij >
X

j 6=i

jmij j :

A bal oldalba behelyettes¶³tve

jmiij = 1 +
KX

k=1

(1 ¡ µik)hki > 1 ;

a jobb oldal pedig

X

j 6=i

jmijj =
KX

k=1

µikhik <
KX

k=1

hik = 1 ;

amelyb}ol ad¶odik a szigor¶u egyenl}otlens¶eg. A Gershgorin-t¶etel kÄovetkezt¶eben,
mivel az M szigor¶uan diagon¶alisan domin¶ans, ez¶ert M line¶arisan fÄuggetlen
oszlopvektorokb¶ol ¶all, teh¶at M ¶es ¶³gy az M 0 is invert¶alhat¶o. 2

Az ¶³gy ¶atrendezett hasznoss¶agfÄuggv¶eny megad¶as¶aval kÄonnyebben ¶ertel-
mezhet}ov¶e v¶alik a hat¶arhaszon, valamint a nett¶o kereslet fogalma is.



¶Arjegyz}oi viselked¶es bels}o kock¶azateloszt¶as mellett 13

2. De¯n¶³ci¶o (Nett¶o kereslet). Az i j¶at¶ekos nett¶o kereslet¶et az az yi mennyis¶eg
jelenti, amely az i j¶at¶ekos q ¶ar melletti az yi szerinti hat¶arhaszna ¶eppen nulla,
¶es e mellett hasznoss¶aga maxim¶alis:

yd
i (q) _=

½
yi

¯̄
¯̄ @ui

@yi
(yi; q) = 0 ;

@2ui

@y2
i

(yi; q) < 0

¾
; (14)

ahol ui (yi) az explicit hasznoss¶agvektor i-edik eleme.

A nett¶o kereslet nem adja meg, hogy melyik j¶at¶ekos kivel szeretne cser¶elni,
csak a j¶at¶ekos ¶altal el¶erni k¶³v¶ant mennyis¶eget hat¶arozza meg.

3.3 Piaci egyens¶uly

Most vizsg¶aljuk meg a piac egyens¶ulyi helyzet¶et. Az eddigiek seg¶³ts¶eg¶evel
adjuk meg az egyens¶uly de¯n¶³ci¶oj¶at a bels}o piacon.

3. De¯n¶³ci¶o (Piaci egyens¶uly). TekintsÄuk az (x;¸; ¡; µ) strukt¶ur¶aval de¯ni¶alt
piacot. Minden i 2 f1 . . .Kg j¶at¶ekos feladata olyan yi 2 IR cseremennyis¶eg
megv¶alaszt¶asa adott q mellett, amelyre hasznoss¶aga maxim¶alis:

max
yi

ui (yi) ;

az al¶abbi korl¶atoz¶o felt¶etel mellett:

KX

k=1

yd
k (q) = 0 : (15)

Ez ut¶obbi a piac megtisztul¶as¶anak felt¶etele.

A piac megtisztul¶asa azt jelenti, hogy minden j¶at¶ekos a haszn¶anak maxi-
maliz¶al¶as¶ara tÄorekszik a cser¶ek sor¶an, mikÄozben csak egym¶as kÄozÄott keresked-
hetnek a felek. VegyÄuk ¶eszre, hogy ezt a felt¶etelt m¶ar kor¶abban be¶ep¶³tettÄuk,
az (5) egyenlet megfogalmaz¶asakor. Az al¶abbiakban megadjuk az egyens¶ulyi
y allok¶aci¶ot ¶es a piactiszt¶³t¶o q bels}o elsz¶amol¶o¶arat.

2. ¶All¶³t¶as Adott (x; ¸;¡; µ) piacon az i j¶at¶ekos nett¶o keresleti fÄuggv¶eny¶enek
alakja:

yd
i (q) = ¡xi +

1

¸i¾2
¹ ¡ 1

¸i¾2
q : (16)

Bizony¶³t¶as. Az optimum els}orend}u felt¶etele szerint

@ui

@yi
(yi) _=

KX

k=1

½h
(I ¡ B)¡1

i
ii

@ai

@yi
(yk)

¾
=

=
h
(I ¡ B)¡1

i
ii

@ai

@yi
(yi) +

KX

k 6=i

½h
(I ¡ B)¡1

i
ik

@ak

@yi
(yk)

¾
= 0 :

(17)
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Az els}orend}u felt¶etelben szerepl}o m¶asodik tag z¶erus, ¶³gy a felt¶etel az al¶abbira
egyszer}usÄodik: h

(I ¡ B)¡1
i

ii

@ai

@yi
(yi) = 0 :

Mivel az (I ¡ B) m¶atrix f}o¶atl¶oj¶anak elemei pozit¶³vak ¶es a m¶atrix szigor¶uan
diagon¶alisan domin¶ans, ¶³gy az inverz¶enek f}o¶atl¶oelemei sem lehetnek null¶ak.
Ez¶ert a fenti egyenlet bal oldala csak akkor lehet z¶erus, ha @ai

@yi
(yi) = 0.

Kibontva a deriv¶altat kapjuk:

¹ ¡ q ¡ ¸i¾
2 (xi + yi) = 0 ;

amelyb}ol kifejezhetjÄuk a nett¶o keresleti fÄuggv¶enyt:

yd
i (q) =

1

¸i¾2
(¹ ¡ q) ¡ xi :

Ha minden j¶at¶ekos ehhez hasonl¶oan dÄont, akkor a tÄobbi j¶at¶ekosr¶ol tett feltev¶es
teljesÄul, ¶es val¶oban ez lesz az optim¶alis keresleti mennyis¶eg els}orend}u felt¶etele.
A m¶asodrend}u felt¶etel szerint:

@2ui

@y2
i

(yi) _=
h
(I ¡ B)¡1

i
ii

@2ai

@y2
i

(yi) < 0 : (18)

Be kell l¶atnunk, hogy a m¶asodik deriv¶alt negat¶³v az yi helyen. FejezzÄuk ki
az ai (yi) m¶asodik deriv¶altj¶at:

@2ai

@y2
i

(yi) = ¡¸i¾
2 < 0 (19)

minden i elemre. Vizsg¶aljuk meg az
h
(I ¡ B)¡1

i
ii

elemek el}ojel¶et. Az I ¡ B

m¶atrix inverz¶et kifejthetjÄuk a determin¶ans ¶es adjung¶alt seg¶³ts¶eg¶evel

(I ¡ B)¡1 =
1

det (I ¡ B)
adj (I ¡ B) ; (20)

ahol az adjung¶alt m¶atrix f}o¶atl¶oj¶anak elemeit

[adj (I ¡ B)]ii = (¡1)2i [(I ¡ B)]ii (21)

alakban¶³rjuk fel. Mivel az eredeti I¡B m¶atrix f}o¶atl¶oj¶anak elemei pozit¶³vak ¶es
a ¡1 p¶aros hatv¶anyait vesszÄuk, ¶³gy az adjung¶alt f}o¶atl¶oj¶anak elemei is pozit¶³-
vak. A m¶atrix szigor¶uan diagon¶alisan domin¶ans, pozit¶³v f}o¶atl¶obeli elemekkel
¶es nempozit¶³v f}o¶atl¶on k¶³vÄuli elemekkel. Fiedler ¶es Pt¶ak (1962) 4.3-as t¶etel¶et
alkalmazva, ha Z egy ilyen tulajdons¶ag¶u n¶egyzetes m¶atrix, akkor det (Z) > 0.
Ezt kihaszn¶alva az I ¡B m¶atrix determin¶ansa is pozit¶³v, ¶es ebb}ol kÄovetkezik,
hogy a (21)-beli inverz f}o¶atl¶oj¶aban l¶ev}o elemek is pozit¶³vak. ÄOsszegezve, a
m¶asodrend}u ¶es az els}orend}u felt¶etel is teljesÄul a (16) alak¶u nett¶o keresleti
fÄuggv¶enyre. 2
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3. ¶All¶³t¶as Adott (x; ¸;¡; µ) piacon az egyens¶ulyi y¤ allok¶aci¶o az i j¶at¶ekosra:

y¤
i =

1
¸i¾2

PK
k=1

1
¸k¾2

KX

k=1

xk ¡ xi ; (22)

valamint a piactiszt¶³t¶o bels}o elsz¶amol¶o¶ar:

q¤ = ¹ ¡
PK

k=1 xkPK
k=1

1
¸k¾2

: (23)

Bizony¶³t¶as. Felhaszn¶alva a (15) egyenletbeli piac megtisztul¶as¶anak felt¶e-
tel¶et ¶es Äosszegezve a j¶at¶ekosok nett¶o kereslet¶et azt kapjuk, hogy

KX

k=1

1

¸k¾2
(¹ ¡ q) =

KX

k=1

xk ; (24)

amelyet q-ra rendezve kapjuk az egyens¶ulyi bels}o elsz¶amol¶o¶arat:

q¤ = ¹ ¡
PK

k=1 xkPK
k=1

1
¸k¾2

:

Ezt kifejezve kapjuk az i j¶at¶ekos nett¶o kereslet¶et a piaci egyens¶ulyban:

y¤
i =

1
¸i¾2

PK
k=1

1
¸k¾2

KX

k=1

xk ¡ xi :

2

Az eredm¶eny kÄovetkezt¶eben amennyiben a piac szerepl}oi ismerik a piacon
l¶ev}o eszkÄozÄok teljes mennyis¶eg¶et (

PK
k=1 xk), ¶ugy az eszkÄozÄok allok¶aci¶oja nem

t¶er el a walrasi piac (keres¶es n¶elkÄuli piac) ¶altal javasolt eszkÄozallok¶aci¶ot¶ol:
a j¶at¶ekosok egyens¶ulyi nett¶o kereslete ¶es az egyens¶ulyi bels}o elsz¶amol¶o¶ar
egy¶ertelm}uen megadhat¶o a keres¶esi preferenci¶ak ismerete n¶elkÄul.

Fontos megjegyezni viszont, hogy a T , c, ¶³gy az egyedi hasznoss¶agok
¶es a bilater¶alis tranzakci¶ok ¶arai nem fÄuggetlenek mindezekt}ol. A keres¶esi
preferenci¶akat ismerve a hasznok eloszt¶asa is egy¶ertelm}u. A n¶epszer}ubb
vagy er}osebb tÄobb p¶enzt visz haza, mint minden m¶asban hasonl¶o helyzetben
l¶ev}o t¶arsai. A h¶al¶ozati s¶url¶od¶asok teh¶at jelent}osen k¶epesek befoly¶asolni a
keresked¶essel megszerzett pro¯tot.

KÄovetkezm¶eny. Ha a tranzakci¶okat az (5) ¶es (6) egyenletekben megadottak
szerint sz¶amoljuk az egyens¶ulyi nett¶o keresleti mennyis¶egek mellett, akkor a
bilater¶alis tranzakci¶okban az ¶ar i ¶es j szerepl}o kÄozÄott

pij = q ¡ dij
1

tij
(25)

lesz minden tij 6= 0-ra.
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Ha i v¶as¶arol, vagyis tij > 0, akkor pozit¶³v (kapott) dij eset¶en olcs¶obban
vesz. Ha tij < 0, akkor pozit¶³v (kapott) dij eset¶en dr¶ag¶abban ad el.

A tij = 0 esetet tekintve felvet}odik, hogy ugyan i ¶es j kÄozÄott nincs
eszkÄozmozg¶as, de a modell szerint ett}ol m¶eg lehetne p¶enzmozg¶as. Ez azt
jelenten¶e, hogy az egyik j¶at¶ekos j¶ot¶ekonykodna a m¶asikkal: csak az¶ert adna
p¶enzt, mert a bels}o piacon hasznosnak ¶³t¶eln¶e meg a l¶etez¶es¶et. Ez a modell
keretein belÄul megmagyar¶azhat¶o, de nem eg¶eszen ¶eletszer}u. A ,,nincs j¶ot¶e-
konykod¶as" felt¶etele azonban kÄonnyen be¶ep¶³thet}o a modellbe. A sz¶am¶³t¶asi
algoritmus a kÄovetkez}o. Ehhez el}oszÄor a 3. ¶all¶³t¶ast felhaszn¶alva adjuk meg
az egyens¶ulyi y¤ allok¶aci¶ot, majd az (5), (6) egyenletekb}ol a tranzakci¶okat.
Ahol tij = 0 lett, ott m¶odos¶³tsuk a keres¶esi egyÄutthat¶okat a kÄovetkez}ok¶eppen
°0

ij = 0 ¶es °0
ji = 0. Nem sz¶amoljuk ¶ujra a tij -ket, hiszen azok m¶ar adottak,

ez csak azt jelenti, hogy a keres¶esre sz¶ant id}o v¶egÄul Äuresj¶arat lett, ezt azon-
ban a felek el}ore nem tudj¶ak. Ezek alapj¶an, a m¶ar megl¶ev}o y¤ allok¶aci¶oval
¶es q ¶arral m¶ar kisz¶amolhatjuk a (13)-beli u hasznoss¶agvektort ¶es a (9)-beli
p¶enzmozg¶as-vektort. Mivel az y¤ optimumhely fÄuggetlen ¡-t¶ol, ez¶ert az ¶uj
egyens¶ulyi u ¶ert¶ekek is az adott felt¶etelek melletti legnagyobb hasznoss¶agot
adj¶ak meg.

KÄovetkezm¶eny. A bels}o piacon minden i j¶at¶ekos sz¶am¶ara az yi elmoz-
dul¶as Pareto-hat¶ekony, hiszen a hasznoss¶agmaximumba ¶erkeznek, amelyre
igaz, hogy

ui (y¤
i ) ¸ ui (0) : (26)

A bels}o piac ¶ert¶eket teremthet az¶altal, hogy cser¶elnek egym¶assal a felek.
ÄOnmag¶aban a j¶at¶ekosok fedez¶esi c¶elokkal ¶erkeznek a bels}o piacra, hiszen yi

cser¶evel jobb helyzetbe kerÄulhetnek. A keres¶esi s¶url¶od¶as azt is el}oid¶ezi, hogy
nemcsak fedez¶esi c¶elb¶ol, hanem kÄozvet¶³t¶esi c¶elb¶ol lehetnek jelen piaci szerep-
l}ok. A megkerÄulhetetlen (n¶epszer}u, keresett) j¶at¶ekosok indul¶o xi k¶eszletek
n¶elkÄul is akt¶³vak lehetnek a bels}o piacon, a kÄozvet¶³t¶es¶ert d¶³jat sz¶amolva fel.
Ez a d¶³j a hasznoss¶agnÄovekm¶enyeken val¶o alkudoz¶asb¶ol k¶epz}odik.

3.4 Numerikus p¶eld¶ak

Az al¶abbiakban n¶eh¶any elemi p¶eld¶an keresztÄul illusztr¶aljuk a bemutatott
modell f}o jegyeit.

Elemi h¶al¶ozatok

Az els}o p¶eld¶aban K = 4 szerepl}o cser¶elhet egym¶assal a bels}o piacon. Az esz-
kÄoz v¶arhat¶o ¶ert¶eke ¹ = 1, varianci¶aja ¾2 = 1. A szerepl}ok kezdeti x eszkÄozeit,
kock¶azatkerÄul¶esi egyÄutthat¶oit, valamint a kiindul¶o ¶allapotbeli hasznoss¶agait
az 1. t¶abl¶azat tartalmazza. Nem teszÄunk fel heterogenit¶ast a kock¶azati at-
tit}udben (minden ¸ = 2) ¶es az egyedi alkupoz¶³ci¶okban sem (minden j¶at¶ekos
egyforma alkuer}ovel rendelkezik, µij = 0:5 minden i ¶es j-re). A fent de¯ni¶alt
piacon n¶eh¶any elemi h¶al¶ozaton tÄort¶en}o keresked¶es egyens¶ulyi helyzet¶et mu-
tatjuk be (2. t¶abl¶azat). A kÄovetkez}o h¶al¶ozatokat vizsg¶aljuk:
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² Teljes h¶al¶ozat: minden j¶at¶ekos mindenkit egyforma ar¶anyban keres fel.

² Csillag alak¶u h¶al¶ozat: az els}o v¶altozatban az x1 = ¡1 poz¶³ci¶oval ren-
delkez}o 1-es j¶at¶ekos, a m¶asodik v¶altozatban az x2 = 0 poz¶³ci¶oval b¶³r¶o
2-es j¶at¶ekos lesz a kÄozponti szerepl}o, mindenki m¶as csak rajta keresztÄul
tud kereskedni.

² KÄor alak¶u h¶al¶ozat: a j¶at¶ekosok egym¶assal vannak ÄosszekÄotve a 1-2-3-4
vonalon, minden j¶at¶ekos csak a n¶ala eggyel nagyobb sorsz¶am¶u j¶at¶ekost
keresi, a 4-es j¶at¶ekos az 1-essel van Äosszekapcsolva.

² Vonal alak¶u h¶al¶ozat: a kapcsol¶od¶ast az 1-2-3-4 pontok ment¶en alak¶³-
tottuk ki, ¶ugy, hogy a kÄoztes j¶at¶ekosok fele-fele ar¶anyban keresik k¶et
szomsz¶edjukat.

A h¶al¶ozatokat a keres¶esi preferenci¶ak seg¶³ts¶eg¶evel adjuk meg. A teljes
h¶al¶ozat eset¶en minden szerepl}o egyenl}o ar¶anyban keresi a tÄobbieket, a tÄobbi
h¶al¶ozatos form¶an¶al, ahol csak egyfel¶e ir¶anyul a keres¶es, 0 vagy 1 a s¶uly nagy-
s¶aga. A csillagpontos h¶al¶ozatokban a kÄoz¶eppontbeli j¶at¶ekos szint¶en egyenl}o
ar¶anyban ind¶³t keres¶eseket.

x ¸ U (0) y¤

1 ¡1 2 ¡2 1
2 0 2 0 0
3 0 2 0 0
4 1 2 0 ¡1

1. t¶abl¶azat. Keresked¶es elemi h¶al¶ozatokon:
Indul¶o param¶eterek ¶es az egyens¶ulyi allok¶aci¶o

Teljes Csillag 1 Csillag 2 KÄor Vonal
U (y¤)¡ U (0) 1 0.800 1.000 0.833 0.833 0.786

2 0.200 0.000 0.333 0.167 0.214
3 0.200 0.000 0.000 0.167 0.214
4 0.800 1.000 0.833 0.833 0.786

p 1-2 0.600 - 0.833 0.333 0.786
1-3 0.600 - - - -
1-4 1.000 1.000 - 1.000 -
2-3 - - - 1.000 1.000
2-4 1.400 - 1.167 - -
3-4 1.400 - - 1.667 1.214

t 1-2 0.250 0.000 1.000 0.250 1.000
1-3 0.250 0.000 0.000 0.000 0.000
1-4 0.500 1.000 0.000 0.750 0.000
2-3 0.000 0.000 0.000 0.250 1.000
2-4 0.250 0.000 1.000 0.000 0.000
3-4 0.250 0.000 0.000 0.250 1.000

2. t¶abl¶azat. Keresked¶es elemi h¶al¶ozatokon: Hasznoss¶ag, p¶aronk¶enti tranzakci¶os
¶arak ¶es mennyis¶egek
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A piaci egyens¶ulyt a kÄovetkez}o jellemzi. Az egyens¶ulyi bels}o elsz¶amol¶o¶ar
q = 1 lesz, ami megegyezik az eszkÄoz ¹ v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶evel is. Az y¤ egyens¶ulyi
nett¶o keresleti mennyis¶eg a tÄukÄork¶epe a kiindul¶o poz¶³ci¶oknak, a v¶egs}o (x+y¤)
allok¶aci¶oban minden szerepl}o z¶erus poz¶³ci¶ot tart az eszkÄozb}ol. TekintsÄuk a
bels}o piaci cser¶ekkel nyert hasznokat, amelyeket U (y¤) ¡ U (0) form¶aban
adunk meg! A keres¶esi preferenci¶ak ¶altal alkotott teljes h¶al¶ozat n¶emileg el-
t¶er}o eredm¶enyt ad az els}o intu¶³ci¶ohoz k¶epest. Azt v¶arn¶ank, hogy az 1-es ¶es
4-es j¶at¶ekos cser¶elne egym¶assal csak a teljes h¶al¶ozaton. Azonban, a keres¶esi
s¶url¶od¶as kÄovetkezt¶eben el}ore el kell dÄonteni, hogy az er}oforr¶asok (id}o) mek-
kora r¶esz¶et ford¶³tj¶ak az egyes szerepl}ok felkeres¶es¶ere. ¶Igy az eszkÄozpoz¶³ci¶oval
nem rendelkez}o j¶at¶ekosok is kÄozvet¶³t}o szerephez jutnak. VegyÄuk ¶eszre, hogy
ez a keres¶esi koncepci¶o elt¶er azokt¶ol a megkÄozel¶³t¶esekt}ol, amelyek sor¶an egy
j¶at¶ekos addig keres, m¶eg meg nem tal¶alja az optim¶alis jelÄoltet. Itt a felkeres¶es
(¶es egyeztet¶es) ideje korl¶atos ¶es szimult¶an. A 2-es ¶es 3-as j¶at¶ekos kÄozvet¶³t}ov¶e
v¶alik, ez¶ert pedig d¶³jat szed, v¶eteli-elad¶asi ¶arak 0:6 ¡ 1:4 lettek, viszont csak
0:25 mennyis¶eg}u eszkÄozt tudnak fejenk¶ent cser¶elni a keres¶esi felt¶etelek mel-
lett. A 2-es ¶es 3-as j¶at¶ekos nem cser¶el egym¶assal. A csillag 1 alakzatban
az 1-es ¶es 4-es j¶at¶ekos kÄozvetlen kapcsolatban ¶all egym¶assal ¶es mivel csak
kettejÄuknek van ind¶³t¶eka a keresked¶esre, egym¶as kÄozÄott rendezik a tranzak-
ci¶ot. M¶as szerepl}o nem vesz r¶eszt a piaci allok¶aci¶oban. A csillag 2 alakzat
j¶o p¶eld¶aja a tiszta kÄozvet¶³t}oi szerepv¶allal¶asnak. Amennyiben a poz¶³ci¶oval
nem rendelkez}o 2-es j¶at¶ekos az 1 ¶es 4 kÄoz¶e ¶allva egy egys¶eget kÄozvet¶³t, ¶³gy
ilyen kock¶azatkerÄul¶esi attit}ud mellett 1 § 0:167 ¶aron vesz ¶es ad eszkÄozt, je-
lent}os hasznot szerezve a kÄozvet¶³t¶esb}ol. A kÄor alak¶u h¶al¶on j¶ol l¶athat¶o, hogy
kÄozvetlen ¶es kÄozvet¶³tett csere is zajlik. A vonal strukt¶ur¶an a k¶et kÄozvet¶³t}os
csere hat¶asa ¯gyelhet}o meg. A k¶et kÄozvet¶³t}o egyÄuttesen tÄobb, de kÄulÄon-
kÄulÄon kevesebb hasznot szerez, mint a csillag 2 -ben a kÄozponti j¶at¶ekos. Mint
l¶atjuk, a megszerzett haszon m¶ert¶ek¶et a h¶al¶ozatban val¶o kÄozpontis¶ag ¶es a
kezdeti poz¶³ci¶o jelent}osen befoly¶asolja.

Keres¶esi preferencia-ar¶anyos alkuer}o kÄozpont-perif¶eria h¶al¶ozaton

M¶eg egy p¶eld¶aval illusztr¶aljuk a bels}o piacok m}ukÄod¶es¶et, jelen esetben olyan
¡ m¶atrixot de¯ni¶alunk, amelyben bizonyos szerepl}ok n¶epszer}ubbek a tÄobbi-
ekn¶el. Az ¶³gy kialakul¶o h¶al¶ozat hasonl¶³t azokhoz a kÄozpont-perif¶eria alak¶u
h¶al¶ozatokhoz, amelyet az empirikus tanulm¶anyokban is meg¯gyelnek (pl. Li
¶es Schuerho® (2012)). A m¶atrix k¶epz¶es¶enek menete minden i 6= j-re:

°ij =
e½ i¢j

K2

PK
k=1 e½ i¢k

K2

;

ahol ½ sk¶al¶az¶asi param¶eter, amely a h¶al¶ozat kÄozpontos¶³totts¶ag¶at m¶odos¶³tja.
Valamint minden i = j eset¶en a keres¶esi ar¶any ¶ertelemszer}uen nulla. K¶et
esetet mutatunk be. Az els}oben i ¶es j j¶at¶ekos kÄozÄotti Nash-alku sor¶an
az alkuer}ot a kor¶abbi p¶eld¶aban szerepl}o µij = 1=2-nek adjuk meg, m¶³g a
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m¶asodikban

µij =
°ji

°ij + °ji

nagys¶ag¶unak v¶alasztjuk, ezzel ¶erz¶ekeltetve a kÄozponti helyzetben l¶ev}o szerep-
l}ok tÄobblet-alkupoz¶³ci¶oj¶at.

Az indul¶o k¶eszletek legyenek standard norm¶alis eloszl¶as¶uak xi » N (0; 1),
az eszkÄoz v¶arhat¶o ¶ert¶eke ¹ = 1, varianci¶aja ¾2 = 1. Ez a piacnak azon
jegy¶et hordozza mag¶aban, hogy a j¶at¶ekosok k¶epesek fedezni poz¶³ci¶ojukat a
bels}o piacon, mert van megfelel}o sz¶am¶u szerepl}o az ellent¶etes oldalon. (M¶as
eredm¶enyt kapn¶ank, ha a poz¶³ci¶ok zÄom¶eben egy oldalon lenn¶enek, ekkor a
kock¶azatdiverzi¯k¶aci¶o hat¶asa lenne er}osebb, nem pedig a fedez¶esi hat¶as.)
Minden j¶at¶ekos ¸ = 0:3 kock¶azatelutas¶³t¶asi egyÄutthat¶oval rendelkezik. A
szerepl}ok sz¶ama legyen K = 50. A kor¶abban de¯ni¶alt preferencia-k¶epz¶esi
m¶odszerben a sk¶al¶az¶asi egyÄutthat¶o ¶ert¶ek¶et ½ = 20-nak v¶alasztottuk.

A 2. ¶abr¶an a szimul¶aci¶o n¶egy tulajdons¶ag¶at mutatjuk be. A k¶etf¶ele µ pa-
ram¶eterez¶esben k¶eszÄult szimul¶aci¶okat 4-4 kisebb ¶abr¶an ismertetjÄuk. Mindk¶et
szimul¶aci¶oban a kiindul¶o x poz¶³ci¶oknak ugyanazt a gener¶alt v¶eletlen realiz¶a-
ci¶ot haszn¶altuk fel, hogy jobban Äosszevethet}ok legyenek az eredm¶enyek.

A 2.a ¶abr¶akon a kezdeti hasznoss¶ag l¶athat¶o a kiindul¶o k¶eszlet fÄuggv¶eny¶e-
ben. Az eszkÄoz v¶arhat¶o ¶ert¶eke ¹ = 1, de a kock¶azata kvadratikus, ami a hasz-
noss¶agot is er}osen meghat¶arozza. A 2.b ¶abr¶ak a csere ut¶an megval¶osult hasz-
noss¶agnÄoveked¶eseket adj¶ak meg. A µij = 1=2 esetben a sz¶els}os¶eges poz¶³ci¶oval
rendelkez}o szerepl}oknek ¶erte meg legink¶abb a piacon kereskedni, a hasznos-
s¶agnÄovekm¶eny is hasonl¶o a kvadratikus form¶ahoz, azonban bizonyos szerep-
l}ok kiemelkednek hasznoss¶agnÄoveked¶es tekintet¶eben a mez}onyb}ol. Ezek a
j¶at¶ekosok a n¶epszer}u j¶at¶ekosok. A µij = °ji= (°ij + °ji) esetben a parabolikus
alak kev¶esb¶e l¶atszik, nagyobb a szerepe az h¶al¶ozati alkuer}onek a pro¯tszer-
z¶esben. A 2.d ¶abr¶akon a n¶epszer}us¶eg (m¶asokt¶ol ¶erkez}o megkeres¶esek r¶at¶ainak
Äosszege) alapj¶an rangsoroltuk a keresked}oket ¶es ¶abr¶azoltuk a haszonnÄovek-
m¶enyt. Az ¶abr¶akon k¶et mint¶azat ¯gyelhet}o meg. Az egyik a sz¶els}os¶eges
poz¶³ci¶ob¶ol sz¶armaz¶o magas pro¯tot el¶er}ok csoportja, az alacsony n¶epszer}us¶eg
melletti tartom¶anyon tÄomÄorÄul}o kiemelked}o pro¯tok. A m¶asik mint¶azatn¶al azt
tal¶aljuk, hogy a pro¯t a nagyobb n¶epszer}us¶egben Äorvend}o j¶at¶ekosok eset¶en
nagyobb. Ez az ÄosszefÄugg¶es nem lehet tÄok¶eletes, mert a nagy indul¶o k¶esz-
letpoz¶³ci¶oj¶u szerepl}ok ekkor is k¶epesek a fedez¶est annyira kihaszn¶alni, hogy
nagyon hasznosnak ¶³t¶elj¶ek meg a keresked¶est. A 2.c ¶abr¶akon a k¶etoldal¶u
tranzakci¶oban szerepl}o ¶arak gyakoris¶agi diagramjait adjuk meg. A v¶³zszintes
tengelyen a tranzakci¶os ¶arat, a fÄugg}olegesen a meg¯gyelt gyakoris¶agot l¶atjuk.
A legmagasabb 30 ¶arb¶ol sz¶armaz¶o meg¯gyel¶es adatait nem tÄuntetjÄuk fel az
¶abr¶akon, mert extr¶em ¶ert¶ekeket jelentettek a tÄobbihez k¶epest, ¶es hisztogram
relev¶ans r¶esze nem lenne ¶³gy l¶athat¶o. J¶ol meg¯gyelhet}o, hogy m¶³g az egyenl}o
alkuer}os esetben az ¶arak eloszl¶as¶anak egy m¶odusza van, addig a kÄozponti
alkuer}os esetben k¶et jellemz}o ¶ert¶ek kÄorÄul alakulnak a tranzakci¶os ¶arak.
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2. ¶abra. A szimul¶aci¶o eredm¶enyei (fels}o: µ = 1=2, als¶o: µij kÄozpontis¶agt¶ol fÄugg): a) Kiindul¶o
hasznoss¶ag a kezdeti k¶eszlet fÄuggv¶eny¶eben; b) HaszonnÄoveked¶es a kezdeti k¶eszlet fÄuggv¶eny¶eben;
c) P¶aronk¶enti tranzakci¶os ¶ar hisztogramja; d) Hasznoss¶agnÄoveked¶es a n¶epszer}us¶eg fÄuggv¶eny¶eben
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3. ¶abra. A szimul¶alt keresked¶esi h¶al¶ozat: a) A forgalom fels}o 50%-¶ab¶ol k¶epzett s¶ulyozott
ir¶any¶³tott gr¶af; b) A forgalom fels}o 20%-¶ab¶ol k¶epzett s¶ulyozott ir¶any¶³tott gr¶af

A 3. ¶abr¶an a p¶aronk¶enti tranzakci¶ok forgalmi adat¶ab¶ol k¶esz¶³tettÄunk k¶et
gr¶afot. A bal oldali ¶abr¶an a tranzakci¶ok fel¶et jelen¶³tettÄuk meg, azokat is, ame-
lyek l¶eteznek ugyan, de kÄozgazdas¶agi ¶ertelemben ar¶anylag jelent¶ektelennek
sz¶am¶³tanak. S¶ulyozott gr¶afot l¶athatunk, a legn¶epszer}ubb (itt legnagyobb
sorsz¶am¶u) szerepl}ok ¶elei a legvastagabbak: itt megy a legnagyobb forgalom.
Sok forgalmat bonyol¶³tanak a sz¶els}os¶eges indul¶o k¶eszlettel rendelkez}ok is.
L¶athat¶o, hogy b¶ar p¶aronk¶ent egyir¶any¶u a forgalom, egy-egy j¶at¶ekos egyszer-
re vev}o ¶es elad¶o is a piacon, vagyis a kÄozvet¶³t¶esi mot¶³vum jelen van. A jobb
oldali ¶abr¶an a forgalom fels}o 20 sz¶azal¶ek¶at ¶abr¶azoltuk, ahol enn¶el kisebb volt
a tranzakci¶os mennyis¶eg, azok eset¶en nem jelen¶³tettÄunk meg kapcsolatot. J¶ol
l¶athat¶o, hogy az alacsonyabb sorsz¶am¶u (n¶epszer}utlen), valamint a kis indul¶o
k¶eszlet}u szerepl}ok kev¶es kapcsolattal b¶³rnak. A nagy sorsz¶am¶u szerepl}ok
egym¶assal sokat kereskednek, de egy-egy ¶el Äosszekapcsolja }oket a perif¶eri¶an
maradt j¶at¶ekosokkal is. Az is l¶athat¶o, hogy a n¶epszer}u szerepl}ok ink¶abb nagy
forgalmat gener¶alnak, m¶³g a sz¶els}os¶eges poz¶³ci¶oj¶u szerepl}ok ink¶abb sok egy¶eni
kapcsolattal, de kisebb forgalommal rendelkeznek: n¶aluk a fedez¶esi mot¶³vum
az els}odleges, ¶es alig jellemz}o r¶ajuk a kÄozvet¶³t¶esi mot¶³vum.

4 Strat¶egiai viselked¶es a kÄuls}o piacon

A kÄuls}o piacon azt a helyzetet vizsg¶aljuk, amikor az Äugyf¶elkÄorÄok nem kÄulÄonÄul-
nek el, ¶es az ¶arjegyz}ok egym¶assal versenyeznek az Äugyfelek¶ert. Ezen a piacon
minden ¶arjegyz}o ¶ara nyilv¶anos. Egyenl}o ¶arak eset¶en egyenletesen oszlanak
meg a v¶alasztott ¶arjegyz}ok kÄozÄott a befektet}ok. B¶ar a kÄovetkez}o speci¶alis ese-
teket a p¶enzÄugyi piacok jegyeinek elemz¶es¶ere konstru¶aljuk, ak¶ar h¶etkÄoznapi
szitu¶aci¶okra is alkalmazhat¶o a koncepci¶o. K¶epzeljÄunk el egy nemzetkÄozi
repÄul}oteret, ahol ¶erkez}o turist¶ak sz¶azai v¶altj¶ak saj¶at valut¶ajukat az orsz¶ag
p¶enznem¶ere a repÄul}ot¶eren Äuzemel}o k¶et p¶enzv¶alt¶on¶al. A p¶enzv¶alt¶ok kÄulÄonbÄoz}o
v¶alt¶asi ¶arfolyamot jegyezhetnek, amelyeket a turist¶ak kÄonnyen meg¯gyelhet-
nek, mindkett}ot egyszerre. Emiatt ¶erdemes Äosszehangolniuk az ¶araz¶asukat, ¶es
ez¶ert is els}osorban a napi forgalom k¶³v¶ant mennyis¶eg¶er}ol dÄontenek. A p¶enz-
v¶alt¶ok az irod¶ak mÄogÄotti folyos¶on egym¶ashoz ¶at tudnak menni, ¶es szÄuks¶eg
eset¶en egym¶as kÄozÄott hi¶anyukat p¶otolni vagy fÄolÄoslegÄuket leadni, n¶emi al-
kudoz¶as eredm¶enyek¶ent. Mennyiben m¶odosul a k¶et p¶enzv¶alt¶o kÄozti verseny,
ha van ¶atj¶ar¶as a folyos¶on, illetve ha az egyik p¶enzv¶alt¶o (valamely kÄuls}o ok
folyt¶an) jobb alkupoz¶³ci¶oban van?
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4.1 A k¶etszerepl}os feladat

Amennyiben a kÄuls}o piacon egy¶enek szintj¶en nincs egyens¶uly, de piaci szinten
a v¶eteli ¶es elad¶asi ig¶eny megegyezik, a bels}o piac funkci¶oj¶anak megfelel}oen
m}ukÄodik. A bels}o piac m}ukÄod¶ese akkor v¶alik kritikuss¶a, amikor rÄovid id}ore
egyoldali aj¶anlatok kerÄulnek t¶uls¶ulyba a kÄuls}o piac eg¶esz¶en. Ilyenkor fel kell
m¶erni, hogy a bels}o piac mennyi kock¶azatot k¶epes ebb}ol elnyelni. Ilyen ese-
tekben nem mindegy, hogy a kÄozvet¶³t}ok hogyan reag¶alnak egym¶as l¶ep¶eseire,
egym¶asra tudj¶ak-e vajon terhelni a kock¶azatokat. Ennek elemz¶es¶ere a kÄo-
vetkez}o r¶eszben k¶et szerepl}ore vonatkoz¶oan tÄobbf¶ele duopol strukt¶ur¶at elem-
zÄunk. Ezek: Cournot-duop¶olium; Stackelberg-duop¶olium; k¶et Stackelberg-
vezet}os duopol szitu¶aci¶o; kartellhelyzet. Az elemz¶esi keretÄunknek a mennyi-
s¶egvez¶erelt duop¶oliumokat v¶alasztottuk az ¶arvez¶erelt duop¶oliumokkal szem-
ben (amelynek m¶odszertan¶at l¶asd p¶eld¶aul Mas-Colell, Whinston ¶es Green
(1995) piaci er}ofÄol¶ennyel foglalkoz¶o fejezet¶eben). Ez els}o r¶an¶ez¶esre idegen az
¶arjegyz}oi piacok logik¶aj¶at¶ol, ahol jellemz}oen az ¶arjegyz}ok egym¶assal konzisz-
tens (arbitr¶azsmentes), de egym¶ast¶ol kÄulÄonbÄoz}o v¶eteli ¶es elad¶asi ¶arakat (¶ar-
s¶avokat) jegyeznek, nem pedig mennyis¶egeket adnak meg. M¶egis, az ¶arjegy-
z}o br¶okers¶egek sz¶am¶ara hosszabb t¶av¶u k¶erd¶es lehet, hogy stabil keresked¶esi
ig¶enyek (,,kereslet") eset¶en mennyi legyen jellemz}oen az a felv¶allalt ¶arr¶es,
amivel a megc¶elzott forgalom el¶erhet}o ¶es pro¯tot hoz. Ez implicite azt je-
lenti, hogy a befektet}o Äugyfelek nem rendelkeznek inform¶aci¶os tÄobblettel a
br¶okers¶egekhez k¶epest az eszkÄoz ¶ert¶ek¶ere vonatkoz¶oan.

Mivel mindk¶et ¶arjegyz}o ¶arait l¶atj¶ak a befektet}ok, ez¶ert nincs ¶ertelme a
k¶et ¶arjegyz}onek kÄulÄonbÄoz}o ¶arakat adni. Megc¶elozhatj¶ak viszont a k¶³v¶anatos
elad¶asi ¶es v¶eteli mennyis¶egeiket, amellyel ,,kitapogatva" a megfelel}o ¶arfo-
lyamokat m¶ar Äosszhangban tud a k¶et szerepl}o ¶arat jegyezni. A befektet}ok
(Äugyfelek) inverz v¶eteli ¶es elad¶asi ,,keresleti" fÄuggv¶enyeit ez¶ert a kÄovetkez}o
m¶odon adjuk meg

²a =
a

®
¡ 1

®
(na

1 + na
2) ; (27)

²a =
b

¯
¡ 1

¯

¡
nb

1 + nb
2

¢
: (28)

Ahol na
i az i ¶arjegyz}o v¶eteli, nb

i az elad¶asi mennyis¶ege, az ² a f¶el ¶arr¶es, azaz
¹ + ²a ¶es ¹ ¡ ²b a jegyzett elad¶asi ¶es v¶eteli ¶ar. Az ¶arr¶es nagys¶aga ²a + ²b.

Az ¶altalunk vizsg¶alt ¶arjegyz}oi piac annyiban t¶er el a hagyom¶anyos duop¶o-
liumokt¶ol, hogy az ¶arjegyz}ok a kÄuls}o tranzakci¶ot kÄovet}oen m¶eg a bels}o piacon
elosztj¶ak egym¶as kÄozÄott a kock¶azatot, ¶es ez¶ert ¯zetnek, vagy p¶enzt kapnak.
K¶erd¶esÄunk, hogy mennyire v¶altoztatja meg ez a helyzet a szerepl}ok magatar-
t¶as¶at. Ha egy szerepl}o p¶eld¶aul a kÄuls}o kereslet-¶arrugalmass¶agoknak megfele-
l}oen nem nulla nett¶o poz¶³ci¶ot hoz l¶etre, ¶es ezzel nagy kock¶azatot v¶allal, akkor
az itt keletkez}o pro¯t egy r¶esz¶et fel kell aj¶anlania a m¶asik (kock¶azatot elnyel}o)
szerepl}onek. Ez¶ert felmerÄul a k¶erd¶es, hogy a tudatos strat¶egi¶aval milyen m¶er-
t¶ek}u extrapro¯tot lehet el¶erni, ¶es mi jellemezi az egyens¶ulyi helyzeteket.
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Az ¶arjegyz}oi feladat az els}o szerepl}ore a kÄovetkez}o alakot Äolti:

max
fnb

1;na
1 ;yg

U _= ¹x1 ¡ R1 (x1 + y) + E
¡
²b
1n

b
1 + ²a

1n
a
1

¢
+ c12 ; (29)

ahol bevezettÄuk az Ri (x) _= 1
2¸i¾2x2

i jelÄol¶est, valamint ¯gyelembe vettÄuk a
kÄuls}o piacon szerezhet}o v¶arhat¶o pro¯tot is. A kÄuls}o piacon a bid ¶es az ask
¶arjegyz¶est}ol fÄugg a megszerezhet}o mennyis¶eg nagys¶aga:

na
1 = a ¡ ®²a

1 ¡ na
2 ; nb

1 = b ¡ ¯²b
1 ¡ nb

2 : (30)

A nett¶o poz¶³ci¶ok pedig x1 = nb
1 ¡ na

1, x2 = nb
2 ¡ na

2. A p¶enz¶aram de¯n¶³ci¶oj¶at
a k¶etszerepl}os helyzetre alkalmazva kapjuk a

c12 = ¡qy + µ [U2 (x2 ¡ y) ¡ U2 (x2)] ¡ (1 ¡ µ) [U1 (x1 + y) ¡ U1 (x1)]

kifejez¶est, amelyre behelyettes¶³t¶es ¶es ¶atalak¶³t¶as ut¶an ad¶odik a

c12 = ¡1

2

n
¹y + µ [R2 (x2 ¡ y) ¡ R2 (x2)] ¡ (1 ¡ µ) [R1 (x1 + y) ¡ R1 (x1)]

o

(31)
k¶eplet. A m¶asodik szerepl}o p¶enzmozg¶asa c21 = ¡c12.

4.2 Duopol-szitu¶aci¶ok egyoldali jegyz¶es, egyenl}o bels}o
alkuer}o eset¶en

Az els}o elemz¶esi esetben a partnereknek egyenl}o az alkuereje. A kor¶abban
bevezetett osztozkod¶asi szab¶alyt µ = 1=2 eset¶ere alkalmazzuk. A k¶et sze-
repl}onek azonos kock¶azatvisel}o hajland¶os¶aga van, a kock¶azatelutas¶³t¶asi pa-
ram¶eterek (¸1 = ¸2 = ¸) nem t¶ernek el egym¶ast¶ol. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert
csak a v¶eteli aj¶anlatokat tekintjÄuk, ezek keresleti param¶eter¶ehez ¯ = 1-et
v¶alasztjuk. Az elad¶asi aj¶anlatok sz¶am¶at na = 0-ban rÄogz¶³tjÄuk. A ¹ v¶arhat¶o
¶ar legyen 0. A kock¶azatos eszkÄoz ¶ar¶anak varianci¶aja legyen ¾2 = 1. DÄont¶e-
si v¶altoz¶ok¶ent az nb el¶erni k¶³v¶ant tranzakci¶os mennyis¶eget hat¶arozzuk meg,
amelyekb}ol kÄovetkezik majd a v¶eteli ¶ar (bid, ²b) is.

max
fnb

1;yg
U _= ²b

1n
b
1 ¡ 1

2
¸

¡
nb

1 + y
¢2

+ c12 ; (32)

ahol ²b
1 = b ¡ nb

1 ¡ nb
2. Az els}o szerepl}ore jut¶o kock¶azatkezel¶esb}ol sz¶armaz¶o

p¶enz¶aram:

c12 = ¡1

2
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1

8
¸

nh¡
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1 + y
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¡
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2
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:

A bels}o piaci egyens¶uly els}orend}u felt¶etele szerint az y csere y = 0:5
¡
nb

2 ¡ nb
1

¢
,

a bels}o piaci elsz¶amol¶o¶ar pedig q = ¡0:5¸
¡
nb

1 + nb
2

¢
. A p¶enz¶aram a bels}o

piac egyens¶uly ¶es ¹ = 0 eset¶en:

c12 =
1

8
¸

h¡
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2

¢2 ¡
¡
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1

¢2
i

: (33)
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Az ¶atalak¶³t¶as ut¶an az egyes j¶at¶ekosok hasznoss¶agfÄuggv¶eny¶ere pedig az

U1 = ²b
1n

b
1 ¡ 1

8
¸

¡
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(34)

U2 = ²b
2n

b
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2
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8
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h¡
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¡
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1

¢2
i

(35)

alakot kapjuk.
TekintsÄuk els}ok¶ent a Cournot-duop¶olium eset¶et. Az el}oz}o levezet¶esb}ol ¶es

a Cournot-duopol viselked¶esb}ol m¶ar kÄonnyen megadhat¶o az 1. j¶at¶ekos hasz-
noss¶agfÄuggv¶eny¶enek reduk¶alt alakja. Az els}o szerepl}o reakci¶ofÄuggv¶enye

nb
1 =

2

¸ + 4
b ¡ 1

2
nb

2 ;

ebb}ol kÄovetkez}oen az egyens¶ulyi mennyis¶eg

nb¤
1 =

2

3

2

¸ + 4
b ; (36)

¶es az egyens¶ulyi ¶arr¶es fele pedig ²b
1 = ²b

2 = [(¸ + 4=3) = (¸ + 4)] b lesz. J¶ol
l¶atszik, ha a szerepl}ok kock¶azatelutas¶³t¶asa magasabb, akkor az ¶arr¶es nagyobb,
¶es a tranzakci¶os mennyis¶eg kevesebb. KÄovetkezzen a Stackelberg duop¶olium
ismertet¶ese. Amennyiben az egyik ¶arjegyz}o ¶arvez¶erl}ok¶ent el}obb jegyez ¶arat,
mint a m¶asodik, ¶es a m¶asik kÄovet}ok¶ent viselkedik a kÄuls}o piacon, akkor a k¶et
szerepl}o ¶arjegyz¶ese nyom¶an a m¶asodik szerepl}o reakci¶ofÄuggv¶enye a Cournot-
f¶ele magatart¶ast kÄoveti, az els}o szerepl}o pedig be¶ep¶³ti a m¶asik cselekv¶es¶et a
dÄont¶es¶ebe. A vezet}o ¶es a kÄovet}o j¶at¶ekos egyens¶ulyi mennyis¶ege

nb¤
1 =

2

¸ + 4
b ; nb¤

2 =
1

2

2

¸ + 4
b ; (37)

az ¶arjegyz¶esb}ol fakad¶o f¶el ¶arr¶es az egyens¶ulyban ²b
1 = ²b

2 = [(¸ + 1) = (¸ + 4)] b.
A k¶etvezet}os duopol szitu¶aci¶oban, vagyis ha mindketten vezet}ok¶ent l¶epn¶enek
fel nb¤

1 mennyis¶eggel, amely a piacon azt eredm¶enyezn¶e, hogy mindk¶et sze-
repl}o az ²b

1 = ²b
2 = [¸= (¸ + 4)] b ¶arat jegyezn¶e. Kartell meg¶allapod¶ast kÄot}o

j¶at¶ekosok eset¶en a tranzakci¶os mennyis¶egek:

nb¤
1 = nb¤

2 =
1

2

1

¸ + 2
b ; (38)

¶es az ehhez tartoz¶o ¶arr¶esek: ²b
1 = ²b

2 = [(¸ + 1) = (¸ + 2)] b. A n¶egy v¶altozat
piaci egyens¶ulyi ¶arait ¶es mennyis¶egeit a ¸ kock¶azati param¶eter fÄuggv¶eny¶eben
a 4. ¶abra illusztr¶alja b = 1 eset mellett. Az ¶abr¶an az ¶arjegyz}ok forgalm¶at, a
v¶eteli ¶arakat, a j¶at¶ekosok egyedi hasznoss¶agait valamint az ¶arjegyz}ok egyÄuttes
hasznoss¶ag¶at mutatjuk be az ¶altal¶anos kock¶azatkerÄul¶es fÄuggv¶eny¶eben. A na-
gyobb ¶altal¶anos kock¶azatkerÄul¶esi egyÄutthat¶o ¶ovatosabb szerepl}oket jelez, akik
er}osebben t¶amaszkodnak a bels}o piacra. Ahogy a kock¶azatkerÄul¶es ¶altal¶anos
m¶ert¶eke a j¶at¶ekosokn¶al n}o, ¶ugy t}unik el fokozatosan a kÄuls}o piaci er}ofÄol¶eny
a j¶at¶ekosok kÄozÄott. Ezt jelzi az is, hogy a piaci forgalom, az ¶ar, valamint
az egyedi ¶es aggreg¶alt hasznoss¶agok egym¶ashoz kÄozeli ¶ert¶ekeket vesznek fel a
kÄulÄonbÄoz}o piacszerkezetek mellett, ha nagy a kock¶azatelutas¶³t¶as m¶ert¶eke.
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4. ¶abra. KÄulÄonbÄoz}o piaci szitu¶aci¶ok, a kock¶azatkerÄul¶es fÄuggv¶eny¶eben, egyenl}o alkuer}ok.
a) ¶Arjegyz}ok egy¶eni tranzakci¶osz¶ama, b) Piaci bid aj¶anlatok, c) Egyes ¶arjegyz}ok hasznoss¶aga,

d) Az ¶arjegyz}ok egyÄuttes hasznoss¶aga

4.3 Aszimmetrikus alkuer}o a bels}o piacon

A m¶asodik elemz¶esi esetben az eloszt¶asi szab¶alyban aszimmetrikus az alkuer}o.
Ebben a helyzetben a szimmetrikus kÄuls}o piaci szitu¶aci¶ok (Cournot, k¶etveze-
t}os Stackelberg, kartell) nem v¶altoznak, hiszen ott nem is haszn¶alj¶ak a bels}o
piacot a cser¶ere az azonos m¶ert¶ekben kock¶azatkerÄul}o, ¶es ez¶ert a kÄuls}o pia-
con azonos ir¶any¶u ¶es nagys¶ag¶u poz¶³ci¶ot felv¶allal¶o j¶at¶ekosok. A Stackelberg
duop¶olium eredm¶enyei viszont elt¶ernek az el}oz}o esethez k¶epest. TegyÄuk fel,
hogy az aszimmetrikus kÄuls}o piaci viszonyok mellett a vezet}o j¶at¶ekos µ, a
kÄovet}o j¶at¶ekos pedig 1 ¡ µ alkuer}ovel rendelkezik a bels}o kock¶azateloszt¶ast
illet}oen. Min¶el nagyobb a µ, ann¶al ink¶abb r¶eszesÄul az els}o (vezet}o) j¶at¶ekos
a bels}o cser¶eb}ol fakad¶o hasznokb¶ol. Viszont, a kÄovet}o j¶at¶ekos is ¯gyelembe
veszi azt, ha a bels}o piacon dr¶aga a kock¶azat csÄokkent¶ese, ¶es m¶ers¶ekelheti
aktivit¶as¶at a kÄuls}o ¶es bels}o piacon is. Nem egy¶ertelm}u teh¶at, hogy a Stackel-
berg vezet}o jobban vagy rosszabbul j¶ar, ha alkuereje nagyobb a bels}o piacon.
A k¶erd¶es ford¶³tva is ¶erdekes: vajon a kÄuls}o piacon Stackelberg kÄovet}o t¶³pus¶u
(2. sz¶am¶u) j¶at¶ekos a bels}o piacon k¶epes-e a vezet}o (1. sz¶am¶u) szerepl}o pro-
¯tj¶at is megszerezni, ha a bels}o piacon }o az er}osebb?

A fentiekhez fejezzÄuk ki az alkuer}ot}ol fÄugg}o p¶enztranszfert a bels}o piac
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egyens¶ulya eset¶en:

c12 =
1

4
¸ (n2 ¡ n1)

2 µ +
1

4
¸

µ
1

4
(n2 + n1)

2 ¡ n2
1

¶
: (39)

Ezt a transzfert ¶ep¶³ti be mindk¶et szerepl}o (vezet}o ¶es kÄovet}o) a dÄont¶es¶ebe.
Mivel csak \f¶eloldalas" (bid) kÄuls}o piac van, ez¶ert olyan kock¶azat-csÄokkent}o
bels}o csere nincs, amely eset¶en mindk¶et szerepl}o egyszerre csÄokkenten¶e a
kock¶azat¶at, a bels}o piacra l¶ep¶es mot¶³vuma teh¶at nem a fedez¶es, hanem a
kock¶azatok ¶atad¶asa-¶atv¶allal¶asa. A fentieket ¯gyelembe v¶eve a vezet}o ¶es a
kÄovet}o optim¶alis mennyis¶egei:

nb¤
1 =

A1

B
b ; nb¤

2 =
A1 ¡ A2

B
b (40)

lesznek, ahol

A1 = 2¸2 [1 ¡ 4µ (1 ¡ µ)] + 16 (¸ + 4)2

A2 = 4 (¸ + 4) (2¸µ ¡ 3¸ ¡ 8)

B = (¸ + 4)
£
8¸2µ2 ¡

¡
6¸2 ¡ 8¸

¢
µ + 9¸2 + 60¸ + 128

¤
;

valamint a jegyzett ¶ar az egyens¶ulyban ²b
1 = ²b

2 = [1 ¡ (2A1 ¡ A2) =B] b. A
kÄuls}o piacon a Stackelberg vezet}o mennyis¶ege nagyobb, mint a Stackelberg
kÄovet}o¶e, enn¶elfogva az ott begy}ujtÄott kock¶azata is nagyobb. A Stackelberg
vezet}o teh¶at ebben a p¶eld¶aban a bels}o piacon mindig kock¶azat-¶atad¶o, vagyis
p¶enzt fog adni a kÄovet}onek mindez¶ert. Ehhez ¶erdemes megvizsg¶alni azt, hogy
mi a hat¶asa, ha gyenge, illetve ha er}os a vezet}o a bels}o piacon, ¶es hogyan
befoly¶asolja a hat¶asokat a kock¶azatelutas¶³t¶asi attit}ud.

Az 5. ¶abr¶an ehhez k¶et esetet sz¶amolunk ki ¶es vizsg¶alunk. Az els}o esetben
kicsi (µ = 0:01), a m¶asodikban nagy (µ = 0:99) alkuereje van a vezet}onek. Azt
tal¶aljuk, hogy amikor a vezet}onek nagyobb alkuereje van a bels}o piacon, akkor
a vezet}o jobban vissza fogja szor¶³tani kÄuls}o piaci tev¶ekenys¶eg¶et. A kÄovet}ok
kÄuls}o piaci mennyis¶ege ellenben nagyobb lesz. Mindez azt eredm¶enyezi, hogy
az Äosszmennyis¶eg a kÄuls}o piacon kevesebb, a kÄuls}o piaci ¶arr¶es pedig magasabb
lesz, mint amikor a vezet}o kis alkuer}ovel rendelkezik a bels}o piacon. Ez a
befektet}oknek Äosszess¶eg¶eben kedvez}otlenebb helyzetet jelent.

A kÄovet}o j¶at¶ekos hasznoss¶aga nem v¶altozik a bels}o alkuer}o v¶altoz¶as¶aval.
A vezet}o hasznoss¶aga alacsonyabb, ha er}osebb a bels}o piacon. Az intu¶³ci¶onak
l¶atsz¶olag ellentmond¶o eredm¶enyek magyar¶azata az, hogy mivel a gyenge kÄo-
vet}o nem keres j¶ol a bels}o piacon val¶o keresked¶essel, ¯gyelme a kÄuls}o piacra
fordul, ott pr¶ob¶al meg ¶erv¶enyesÄulni. Ez¶ert nagyobb poz¶³ci¶okat halmoz fel, ami
a bels}o piaci kock¶azatelnyel}o k¶epess¶eg¶et csÄokkenti. Az er}os vezet}o ¶³gy nem
tud a kÄuls}o piacon m¶eg nagyobb poz¶³ci¶okat szerezni, hiszen dr¶aga ¶es korl¶atos
a kÄuls}o piacr¶ol szerzett kock¶azat csÄokkent¶ese.



¶Arjegyz}oi viselked¶es bels}o kock¶azateloszt¶as mellett 27

5. ¶abra. Stackelberg kÄuls}o piac, aszimmetrikus bels}o piac. a) ¶Arjegyz}ok egy¶eni tranzakci¶osz¶ama,
b) Piaci bid aj¶anlatok, c) Egyes ¶arjegyz}ok hasznoss¶aga, d) Az ¶arjegyz}ok egyÄuttes hasznoss¶aga

ÄOsszegezve, a k¶etszerepl}os, egyoldali ¶arjegyz}os p¶eld¶akb¶ol j¶ol l¶atszik a k¶et
szerepl}o kÄozÄott zajl¶o kock¶azateloszt¶as m}ukÄod¶ese. Ez csÄokkenti a felek kÄozÄotti
er}ofÄol¶eny kialakul¶as¶at, abban az ¶ertelemben, hogy ha az egyik szerepl}o { en-
gedve a kereslet-k¶³n¶alat ig¶enyeinek { csak az egyik ir¶anyba csin¶alna Äugyleteket
a kÄuls}o szerepl}okkel, el}obb-ut¶obb a bels}o piacr¶ol ¶erkez}o korrekci¶os nyom¶as (az
egyre dr¶ag¶abb kock¶azatcsÄokkent¶esi kÄolts¶eg) csÄokkenti ennek jÄovedelmez}os¶e-
g¶et. Er}os bels}o piaci szerepl}o jobban ragaszkodik a bels}o piaci haszonhoz,
ami miatt er}osebben csÄokkenti a bels}o piacon a fedez¶esre sz¶ant mennyis¶eget.
Tov¶abb¶a, min¶el er}osebb a kock¶azatkerÄul¶es az ¶arjegyz}ok kÄor¶eben, ann¶al er}o-
sebb a bels}o piac hat¶asa a kÄuls}o piaci helyzetre, ann¶al kiegyens¶ulyozottabb
a kÄuls}o piaci szerepl}ok ereje.

Az Äugyf¶elpiacon meg¯gyelhet}o ¶arr¶es szempontj¶ab¶ol ezek szerint az a k¶³v¶a-
natosabb ¶allapot, ha a bels}o piacon er}os alkuer}ovel rendelkez}o j¶at¶ekos lesz a
kÄuls}o piacon vezet}o, ¶es a bels}o piacon gyenge szerepl}o csak kÄovet}o strat¶egi¶at
alkalmaz. Az Äuzleti gyakorlatban ¶altal¶aban az er}osebb (szo¯sztik¶altabb) kÄoz-
vet¶³t}ok er}osek a bels}o ¶es a kÄuls}o piacon is. ¶Altal¶aban }ok alkalmazhatnak oli-
gopolstrat¶egi¶at a kÄuls}o piacon, ¶es }ok azok, akik a bels}o piaci h¶al¶ozat kÄozep¶en
helyezkednek el. Ebb}ol ¶altal¶anos kÄovetkeztet¶est neh¶ez ugyan levonni az ilyen
t}ozsd¶en k¶³vÄuli piacokon a nagy bankh¶azakra vonatkoz¶oan, de sikerÄult egy
meglep}o elm¶eleti ÄosszefÄugg¶est azonos¶³tani, amit ¶erdemes lehet empirikusan is
tesztelni kÄulÄonbÄoz}o p¶enzÄugyi piacokon.
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5 ÄOsszefoglal¶as

Tanulm¶anyunkban a p¶enzÄugyi kÄozvet¶³t}oi piacok kett}os szerkezet¶et elemezzÄuk
mikroÄokon¶omiai m¶odszerekkel. A kett}os szerkezet k¶et kÄozgazdas¶agilag elkÄulÄo-
n¶³thet}o piacot jelent (amely ¯zikailag nem biztos, hogy elt¶er egym¶ast¶ol a gya-
korlatban). Az egyik piac az ¶arjegyz}ok ¶es a befektet}ok kÄozÄotti piac, amelyen
az ¶arjegyz}ok likvidit¶ast biztos¶³tanak a piac tÄobbi szerepl}oj¶enek kÄozvet¶³t¶esi
d¶³j¶ert cser¶ebe. A m¶asik piac az ¶arjegyz}ok egym¶as kÄozÄotti piaca, ahol semlege-
s¶³tik nett¶o poz¶³ci¶oikat az ¶arjegyz}ok, megszÄuntetve, vagy legal¶abb csÄokkentve
ezzel a kereskedett eszkÄoz ¶arv¶altoz¶as¶ab¶ol fakad¶o piaci kock¶azatukat.

A dolgozat els}o fel¶eben a bels}o piac egy eset¶et mutattuk be ¶es jellemeztÄuk.
A kock¶azatkerÄul}o ¶arjegyz}ok kock¶azatcsÄokkent¶esi c¶ellal l¶epnek a bels}o piacra.
A bels}o piacon a keres¶es ¶es a keresked¶es kÄolts¶eges, amelyet a keresked¶esi id}o
korl¶atoss¶ag¶aval ragadtuk meg. Ez a s¶url¶od¶as egy, a keresked¶esre vonatkoz¶o
preferencia-rendszert implik¶alt, amelynek kÄovetkezm¶enye a szerepl}ok p¶aron-
k¶enti keresked¶es¶enek h¶al¶ozatos alakja. A k¶etoldal¶u tranzakci¶okban elt¶ernek
az ¶arak, amelyeket a szerepl}ok alkuereje is befoly¶asol. Ebben a keretben
megadtuk a piac egyens¶uly¶at ¶es annak f}obb jellemz}oit.

A dolgozat m¶asodik r¶esz¶eben azt vizsg¶altuk, hogy ha egy ¶arjegyz}o gaz-
das¶agi er}ofÄol¶ennyel rendelkezik a befektet}ok piac¶an (oligopolistak¶ent k¶epes
viselkedni), akkor a bels}o piac jelenl¶ete hogyan befoly¶asolja a kÄuls}o piaci
versenyt. Meg¶allap¶³tottuk, hogy az ¶altalunk t¶argyalt speci¶alis esetben a bels}o
piac jelenl¶ete csÄokkenti a kÄuls}o piaci versenyt, ami Reiss ¶es Werner (1998)
a Londoni ¶Ert¶ekt}ozsd¶en (London Stock Exchange) tev¶ekenyked}o ¶arjegyz}ok
kÄozÄotti piac¶anak empirikus elemz¶es¶evel cseng Äossze. B¶ar az ¶arjegyz}oi piacon
jellemz}obb helyzet az, hogy nagyj¶ab¶ol ugyanannyi ¶arjegyz}o akar adni, mint
venni az egym¶as kÄozÄotti piacon, mi a kiegyens¶ulyozatlan piaci helyzetre f¶o-
kusz¶altunk. Ez az ¶atmeneti helyzet is gyakran el}ofordul, ekkor az ¶arjegyz}oi
bels}o piac tulajdons¶agai megv¶altoznak, ami kÄulÄon ¯gyelmet ig¶enyel, hiszen ez
¯gyelhet}o meg a p¶enzÄugyi kr¶³zisek sor¶an. A duopol ¶arjegyz}o szerepl}ok visel-
ked¶es¶et kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati ¶etv¶agy mellett elemeztÄuk. Ezzel megmutattuk,
hogy a kock¶azatkerÄul¶es emel¶ese eset¶en csÄokken a piaci strukt¶ura (duop¶olium
t¶³pusa) okozta kÄulÄonbs¶eg a piacon.

Irodalom

1. ¶Agoston, K. C. (2010): CVaR sz¶am¶it¶as SRA algoritmussal. Szigma 41(1-2),
61{73.

2. Amihud, Y. ¶es Mendelson, H. (1980): Dealership market: Market-making with
inventory. Journal of Financial Economics 8(1), 31{53.

3. Atkeson, A., Eisfeldt, A. L. ¶es Weill, P.-O. (2013): The Market for OTC
Derivatives. CEPR Discussion Papers 9403.

4. Babus, A. ¶es Kondor, P. (2013): Trading and information di®usion in OTC
markets. CEPR Discussion Papers 9271.

5. Balog, D., B¶atyi, T. L., Cs¶oka, P. ¶es Pint¶er, M. (2012): P¶enzÄugyi h¶al¶ozatok
modellez¶ese Jackson ¶es Watts (2002) nyom¶an. in Egyens¶uly ¶es optimum.
Tanulm¶anyok Forg¶o Ferenc 70. szÄulet¶esnapj¶ara. Aula Kiad¶o. 151{168.



¶Arjegyz}oi viselked¶es bels}o kock¶azateloszt¶as mellett 29

6. Berlinger, E., Michaletzky, M. ¶es Szenes, M. (2011): A fedezetlen bankkÄozi
forintpiac h¶al¶ozati dinamik¶aj¶anak vizsg¶alata a likvidit¶asi v¶als¶ag el}ott ¶es ut¶an.
KÄozgazdas¶agi Szemle 58(3), 229{252.

7. Borch, K. (1962): Equilibrium in a Reinsurance Market. Econometrica 30(3),
424{444.

8. Craig, B. ¶es von Peter, G. (2010): Interbank tiering and money center banks.
Technical Report 322. Monetary and Economic Department.

9. Cs¶oka, P., Herings, P. J.-J. ¶es K¶oczy, L. ¶A. (2009): Stable allocations of risk.
Games and Economic Behavior 67(1), 266{276.

10. Dodd, R. (2008): Markets: Exchange or Over-the-Counter. Finance and De-
velopment, 34{35.

11. Dodd, R. (2012): Markets: Exchange or Over-the-Counter. How securities are
traded plays a critical role in price determination and stability (Updated).
Technical report.
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MARKET MAKER BEHAVIOR WITH HEDGING ON INTER-DEALER

MARKETS

Financial intermediary institutions often compete and cooperate with each other
at the same time. These ¯nancial actors provide services to their investors (mutual
funds, hedge funds, etc.) and enter into transactions with them. Moreover, these
players very often trade with each other to mitigate their market risks related to
their exposures against their clients. Inter-dealer markets di®er from the walrasian
textbook markets in three characteristics: transactions are bilateral, market players
form a network, market players possess diverse bargaining power. We develop a
one-shot market model for describing the market equilibrium and the e®ects of
the network structure for the price distribution on the inter-dealer market. We
analyze furthermore how the inter-dealer trading for risk allocation in°uences the
market behavior on the customer markets. We investigate the situation of duopolist
markets where market makers are able to trade with each other as well. The
model shows that inter-dealer markets may mitigate the market power on customer
markets. If the market makers become more risk averse, it decreases the market
power on the customer markets.

Keywords: market making, inter-dealer markets, risk allocation, ¯nancial markets,
market micro-structures.
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HITEL¶ERT¶EKEL¶ESI KIIGAZ¶IT¶AS { A FEDEZETI
HAIRCUT MODELLBE ILLESZT¶ESE1

BOROS P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem

Jelen munka a hitel¶ert¶ekel¶esi kiigaz¶³t¶as (Credit Valuation Adjustment - CVA)
fedezeti haircut melletti sz¶am¶³t¶as¶at ¶es tulajdons¶agait ¶³rja le. A Brigo et al.
(2014) ¶altal fel¶ep¶³tett modellt b}ov¶³tjÄuk, hogy bevezessÄuk a biztos¶³t¶ek megfe-
lel}o ¶ert¶ekcsÄokken¶es¶et. R¶amutatunk, hogy az ¶³gy kapott ¶uj modell eredm¶enye
m¶ar tÄobb, mint az egyszer}u partnerkock¶azat miatti kiigaz¶³t¶as, hiszen a hair-
cut miatti ¶ert¶ekveszt¶es is be¶epÄul az ¶arba. Hasonl¶oan bel¶atjuk, hogy a kock¶a-
zatos ¶ar m¶eg alternat¶³v felt¶etelek mellett is egys¶eges lesz a szerepl}ok sz¶am¶ara.
A tanulm¶any v¶eg¶en egy piaci adatokra ¶epÄul}o numerikus p¶eld¶an szeml¶eltetjÄuk,
hogy az ¶³gy kapott kiigaz¶³t¶as szigni¯k¶ansan elt¶erhet az kiindul¶o esett}ol.

Kulcsszavak : CVA, fedezet, fedezeti haircut, hitel¶ert¶ekel¶esi kiigaz¶³t¶as,
partnerkock¶azat, reduk¶alt cs}odmodell. JEL: C15, C53, G12, G13, G32, G33

1 Bevezet¶es

Az OTC piacokon megkÄotÄott derivat¶³v szerz}od¶esek ¶elettartama sor¶an a sze-
repl}ok lehets¶eges cs}odje miatt fell¶ep}o vesztes¶eg kock¶azat¶at partnerkock¶azat-
nak h¶³vjuk. A partnerkock¶azat megfelel}o m¶er¶ese ¶es kezel¶ese a legut¶obbi
gazdas¶agi vil¶agv¶als¶ag ¶ota az OTC piacok r¶esztvev}oinek fontos feladat¶av¶a
n}otte ki mag¶at. A kock¶azat kezel¶es¶enek egyik alapeszkÄoze a p¶enzÄugyi sza-
b¶alyoz¶asokban el}o¶³rt t}oketartal¶ekol¶as. A tartal¶ekolt t}oke azonban csak a
t¶enyleges cs}od bekÄovetkez¶esekor szolg¶al v¶edelemmel, ¶³gy a piaci szerepl}ok
sz¶amos m¶as eszkÄozt is bevetnek, hogy a partnerÄuk fel¶e fenn¶all¶o kitetts¶egÄuket
{ amely kÄovetel¶esÄuk cs}od eset¶en vesz¶elybe kerÄulne { reduk¶alj¶ak. A kitetts¶eg
csÄokkent}o eszkÄozÄok kÄozÄul a nett¶os¶³t¶as ¶es a let¶eti meg¶allapod¶as, illetve fedezet
alkalmaz¶asa a legismertebb m¶odszerek. Azok felhaszn¶al¶as¶ar¶ol a B¶azel III
szab¶alyoz¶as k¶³n¶al pontos utas¶³t¶asokat. A v¶als¶ag tapasztalatait sz¶am¶³t¶asba
v¶eve a B¶azel III a hitel¶ert¶ekel¶esi kiigaz¶³t¶ast (Credit Valuation Adjustment,
tov¶abbiakban CVA) is az el}ot¶erbe helyezi.

A CVA a kock¶azatmentes ¶es a partnerkock¶azatot mag¶aba foglal¶o kock¶aza-
tos ¶ar kÄulÄonbs¶ege. A CVA teh¶at a partnerkock¶azat ¶ara. Mivel m¶ar egy r¶eg¶ota
l¶etez}o fogalomr¶ol van sz¶o, ¶³gy a t¶ema szakirodalma is messzire ny¶ulik vissza.
Du±e ¶es Huang (1996) munk¶aj¶at szok¶as az egyik els}o teljes eredm¶enyk¶ent
feltÄuntetni. Azonban a CVA-t a ma haszn¶alatos form¶aj¶aban Canabarro ¶es
Du±e (2003) korai munk¶aja mutatja be r¶eszletesen. A v¶als¶ag el}otti id}oket

1Be¶erkezett: 2016. ¶aprilis 9. Boros P¶eter PhD hallgat¶o, Budapesti Corvinus Egyetem,
Befektet¶estek ¶es V¶allalati P¶enzÄugy Tansz¶ek. E-mail: borospeter90@gmail.com.



32 Boros P¶eter

az egyoldal¶u CVA sz¶am¶³t¶as jellemezte, amelyben a sz¶am¶³t¶ast v¶egz}o felet koc-
k¶azatmentesnek tekintett¶ek. Brigo ¶es Capponi (2010) m¶ar k¶etoldal¶u CVA-t
(tov¶abbiakban BCVA) haszn¶al hitelmulaszt¶asi csereÄugyletekre (Credit De-
fault Swap) alkalmazva. A BCVA-t sz¶am¶³t¶o f¶el m¶ar a saj¶at kock¶azat¶at is
¯gyelembe veszi az ¶ar kiigaz¶³t¶asakor.

Az OTC piacon megkÄotÄott tranzakci¶ok jelent}os r¶esze k¶etoldal¶u let¶eti meg-
¶allapod¶assal kerÄul megkÄot¶esre, amely pontos felt¶eteleit a Credit Support An-
nex (CSA) szerz}od¶es elfogad¶as¶aval rÄogz¶³tik a felek. Az International Swaps
and Derivatives Association (ISDA) 5 000 milli¶ard doll¶arra becsÄuli a piacon
l¶ev}o nem kl¶³ringelt OTC Äugylethez kapcsol¶od¶o fedezet ¶ert¶ek¶et 2014 v¶eg¶en.2

A Banking Committee on Banking Supervision (BCBS) ¶es az International
Organization of Securities Commissions (IOSCO) ¶altal kibocs¶atott leg¶ujabb
szab¶alyoz¶as3 ¶ertelm¶eben a k¶etoldal¶u nem kl¶³ringelt OTC Äugyletek eset¶eben a
felek a kor¶abbiakn¶al szigor¶ubb, kÄotelez}o let¶eti egyezm¶enyre k¶enyszerÄulnek.4

¶Igy teh¶at a fedezet jelenlegi fontos szerepkÄore a tov¶abbiakban v¶arhat¶oan
m¶eg ink¶abb fel¶ert¶ekel}odik. A fedezet kitetts¶eg csÄokkent}o szerepkÄore azon-
ban kÄozvetlenÄul a BCVA ¶ert¶ek¶ere is hat¶assal van.

Brigo et al. (2011) (illetve kieg¶esz¶³tett form¶aban: Brigo et al. (2014)) az el-
s}ok kÄozÄott ¶ep¶³tettek egy ¶altal¶anos modellkeretet, amely a let¶eti meg¶allapod¶ast
is ¯gyelembe veszi a BCVA sz¶am¶³t¶as¶an¶al. Ez az eredm¶eny, valamint Brigo
¶es Morini (2011) modellje inspir¶alta Durand ¶es Rutkowsky (2013) munk¶aj¶at,
amely egy ¶altal¶anos¶³tott modellt k¶³n¶al a BCVA kÄulÄonbÄoz}o poz¶³ci¶oz¶ar¶asok
felt¶etelez¶ese melletti alakul¶as¶ar¶ol a fedezet sz¶am¶³t¶asba v¶etel¶evel. Hasonl¶oan
a fedezet modellbe ¶ep¶³t¶es¶et c¶elozta meg Bielecki et al. (2011), akik hitelmu-
laszt¶asi csereÄugyletekre alkalmazt¶ak az eredm¶enyÄuket.

TÄok¶eletes fedezet mellett a kitetts¶eg ¶ert¶eke minden id}opillanatban nulla
lenne, ez¶ert nem lenne szÄuks¶eg a BCVA sz¶am¶³t¶as¶ara. A val¶os¶agban a fedezet
azonban nem tekinthet}o tÄok¶eletesnek, hiszen sz¶amos t¶enyez}o valamint CSA
meg¶allapod¶as rontja annak hat¶ekonys¶ag¶at. Ilyen p¶eld¶aul a minim¶alis transz-
fer Äosszeg, a gyakran null¶at¶ol kÄulÄonbÄoz}o fedezeti kÄuszÄob¶ert¶ek, a let¶eti h¶³v¶as
kÄuld¶es¶enek gyakoris¶aga vagy a fedezeti vit¶ak. Az el}obbiek mellett a CSA szer-
z}od¶esnek eleme lehet a fedezeti haircut5 is, amely jelen munka t¶argy¶at k¶epezi.
Brigo et al. (2011) m¶ar a minim¶alis transzferÄosszeg ¶es ¶altal¶anos fedezeti
kÄuszÄob¶ert¶ek ¯gyelembev¶etele mellett ¶ep¶³tette fel modellj¶et. Bielecki et al.
(2011) alternat¶³v eszkÄozt¶arat haszn¶al¶o munk¶aj¶aban m¶ar megeml¶³tik a hair-
cut lehets¶eges szerepeltet¶est, azonban annak t¶enyleges modellbe illeszt¶es¶et
nem teszik meg. Durand ¶es Rutkowsky (2013) poz¶³ci¶oz¶ar¶asok hat¶as¶ara kon-
centr¶al¶o munk¶aj¶aban ugyan beillesztik a BCVA sz¶am¶³t¶asba a lehets¶eges hair-
cut ¶ert¶ek¶et azonban egy egyszer}us¶³t}o felt¶etellel ki is vezetik azt a modellb}ol.

2Az adat az ISDA ¶altal publik¶alt ¶eves felm¶er¶esb}ol (Margin Survey) sz¶armazik:
http://www2.isda.org/functional-areas/research/surveys/margin-surveys

3A publik¶aci¶o el¶erhet}o a BCBS weboldal¶an: http://www.bis.org/bcbs/publ/d317.htm
4Az ¶uj fedezeti szab¶alyoz¶ast ¶es annak hat¶as¶at a BCVA ¶ert¶ek¶ere Green ¶es Kenyon (2014)

tanulm¶anya t¶argyalja.
5Az angol haircut sz¶o a magyar szakirodalomban is elterjedt kifejez¶es. Szok¶as m¶eg

fedezeti ar¶anysz¶amk¶ent is hivatkozni r¶a. Mi Äosszhangban a magyar ¶es az angol szakiro-
dalommal a haircut kifejez¶est fogjuk haszn¶alni.
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Jelen munk¶aban megvizsg¶aljuk, hogy a CSA szerz}od¶esben rÄogz¶³tett haircut
mik¶ent hat az ¶arkiigaz¶³t¶as ¶ert¶ek¶ere.

A kÄovetkez}o oldalakon a probl¶ema r¶eszletesebb ismertet¶es¶evel folytatjuk.
Bemutatjuk a fogalmakat ¶es az ¶altalunk haszn¶alt keret alapjait. A 3. r¶eszben
bevezetjÄuk a modellt ¶es megmutatjuk, hogy az ¶ar egys¶eges szerepe nem s¶erÄul
m¶eg alternat¶³v haircut s¶em¶at felt¶etelezve sem. Ez kÄulÄonÄos szereppel b¶³r a
manaps¶ag egyre fontosabb¶a v¶al¶o t¶ema, a ¯nansz¶³roz¶asi kiigaz¶³t¶as (Funding
Valuation Adjustment { FVA) tÄukr¶eben. A 4. r¶eszben egy numerikus p¶eld¶aval
egy egyszer}u hat¶arid}os Äugyleten ¶erz¶ekeltetjÄuk a haircut BCVA-ra gyakorolt
hat¶as¶at. A munk¶at az 5. fejezetben egy Äosszefoglal¶assal z¶arjuk.

2 A haircut ¶ertelmez¶ese

A let¶eti meg¶allapod¶ast kÄot}o felek a CSA szerz}od¶esben rÄogz¶³tett felt¶etelek
mellett fogj¶ak a fedezethez tartoz¶o m}uveleteiket elv¶egezni. A CSA szerz}od¶es
minden fedezethez kapcsol¶od¶o szab¶alyt rÄogz¶³t, ¶³gy p¶eld¶aul a minim¶alis transz-
fer Äosszeg nagys¶ag¶at, amelynek egyik fontos c¶elja a kÄolts¶egek csÄokkent¶ese.
Hasonl¶oan tartalmazza a fedezeti kÄuszÄob ¶ert¶ek¶et, amely alatt nincs fedezve
a kitetts¶eg, ¶es a let¶eti h¶³v¶as kÄuld¶es¶enek gyakoris¶ag¶at, amit napi szintn¶el
nem szok¶as gyakoribbnak v¶alasztani. A CSA r¶eszletezi a fedezet elfogadhat¶o
form¶ait is, amelynek egyik legelterjedtebb form¶aja a p¶enz. Az ISDA ada-
tai alapj¶an azonban 2014 v¶eg¶en a teljes fedezeti ¶allom¶any kÄozel egynegyede
¶ert¶ekpap¶³r volt.6

Az ¶ert¶ekpap¶³r fedezethez kapcsol¶od¶o fogalom a haircut, amely ¶ert¶eke esz-
kÄozt¶³pusonk¶ent a CSA szerz}od¶esben rÄogz¶³tett. A haircut megmutatja, hogy
az adott eszkÄoz ¶ert¶ek¶et mennyivel is csÄokkenti a fedezetet fogad¶o f¶el. Ez egy-
ben azt is jelenti, hogy a let¶eti h¶³v¶askor a haircuttal megnÄovelt ¶ert¶eket fogja
bek¶erni, hogy kitetts¶ege az adott pillanatban teljesen fedezve legyen.

Ezt a megnÄovelt ¶ert¶eket ¶ep¶³tette modellj¶ebe Durand ¶es Rutkowsky (2013).
A haircut azonban tÄobb, mint egy egyszer}u t¶ulfedez¶es. Az ISDA ¶altal kiadott
hivatalos le¶³r¶as a kÄovetkez}ok¶eppen fogalmaz: ,,A haircutot leggyakrabban a
fedezet piaci ¶ar¶ab¶ol levont sz¶azal¶ekos ¶ert¶ek form¶aj¶aban adj¶ak meg. A hair-
cuttal csÄokkentett biztos¶³t¶eknak kell elegend}onek lennie a fenn¶all¶o kitetts¶eget
fedez¶es¶ere."7 A fedezet csÄokkent¶es¶enek elj¶ar¶as¶at az ISDA ¶ujabb, 2005-ben
kiadott dokumentuma (ISDA (2005)) m¶ar l¶ep¶esr}ol l¶ep¶esre le¶³rja. Teh¶at a ki-
tetts¶eg csÄokkent¶es ¯gyelembev¶etelekor a fedezet haircut ¶altal meghat¶arozott
m¶ert¶ekben csÄokkentett ¶ert¶ek¶et kell haszn¶alni.

A haircut a kitetts¶eggel kapcsolatos negat¶³v hat¶asokat sz¶amszer}us¶³ti. Napi
let¶eti h¶³v¶as eset¶en elk¶epzelhet}o lenne felt¶etelezni, hogy a fedezet ¶ert¶eke nem
tud leromlani. Azonban minden cs}odid}opontot egy hosszabb id}oszak, az ¶ugy-

6Az adat szint¶en az ISDA piaci felm¶er¶es¶eb}ol sz¶armazik: http://www2.isda.org/

functional-areas/research/surveys/margin-surveys
7,,Haircuts are most often expressed as a percentage which is deducted from the market

value of each collateral asset type. It is the sum of the collateral values after application of
the haircuts which has to be su±cient to cover the exposure that is being secured." ISDA
(1996) 21. oldal
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nevezett likvidit¶aci¶os peri¶odus (Margin Period of Risk { MPR) el}oz meg. A
likvidit¶aci¶os peri¶odus a let¶eti h¶³v¶as nem teljes¶³t¶es¶et}ol a poz¶³ci¶oz¶ar¶asig eltelt
id}o. Hossza eszkÄozt¶³pusonk¶ent v¶altozik, de legal¶abb k¶et h¶et. Ezen id}oszak
alatt a bajba jutott f¶el lehet}os¶eget kap, hogy ¶atmeneti likvidit¶asi probl¶em¶ait
kezelje, ¶es eleget tegyen kÄotelezetts¶egeinek, hogy elkerÄulje a cs}odÄot. Ebben az
id}ointervallumban a fedezet ¶ert¶eke szabadon mozoghat, kock¶azatot jelentve
a t¶ul¶el}o f¶el sz¶am¶ara.8 Az ilyen piaci kock¶azat mellett azonban a haircut m¶as
kock¶azatokat is mag¶aban foglal: ¯gyelembe veszi a piaci likvidit¶as hi¶any¶ab¶ol
ad¶od¶o kock¶azatot, valamint a tart¶asi peri¶odus hossz¶at. A haircut ¶ert¶ek¶enek
meghat¶aroz¶asakor relev¶ans kock¶azatok ¶atfog¶o list¶aj¶at ¶es le¶³r¶as¶at az ISDA
(1996) dokumentuma foglalja mag¶aba. A kÄovetkez}o r¶eszben Brigo et al.
(2014) modellj¶et kieg¶esz¶³tjÄuk a haircut megfelel}o ¯gyelembev¶etel¶evel.

RÄoviden megjegyezzÄuk, hogy a t}okeszÄuks¶eglet meghat¶aroz¶as¶ahoz haszn¶alt
kitetts¶eg fogalomban hasonl¶o logika ¶erv¶enyesÄul, amelyet a szab¶alyoz¶as ¶³r el}o.
Ott azonban tov¶abbi szab¶alyoz¶oi haircut ¶ert¶ekeket is ¯gyelembe kell venni.
Fontos azonban, hogy ezt a fogalmat ne keverjÄuk Äossze a BCVA sz¶amol¶as¶ahoz
haszn¶alt kitetts¶eg fogalm¶aval, hiszen a szab¶alyoz¶oi CVA m¶ast jelent.

3 A modell

Az eredm¶enyek kÄonnyebb Äosszevethet}os¶ege ¶erdek¶eben jelen munk¶aban igyek-
szÄunk Brigo et al. (2014) jelÄol¶eseit haszn¶alni, de n¶eh¶any esetben el kell t¶ernÄunk
azokt¶ol. Hogy ez ne okozzon f¶elre¶ert¶est, minden jelÄol¶est kÄulÄon bevezetÄunk.

T¶etelezzÄuk fel, hogy k¶et szerepl}o megkÄot egy T id}opontban lej¶ar¶o derivat¶³v
szerz}od¶est. H¶³vjuk az egyik felet banknak ¶es a m¶asikat partnernek, valamint
jelÄoljÄuk megfelel}oen ,,B" ¶es ,,C" indexszel }oket.

A vizsg¶alatot egy ( ;G; Gt;Q) val¶osz¶³n}us¶egi mez}on v¶egezzÄuk. A Gt ¯ltr¶aci¶o
testes¶³ti meg a piacon adott t pillanatban el¶erhet}o Äosszes inform¶aci¶ot. Mivel
az elemz¶eshez a kock¶azatsemleges m¶ert¶eket fogjuk haszn¶alni, a Q val¶osz¶³-
n}us¶egi m¶ert¶ek alatt rÄogtÄon azt ¶ertjÄuk. A Q m¶ert¶ek alatt vett Gt felt¶eteles
v¶arhat¶o ¶ert¶eket Et[¢] jelÄoli.

TegyÄuk fel, hogy mindk¶et partner kock¶azatos ¶es jelÄolje ¿B ¶es ¿C a bank ¶es
a partnere cs}odid}opontj¶at, valamint legyen ¿ = minf¿B ; ¿Cg. Jelentse ¦(t; s)
a t ¶es az s id}opontok kÄozÄotti, a derivat¶³v szerz}od¶esb}ol sz¶armaz¶o p¶enz¶aramok
diszkont¶alt jelen¶ert¶ek¶enek az Äosszeg¶et a bank szemszÄog¶eb}ol n¶ezve, kock¶azat-
mentes feleket felt¶etelezve. A kÄulÄonbÄoz}o poz¶³ci¶oz¶ar¶asokra val¶o ¶altal¶anos¶³tha-
t¶os¶ag kedv¶e¶ert vezessÄuk be az Ei;t jelÄol¶est, ahol i 2 fB;Cg. Ezzel a mennyi-
s¶eggel poz¶³ci¶oz¶ar¶askor a piacon a derivat¶³v ¶ujrakÄot¶es¶ehez szÄuks¶eges ¶ert¶eket
jelen¶³tjÄuk meg az i 2 fB;Cg szerepl}o szemszÄog¶eb}ol. Jelen dolgozat a haircut
szerep¶enek bemutat¶as¶aval foglalkozik ¶³gy megengedhetjÄuk az EB;t = ¡EC;t

felt¶etelez¶est. Ezzel azt ¶all¶³tjuk, hogy a piacon meg¯gyelhet}o poz¶³ci¶oz¶ar¶as
elt¶erhet a kock¶azatmentes ¶art¶ol, azonban mindk¶et f¶el ugyanazt az ¶arat l¶atja.
Egy egyszer}u v¶altoztat¶assal kÄonnyen megvizsg¶alhat¶o az az esetet, amikor ez

8A tÄobbi kock¶azatot ¯gyelmen k¶³vÄul hagyva, Äonmag¶aban szeml¶eletes p¶elda a piaci moz-
g¶asb¶ol ad¶od¶o kock¶azatra a kitetts¶egt}ol elt¶er}o deviz¶aban denomin¶alt fedezet.

� 
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nem teljesÄul, de jelen munk¶aban ezzel nem foglalkozunk.
A fedezet modellez¶es¶ehez t¶etelezzÄunk fel egy k¶etoldal¶u CSA szerz}od¶est,

ahol a fedezetet kezel}o f¶el mindig az, akinek az adott pillanatban pozit¶³v
¶ert¶eke kell hogy legyen a fedezeti sz¶aml¶an.

Mivel a dolgozat a BCVA sz¶am¶³t¶as¶ar¶ol ¶es annak ¶ert¶ek¶er}ol sz¶ol, tekintsÄunk
el a fedezetre ¯zetend}o kamatokt¶ol, hiszen a ¯nansz¶³roz¶asi k¶erd¶es nem t¶em¶aja
a mostani munk¶anak. JelÄolje Ci;t a fedezet ¶ert¶ek¶et a t id}opontban i 2 fB; Cg
szerepl}o szemszÄog¶eb}ol. Legyen RECi 2 [0; 1], ahol i 2 fB; Cg a bank ¶es a
partner cs}odje eset¶en a t¶ul¶el}o f¶el sz¶am¶ara jut¶o megt¶erÄul¶esi h¶anyados (Recov-
ery Value), ¶es hasonl¶oan REC 0

i 2 [0; 1], ahol i 2 fB;Cg a bank ¶es a partner
cs}odje eset¶en a n¶aluk l¶ev}o fedezetb}ol visszanyerhet}o Äosszeg ar¶anya.

V¶egÄul vezessÄuk be a haircut ¶ert¶ek¶et a modellbe. JelÄolje HB ¶es HC a bank
¶es a partner ¶altal alkalmazott ¶ert¶ekel¶esi h¶anyadost. Ha teh¶at C ¶ert¶ek}u fedezet
¶all rendelkez¶esre, azt a bank HBC ¶ert¶ek}unek, a partner HCC ¶ert¶ek}unek
tekinti att¶ol fÄugg}oen, hogy melyikÄuk is haszn¶alja a kitetts¶eg csÄokkent¶eshez.
Az ¶³gy ¶ert¶ekcsÄokkentett fedezetet e®ekt¶³v fedezetnek h¶³vjuk. ¶Ertelemszer}uen
1

Hi
= 1 + hi, ahol hi az i szerepl}o ¶altal haszn¶alt haircut. Ezek alapj¶an a

fedezeti szab¶alyt a kÄovetkez}o form¶aban adjuk meg:

CB;¿ =

½
1
HB
EB;¿¡® ha EB;¿¡® > 0

¡CC;¿ ha EB;¿¡® · 0 CC;¿ =

½
1
HC
EC;¿¡® ha EC;¿¡® > 0

¡CB;¿ ha EC;¿¡® · 0,
(1)

ahol ® jelÄoli a likvidit¶aci¶os peri¶odus hossz¶at. V¶egÄul jelÄolje A+ = max(A; 0) ¶es
A¡ = min(A; 0), valamint D(t; s) a t ¶es s id}opontok kÄozÄotti diszkontfaktort.
A bank ¶altal sz¶am¶³tott BCVA meghat¶aroz¶as¶ahoz k¶etszer n¶egy kÄulÄonbÄoz}o ese-
tet kell megkÄulÄonbÄoztetnÄunk. Az esteket a jobb ¶attekinthet}os¶eg¶ert az 1. ¶abr¶an
szeml¶eltetjÄuk.

1. ¶abra. A lehets¶eges esetek fa ¶abr¶aja

Az els}o n¶egy esetben a fa els}o el¶agaz¶as¶an¶al balra elindulva a partner
cs}odjekor bekÄovetkez}o lehets¶eges eseteket kell megvizsg¶alni.

1. A partner cs}odj¶enek id}opontj¶aban a banknak pozit¶³v kitetts¶ege van
(EB;¿ > 0) ¶es rendelkez¶es¶ere ¶all valamennyi, a partner ¶altal biztos¶³tott
fedezet is (CB;¿ > 0). Ilyenkor a bank a kitetts¶eg csÄokkent¶eshez ¯-
gyelembe veszi a fedezet e®ekt¶³v ¶ert¶ek¶et. Ha ez ut¶an is marad kitetts¶eg,
akkor annak csak bizonyos r¶esz¶et szerzi vissza a bank, m¶³g ha a fedezet

τ < T

τ=τC

EB,τ > 0

CB,τ > 0

(1.)

CB,τ < 0

(2.)

EB,τ < 0

CB,τ > 0

(3.)

CB,τ < 0

(4.)

τ=τB

EB,τ > 0

CB,τ > 0

(5.)

CB,τ < 0

(6.)

EB,τ < 0

CB,τ > 0

(7.)

CB,τ < 0

(8.)
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bizonyult nagyobbnak, akkor a fennmarad¶o r¶eszt visszajuttatja a part-
nernek

RECC(EB;¿ ¡ HBCB;¿ )+ +
1

HB
(EB;¿ ¡ HBCB;¿ )¡ : (2)

2. A partner cs}odjekor a banknak pozit¶³v kitetts¶ege van (EB;¿ > 0) de }o
biztos¶³totta a fedezetet a partnernek (CB;¿ < 0). Ebben az esetben nem
tÄort¶enik kitetts¶eg csÄokkent¶es, ¶³gy a bank mind a kitetts¶eg¶eb}ol, mind a
fedezet ¶ert¶ek¶eb}ol csak a megt¶erÄul¶esi h¶anyadosnak megfelel}o Äosszeget
kaphatja vissza

RECCEB;¿ ¡ REC 0
CCB;¿ : (3)

3. Ha ¶eppen a bank az ad¶os (EB;¿ < 0) viszont }o rendelkezik fedezettel
(CB;¿ > 0), akkor a partner minden neki j¶ar¶o ki¯zet¶est megkap

EB;¿ ¡ CB;¿ : (4)

4. V¶egÄul, a bank tartozik (EB;¿ < 0) ¶es ehhez fedezetet is biztos¶³tott
(CB;¿ < 0). A partner az ¶altala haszn¶alt haircut ¶ert¶ekkel csÄokkenti a
fedezetet ¶es ezt haszn¶alja a kitetts¶eg csÄokkent¶es¶ehez. A fennmarad¶o
fedezet egy r¶esz¶et a bank visszakapja, m¶³g a fennmarad¶o kitetts¶eget
meg kell t¶er¶³tenie

REC 0
C

HC
(EB;¿ ¡ HCCB;¿ )+ + (EB;¿ ¡ HCCB;¿ )¡ : (5)

A bank cs}odjekor bekÄovetkez}o p¶enz¶aramokat is meg kell vizsg¶alnunk a
k¶etoldal¶u CVA fel¶³r¶as¶ahoz.

5. A bank cs}odjekor, annak pozit¶³v kitetts¶ege van a partner fel¶e (EB;¿ >
0). Hogy kitetts¶eg¶et csÄokkentse, rendelkez¶esre ¶all a partner ¶altal biz-
tos¶³tott fedezet (CB;¿ > 0). Ha a haircuttal csÄokkentett fedezet nem
el¶eg a kitetts¶eg teljes csÄokkent¶es¶ehez, akkor a fennmarad¶o r¶eszt a part-
ner meg¯zeti, viszont ha a fedezet volt a nagyobb, akkor abb¶ol a part-
nernek egy bizonyos r¶eszt ¯zet a bank

(EB;¿ ¡ HBCB;¿ )+ +
REC 0

B

HB
(EB;¿ ¡ HBCB;¿ )¡ : (6)

6. A cs}od pillanat¶aban a banknak tartozik a partnere (EB;¿ > 0) ¶es
nincs rendelkez¶esre ¶all¶o fedezet a kitetts¶eg csÄokkent¶es¶ehez (CB;¿ < 0).
Ilyenkor a partner minden kÄotelezetts¶eg¶et megt¶er¶³ti, ¶es a fedezetet is
visszaadja

EB;¿ ¡ CB;¿ : (7)

7. A bank az ad¶os (EB;¿ < 0), mikÄozben a fedezetet is }o birtokolja (CB;¿ >
0). A partner csak egy reduk¶alt Äosszeget kap mind a kitetts¶eg¶eb}ol, mind
pedig a fedezet¶eb}ol

RECBEB;¿ ¡ REC 0
BCB;¿ : (8)
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8. A partnernek van kitetts¶ege a bank fel¶e (EB;¿ < 0), de rendelkez¶es¶ere
¶all a bank ¶altal biztos¶³tott fedezet (CB;¿ < 0). A fedezet e®ekt¶³v ¶ert¶ek¶e-
vel csÄokkenti a kitetts¶eg ¶ert¶ek¶et, ¶es a fennmarad¶o kitetts¶eg helyett m¶ar
csak annak megt¶erÄul¶esi h¶anyados¶anak megfelel}o ¶ert¶ek¶et kapja, viszont
ha a kitetts¶eg bizonyul tÄobbnek, azt a t¶ul¶el}o f¶el vissza¯zeti

1

HC
(EB;¿ ¡ HCCB;¿ )+ + RECB(EB;¿ ¡ HCCB;¿)¡ : (9)

Most ezeket a tagokat aggreg¶allhatjuk, hogy megkapjuk a kock¶azatos
p¶enz¶aramokat, majd a kock¶azatos ¶arat.

¦0(t; T ;C;H) = ¦(t; T )1¿>T + 1¿<T
¡
¦(t; ¿) +D(t; ¿ )CB;¿

¢

+ 1(¿C=¿=T )
1(EB;¿>0)

1(CB;¿>0)
D(t; ¿ )

³
RECC(EB;¿ ¡ HBCB;¿ )+ + (EB;¿¡HBCB;¿ )

¡

HB

´

+ 1(¿C=¿=T )
1(EB;¿>0)

1(CB;¿<0)
D(t; ¿ )

¡
RECCEB;¿ ¡REC0CCB;¿

¢

+ 1(¿C=¿=T )1(EB;¿<0)1(CB;¿>0)D(t; ¿ )
¡
EB;¿ ¡ CB;¿

¢

+ 1(¿C=¿=T )
1(EB;¿<0)

1(CB;¿<0)
D(t; ¿ )

¡REC0
C

HC
(EB;¿ ¡HCCB;¿ )+ + (EB;¿ ¡ HCCB;¿ )¡

¢

+ 1(¿B=¿=T )
1(EB;¿>0)

1(CB;¿>0)
D(t; ¿)

¡
(EB;¿ ¡HBCB;¿ )+ + REC0

B
HB

(EB;¿ ¡HBCB;¿ )¡
¢

+ 1(¿B=¿=T )
1(EB;¿>0)

1(CB;¿<0)
D(t; ¿)

¡
EB;¿ ¡ CB;¿

¢

+ 1(¿B=¿=T )
1(EB;¿<0)

1(CB;¿>0)
D(t; ¿)

¡
RECBEB;¿ ¡REC 0BCB;¿

¢

+ 1(¿B=¿=T )1(EB;¿<0)1(CB;¿<0)D(t; ¿)

³
(EB;¿¡HCCB;¿ )

+

HC
+RECB(EB;¿ ¡ HCCB;¿ )¡

´
:

(10)

N¶eh¶any egyszer}u ¶atalak¶³t¶as ut¶an a kÄovetkez}o jobban ¶atl¶athat¶o alakot
kapjuk:

¦0(t; T ;C;H) = ¦(t; T )¡ 1(¿<T )D(t; ¿)(¦(¿; T )¡ EB;¿ )
¡ 1(¿=¿C<T )

D(t; ¿ )
£
(1¡RECC)(E+B;¿ ¡ HBC

+
B;¿ )

+ + (1 ¡ REC0
C

HC
)(E¡B;¿ ¡HCC

¡
B;¿ )

+
¤

¡ 1(¿=¿B<T )
D(t; ¿)

£
(1 ¡RECB)(E¡B;¿ ¡HCC

¡
B;¿ )

¡ + (1 ¡ REC0
B

HB
)(E+B;¿ ¡HBC

+
B;¿ )

¡¤

+ 1(¿=¿C<T )
D(t; ¿ )

£
1(EB;¿>0)

1(CB;¿>0)

¡
CB;¿ (1¡HB) + ( 1

HB
¡ 1)(EB;¿ ¡HBCB;¿ )¡

¢

+ 1(EB;¿>0)
1(CB;¿<0)

CB;¿ (1¡HC) + 1(EB;¿<0)
1(CB;¿<0)

CB;¿ (1¡HC)
¤

+ 1(¿=¿B<T )D(t; ¿)
£
1(EB;¿>0)1(CB;¿>0)CB;¿ (1¡ HB) + 1(EB;¿<0)1(CB;¿>0)CB;¿ (1 ¡HB)

+ 1(EB;¿<0)
1(CB;¿<0)

¡
CB;¿ (1¡ HC) + ( 1

HC
¡ 1)(EB;¿ ¡HCCB;¿ )+

¢¤
:

(11)

Az egyszer}us¶³t¶es kedv¶e¶ert t¶etelezzÄuk fel, hogy a poz¶³ci¶oz¶ar¶as ¶ert¶eke egybe-
esik az elm¶eleti kock¶azatmentes ¶arral, azaz EB;s = Es[¦(s; T )]. Az ¶ar meg-
¶allap¶³t¶as¶ahoz vegyÄuk ezen diszkont¶alt p¶enz¶aramok kock¶azatmentes m¶ert¶ek
szerinti v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et

Et[¦
0(t; T ;C;H)] = Et[¦(t; T )]

¡Et
£
1(¿=¿C<T )

D(t; ¿ )
¡
(1 ¡RECC)(E+B;¿ ¡HBC

+
B;¿

)+ ¡ (1¡ REC0
C

HC
)(E¡

B;¿
¡HCC¡B;¿ )+

¢¤

¡Et
£
1(¿=¿B<T )

D(t; ¿)
¡
(1¡ RECB)(E¡B;¿ ¡HCC

¡
B;¿

)¡ ¡ (1¡ REC0
B

HB
)(E+

B;¿
¡ HBC+B;¿ )¡

¢¤

+Et[HCC¿ ] +Et[HCB¿ ] ;
(12)
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ahol

HCC¿ = 1(¿=¿C<T )
D(t; ¿)

£
1(EB;¿>0)

1(CB;¿>0)

¡
CB;¿ (1¡ HB)

+ ( 1
HB

¡ 1)(EB;¿ ¡HBCB;¿ )¡
¢
+ 1(EB;¿>0)

1(CB;¿<0)
CB;¿ (1 ¡HC)

+ 1(EB;¿<0)
1(CB;¿<0)

CB;¿ (1 ¡HC)
¤
;

(13)

¶es

HCB¿ = 1(¿=¿B<T )
D(t; ¿ )

£
1(EB;¿>0)

1(CB;¿>0)
CB;¿ (1 ¡HB)

+ 1(EB;¿<0)
1(CB;¿>0)

CB;¿ (1 ¡HB) + 1(EB;¿<0)
1(CB;¿<0)

¡
CB;¿ (1¡ HC)

+ ( 1
HC

¡ 1)(EB;¿ ¡HCCB;¿ )+
¢¤
:

(14)

Az ¶³gy kapott analitikus formula megadja a kock¶azatos ¶arat fedezeti hair-
cut mellett. A tov¶abbiakban a fenti formula alapj¶an sz¶amolt ¶arkiigaz¶³t¶ast
{ azaz a kock¶azatos ¶es a kock¶azatmentes ¶ar kÄulÄonbs¶eg¶et { HBCVA-nak ne-
vezzÄuk, hogy kiemeljÄuk a haircut megjelen¶es¶et a modellben. VegyÄuk ¶eszre,
hogy az ¶³gy kapott eredm¶eny a haircut n¶elkÄuli esetben (HB = HC = 1)
¶eppen Brigo et al. (2014) eredm¶eny¶et adja vissza. Az egyenlet teh¶at azt
jelenti, hogy a bank szempontj¶ab¶ol sz¶am¶³tott kock¶azatos ¶ar megkaphat¶o,
ha a kock¶azatmentes ¶arb¶ol levonjuk a partner cs}odjekor a kitetts¶egen ¶es az
esetlegesen visszaj¶ar¶o fedezeten elszenvedett vesztes¶egek ¶ert¶ek¶et, valamint
hozz¶aadjuk a bank cs}odje miatti kÄotelezetts¶eg csÄokken¶esekb}ol ad¶od¶o ¶ert¶eket.
Ezen felÄul m¶eg tov¶abbi kiigaz¶³t¶asokat is sz¶am¶³t¶asba kell venni, amelyek a
fedezet csÄokkentett ¯gyelembev¶etele miatt jelentkeznek. Ezeket a HCC¿ ¶es
HCB¿ tagok jelen¶³tik meg a fenti egyenletben. VegyÄuk ¶eszre, hogy ezek a
tagok nem a felek lehets¶eges cs}odj¶eb}ol ad¶od¶o vesztes¶eg, azaz a partnerkoc-
k¶azat miatt jelennek meg. A HCC¿ ¶es HCB¿ kifejez¶esek puszt¶an a haircut
miatti fedezeti ¶ert¶ekcsÄokken¶est hivatottak megragadni.

Fontos kihangs¶ulyozni, hogy szemben Brigo et al. (2014) eredm¶eny¶evel, az
¶arkiigaz¶³t¶as nem lesz nulla teljes megt¶erÄul¶es eset¶en sem. Ha mindk¶et szerepl}o
eset¶eben teljes megt¶erÄul¶est t¶etelezÄunk fel (RECC = RECB = REC0

C =
REC 0

B = 1), az azt jelenti, hogy egyik felet sem ¶erheti vesztes¶eg a partner

cs}odjekor. ¶Igy teh¶at a partnerkock¶azat miatti kiigaz¶³t¶asnak el kell t}unnie. Itt
viszont azt tapasztaljuk, hogy ilyen esetben sem lesz nulla a kiigaz¶³t¶as m¶er-
t¶eke. Ez a null¶at¶ol elt¶er}o tag a haircut bevezet¶ese miatt jelenik meg, hiszen
a felek kiigaz¶³tj¶ak az ¶arat, hogy az tÄukrÄozze a m¶asik f¶el ¶es a saj¶at maguk
¶altal felhaszn¶alt haircut miatti ¶ert¶ekcsÄokken¶est. Ezzel teh¶at egy tov¶abbi ¶ar-
kiigaz¶³t¶ast vezettÄunk be a modellbe. A haircut miatti kiigaz¶³t¶as azonban nem
puszt¶an egy addit¶³v tag, hiszen az szerepet j¶atszik a kitetts¶eg csÄokkent¶es¶eben,
¶³gy a partnerkock¶azat miatti tagok ¶ert¶ek¶enek meghat¶aroz¶as¶aban is.

Az ¶³gy kapott kiigaz¶³t¶as szimmetrikus, azaz a felek meg tudnak egyezni
egy egys¶eges ¶arban. Hogy ezt bel¶assuk, list¶azzuk a partner ¶altal sz¶am¶³tott
HBCVA elemeit is.

A bank cs}odjekor fell¶ep}o p¶enz¶aramok:
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1. A bank cs}odjekor, a partnernek pozit¶³v kitetts¶ege van fel¶e (EC;¿ > 0) ¶es
annak csÄokkent¶es¶ere szolg¶al¶o bizonyos m¶ert¶ek}u fedezet is rendelkez¶esre
¶all (CC;¿ > 0). A partner visszaadja a megmaradt fedezetet, viszont
vesztes¶eget kÄonyvel el a megmarad¶o kitetts¶egen

RECB(EC;¿ ¡ HCCC;¿ )+ +
1

HC
(EC;¿ ¡ HCCC;¿)¡ : (15)

2. A cs}od pillanat¶aban a partnernek pozit¶³v kitetts¶ege van a cs}odÄolt bank
fel¶e (EC;¿ > 0), viszont a fedezet is a bankn¶al van (CC;¿ < 0). A partner
nem sz¶am¶³that a teljes Äosszegre egyik kÄovetel¶es¶en sem

RECBEC;¿ ¡ REC 0
BCC;¿ : (16)

3. A cs}odÄolt banknak tartozik a partnere (EC;¿ < 0) aminek a csÄokken-
t¶es¶ehez nem rendelkezik fedezettel (CC;¿ > 0). A t¶ul¶el}o f¶el minden
tartoz¶as¶at meg¯zeti

EC;¿ ¡ CC;¿ : (17)

4. Az utols¶o esetben a partner tartoz¶as¶anak (EC;¿ < 0) csÄokkent¶es¶ehez
fedezet ¶all rendelkez¶esre (CC;¿ < 0). A bank meg¶allap¶³tja a fedezet
e®ekt¶³v ¶ert¶ek¶et ¶es csÄokkenti a kitetts¶eget. A partner tov¶abbi tartoz¶as¶at
teljesen tÄorleszti, viszont a megmarad¶o fedezetb}ol csak egy r¶eszt kap
vissza

REC 0
B

HB
(EC;¿ ¡ HBCC;¿ )+ + (EC;¿ ¡ HBCC;¿ )¡ : (18)

A partner cs}odjekor fell¶ep}o p¶enz¶aramokat list¶azva:

5. A partner a cs}od pillanat¶aban pozit¶³v kitetts¶eggel rendelkezik (EC;¿ >
0) ¶es ehhez rendelkez¶es¶ere ¶all fedezet is (CC;¿ > 0). A bank minden fenn-
marad¶o tartoz¶ast megt¶er¶³t, viszont az esetlegesen visszaj¶ar¶o fedezetb}ol
csak egy tÄored¶eket kap vissza

(EC;¿ ¡ HCCC;¿ )+ +
REC 0

C

HC
(EC;¿ ¡ HCCC;¿ )¡ : (19)

6. A cs}odkor a t¶ul¶el}o f¶el tartozik (EC;¿ > 0), ¶es a fedezeti sz¶amla is neki
mutat pozit¶³v egyenleget (CC;¿ < 0). A partner nem szenved vesztes¶e-
get, hiszen minden kÄovetel¶es¶et be tudja hajtani

EC;¿ ¡ CC;¿ : (20)

7. A partner ad¶osk¶ent jelent cs}odÄot (EC;¿ < 0) mikÄozben }o birtokolja a
fedezetet is (CC;¿ > 0). A bank minden kÄovetel¶es¶en vesz¶³teni fog

RECCEC;¿ ¡ REC 0
CCC;¿ : (21)
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8. V¶egÄul a partner tartoz¶as¶anak (EC;¿ < 0) csÄokkent¶es¶ehez fedezet is ren-
delkez¶esre ¶all (CC;¿ < 0). A bank a fedezet e®ekt¶³v ¶ert¶ek¶evel csÄokkenti
a kitetts¶eget. A megmarad¶o fedezetet vissza¯zeti, m¶³g a tov¶abbi tar-
toz¶as¶an vesztes¶eget kÄonyvel el

1

HB
(EC;¿ ¡ HBCC;¿ )+ + RECC(EC;¿ ¡ HBCC;¿ )¡ : (22)

Az el}oz}o kifejt¶es sor¶an felhaszn¶alt egyenletek sorrendj¶eben Äosszegezve a
tagokat a kÄovetkez}ot kapjuk:

¦0C(t; T ;C;H) = ¡¦(t; T )1¿>T + 1¿<T
¡
¡¦(t; ¿) +D(t; ¿ )CC;¿

¢

+ 1(¿C=¿<T )
1(EC;¿<0)

1(CC;¿<0)
D(t; ¿ )

¡ (EB;¿¡HBCB;¿ )
+

HB
+RECC(EB;¿ ¡HBCB;¿ )¡

¢

+ 1(¿C=¿<T )
1(EC;¿<0)

1(CC;¿>0)
D(t; ¿ )

¡
RECCEC;¿ ¡REC0CCC;¿

¢

+ 1(¿C=¿<T )1(EC;¿>0)1(CC;¿<0)D(t; ¿ )
¡
EC;¿ ¡ CC;¿

¢

+ 1(¿C=¿<T )
1(EC;¿>0)

1(CC;¿>0)
D(t; ¿ )

¡
(EC;¿ ¡HCCC;¿ )+ + REC0

C
HC

(EC;¿ ¡HCCC;¿ )¡
¢

+ 1(¿B=¿<T )
1(EC;¿<0)

1(CC;¿<0)
D(t; ¿)

¡REC0
B

HB
(EC;¿ ¡HBCC;¿ )+ + (EC;¿ ¡HBCC;¿ )¡

¢

+ 1(¿B=¿<T )
1(EC;¿<0)

1(CC;¿>0)
D(t; ¿)

¡
EC;¿ ¡ CC;¿

¢

+ 1(¿B=¿<T )
1(EC;¿>0)

1(CC;¿<0)
D(t; ¿)

¡
RECBEC;¿ ¡REC 0BCC;¿

¢

+ 1(¿B=¿<T )
1(EC;¿>0)

1(CC;¿>0)
D(t; ¿)

¡
RECB(EC;¿ ¡ HCCC;¿ )+ + (EC;¿¡HCCC;¿ )

¡

HC

¢
:

(23)

Jelen kifejt¶esi m¶od a partner n¶ez}opontj¶ab¶ol tÄukrÄozi a p¶enz¶aramokat. Ha
visszahelyettes¶³tjÄuk a bank szempontj¶ab¶ol haszn¶alt v¶altoz¶okat, m¶ar tiszt¶an
ad¶odik, hogy az ¶³gy kapott ¶ar ¶eppen a (11) egyenlet m¶³nusz egyszerese, ahogy
azt a szimmetrikus esetben elv¶artuk.

4 Egy numerikus p¶elda

Ebben a r¶eszben a kor¶abban levezetett eredm¶enyeket mutatjuk be egy nu-
merikus p¶eld¶at felhaszn¶alva. Az eddigiek fontoss¶ag¶anak ¶erz¶ekeltet¶es¶ehez egy
egyszer}u, osztal¶ekot nem ¯zet}o r¶eszv¶enyre sz¶ol¶o hat¶arid}os Äugylet BVCA ¶er-
t¶ek¶et ¶es annak tulajdons¶agait vizsg¶aljuk meg fedezeti haircut mellett. A
p¶eld¶aban a v¶eteli oldalt k¶epvisel}o bank szemszÄog¶eb}ol, Monte-Carlo szimul¶aci¶o
seg¶³ts¶eg¶evel v¶egezzÄuk el a sz¶am¶³t¶asokat. A HBCVA kisz¶am¶³t¶as¶ahoz szimul¶al-
nunk kell az alapterm¶ek ¶aralakul¶as¶at ¶es a cs}odid}opontokat.

Annak ¶erz¶ekeltet¶es¶ehez, hogy az eredm¶enyek a legegyszer}ubb modell-
keretben is szigni¯k¶ansak, egyszer}us¶³t}o felt¶etelekkel ¶elÄunk. Az alapterm¶ek
¶ar¶ara egy geometriai Brown-mozg¶ast felt¶etelezÄunk, amely param¶eterez¶es¶et
2. t¶abl¶azatban kÄozÄoljÄuk. A cs}odid}opontok meghat¶aroz¶as¶ara reduk¶alt form¶aj¶u,
struktur¶alis ¶es faktor modellek a legelterjedtebbek.9 Mi egy speci¶alis, Cox-
folyamatra ¶epÄul}o reduk¶alt form¶aj¶u modellt haszn¶alunk Lando (1998) munk¶aja

9Bielecki ¶es Rutkowski (2013) kÄonyve ¶atfog¶o Äosszefoglal¶ast ad e modellek tulaj-
dons¶agair¶ol ¶es haszn¶alat¶ar¶ol.
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alapj¶an. Ez a keret lehet}os¶eget ad arra, hogy a cs}odintenzit¶asok korrel¶aci¶o-
j¶anak implik¶aci¶oj¶at is fel tudjuk m¶erni, m¶as torz¶³t¶o hat¶asok n¶elkÄul, p¶eld¶aul
az alapterm¶ek ¶es a cs}odesem¶enyek korrel¶aci¶oja. Hogy p¶eld¶ank a val¶os ¶elethez
kÄozel ¶alljon, a cs}odmodell param¶etereit val¶os piaci adatok alapj¶an kalibr¶aljuk.
KÄuls}o meg¯gyel}ok¶ent azonban ¶ugy gondoljuk, hogy ha m¶eg a partnereket is-
merjÄuk is, az ¶altaluk megkÄotÄott Äugyletr}ol nincs inform¶aci¶onk. ¶Igy p¶eld¶ankban
a r¶eszv¶eny¶arfolyamot le¶³r¶o modellt nem kalibr¶aljuk piaci adatokhoz, hanem
annak param¶etereit mi v¶alasztjuk meg.

A r¶eszv¶eny¶arfolyam dinamik¶aj¶at teh¶at az al¶abbi geometriai Brown-moz-
g¶assal ¶³rjuk le:

dSt = rSt dt + ¾St dWt ; (24)

ahol Wt egy Wiener folyamat a Q m¶ert¶ek alatt.
A cs}odid}opontok szimul¶al¶as¶ahoz egy Cox-folyamaton alapul¶o reduk¶alt

modellt haszn¶alunk. JelÄolje ¸i
t az i szerepl}o hazard r¶at¶aj¶at. A reduk¶alt mo-

dellekben a cs}od egy Poisson-folyamat els}o ugr¶as¶anak feleltethet}o meg. Itt
azonban a hazard r¶ata is sztochasztikus, speci¶alisan Brigo ¶es Alfonsi (2005)
munk¶aja alapj¶an egy CIR++ folyamatot kÄovet, azaz:

dxi
t = ki(µi ¡ xi

t) dt + vi
q

xi
t dW i

t ; (25)

¸i
t = xi

t + Ái
t ; i 2 fB; Cg ; (26)

ahol Ái
t jelenti a determinisztikus eltol¶ast, ¶es WB

t ¶es WC
t k¶et korrel¶alt Wiener

folyamat a Q m¶ert¶ek alatt: dWB
t dWC

t = ½ dt.
A fentihez hasonl¶o reduk¶alt modellekben a cs}odid}opont saj¶at kumul¶alt in-

tenzit¶as¶aval transzform¶alva egy exponenci¶alis eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot
ad 1 v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel

Z ¿

0

¸s ds = » » Exp(1) : (27)

JelÄolje a kumul¶alt intenzit¶ast, vagy m¶as n¶even hazard fÄuggv¶enyt ¤(t).
Ekkor a cs}odid}opontot kÄonnyen megkaphatjuk a kÄovetkez}o alakban:

¿ = ¤¡1(») : (28)

A modell illeszt¶es¶et a piacon meg¯gyelt hitelmulaszt¶asi csereÄugyletek fel-
¶araib¶ol visszasz¶amolt cs}odval¶osz¶³n}us¶egekkel v¶egeztÄuk. Az illeszt¶es technik¶aj¶at
Brigo ¶es Alfonsi (2005) dolgozta ki a kamatl¶abmodellekkel anal¶og m¶odon.
Az alapÄotlet, hogy a Cox-folyamatra ¶epÄul}o reduk¶alt modell azonos¶³that¶o egy
kamatl¶abmodellel, hiszen egy adott id}otartamra vonatkoz¶o, a kock¶azatmentes
m¶ert¶ek alatt sz¶amolt t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶eg megegyezik egy ugyanilyen lej¶arat¶u
kÄotv¶eny ¶arfolyam¶aval egy az intenzit¶as dinamik¶aj¶at haszn¶al¶o kamatl¶abmo-
dellben:

Q(¿ > t) = E
£
e
¡

R t

0
¸s ds¤

: (29)

A modellÄunkt}ol azt kell elv¶arnunk, hogy a cs}odval¶osz¶³n}us¶egek b¶armilyen
id}ot¶avon tÄukrÄozz¶ek a piaci ¶ert¶ekeket. A piaci cs}odval¶osz¶³n}us¶egeket pedig
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a hitelmulaszt¶asi csereÄugyletek piacon meg¯gyelt fel¶araib¶ol sz¶amoljuk vissza,
¶ugy, hogy az adott fel¶ar mellett olyan cs}odval¶osz¶³n}us¶eget keresÄunk, ami mel-
lett az Äugylet ¶ara nulla. Ebben a rekurz¶³v feladatban a cs}odval¶osz¶³n}us¶egekre
egy determinisztikus hazard r¶at¶at haszn¶al¶o modellb}ol megkaphatjuk az ¶ugy-
nevezett implicit hazard r¶ata fÄuggv¶enyt. Mivel a piacon rendszerint csak
n¶eh¶any standard lej¶aratra jegyeznek hitelmulaszt¶asi Äugyleteket, ez¶ert a kÄoztes
intervallumokon kÄozel¶³t¶est szok¶as alkalmazni. A kÄozel¶³t¶es az implicit hazard
r¶ata fÄuggv¶eny jegyzett lej¶aratok kÄozÄotti interpol¶al¶as¶at jelenti.

A p¶eld¶aban a JPMorgan Chase & Co. (B) ¶es az Ally Financial Inc. (C)
2015.07.30-¶an meg¯gyelt hitelmulaszt¶asi csereÄugylet fel¶araira ¶ep¶³tÄunk, meg-
vizsg¶alva a HBCVA alakul¶as¶at, ha a k¶et szerepl}o meg¶allapod¶ast kÄotne egy-
m¶assal. A hitelmulaszt¶asi csereÄugylet fel¶arakat az 1. t¶abl¶azat foglalja Äossze.

Lej¶arat (¶ev) JPMorgan Chase & Co. Ally Financial Inc.
1 28,8 29,1
3 45,7 52,3
5 70,9 79,9
7 93,2 103,7
10 110,5 123,4

1. t¶abl¶azat. A piacon meg¯gyelt CDS fel¶arak (b¶azis pont)

A modell illeszt¶ese ut¶an kapott param¶etereket a 2. t¶abl¶azat tartalmazza.

k µ v
B 0,036 0,239 0,132
C 0,009 0,331 0,078

r = 0:01 ¾ = 0:1

2. t¶abl¶azat. CIR++ ¶es GBM modell param¶eterek

A 2. ¶abr¶an szeml¶eltetjÄuk a haircut miatti kiigaz¶³t¶as jelent}os¶eg¶et. Az ¶abra
a bank szempontj¶ab¶ol sz¶am¶³tott HBCVA alakul¶as¶at ¶³rja le a haircut fÄugg-
v¶eny¶eben k¶et kÄulÄonbÄoz}o esetben att¶ol fÄugg}oen, hogy melyik f¶el haszn¶alja a
haircutot a partnere ¶altal biztos¶³tott fedezet csÄokkent¶es¶ere. Ha csak a bank
sz¶amol haircutot az az ¶arat pozit¶³vabb ir¶anyba m¶odos¶³tja. Ez a viselked¶es
egybeesik a v¶arakoz¶asainkkal, hiszen azt mutatja, hogy a bank ¯gyelembe
veszi, hogy partnere ugyan Äonmag¶aban kock¶azatosabb { ¶es ¶³gy a haircut n¶el-
kÄuli kiigaz¶³t¶as negat¶³v { azonban a haircut nÄoveli a biztons¶agot,¶³gy megteheti,
hogy a negat¶³v kiigaz¶³t¶ast kezdetben csÄokkenti, majd magas haircut mellett
pozit¶³vv¶a ford¶³tja ¶at.

A m¶asodik esetben csak a partner csÄokkenti a fedezet ¶ert¶ek¶et. Ez a bank
szempontj¶ab¶ol tov¶abb csÄokkenti a HBCVA ¶ert¶ek¶et, hiszen tov¶abbi v¶arhat¶o
vesztes¶egeket ¶araz be a fedezet¶en felsz¶amolt haircut miatt.

L¶athatjuk, hogy a haircuttal kieg¶esz¶³tett BCVA m¶ar alacsony haircut mel-
lett is jelent}osen elt¶er az eredetit}ol.
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2. ¶abra. HBCVA kÄulÄonbÄoz}o haircut felt¶etelek mellett

A 3. ¶abr¶an a HBCVA egy kÄulÄonleges tulajdons¶ag¶at mutatjuk be. A bank
¶es a partnere hazard r¶at¶aira hat¶o v¶eletlen esem¶enyek kÄozÄotti korrel¶aci¶o fÄugg-
v¶eny¶eben a bank szempontj¶ab¶ol sz¶amolt BCVA ¶ert¶eke enyh¶en csÄokken. A
cs}odmodell jelleg¶eb}ol ad¶od¶oan negat¶³v korrel¶aci¶o mellett gyakrabban fog vala-
melyik f¶el cs}odÄolni, mint magas pozit¶³v korrel¶aci¶o mellett. Negat¶³v korrel¶aci¶o
mellett a felek aszimmetrikusan teljes¶³tenek, ¶³gy v¶arhat¶oan amikor az egyik
f¶el j¶ol teljes¶³t, a m¶asik rosszul fog. Teh¶at gyakrabban fogunk cs}odesem¶ennyel
tal¶alkozni, mint pozit¶³v korrel¶aci¶o mellett, ahol is a felek hasonl¶oan viselked-
nek.

3. ¶abra. HBCVA a hazard r¶at¶akat meghat¶aroz¶o korrel¶aci¶o fÄuggv¶eny¶eben

dombi
Rectangle

dombi
Rectangle
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Magas pozit¶³v korrel¶aci¶o mellett ugyan kevesebb cs}odesem¶ennyel sz¶amo-
lunk, m¶egis a partner relat¶³ve tÄobbet fog cs}odÄolni, hiszen a magasabb fel¶arai
miatt alapb¶ol kock¶azatosabbnak tekinthet}o. ¶Igy a haircut n¶elkÄuli esetben a
bank jobban ki fogja igaz¶³tani az ¶arat a magas korrel¶aci¶o miatt.

A haircut modellbe helyez¶ese azonban a nulla fel¶e h¶uzza a kiigaz¶³t¶ast, ¶es
ezzel megford¶³tja a trendet. Az els}o esetben a HBCVA ¶ert¶ek¶et a partner
¶altal felsz¶amolt 20 sz¶azal¶ekos haircut mellett ¶abr¶azoljuk, mikÄozben a bank
nem sz¶amol haircutot a fedezetre. A partnerkock¶azat miatti kiigaz¶³t¶as itt
is egy csÄokken}o trendet adna a HBCVA-nak, azonban a haircut felfel¶e h¶uz¶o
trendje domin¶al az ¶arkiigaz¶³t¶asban. Mint ahogy azt a modellb}ol m¶ar l¶attuk,
magas korrel¶aci¶o mellett kevesebb cs}oddel kell sz¶amolni, azaz kevesebb ki-
tetts¶eg csÄokkent¶est kell v¶egrehajtani, ¶³gy a bank sz¶am¶ara is kevesebb haircut
vesztes¶eget kell elkÄonyvelni. A ford¶³tott esetet { amikor a bank sz¶amol 20
sz¶azal¶ekos haircutot a fedezeten { lefel¶e tÄor}o trendje az el}oz}oek tÄukr¶eben
hasonl¶oan magyar¶azhat¶o.

5 ÄOsszefoglal¶as

A fedezeti haircut a biztos¶³t¶ekok kezel¶es¶enek egyik legfontosabb m¶odszere.
Meghat¶aroz¶asa sz¶amos kock¶azati faktor ¯gyelembev¶etel¶et k¶³v¶anja meg. Egy
OTC piacon megkÄotÄott szerz}od¶es eset¶en a felek a partner esetleges cs}odje
miatt kock¶azattal szembesÄulnek. A t¶ul¶el}o f¶el m¶eg fedezett poz¶³ci¶o mellett is
kock¶azatnak van kit¶eve, a biztos¶³t¶ek esetleges el¶ert¶ektelened¶ese miatt. Ennek
elkerÄul¶ese v¶egett a CSA szerz}od¶esek gyakran tartalmaznak haircut el}o¶³r¶asokat.

Brigo et al. (2014) a BCVA sz¶am¶³t¶as¶anak egy ¶uj modellj¶et k¶³n¶alj¶ak, ami-
ben a fedezet sz¶ambav¶etel¶ere is sor kerÄul. Ezt a modellt eg¶esz¶³tettÄuk ki a fede-
zeti haircut ¯gyelembev¶etel¶evel. Amennyiben a fedezet kevesebbet ¶er, annak
hat¶assal kell lennie a partnerkock¶azat miatti ¶arkiigaz¶³t¶asra is. Munk¶ankban
azonban megmutattuk, hogy a partnerkock¶azati hat¶asok mellett a haircut
egy m¶asik kiigaz¶³t¶ast is be¶ep¶³t a modellbe, amely az esetleges haircut miatti
nyeres¶egeket, illetve vesztes¶egeket sz¶amszer}us¶³ti. A haircut k¶etf¶ele hat¶ast is
kifejt a derivat¶³va ¶ar¶ara, ¶³gy az semmik¶eppen nem elhanyagolhat¶o t¶enyez}o az
¶ar modellez¶esekor.

Jelen munk¶aban megmutattuk, hogy ez a kiigaz¶³t¶as m¶eg aszimmetrikus
haircut eset¶en sem s¶erti meg az egys¶eges ¶ar szerep¶et, hiszen a felek kÄolcsÄonÄosen
be¶arazz¶ak a CSA felt¶eteleit. A HBCVA sz¶amol¶as¶at le¶³r¶o ¶altal¶anos ¶araz¶o k¶ep-
let levezet¶ese ut¶an egy sz¶amszer}us¶³tett p¶eld¶an mutattuk meg, hogy a haircut
modellhez ad¶asa tÄobbszÄorÄos¶ere v¶altoztathatja a BCVA ¶ert¶ek¶et. Hasonl¶oan
r¶amutattunk, hogy a cs}odesem¶enyeket gener¶al¶o hazard r¶at¶ak kÄozÄotti korre-
l¶aci¶o szerepe is felcser¶el}odik, ha a haircut miatti kiigaz¶³t¶ast is ¯gyelembe
vesszÄuk.
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CREDIT VALUATION ADJUSTMENT { ADDING THE COLLATERAL

HAIRCUT TO THE MODEL

This paper describes the calculation and the features of the credit valuation adjust-
ment (CVA) with collateral haircut. We extend the model developed in Brigo et al.
(2014) to include the discount on the collateral introduced by the haircut. We show
that the price generated by the new model comprises not only the counterparty risk,
but also the gain or loss on the value reduction of the collateral. The price is proved
to be unique for both participant even under asymmetric assumptions. We use a
numerical example to illustrate that the adjustment on the risk free price may be
signi¯cantly di®erent than the original adjustment accounting for counterparty risk
only.
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HEGESZT¶ESSEL KOMBIN¶ALT CS}OV¶AG¶ASI FELADAT1

¶AGOSTON KOLOS CSABA { NY¶IRI J¶ANOS
Budapesti Corvinus Egyetem

A v¶ag¶asi probl¶em¶at (angolul cutting stock) sokan ¶es m¶elyrehat¶oan tanulm¶a-
nyozt¶ak. Az alapfeladatot az ¶evek sor¶an tÄobbf¶ele ir¶anyban ¶altal¶anos¶³tott¶ak.
Ebben a cikkben mi is bemutatjuk az egydimenzi¶os probl¶ema egy lehets¶eges
tov¶abbfejleszt¶es¶et. A mi esetÄunkben (ipar¶agi szabv¶anynak megfelel}oen) en-
ged¶elyezett a told¶as (hegeszt¶es), de egy egys¶eg csak maximum k¶et darabb¶ol
rakhat¶o Äossze. Bemutatunk egy algoritmust, amely a probl¶em¶at vegyes eg¶esz-
¶ert¶ek}u LP feladatok sorozatak¶ent oldja meg. Az algoritmus viszonylag gyor-
san lefut, ¶es sk¶al¶azhat¶o.

1 Bevezet¶es

A v¶ag¶asi probl¶em¶at el}oszÄor Kantorovics (1939) fogalmazta meg. K¶es}obb ilyen
feladatokkal Gillmore ¶es Gomory (1961) is r¶eszletesen foglalkozott, ¶atfog¶o
elemz¶essel t¶amogatva a megold¶asi folyamatokat. CikkÄukben a probl¶em¶at
eg¶esz¶ert¶ek}u LP feladatk¶ent fogalmazt¶ak meg, amelynek megold¶as¶ahoz v¶ag¶asi
tervekre (eredeti sz¶ohaszn¶alatban: activity) volt szÄuks¶eg, ¶es az eg¶esz¶ert¶ek}u
programoz¶asi feladat megmondta, hogy melyik v¶ag¶asi tervet h¶anyszor kell
alkalmazni. Hozz¶aj¶arul¶asuk legfontosabb eredm¶enye az volt, hogy olyan elj¶a-
r¶ast mutattak fel, amelyhez nem szÄuks¶eges az Äosszes v¶ag¶asi terv el}ozetes l¶et-
rehoz¶asa, ugyanis az algoritmus a l¶enyeges v¶ag¶asokat menet kÄozben gener¶alja
(egy ¶un. oszlopgener¶al¶asi m¶odszer seg¶³ts¶eg¶evel). Ugyanakkor az algoritmus
nem felt¶etlenÄul gener¶al eg¶esz¶ert¶ek}u megold¶ast is egyben.

Az eredeti feladat l¶enyeg¶eben egydimenzi¶os feladat: csÄovek vagy olyan
szalagok v¶ag¶as¶ahoz lehetett felhaszn¶alni, ahol a sz¶eless¶eg adott. A gyakor-
latban el}ofordul¶o probl¶em¶ak azonban az eredeti modell kiterjeszt¶es¶et mo-
tiv¶alt¶ak. Legjellemz}obb kiterjeszt¶es a dimenzi¶osz¶am nÄovel¶ese volt: vizsg¶altak
k¶et- ¶es tÄobbdimenzi¶os probl¶em¶akat. A tÄobbdimenzi¶os probl¶em¶ak eset¶en l¶e-
nyeges k¶erd¶es, hogy milyen v¶ag¶asok enged¶elyezettek: egyszer}ubb esetben a
v¶ag¶asoknak v¶egig kell haladniuk az anyagban (pl. Äuveget nem szok¶as f¶elig
lev¶agni), ezekre a szakirodalomban a `guillotine' probl¶ema megnevez¶es ho-
nosodott meg. Text¶³li¶ak eset¶eben viszont nem jelent probl¶em¶at, ha a v¶ag¶as
nem ¶er v¶egig az anyag teljes sz¶eless¶eg¶en. Oper¶aci¶okutat¶asi szempontb¶ol ez a
k¶etf¶ele v¶ag¶asi technika elt¶er}o kezel¶est implik¶al.

A v¶ag¶asi probl¶em¶akr¶ol Äosszefoglal¶ot ad Cheng et al (1994). Ipari alkal-
maz¶asr¶ol l¶asd p¶eld¶aul Stadtler (1990).

1Be¶erkezett: 2016. ¶aprilis 14. E-mail: kolos.agoston@uni-corvinus.hu.
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Napjainkban elterjedtek az ¶un. Sprinkler t}uzv¶edelmi rendszerek. A rend-
szer tervez¶es¶enek, kivitelez¶es¶enek ¶es karbantart¶as¶anak speci¯k¶aci¶oj¶at a MSZ
EN 12845:2004+ A2:2009 sz¶am¶u szabv¶any ¶³rja le. Egy adott megrendel¶es
eset¶en az el}ozetesen m¶eretre v¶agott csÄoveket a helysz¶³nen szerelik Äossze. A
feladat ¶erdekess¶eg¶et az adja, hogy a szabv¶any szerint ezeket a csÄoveket lehet
hegeszteni, de csÄovenk¶ent maximum egyszer.

A 2. fejezetben de¯ni¶aljuk a probl¶em¶at, a 3. fejezetben bemutatjuk, hogy
hogyan lehet a hegeszt¶essel kombin¶alt feladatot visszavezetni az alapfeladat-
ra, ugyanakkor felh¶³vjuk a ¯gyelmet a visszavezet¶es korl¶ataira is. A 4. fejezet-
ben fel¶³rjuk a hegeszt¶essel kombin¶alt v¶ag¶asi probl¶em¶at vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u LP
feladatk¶ent, amely fut¶asi ideje csillag¶aszati m¶ert¶ek}u is lehet. Az 5. fejezetben
megadunk egy kÄozel¶³t}o elj¶ar¶ast, amely elfogadhat¶o id}o alatt lefut. Numerikus
futtat¶asok eredm¶enyei a 6. fejezetben szerepelnek, melyet az Äosszefoglal¶as
kÄovet.

2 A hegeszt¶essel kombin¶alt v¶ag¶asi feladat is-
mertet¶ese

Adott egy Ld lista, amely a d ¶atm¶er}ohÄoz tartoz¶o lev¶agand¶o csÄoveket tar-
talmazza. Mivel kÄulÄonbÄoz}o ¶atm¶er}oj}u csÄoveket nem lehet Äosszehegeszteni, ¶³gy
minden ¶atm¶er}ohÄoz kÄulÄon feladat tartozik, ez¶ert a d index nem felt¶etlenÄul
jelenik meg a k¶es}obbiekben, kiv¶eve a param¶eterekben. A lev¶agand¶o csÄovek
hossza 0 ¶es 12 000 mm kÄozÄott v¶altozhat, amelyet li jelÄol (i 2 Ld). Ipar¶agi
szabv¶any, hogy a csÄoveket lehet hegeszteni, de darabonk¶ent maximum egyszer.
A hegeszt¶es kÄolts¶ege wd |amely fÄugghet az ¶atm¶er}ot}ol| az Äuzletmenet sor¶an
v¶altozhat. Ha sok a megrendel¶es, akkor magas kÄolts¶eggel sz¶amolhatunk,
mert a megnÄovekedett munkar¶aford¶³t¶as miatt m¶as megrendel¶eseket vissza
kell utas¶³tani, ¶³gy a hegeszt¶es rezsikÄolts¶eg¶ehez viszonylag nagy alternat¶³va
kÄolts¶eg is j¶arul. Ha kev¶es a megrendel¶es, akkor csak a viszonylag alacsony
rezsikÄolts¶eget kell ¯gyelembe venni.

A csÄoveket 6 000 mm hossz¶u alapanyagokb¶ol kell m¶eretre v¶agni, majd
szÄuks¶eg eset¶en a ledarabolt csÄoveket Äosszehegeszteni. Az egy¶ertelm}u sz¶ohasz-
n¶alat miatt h¶³vjuk a tov¶abbiakban az alapanyagk¶ent szolg¶al¶o `csÄovet' r¶udnak,
m¶³g a list¶aban szerepl}ot cs}onek, hab¶ar ez nem teljesen szabatos. A rudak ¶ara
term¶eszetesen fÄugg az ¶atm¶er}ot}ol: pd.

A k¶erd¶es az, hogyan lehetne elv¶egezni egy Ld list¶ahoz tartoz¶o csÄovek
m¶eretre v¶ag¶as¶at ¶es hegeszt¶es¶et ¶ugy, hogy az ÄosszkÄolts¶eg (nyersanyag¶ar plusz
hegeszt¶esi kÄolts¶eg) minim¶alis legyen? A nyersanyag¶arat az elhaszn¶alt rudak
darabsz¶ama alapj¶an kell kalkul¶alni, a keletkez}o hullad¶ekot nem lehet fel-
haszn¶alni egy m¶asik megrendel¶eshez.
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3 Visszavezet¶esi k¶³s¶erlet

Els}o lehet}os¶egk¶ent vizsg¶aljuk meg, hogy vissza tudjuk-e vezetni a feladatot
hegeszt¶es n¶elkÄuli darabol¶asi feladatra!

Gillmore ¶es Gomory (1961) ¶altal megadott algoritmus nem kezeli a hegesz-
t¶eseket; az alapanyag hossz¶us¶aga viszont tÄobbf¶ele is lehet. A mi esetÄunkben
az alapanyag hossza 6 000 mm, de egy hegeszt¶essel k¶esz¶³thetÄunk egy 12 000
mm hossz¶u rudat, melynek ¶ara 2pd + wd; k¶et hegeszt¶essel k¶esz¶³thetÄunk egy
18 000 mm hossz¶u rudat, amelynek ¶ara 3pd + 2wd . . . Teh¶at ¶ugy t}unik, hogy
visszavezettÄuk a feladatot hegeszt¶es n¶elkÄuli v¶ag¶asi feladatra.

De ez a visszavezet¶es nem tÄok¶eletes. Legyen pl. 3 db 10000 mm hossz¶u
leszaband¶o cs}o. Ekkor Gillmore ¶es Gomory (1961) algoritmusa (vagy vala-
mely tov¶abbfejlesztett v¶altozata) le fogja darabolni ezt egy 30 000 mm hossz¶u
r¶udb¶ol v¶ag¶asi hullad¶ek n¶elkÄul. Viszont a 30 000 mm hossz¶u r¶ud elk¶esz¶³t¶es¶ehez
4 hegeszt¶es kell, a 3 csÄovet pedig maximum 3-szor lehet hegeszteni (csÄoven-
k¶ent egyszer). Az ilyen jelleg}u probl¶em¶akat megnyugtat¶o m¶odon nem tudjuk
kezelni a visszavezet¶es sor¶an.

Tov¶abbi probl¶ema, hogy nagy teljes¶³tm¶eny}u (szabad felhaszn¶al¶as¶u) im-
plement¶aci¶oja nem ¶erhet}o el a darabol¶asi feladatnak.

Lehet}os¶eg lenne az oszlopgener¶aci¶o m¶odos¶³t¶as¶ara is, de ez sem felt¶etlenÄul
c¶elravezet}o, hiszen a told¶as lehet}os¶ege miatt a megoldand¶o feladat m¶erete
megn}o, ami ak¶ar nagyon nagy fut¶asi id}ot is okozhat (ugyanis eg¶esz¶ert¶ek}u
feladat megold¶asa szÄuks¶eges hozz¶a).

A cikkben bemutatott algoritmus egyfajta k¶³s¶erletnek is tekinthet}o, hogy
milyen teljes¶³tm¶enyre lehet sz¶am¶³tani, ha elt¶erÄunk az oszlopgener¶al¶os tech-
nik¶at¶ol. Az implement¶aci¶o az Äuzleti ¶eletben hasznos seg¶³ts¶eget jelentett, a
megold¶assal a megrendel}o el¶egedett volt. A bemutat¶asra kerÄul}o programoz¶asi
feladatok j¶ol hasznos¶³that¶oak egy m¶odos¶³tott oszlopgener¶al¶os algoritmus meg-
alkot¶asakor.

4 Glob¶alis optimum

A 2. fejezetben le¶³rt feladat optim¶alis megold¶asa megadhat¶o egy vegyes eg¶esz-
¶ert¶ek}u programoz¶asi feladatk¶ent. Legyen K olyan nagy sz¶am, hogy a feladat
K r¶ud seg¶³ts¶eg¶evel m¶ar biztosan elv¶egezhet}o. JelÄolje xik, i 2 Ld, k = 1 . . .K,
hogy az i lev¶agand¶o cs}o mekkora r¶esz¶et v¶agjuk le a k r¶udb¶ol. JelÄolje rk

bin¶aris v¶altoz¶o, hogy a k rudat felhaszn¶altuk-e (van-e olyan i index, amely-
re xik pozit¶³v). Legyenek hik bin¶aris indik¶atorv¶altoz¶ok, hogy xik v¶altoz¶ok
pozit¶³vak-e vagy sem.
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(1)

Az (1) feladat megfogalmaz¶as¶an¶al ¯gyelni kell arra, hogy a c¶elfÄuggv¶enyben
a hegeszt¶es kÄolts¶eg¶et egyszer akkor is hozz¶aadjuk a kÄolts¶eghez, ha nincs he-
geszt¶es. Teh¶at a kapott c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶ekb}ol le kell vonni a csÄovek sz¶amaszor
a hegeszt¶es kÄolts¶eg¶et (de ez egy ¯x Äosszeg, az optimum hely¶et nem v¶altoztatja
meg).

Az (1) programoz¶asi feladat megoldhat¶o vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u solverek se-
g¶³ts¶eg¶evel. A fel¶³r¶asban szerepl}o nagysz¶am¶u bin¶aris v¶altoz¶o miatt a szÄuks¶eges
id}o extr¶em nagyra n}ohet.

A numerikus sz¶am¶³t¶asokat egy Intel Duo 2,33 GHz processzorral, 2 GB
RAM-mal rendelkez}o sz¶am¶³t¶og¶epen futattuk; az oper¶aci¶os rendszer Windows
7 Enterprise volt, az LP solver pedig a 4.55 verzi¶osz¶am¶u GLPK.

A k¶es}obbiekben az 1. t¶abl¶azatban szerepl}o feladatot fogjuk szeml¶eltet¶es-
k¶ent haszn¶alni.

Azonos¶³t¶o Hossz Azonos¶³t¶o Hossz
c1 4680 c17 4680
c2 4000 c18 4680
c3 4680 c19 2000
c4 7200 c20 4500
c5 4680 c21 5096
c6 5000 c22 4680
c7 5250 c23 7000
c8 4680 c24 4660
c9 4680 c25 4500
c10 6000 c26 5500
c11 5260 c27 4500
c12 7200 c28 4660
c13 5660 c29 7000
c14 4680 c30 4680
c15 4500 c31 6000
c16 4680

1. t¶abl¶azat. Szeml¶eltet}o p¶elda adatai
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Ha az 1. t¶abl¶azatban csak az els}o 5 cs}ovel futtattuk le a modellt, ¶es 6
rudat enged¶elyeztÄunk, akkor is 187,7 m¶asodperc volt szÄuks¶eges az optim¶alis
megold¶as megtal¶al¶as¶ahoz, ami el¶eg tekint¶elyes id}o a feladat m¶eret¶ehez k¶epest.
Ha az els}o 6 cs}ovel futtattuk, 1 ¶ora (3600 m¶asodperc) sem volt el¶eg az opti-
mum megtal¶al¶as¶ahoz.

¶Erdemes ¯gyelembe venni, hogy a feladat fut¶asi ideje jelent}osen csÄokkent-
het}o, ha a korl¶atok kÄoz¶e hozz¶avesszÄuk a rk¡1 ¸ rk felt¶eteleket, ¶³gy m¶ar mind
a k¶et eset 1 m¶asodpercen belÄul megoldhat¶ov¶a v¶alt. A 2. t¶abl¶azat mutatja a
fut¶asi id}oket a csÄovek sz¶am¶anak nÄoveked¶es¶evel.

CsÄovek sz¶ama Fut¶asi id}o (sec)
5 > 1
6 > 1
7 410
8 < 3600

2. t¶abl¶azat. A szeml¶eltet}o p¶eld¶aban szerepl}o els}o n¶eh¶any
cs}ovel futtatott feladat fut¶asi ideje m¶asodpercben

A teljes modell futtat¶as¶ahoz szÄuks¶eges id}o bel¶athatatlan. Legal¶abb 15 m¶a-
sodpercre volt szÄuks¶eg ahhoz, hogy a program az els}o eg¶esz¶ert¶ek}u lehets¶eges
megold¶ast megtal¶alja. Enn¶el j¶oval nagyobb m¶eret}u probl¶em¶ak eset¶en egy le-
hets¶eges eg¶esz¶ert¶ek}u megold¶as megtal¶al¶asa v¶arhat¶oan j¶oval tÄobb id}ot ig¶enyel,
¶es a folyamat kev¶ess¶e befoly¶asolhat¶o. Megel¶egedn¶enk egy kÄozel¶³t}o optimum-
mal is, ha azt viszonylag gyorsan megkaphatn¶ank. Tov¶abbi elv¶ar¶as, hogy az
algoritmus sk¶al¶azhat¶o legyen.

5 KÄozel¶³t}o algoritmus

Az el}oz}o fejezet alapj¶an levonhatjuk azt a kÄovetkeztet¶est, hogy nem c¶elszer}u
egyetlen nagy m¶eret}u feladatot fel¶³rni.

Vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u programoz¶asi feladatok tanulm¶anyoz¶asa sor¶an jutot-
tunk arra a meg¶allap¶³t¶asra, hogy kb. 30-50 bin¶aris v¶altoz¶ot tartalmaz¶o fel-
adatot tudnak gyorsan megoldani a solverek. Term¶eszetesen ez csak egy
hozz¶avet}oleges sz¶am, ezen belÄul is sok fÄugg a feladat strukt¶ur¶aj¶at¶ol. Szeret-
n¶enk olyan algoritmust l¶etrehozni, ami ak¶ar sok vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u feladatot
megold, de a mondott 30-50 bin¶aris v¶altoz¶on¶al nem tartalmaz tÄobbet, de
enn¶el c¶elravezet}obb, ha kÄuls}o param¶eterrel kontrol¶alhat¶o a bin¶aris v¶altoz¶ok
(maxim¶alis) sz¶ama. Legyen ez a param¶eter pmb!

Az Äotlet az, hogy bontsuk k¶et f¶azisra az algoritmust. Az els}o f¶azisban
csak a v¶ag¶asi hullad¶ek minimaliz¶al¶asa a c¶el, ¶es el}o¶all¶³tunk sok lehets¶eges v¶a-
g¶asi tervet, amelyek kÄozÄul a m¶asodik f¶azisban kiv¶alasztjuk, melyik eset¶en lesz
az ÄosszkÄolts¶eg minim¶alis.

Az els}o f¶azist is tov¶abbi alf¶azisokra bontjuk: 1/1 alf¶azis, 1/2 alf¶azis . . .
Az alf¶azisokat az kÄulÄonbÄozteti meg, hogy h¶any rudat tekintÄunk egyszerre.
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5.1 1/1 alf¶azis

KezdjÄuk az 1/1 alf¶azissal! Adva van Ld lista, ¶es van egy 6000 mm hossz¶u r¶ud.
Szeretn¶enk a lev¶agand¶o csÄovek kÄozÄul kiv¶alasztani n¶eh¶anyat, hogy a legkisebb
v¶ag¶asi hullad¶ek keletkezzen. Mint l¶atni fogjuk ez gyakorlatilag egy h¶atizs¶ak
probl¶ema. Mivel egyetlen r¶ud van, a hegeszt¶esnek nincs ¶ertelme. Egyetlen
probl¶ema, hogy az Ld list¶aban elk¶epzelhet}o, hogy tÄobb elem van, mint a pmb
param¶eter ¶ert¶eke. VegyÄunk ki v¶eletlenszer}uen (visszatev¶es n¶elkÄul) maximum
pmb elemet a Ld list¶ab¶ol, legyen ez az I1 lista.

Mit kezdjÄunk a 6 000 mm-n¶el hosszabb csÄovekkel? Ezeket a csÄoveket egy-
szer mindenk¶eppen hegeszteni kell, ez a hegeszt¶es nem befoly¶asolja az opti-
mumot. Ez¶ert ¶ugy j¶arunk el, hogy levesszÄuk bel}olÄuk a 6000 mm-es r¶eszt, ¶es
csak a marad¶ekot szerepeltetjÄuk a list¶aban.

Az 1=1 alf¶azishoz tartoz¶o feladat: jelÄolje di bin¶aris v¶altoz¶o, hogy kiv¶alasz-
t¶asra kerÄul-e az i elem a list¶aban.

P
i2I1

lidi ! max

f. h.: P
i2I1

lidi · 6000

di 2 f0; 1g 8i 2 I1 :

(2)

A feladat optim¶alis megold¶asak¶ent kapunk egy v¶ag¶asi tervet, amelynek
Äosszhossza rem¶elhet}oleg kÄozel van a 6 000 mm-hez. T¶aroljuk el ezt a v¶ag¶asi
tervet (javaslatot)! Azokat a csÄoveket, amelyeket ebben az iter¶aci¶oban lev¶ag-
tunk (azaz ahol az optim¶alis megold¶asban 1 ¶ert¶ek szerepel), kivesszÄuk az I1

list¶ab¶ol, ¶es ha lehet, az eredeti Ld list¶ab¶ol ¶ujabbakkal p¶otoljuk. Ha ez m¶ar
nem lehets¶eges, akkor az I1 lista elemsz¶ama csÄokken.

A (2) feladatot annyiszor futtatjuk, am¶³g az I1 lista ki nem ÄurÄul. ¶Igy
az eredeti Ld list¶aban szerepl}o Äosszes csÄovet leszabtuk valamilyen m¶odon. A
gener¶alt v¶ag¶asi terveket a 3. t¶abl¶azat tartalmazza.

Ez az alf¶azis adott esetben kiv¶althat¶o lenne pl. Gillmore ¶es Gomory (1961)
¶altal le¶³rt algoritmussal (ami v¶elhet}oen jobb eredm¶enyt adna), de egyr¶eszt
nem tal¶altunk be¶agyazhat¶o programot, m¶asr¶eszt a feladat bonyolults¶ag¶at a
told¶asok lehet}os¶ege adja. Mivel ebben az alf¶azisban m¶eg nincs hegeszt¶es, az
itt nyert el}onyÄok kev¶esb¶e sz¶am¶³tanak a v¶egs}o megold¶asn¶al.
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V¶ag¶as sorsz¶ama CsÄovek azonos¶³t¶oi ÄOsszhossz Hegeszt¶esek sz¶ama
v1 c10 6 000 0
v2 c31 6 000 0
v3 c2, c19 6 000 0
v4 c6, c23 6 000 (+6000) 1
v5 c12, c30 5 880 (+6000) 1
v6 c1, c4 5 880 (+6000) 1
v7 c3, c29 5 680 (+6000) 1
v8 c13, 5 660 0
v9 c26 5 500 0
v10 c11 5 260 0
v11 c7 5 250 0
v12 c21 5 096 0
v13 c9 4 680 0
v14 c8 4 680 0
v15 c14 4 680 0
v16 c16 4 680 0
v17 c17 4 680 0
v18 c18 4 680 0
v19 c22 4 680 0
v20 c5 4 680 0
v21 c28 4 660 0
v22 c24 4 660 0
v23 c20 4 500 0
v24 c25 4 500 0
v25 c27 4 500 0
v26 c15 4 500 0

3. t¶abl¶azat. Az 1/1 alf¶azis sor¶an gener¶alt v¶ag¶asi tervek

5.2 1/2 alf¶azis

Ha k¶eszen vagyunk az 1/1 alf¶azissal visszatesszÄuk az Äosszes elemet az Ld

list¶aba. Az 1/2 alf¶azis eset¶en k¶et 6000 mm-es r¶ud ¶all rendelkez¶esre. Itt m¶ar
¶ertelmet nyer a hegeszt¶es, de mivel k¶et r¶ud van, nem kell kÄulÄon kikÄotni, hogy
csak maximum egyszer lehet hegeszteni, ez mag¶at¶ol teljesÄul. Most is csak
arra koncentr¶alunk, hogy a v¶ag¶asi hullad¶ek minim¶alis legyen, a hegeszt¶es
kÄolts¶eg¶et nem vesszÄuk ¯gyelembe.

KiveszÄunk most is v¶eletlenszer}uen egy maximum pmb elemet tartalmaz¶o
list¶at az Ld list¶ab¶ol, ¶es elt¶aroljuk a I2 list¶aban. Legyen di jelent¶ese ugyanaz,
mint az 1/1 alf¶azisban! Jelentse xi1 ¶es xi2 hogy az i lev¶agand¶o cs}ohÄoz mennyit
haszn¶alunk el az 1., illetve 2. r¶udb¶ol!

P
i2I2

lidi ! max

f. h.: P
i2I1

xi1 · 6 000
P

i2I1

xi2 · 6 000

xi1 + xi2 ¡ lidi = 0 8i 2 I2

xi1; xi2 ¸ 0 8i 2 I2

di 2 f0; 1g 8i 2 I2 :

(3)
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V¶ag¶as sorsz¶ama CsÄovek azonos¶³t¶oi ÄOsszhossz Hegeszt¶esek sz¶ama
v27 c2, c10, c19 12 000 0
v28 c6, c29 12 000 1
v29 c3, c4 11 880 1
v30 c9, c12 11 880 1
v31 c23, c30 11 680 1
v32 c13, c31 11 660 0
v33 c11, c26 10 760 1
v34 c7, c21 10 346 1
v35 c1, c22 9 360 1
v36 c5, c18 9 360 1
v37 c14, c16 9 360 1
v38 c8, c17 9 360 1
v39 c24, c28 9 320 1
v40 c15, c25 9 000 1
v41 c20, c27 9 000 1

4. t¶abl¶azat. Az 1/2 alf¶azis sor¶an gener¶alt v¶ag¶asi tervek

A (3) feladat optim¶alis megold¶asa nem felt¶etlenÄul marad optim¶alis, amint
a hegeszt¶es kÄolts¶eg¶evel is sz¶amolunk. N¶ezzÄuk a 4. t¶abl¶azatban a v33 v¶ag¶ast! A
(3) feladat optim¶alis megold¶asa eset¶en van egy hegeszt¶es: az els}o rudat felv¶ag-
juk 5500+500 m¶odon, a m¶asodikat 4 760+1240 m¶odon, majd az 500 mm-es ¶es
4 760 mm-es darabot ÄosszehegesztjÄuk. Term¶eszetesen ezt a r¶eszfeladatot meg
lehetne hegeszt¶es n¶elkÄul is oldani. Mivel a c¶elfÄuggv¶enyben nem szerepeltetjÄuk
a hegeszt¶es kÄolts¶eg¶et (ez jelent}osen megnÄoveln¶e a fut¶asi id}ot), ez¶ert a modell
sz¶am¶ara ez a k¶et megold¶as ekvivalens. Egyr¶eszr}ol itt is l¶atszik, hogy az
algoritmus nem felt¶etlenÄul tal¶alja meg a glob¶alis optimumot: ez az ¶ara a
gyorsas¶agnak. M¶asr¶eszr}ol a jelen p¶elda eset¶en l¶athat¶o, hogy az 1/1 alf¶azisban
szerepel az a v¶ag¶as, hogy 5500+500 (v9 v¶ag¶as) ¶es 5 260+740 (v10 v¶ag¶as),
teh¶at ebben a konkr¶et esetben ez nem jelent t¶enyleges h¶atr¶anyt, mert az
1/1 alf¶azis v9 ¶es v10 v¶ag¶asa egyÄuttesen domin¶alja a v33 v¶ag¶ast: ugyan¶ugy
k¶et rudat haszn¶alunk fel mindk¶et esetben az 5 500 ¶es az 5 260 mm-es csÄovek
el}o¶all¶³t¶as¶ahoz, de a v33 v¶ag¶asi javaslat eset¶en ehhez t¶arsul egy hegeszt¶es
kÄolts¶ege is.

5.3 1/3 alf¶azis

Ha k¶eszen vagyunk az 1/2 alf¶azissal, megint visszatesszÄuk az Äosszes elemet
az Ld list¶aba. Az 1/3 alf¶azis eset¶en m¶ar h¶arom 6 000 mm-es r¶ud ¶all ren-
delkez¶esre. Innent}ol kezdve vigy¶azni kell arra is, hogy egy csÄovet csak maxi-
mum k¶et r¶eszb}ol hegeszthetÄunk Äossze. Ez a t¶eny a feladatban szerepl}o bin¶aris
v¶altoz¶ok sz¶am¶at jelent}osen megnÄoveli.

KiveszÄunk most is v¶eletlenszer}uen egy maximum pmb elemet tartalmaz¶o
list¶at az Ld list¶ab¶ol ¶es elt¶aroljuk az I3 list¶aban. Legyen di ¶es xik jelent¶ese
ugyanaz, mint az 1/2 alf¶azisban. Legyenek hik bin¶aris indik¶atorv¶altoz¶ok,
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hogy xik v¶altoz¶ok pozit¶³vak-e vagy sem.
P

i2I2

lidi ! max

f. h.: P
i2I3

xi1 · 6000
P

i2I3

xi2 · 6000
P

i2I3

xi3 · 6000

xi1 + xi2 + xi3 ¡ lidi = 0 8i 2 I3

xik ¡ 6000hik · 0 k = 1 . . . 3; 8i 2 I3

hi1 + hi2 + hi3 · 2 8i 2 I3

xi1; xi2; xi3 ¸ 0 8i 2 I3

di; hi1; hi2; hi3 2 f0; 1g 8i 2 I3

(4)

V¶ag¶as sorsz¶ama CsÄovek azonos¶³t¶oi ÄOsszhossz Fut¶asi id}o (sec)
v42a c2, c23, c29 18 000 < 1(< 1)
v43a c19, c26, c27 18 000 < 1(< 1)
v44a ??? ? > 3 600(< 1)

5. t¶abl¶azat. A (4) feladattal gener¶alt n¶eh¶any v¶ag¶as fut¶asi ideje

A (4) feladat fut¶asig¶enye jelent}osen megn}ott, l¶asd 5. t¶abl¶azatot . J¶o lenne
olyan m¶odon megfogalmazni a feladatot, hogy ne nÄovekedjen a bin¶aris v¶alto-
z¶ok sz¶ama. Erre akkor van lehet}os¶egÄunk, ha nem vesszÄuk ¯gyelembe az Äosszes
lehets¶eges v¶ag¶ast, ¶³gy a fut¶asi id}o ak¶ar nagys¶agrendekkel is csÄokkenthet}o.

Bontsuk az I3 list¶at k¶et diszjunkt r¶eszre: I1
3 ¶es I2

3 . Mivel az I3 list¶at
v¶eletlenszer}uen tÄoltÄottÄuk fel, ez¶ert el¶egs¶eges pl. ha az I1

3 lista az I3 lista els}o
fel¶et tartalmazza, az I2

3 pedig a m¶asodikat. A korl¶atoz¶as legyen az, hogy az
I1
3 lista elemeit csak az els}o ¶es m¶asodik r¶udb¶ol toldhatjuk Äossze, az I2

3 elemeit
pedig csak az els}o ¶es harmadik r¶udb¶ol. Ekkor nem kell kÄulÄon felt¶etelk¶ent
kikÄotni, hogy maximum egy hegeszt¶es lehets¶eges. Teh¶at a megoldand¶o fela-
dat: P

i2I2

lidi ! max

f. h.: P
i2I3

xi1 · 6000
P

i2I1
3

xi2 · 6000

P
i2I2

3

xi3 · 6000

xi1 + xi2 ¡ lidi = 0 8i 2 I1
3

xi1 + xi3 ¡ lidi = 0 8i 2 I2
3

xi1; xi2; xi3 ¸ 0 8i 2 I3

di 2 f0; 1g 8i 2 I3 :

(5)

Ha megkaptuk az optim¶alis megold¶ast, akkor a lev¶agott csÄoveket kivesszÄuk
az I3 list¶ab¶ol, ¶es ha tudjuk, feltÄoltjÄuk ¶uj elemekkel. Ha m¶ar nincs ¶uj elem,
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akkor a lista m¶erete csÄokken. Ak¶ar ¶³gy, ak¶ar ¶ugy, az I1
3 ¶es I2

3 list¶akat min-
denk¶eppen ¶ujra kell gener¶alni, de mint eml¶³tettÄuk, ez lehet az I3 lista els}o ¶es
m¶asodik fele egyszer}uen.

Megoldottuk a v44a feladathoz tartoz¶o list¶at az (5) feladat seg¶³ts¶eg¶evel
is. A fut¶asi id}o 1,7 m¶asodperc volt, az optimum pedig 17 880. L¶athat¶o, hogy
a fut¶asi id}o jelent}os m¶ert¶ekben lecsÄokkent, de a v¶ag¶asi hullad¶ek is nagyobb
volt ebben az esetben, mint ameddig a (4) feladat megold¶asa sor¶an 1 ¶ora
alatt eljutottunk. Alternat¶³v elj¶ar¶as lehetne, hogy a (4) feladatot oldjuk meg
¶es csak p¶ar m¶asodperces fut¶ast enged¶elyezÄunk, rem¶elve, hogy eljutunk (egy
nem t¶ul rossz) eg¶esz¶ert¶ek}u lehets¶eges megold¶asig ennyi id}o alatt. Mi ink¶abb
az (5) feladat mellett dÄontÄottÄunk, a rÄovidebb fut¶asi id}o miatt, de a k¶erd¶es
ak¶ar tov¶abbi vizsg¶al¶od¶asok t¶argya is lehet.

N¶ezzÄuk az (5) feladat korl¶atait! Legyen az I3 list¶aban n¶egy 4500 mm
hossz¶u cs}o ¶es a tÄobbi legyen 5 000 mm! Az optim¶alis az lenne, ha k¶et 6 000
mm-es rudat sz¶etv¶agn¶ank 4 500 + 1 500 m¶odon, a harmadikat pedig 3 000 +
3 000 m¶odon. ¶Igy kapn¶ank k¶et 4 500 mm hossz¶u csÄovet hegeszt¶es n¶elkÄul, ¶es
kett}ot 3 000+1 500 m¶odon, egy-egy hegeszt¶essel. Ha a n¶egy 4500 mm hossz¶u
cs}ob}ol nem 2-2 kerÄul az I1

3 ¶es I2
3 list¶aba (aminek val¶osz¶³n}us¶ege 62,5%), akkor

nem a 4500 mm hossz¶u csÄovek kerÄulnek kiv¶alaszt¶asra, hanem h¶arom 5 000
mm-es cs}o.

Az I1
3 ¶es I2

3 list¶ak ¶ujra gener¶al¶asakor van ¶ujabb es¶ely, arra hogy a 2-2
eloszl¶as l¶etrejÄojjÄon. Ha ez nem kÄovetkezik be, akkor a 4 500 mm hossz¶u csÄo-
veket is csak 1500 mm v¶ag¶asi hullad¶ekkal tudjuk elk¶esz¶³teni.

V¶egezetÄul a 6. t¶abl¶azat tartalmazza az 1/3 alf¶azisban (az (5) feladat ¶altal)
gener¶alt v¶ag¶asokat.

V¶ag¶as sorsz¶ama CsÄovek azonos¶³t¶oi ÄOsszhossz Hegeszt¶esek Fut¶asi id}o
sz¶ama (sec)

v42 c2, c6, c19, c23 18 000 2 0,9
v43 c11, c13, c29 17 920 2 2,5
v44 c12, c30, c31 17 880 2 1,4
v45 c4, c21, c26 17 796 2 0,8
v46 c7, c10, c17 15 930 2 0,4
v47 c1, c16, c22 14 040 2 0,1
v48 c8, c14, c18 14 040 2 > 0; 1
v49 c3, c9, c24 14 020 2 > 0; 1
v50 c5, c15, c28 13 500 1 > 0; 1
v51 c20, c25, c27 13 500 1 > 0; 1

6. t¶abl¶azat. Az 1/3 alf¶azis sor¶an gener¶alt v¶ag¶asi tervek

5.4 Tov¶abbi alf¶azisok

Nem felt¶etlenÄul ¶allunk meg az 1/3 alf¶azisn¶al (ez param¶eter k¶erd¶ese). Ha
befejeztÄuk az 1/j-1 alf¶azist ¶es tov¶abb szeretn¶enk menni, a kÄovetett m¶odszer
anal¶og: visszatesszÄuk az Äosszes elemet az Ld list¶aba, majd v¶eletlenszer}uen
kiv¶alasztunk maximum pmb elemet az Ij list¶aba. Az Ij list¶at j ¡ 1 diszjunkt

r¶eszre osztjuk: I1
j ...Ij¡1

j . A megoldand¶o vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u programoz¶asi



Hegeszt¶essel kombin¶alt cs}ov¶ag¶asi feladat 57

feladat:
P

i2I2

lidi ! max

f. h.: P
i2Ij

xi1 · 6 000
P

i2Im
j

xi(m+1) · 6 000 m = 1 . . . j ¡ 1

xi1 + xi(m+1) ¡ lidi = 0 m = 1 . . . j ¡ 1; 8i 2 Im
j

xi1; xi(m+1) ¸ 0 m = 1 . . . j ¡ 1; 8i 2 Im
j

di 2 f0; 1g 8i 2 Ij :

(6)

Az optim¶alis megold¶asban szerepl}o csÄovekhez tartoz¶o indexeket kivesszÄuk
az Ij list¶ab¶ol, ¶es ha van m¶eg cs}o az Ld list¶aban, akkor a helyÄukre beteszÄunk

¶ujakat, ha nincs; akkor csÄokken a lista m¶erete. ¶Ujrade¯ni¶aljuk a I1
j ...Ij¡1

j

list¶akat ¶es lefuttatjuk megint a (6) vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u programoz¶asi feladatot.
A 7. t¶abl¶azatban bemutatjuk az 1/4 alf¶azishoz tartoz¶o v¶ag¶asokat, ¶es ¶ugy

dÄontÄunk, hogy a p¶eld¶ankban ezzel v¶eget is ¶er az els}o f¶azis.

V¶ag¶as sorsz¶ama CsÄovek azonos¶³t¶oi ÄOsszhossz Hegeszt¶esek Fut¶asi id}o
sz¶ama (sec)

v52 c10, c15, c19, c25, c29 24 000 2 2,1
v53 c4, c12, c21, c27 23 996 3 2,8
v54 c1, c2, c18, c20, c31 23 860 3 1,3
v55 c7, c11, c13, c23 23 170 3 0,4
v56 c5, c6, c17, c26 19 860 2 0,2
v57 c3, c8, c16, c30 18 720 2 > 0; 1
v58 c9, c14, c22, c24 18 700 2 > 0; 1
v59 c28 4 660 0 > 0; 1

7. t¶abl¶azat. Az 1/4 alf¶azis sor¶an gener¶alt v¶ag¶asi tervek

5.5 2. f¶azis

Az alf¶azisok sor¶an keletkezett J v¶ag¶asi aj¶anlat. A m¶asodik f¶azisban ki kell
v¶alogatni kÄozÄulÄuk azokat, amelyek ÄosszkÄolts¶ege a legkisebb. A bij param¶eter
¶ert¶eke legyen 1, ha az i cs}o a j v¶ag¶asban szerepel (j = 1 . . .J); 0, ha nem.
JelÄolje yj bin¶aris v¶altoz¶o, hogy a j. v¶ag¶asi javaslat szerepel-e a v¶egs}o v¶ag¶asi
tervben. Legyen cj a j. v¶ag¶as kÄolts¶ege. A v¶ag¶as kÄolts¶ege megkaphat¶o, ha
Äosszeadjuk a v¶ag¶ashoz elhaszn¶alt rudak (anyag)kÄolts¶eg¶et, ¶es a hegeszt¶esek
kÄolts¶eg¶et. A m¶asodik f¶azisban megoldand¶o feladat:

JP
j=1

cjyj ! min

f. h.:
JP

j=1

bijyj ¸ 1 8i 2 Id

yj 2 f0; 1g j = 1 . . .J :

(7)
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Ha egy r¶ud ¶ara 4200 Ft ¶es a hegeszt¶es kÄolts¶ege pedig 80 Ft, akkor a kÄo-
vetkez}o v¶ag¶asok kerÄultek be a v¶egs}o v¶ag¶asi tervbe: v4, v5, v8, v9, v10, v11,
v12, v13, v14, v15, v16, v17, v19, v20, v22, v25, v29, v52, v54 v59. ¶Igy
Äosszess¶eg¶eben 29 rudat haszn¶altunk fel, ¶es 8 hegeszt¶esre volt szÄuks¶eg. Ha a
hegeszt¶es kÄolts¶ege megv¶altozik 2000 Ft-ra, akkor m¶ar a v¶egs}o v¶ag¶asi tervhez
30 r¶udra volt szÄuks¶eg, de csak 4 hegeszt¶esre.

5.6 Sk¶al¶az¶asi lehet}os¶egek

Az algoritmus sk¶al¶azhat¶o a megrendel}oi ig¶enyeknek ¶es a feladat m¶eret¶enek
megfelel}oen. Eddig bemutat¶asra kerÄult a pmb param¶eter, ami a maxim¶alis
bin¶aris v¶altoz¶ok sz¶am¶at mutatja az els}o f¶azis feladataiban. Min¶el nagyobb a
param¶eter ¶ert¶eke, ann¶al nagyobb a lista, ¶³gy tÄobb lehet}os¶eget tud egyszerre
¯gyelembe venni, ¶es ¶³gy v¶elhet}oleg kisebb hullad¶ekkal tud v¶ag¶asi javaslatokat
el}o¶all¶³tani. Ugyanakkor a param¶eter nÄoveked¶es¶evel jelent}osen megn}ohet a
fut¶asi id}o. Futtat¶asi tapasztalok alapj¶an a param¶etert 30 ¶es 50 kÄozÄott ¶erde-
mes v¶alasztani.

A m¶asik lehet}os¶eg, hogy h¶any alf¶azist enged¶elyezÄunk az els}o f¶azisban. 2 al-
f¶azist legal¶abb ¶erdemes, mert csak a 2. alf¶azisban jelennek meg a hegeszt¶esek.
Az els}o k¶et alf¶azis viszonylag gyorsan lefut, a 3. alf¶azist¶ol megn}ohet a fut¶asi
id}o. 5-6 alf¶azisn¶al tÄobbet nem ¶erdemes v¶alasztani.

Fel¯gyelhetÄunk arra, hogy sokszor egy k¶es}obbi alf¶azisban gener¶alt v¶ag¶asi
terv el}o¶all tÄobb kor¶abbi alf¶azisban gener¶alt v¶ag¶asi tervek Äosszegek¶ent. P¶eld¶aul
az v27 v¶ag¶asi terv megegyezik az v1 ¶es v3 v¶ag¶asi terv Äosszeg¶evel. Ha bizonyos
csÄoveket sikerÄult j¶ol Äosszep¶aros¶³tani |azaz kicsi a v¶ag¶asi hullad¶ek|, akkor
ezeket a csÄoveket m¶ar nem felt¶etlenÄul tesszÄuk vissza a kÄovetkez}o alf¶azis elej¶en
a list¶aba. Teh¶at de¯ni¶alunk egy kÄuszÄob¶ert¶eket, ¶es ha egy v¶ag¶asi javaslat eset¶en
a hullad¶ek m¶ert¶eke enn¶el kisebb, akkor a v¶ag¶asi javaslathoz tartoz¶o csÄoveket
m¶ar nem tesszÄuk vissza az Ld list¶aba a kÄovetkez}o alf¶azist¶ol. ¶Igy el¶erhetjÄuk,
hogy a 3., 4., stb. alf¶azisokban |ahol hosszabb ideig is eltarthat egy feladat
megold¶asa|, m¶ar kevesebb cs}o van, ¶³gy Äosszess¶eg¶eben kevesebb feladatot kell
megoldani.

Term¶eszetesen ennek a megold¶asnak is ¶ara van. Legyen pl. 3 db 2 000
mm hossz¶u lev¶agand¶o cs}o ¶es 3 db 4 000 mm hossz¶u. Az optim¶alis megold¶as
kÄonnyen kital¶alhat¶o: a 6000 mm-es rudakat sz¶et kell v¶agni 4 000 + 2 000
m¶odon. De az algoritmus lehet, hogy az 1/1 f¶azisban kiv¶alasztja a 3 db 2 000
mm-es csÄovet, 0 v¶ag¶asi hullad¶ekkal. Ha ezeket a csÄoveket nem tesszÄuk vissza,
akkor az optim¶alis megold¶ast a tov¶abbi alf¶azisok sem k¶epesek megtal¶alni.
Teh¶at m¶eg a 0 v¶ag¶asi hullad¶ek¶u javaslatokhoz tartoz¶o csÄoveket is ¶erdemes
lehet visszatenni a list¶aba.

ÄOsszess¶eg¶eben elmondhat¶o, hogy min¶el kisebb a v¶ag¶asi hullad¶ekhoz tar-
toz¶o kÄuszÄob¶ert¶ek, val¶osz¶³n}us¶³thet}oen ann¶al kisebb ÄosszkÄolts¶eg}u lesz a v¶egs}o
v¶ag¶asi terv, de ann¶al hosszabb ideig tart az algoritmus fut¶asa. Az algoritmus
fut¶asa kÄozben ¶erdemes kis ¶ert¶ekre ¶all¶³tani a v¶ag¶asi hullad¶ekot, pl.: 150 mm.
A konkr¶et ¶ert¶ek term¶eszetesen a nyersanyag ¶ar¶anak ¶es a v¶ag¶as kÄolts¶eg¶enek
ar¶any¶at¶ol is fÄugg. Min¶el nagyobb (relat¶³ve) a hegeszt¶es kÄolts¶ege, ann¶al na-
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gyobb lehet a v¶ag¶asi hullad¶ekhoz a kÄuszÄobsz¶am.
Az utols¶o sk¶al¶az¶asi lehet}os¶eg, hogy h¶any m¶asodperces fut¶asi id}ot en-

ged¶elyezÄunk az alf¶azisokban egy-egy programoz¶asi feladat megold¶as¶ahoz. Az
algoritmus m}ukÄod}ok¶epes marad, ha a megold¶o nem tal¶alja meg az optim¶alis
megold¶ast, csak egy eg¶esz¶ert¶ek}u lehets¶eges megold¶ast. A 6. ¶es 7. t¶abl¶azatok
adatai mutatj¶ak, hogy a fut¶asi id}ok jellemz}oen kicsik, ugyanakkor ritk¶an
nagyon hossz¶u fut¶asi id}ok is ad¶odhatnak. Tapasztalatok szerint 1 m¶asodperc
alatt mindig volt lehets¶eges eg¶esz¶ert¶ek}u megold¶as. 10 m¶asodpercn¶el ¶altal¶aban
nem ¶erdemes hosszabb fut¶asi id}ot enged¶elyezni, hacsak nem nagyon speci¶alis
a megoldand¶o feladat.

6 Numerikus eredm¶enyek

Az el}oz}o szakaszban bemutatott algoritmust implement¶altuk, hogy az algo-
ritmust numerikusan is tesztelni tudjuk.

Az el}oz}o pont sor¶an bemutatott p¶eld¶at futtattuk a kÄovetkez}o param¶e-
terekkel: a nyersanyag¶ar 4200 Ft rudank¶ent, a hegeszt¶es kÄolts¶ege 80 Ft, a
bin¶aris v¶altoz¶ok maxim¶alis sz¶ama 31, az els}o f¶azisban 5 alf¶azis enged¶elyezett,
a v¶ag¶asi hullad¶ekhoz 150 mm a kÄuszÄobsz¶am ¶es maximum 5 m¶asodperc en-
ged¶elyezett egy vegyes eg¶esz ¶ert¶ek}u feladat fut¶as¶ahoz.

Az algoritmus teljes fut¶as¶ahoz 2,2 m¶asodpercre volt szÄuks¶eg. A v¶egs}o v¶a-
g¶asi terv 29 rudat haszn¶al fel ¶es 6 hegeszt¶es szÄuks¶eges hozz¶a, teh¶at m¶eg jobb
tervet kaptunk, mint a bemutatott p¶eld¶aban.

N¶ezzÄunk egy nagyobb m¶eret}u feladatot. A 8. t¶abl¶azat tartalmazza a le-
v¶agand¶o csÄoveket. A feladatban Äosszesen 334 cs}o szerepel, ami nagys¶agrendi
kÄulÄonbs¶eget jelent a mintap¶eld¶ahoz k¶epest.

Cs}o hossza Darabsz¶am

6002 43
5 116 36
4 731 45
4 434 44
4 330 6
3 800 160

8. t¶abl¶azat. Numerikus p¶elda adatai

Ha a kor¶abbi param¶eteregyÄuttessel futtattuk le az algoritmust, akkor
252 rudat kell v¶as¶arolni ¶es 183 hegeszt¶es szÄuks¶eges hozz¶a, ami 1073040 Ft
ÄosszkÄolts¶eget jelent. Az algoritmus fut¶asi ideje 18 perc kÄorÄul volt, ami, b¶ar
jelent}os nÄoveked¶es az el}oz}ohÄoz k¶epest, Äuzletileg m¶eg v¶allalhat¶o.

Itt haszn¶alhatjuk ki az algoritmus sk¶al¶azhat¶os¶ag¶at. Ha szÄuks¶eges, akkor
az algoritmus rÄovidebb id}o alatt is futtathat¶o. A kor¶abbi 5 m¶asodperc helyett
el}oszÄor csak 3 m¶asodpercet, majd 1 m¶asodpercet enged¶elyeztÄunk egy vegyes
eg¶esz¶ert¶ek}u programoz¶asi feladat fut¶as¶ahoz. A fut¶asi id}o ¶³gy el}oszÄor 13 perc-
re, majd 5 percre rÄovidÄult. A konkr¶et esetben sem a felhaszn¶alt rudak sz¶ama,
sem a hegeszt¶esek sz¶ama nem v¶altozott meg, de ez a meg¯gyel¶es nyilv¶an nem
¶altal¶anos¶³that¶o. Az Äuzleti feladatok sor¶an |f}oleg a nagym¶eret}uekn¶el| 1
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m¶asodperc fut¶asi id}ovel szoktuk futtatni az algoritmust, a fejezet tov¶abbi
r¶esz¶eben is ezt az ¶ert¶eket haszn¶aljuk.

Ha tov¶abb szeretn¶enk rÄovid¶³teni a fut¶asi id}ot, akkor lehet}os¶egÄunk van az
alf¶azisok sz¶am¶anak csÄokkent¶es¶ere. Megv¶altoztattuk el}obb 4-re, majd 3-ra az
enged¶elyezett alf¶azisok sz¶am¶at. A fut¶asi id}o lecsÄokkent 4 ¶es f¶el percre, majd
3 ¶es f¶el percre (208 m¶asodperc). 4 alf¶azis eset¶en az elhaszn¶alt rudak sz¶ama
nem v¶altozott, de a hegeszt¶esek sz¶ama megnÄovekedett eggyel, ami 80 forintos
ÄosszkÄolts¶eg emelked¶est eredm¶enyezett, ami 1 tized ezrel¶eknek felel meg. 3
alf¶azis eset¶en az elhaszn¶alt rudak sz¶ama h¶arommal nÄovekedett (255-re), a
hegeszt¶esek¶e pedig tizenhattal csÄokkent (167-re), ami a kiindul¶asi ¶allapothoz
k¶epest 11 320 ft. kÄolts¶egnÄoveked¶est okoz (kb. 1%).

Alternat¶³v lehet}os¶eg, hogy nem az alf¶azisok sz¶am¶at, hanem a hullad¶ekhoz
haszn¶alt kÄuszÄob¶ert¶eket emeljÄuk meg (¶³gy kevesebb cs}o kerÄul a k¶es}obbi alf¶a-
zisokba ¶es kevesebb vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u feladatot kell megoldani). A kÄuszÄob-
¶ert¶eket (5 alf¶azis enged¶elyez¶ese mellett) el}oszÄor 300-ra, majd 450-re nÄoveltÄuk.
¶Igy a fut¶asi id}o lecsÄokkent 4 ¶es f¶el percre (a k¶et eset kÄozÄott p¶ar m¶asodperc volt
a kÄulÄonbs¶eg, term¶eszetesen a 450-es kÄuszÄob¶ert¶ek jav¶ara). 300-as kÄuszÄob¶ert¶ek
mellett az algoritmus 253 rudat haszn¶alt el ¶es 177 hegeszt¶est javasolt; az
ÄosszkÄolts¶eg 3 720 forinttal emelkedett meg, ami 0,3%-os emelked¶es a kiindul¶asi
¶allapothoz k¶epest. 450 kÄoszÄob¶ert¶ek eset¶en a rudak sz¶ama ¶es a hegeszt¶esek
sz¶ama ugyanaz volt, mint 300-as kÄuszÄob¶ert¶ek eset¶en.

7 ÄOsszefoglal¶as

A cikkben az irodalomban ismert v¶ag¶asi probl¶ema egy lehets¶eges tov¶abb-
fejleszt¶es¶et ismertettÄuk. A megoldott v¶ag¶asi probl¶em¶anak az a specialit¶asa,
hogy enged¶elyezett a told¶as, de darabonk¶ent maximum egyszer. A feladatot
vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u feladatok sorozat¶ara bontottuk: az els}o f¶azis lehets¶eges
v¶ag¶asi terveket gener¶al, ezek kÄozÄul a m¶asodik f¶azis tÄorekszik a legalacsonyabb
kÄolts¶eg}ut kiv¶alasztani. Az algoritmus nem felt¶etlenÄul tal¶alja meg a glob¶alis
optimumot, csak egy ehhez kÄozeli megold¶ast ad. A felhaszn¶al¶o param¶eterek
be¶all¶³t¶as¶aval dÄonthet, hogy ink¶abb gyors, vagy ink¶abb pontos v¶egeredm¶enyt
szeretne.

A le¶³rt algoritmust implement¶altuk, ¶es bemutattuk, hogy a fut¶asi id}ok
elfogadhat¶oak a mindennapi Äuzleti gyakorlatban.
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CUTTING STOCK PROBLEM WITH THE POSSIBILITY OF WELDING

Cutting stock problem is widely studied in operations research. In this paper we
discuss a possible extension of the one-dimensional cutting stock problem: welding
is allowed |according to industrial standard|, however every piece can be jointed
from maximum two parts. We present an algorithm which solve the problem with
successive use of mixed integer LP. The running time is acceptable for business
usage, and it is controlled by various parameters (i.e. decision maker can in°uence
whether she/he would like a faster or a more exact solution).
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TERM¶ESZETI KÄORNYEZETBE ¶AGYAZOTT
V¶ALLALATOK, ¶ES TERMEL¶ESÄUK M¶ODSZERTANI

SZAKIRODALM¶ANAK ¶ATTEKINT¶ESE1

HARTUNG KATALIN
PTE KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar

A tanulm¶any ismerteti a term¶eszeti kÄornyezetbe ¶agyazott v¶allalatok f}obb
jellemvon¶asait, r¶eszletezve az ide vonatkoz¶o fenntarthat¶o fejl}od¶es ir¶anyzatait.
Ennek meg¶ert¶es¶ehez feleleven¶³ti a kÄulÄonf¶ele v¶allalati er}oforr¶as gazd¶alkod¶assal
kapcsolatos n¶ezeteket, illetve a technol¶ogia ¶es az innov¶aci¶o elengedhetetlen
szerep¶et. V¶egÄul a tanulm¶any azon modellek m¶odszertan¶ar¶ol ad szakirodalmi
¶attekint¶est, melyek a term¶eszeti kÄornyezetbe ¶agyazott v¶allalatok termel¶es¶e-
nek jÄov}obeli vizsg¶alat¶ahoz adhatnak kiindul¶asi alapot. ÄOsszefoglalva meg¶al-
lap¶³that¶o, hogy a fenntarthat¶o fejl}od¶es elm¶eletei sokszor nehezen elkÄulÄon¶³the-
t}oek egym¶ast¶ol, illetve a m¶odszertani elemz¶esek alig t¶ernek ki a gy¶art¶as sor¶an
keletkezett mell¶ekterm¶ekek v¶allalaton belÄuli vagy k¶³vÄuli hasznos¶³t¶as¶anak le-
het}os¶egeire.

Kulcsszavak : fenntarthat¶o fejl}od¶es ir¶anyzatai, term¶eszeti er}oforr¶asok, mel-
l¶ekterm¶ekek, hullad¶ekok, optimaliz¶aci¶os lehet}os¶egek, modellek

1 Bevezet¶es

Az elm¶ult ¶evtizedekben a term¶eszeti er}oforr¶asok kereslet¶eben folyamatos nÄo-
veked¶es volt tapasztalhat¶o, ami a fejl}od}o orsz¶agok gyors iparosod¶as¶anak ¶es a
fejlett orsz¶agok v¶altozatlan nyersanyagfogyaszt¶as¶anak kÄoszÄonhet}o az OECD
(2014) ¶es Eurostat (2016) tanulm¶anya szerint. Ghisellinia ¶es t¶arsai (2016),
Munck (2016) ¶es Scheel (2016) szerint tÄorekedni kell a jÄov}oben arra, hogy a
gazdas¶agi nÄoveked¶est alacsonyabb kÄornyezetterhel¶es k¶³s¶erje. Ebb}ol kÄovetkez}o-
en olyan gazdas¶agi tev¶ekenys¶egeknek kell el}ot¶erbe kerÄulniÄuk, melyek minim¶alis
k¶aros kÄovetkezm¶ennyel j¶arnak a kÄornyezetre ¶es az emberi eg¶eszs¶egre, mikÄozben
lehet}os¶eg szerint a teljes kibocs¶at¶as hasznosul a v¶allalat nyeres¶eges m}ukÄod¶ese
sor¶an. Jaehn (2016) tanulm¶any¶aban megfogalmazta, hogy a nÄoveked¶essel j¶ar¶o
negat¶³v kÄornyezeti kih¶³v¶asok kezel¶es¶ere { mindÄossze t¶³z-h¶usz ¶evvel ezel}ott {
megjelent a fenntarthat¶o termel¶es fogalma, a ¯gyelmet a megfelel}o er}oforr¶as-
hat¶ekonys¶agot t¶amogat¶o ir¶anyzatokra ¶es azon keresztÄul a termel}ov¶allalatokra
ir¶any¶³tva. Hiszen a v¶allalatok { a gazdas¶ag motorjaik¶ent { dÄont¶eseik kÄovet-
kezm¶enyeivel jelent}os hat¶ast gyakorolnak a kÄornyezetre.

Az ¶uj fenntarthat¶o fejl}od¶esi ir¶anyzatok v¶allalati szint}u anyaghat¶ekonys¶a-
g¶anak m¶er¶ese ¶es m¶odszertani kidolgozotts¶aga kÄozel sem tiszt¶azott. Ilyen p¶el-
d¶aul a kÄorforg¶asos (m¶as ford¶³t¶asban kÄorkÄorÄos) gazdas¶ag (Genovese ¶es t¶arsai

1Be¶erkezett: 2016. m¶arcius 23. E-mail: hartungk@ktk.pte.hu.
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2015), a tiszt¶abb termel¶es (Rahim ¶es Raman 2015), a ,,3R" elv (Su ¶es t¶arsai
2013), a z¶art ell¶at¶asi l¶anc (Bocken ¶es t¶arsai 2014), ¶es a k¶ek gazdas¶ag (Bocken
¶es t¶arsai 2014). Ezen fogalmak k¶es}obb tiszt¶az¶asra kerÄulnek. A tov¶abbiakban
a fenti ir¶anyzatokat kÄovet}o v¶allalatokat gy}ujt}o n¶even term¶eszeti kÄornyezetbe
¶agyazott v¶allalatoknak nevezzÄuk, kiemelve egy kÄozÄos tulajdons¶agukat: mind-
egyik ir¶anyzat tÄorekszik a term¶eszeti er}oforr¶asokkal val¶o hat¶ekonyabb ¶es a
fenntarthat¶o gazd¶alkod¶asra.

Tapasztalhat¶o, hogy a kÄornyezeti kih¶³v¶asokra v¶alaszul a v¶allalatok lehet}o-
s¶eget l¶atnak az ¶ujrahasznos¶³t¶asban. Dobos (2008) munk¶aj¶aban kiemeli a v¶al-
lalatok kÄozvetlen gazdas¶agi el}onyei kÄozÄul a pro¯tnÄovel¶es lehet}os¶eg¶et, amit ,,a
kisebb m¶ert¶ek}u nyersanyag-felhaszn¶al¶as, a hullad¶ek-elhelyez¶esi kÄolts¶eg csÄok-
ken¶ese, illetve az ¶ujrafeldolgoz¶as ¶altal nyerhet}o hozz¶aadott ¶ert¶ek jelent". A
kÄozvetett gazdas¶agi el}onyÄok kÄozÄott szerepet j¶atszik a ,,zÄold image" kialak¶³t¶asa,
amivel napjainkban egyre tÄobb t¶amogat¶ot nyerhet egy v¶allalat. Genovese ¶es
t¶arsai (2015) szerint tapasztalatok igazolj¶ak, hogy a v¶allalat term¶eszeti kÄor-
nyezetbe ¶agyazotts¶ag¶at ¯gyelembe vev}o, kÄornyezettudatos v¶allalati m}ukÄod¶es
hossz¶u t¶avon is stabil fogyaszt¶oi kapcsolatokat eredm¶enyez. ¶Igy ezek ¶altal
versenyel}onyre tehet szert a v¶allalat, melyek tov¶abbi pro¯tszerz¶esre adnak
lehet}os¶eget. Dobos (2008) szerint a fentieken t¶ul a v¶allalatok Äonk¶entes fe-
lel}oss¶egv¶allal¶asa sem hagyhat¶o ¯gyelmen k¶³vÄul, ami a szervezeteken belÄul
alakul ki, ¶es onnan fejti ki hat¶as¶at. Liu ¶es Bai (2014), Ghisellinia ¶es t¶arsai,
¶es Scheel (2016) megl¶at¶asa, hogy nem minden v¶allalat v¶elekedik hasonl¶oan.
Sokan megk¶erd}ojelezik a kÄornyezettudatos v¶allalatok jÄovedelmez}os¶eg¶et ¶es m}u-
kÄod}ok¶epess¶eg¶et. Ez indokolja annak ¶attekint¶es¶et { ahogy azt a tov¶abbiakban
tenni fogjuk {, hogy milyen m¶odszertani megkÄozel¶³t¶essel vizsg¶alhat¶o v¶allalati
szinten az anyagi er}oforr¶asok z¶art l¶anc¶u termel¶esben tÄort¶en}o hasznos¶³t¶asa.

2 Term¶eszeti kÄornyezetbe ¶agyazott v¶allalati
ir¶anyzatok

A term¶eszeti kÄornyezetbe ¶agyazott v¶allalaton - mint azt kor¶abban eml¶³tettÄuk
- a kÄorforg¶asos gazdas¶ag, a tiszt¶abb termel¶es, a ,,3R" elv, a z¶art anyag¶aram
¶es a k¶ek gazdas¶ag koncepci¶ot alkalmaz¶o v¶allalatot ¶ertjÄuk. Bocken ¶es t¶arsai
(2014) szerint az ir¶anyzatok kÄozti kÄulÄonbs¶egek gyakran tiszt¶azatlanok, ez¶ert
szÄuks¶eges az ezek kÄozÄotti kapcsolatok ¶attekint¶ese. Az im¶ent felsorolt elvek
a kÄornyezettudatos v¶allalati m}ukÄod¶es gyakorlati megval¶os¶³t¶as¶ara keresik a
v¶alaszt, ¶all¶³tj¶ak Bocken ¶es t¶arsai (2014), tov¶abb¶a Sauv¶e ¶es t¶arsai (2016).

Genovese ¶es t¶arsai (2015) ¶es Sauv¶e ¶es t¶arsai (2016) r¶amutattak, hogy a
kÄorforg¶asos gazdas¶ag Äonmag¶aban nem ¶ujdons¶ag, hiszen gyÄokerei megtal¶al-
hat¶ok az ipari Äokol¶ogi¶aban, a bÄolcs}ot}ol bÄolcs}oig elv2 ¶es m¶as fenntarthat¶o
fejl}od¶essel foglalkoz¶o gondolatok kÄozt. Ami ¶ujdons¶ag Sauv¶e ¶es t¶arsai (2016)

2A bÄolcs}ot}ol a bÄolcs}oig elv az integr¶alt term¶ekpolitika eleme, mely egyik leg¶atfog¶obb
szempontjak¶ent eml¶³ti a teljes ¶elet¶ut-tervez¶est, azaz a bÄolcs}ot}ol a bÄolcs}oig elvet. Ez a fajta
tervez¶es lehet}ov¶e teszi a hullad¶ek ¶ujraszÄulet¶es¶et ¶ugy, hogy azt a term¶eszetes vagy a termel}oi
ciklusba helyezi vissza McDonough ¶es Baungart (2002).
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szerint, hogy teret h¶od¶³tott a politik¶aban, Äuzletemberek, tÄorv¶enyhoz¶ok, ¶es
oktat¶ok kÄor¶eben. Li ¶es Su (2012) a kÄorforg¶asos gazdas¶ag k¶et alapvet}o tu-
lajdons¶ag¶at fogalmazza meg. Els}ok¶ent a v¶allalatok felel}osek az ember ¶es
a term¶eszet egyens¶uly¶a¶ert, mert gazdas¶agi nÄoveked¶es hat¶as¶ara sem v¶altozik
meg az Äokol¶ogiai rendszer. M¶asodsorban a kÄorforg¶asos gazdas¶ag termel¶esi
folyamatokat hat¶aroz meg. Sauv¶e (2016) meg¶allap¶³tja, hogy a v¶allalatok
kÄorforg¶asos term¶eszetÄukb}ol fakad¶oan z¶art rendszerben gondolkoznak, ahol a
hullad¶ekot pr¶ob¶alj¶ak a rendszerben tartani, ez¶altal helyettes¶³tve az ¶asv¶anyi
nyersanyagok ¶es term¶eszeti kincsek szÄuks¶egtelen felhaszn¶al¶as¶at. A kÄorforg¶asos
gazdas¶ag meg¶ert¶es¶ehez l¶enyeges a termodinamika els}o ¶es m¶asodik f}ot¶etel¶enek
magyar¶azata ¶es ¶ertelmez¶ese, amit Andersen (2007) ¶es Ghisellinia ¶es t¶arsai
(2016) tanulm¶anya alapj¶an ÄosszegzÄunk. A termodinamika els}o f}ot¶etele ki-
mondja az energiamegmarad¶as tÄorv¶eny¶et, miszerint az anyag ¶es az energia
z¶art rendszerben ¶alland¶o. Ez esetben a FÄold is egy z¶art rendszernek tekint-
het}o, amib}ol az kÄovetkezik, hogy a keletkezett hullad¶ek egyenl}o a kitermelt
term¶eszeti er}oforr¶asok mennyis¶eg¶evel. ¶Igy a t}okejavak ¶atmeneti megtestes¶³t}oi
a term¶eszeti er}oforr¶asoknak, hiszen selejtez¶es ut¶an a term¶eszeti kÄornyezetben
hullad¶ekk¶ent jelennek meg. Az energia nem v¶esz el, de ¶atalak¶³that¶o vagy sz¶et-
oszthat¶o. Ez¶ert alkalmazza a kÄorforg¶asos rendszer az ¶ujrahasznos¶³t¶ast, ahol
valamennyi hullad¶ek ism¶et er}oforr¶ass¶a alakul, ami az energiamegmarad¶as
tÄorv¶enye szerint lehets¶eges is. Ugyanakkor ¶erdemes megjegyezni, hogy je-
lenleg a gazdas¶ag nem tud minden hullad¶ekot ¶ujrahasznos¶³tani az elmulasz-
tott lehet}os¶egek, a megfelel}o technol¶ogia hi¶anya miatt, vagy alapvet}o ¯zikai
okokb¶ol fakad¶oan. A termodinamika m¶asodik f}ot¶etele a spont¶an folyamatok
ir¶any¶at szabja meg. A t¶etel szerint minden val¶os¶agos folyamat irreverzibilis.
Andersen (2007) a termodinamika m¶asodik f}ot¶etel¶et az entr¶opia fogalm¶anak
magyar¶azat¶aval ¶ertelmezi, ami az anyag ¶es energia rendezetts¶eg¶et ¶³rja le.
Min¶el rendezettebb ¶es egys¶egesebb az anyag vagy energia, ann¶al alacsonyabb
annak entr¶opi¶aja. MikÄozben a term¶eszeti er}oforr¶asok felhaszn¶al¶asra kerÄulnek
a gazdas¶agban, entr¶opi¶ajuk egyre nÄovekszik. Andersen (2007) munk¶aj¶aban
felid¶ezi Georgescu-Roegen (1971) meg¶allap¶³t¶as¶at, miszerint az entr¶opia ar¶a-
nyosan nÄovekszik a term¶eszeti er}oforr¶asok gazdas¶agi c¶el¶u kitermel¶es¶evel.

Ugyanakkor Andersen (2007), valamint Ghisellinia ¶es t¶arsai (2016) szerint
az anyag ¶es energia gazdas¶agban tÄort¶en}o ¶ujrahasznosul¶asa csÄokkenti az ¶uj ter-
m¶eszeti er}oforr¶asok kereslet¶et ¶es k¶eslelteti a FÄold entr¶opi¶aj¶anak nÄoveked¶es¶et.
Bihari (2012) szerint ez az¶ert l¶enyeges,mert a vil¶agegyetem entr¶opi¶aja a ma-
ximum fel¶e tÄorekszik, amint azt el¶eri, be¶all az egyens¶ulyi ¶allapot, ami a vil¶ag
v¶eg¶et, a ,,h}ohal¶alt" eredm¶enyezi.

A k¶ek gazdas¶agr¶ol nagyon kev¶es publik¶aci¶ot tal¶alunk a vezet}o foly¶oiratok-
ban, ¶am ezek alapj¶an ¶erezhet}oen sok hasonl¶os¶agot mutat a kÄorforg¶asos gazda-
s¶ag koncepci¶oj¶aval. A fogalom Äonmag¶aban nehezen de¯ni¶alhat¶o, hiszen n¶eze-
teit a m¶ar l¶etez}o elm¶eletek megfogalmazt¶ak. Ilyen p¶eld¶aul az ipari Äokol¶ogia,
a nulla-hullad¶ek elv (Pauli 1997) ¶es a biomimikri3 (Benyus 1997). Elmond-

3A biomimikri arra keresi a v¶alaszt, hogyan lehet a term¶eszett}ol tanulni. A term¶eszett}ol
val¶o tanul¶as olyan ¶uj¶³t¶asokhoz, innov¶aci¶okhoz vezethet, mely a fenntarthat¶o fejl}od¶es elveit
t¶amogatj¶ak. A biomimikri tulajdonk¶eppen term¶eszetut¶anz¶o megold¶asok alapelveit rÄogz¶³ti.
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hat¶o, hogy mind a k¶ek gazdas¶ag, mind a kÄorforg¶asos gazdas¶ag holisztikus
megkÄozel¶³t¶essel szeml¶eli a gazdas¶ag eg¶esz¶et ¶es egy ¶uj jÄov}ok¶epet alkot. Mind-
kett}o kÄorforg¶asos rendszerekben gondolkozik Äonfenntart¶o termel¶esi rendsze-
reket kialak¶³tva, csÄokkentve az ¶asv¶anyi nyersanyag ¶es er}oforr¶as k¶eszletek fel-
haszn¶al¶as¶at, illetve a v¶allalatok indirekt kÄornyezetterhel¶es¶et. A kÄorforg¶asos
gazdas¶ag ismerts¶ege Su ¶es t¶arsai (2013), valamint Ghisellinia ¶es t¶arsai (2016)
szerint politikai t¶amogatotts¶ag¶anak kÄoszÄonhet}o. Pauli (1998) arra h¶³vja fel
a ¯gyelmet, hogy egy v¶allalat Äonmag¶aban k¶eptelen a nulla-hullad¶ek elv be-
tart¶as¶ara, ez¶ert a v¶allalatok kÄozti egyÄuttm}ukÄod¶est n¶elkÄulÄozhetetlennek tartja.
A k¶ek gazdas¶ag elv¶enek legfontosabb eleme teh¶at, a v¶allalatok kÄozti egyÄutt-
m}ukÄod¶esben lelhet}o fel, melynek c¶elja az egyik v¶allalat termel¶ese sor¶an kelet-
kezett mell¶ekterm¶ek alapanyagk¶ent tÄort¶en}o felhaszn¶al¶asa egy m¶asik v¶allalat
termel¶esi folyamat¶aban.

Els}osorban v¶allalati szinten alkalmazz¶ak a k¶ek ¶es a kÄorforg¶asos gazdas¶ag
elv¶et, ahol a v¶allalat er}oforr¶as-hat¶ekonys¶ag¶anak kÄoszÄonhet}oen gyakran v¶alla-
latkÄozi szinergikus egyÄuttm}ukÄod¶esek jÄonnek l¶etre a hat¶ekonyabb kÄorforg¶asos
strukt¶ura ¶erdek¶eben. Ghisellinia ¶es t¶arsai (2016) szerint a kÄorforg¶asos ¶es a
k¶ek gazdas¶ag megval¶os¶³t¶asa eset¶en a v¶allalati strat¶egia a tiszt¶abb termel¶est ¶es
Äokol¶ogiai szeml¶elet}u tervez¶est alkalmazza. Li ¶es Su (2012) Äosszegzi a kÄorforg¶a-
sos gazdas¶ag elv¶et kÄovet}o v¶allalatok kÄozÄos von¶asait, miszerint minim¶alis beru-
h¶az¶assal, minim¶alis ipari szennyez¶essel j¶arnak. A rendelkez¶esre ¶all¶o k¶eszleteket
maxim¶alisan kihaszn¶alj¶ak, ¶es a kÄornyezetre a lehet}o legkisebb hat¶ast gyako-
rolj¶ak. Ugyanakkor megjegyzend}o, hogy mindez a keynesi elveknek gyÄokeresen
ellentmond.

A tiszt¶abb termel¶es strat¶egi¶aja eszkÄozk¶ent jelenik meg a fenntarthat¶o
fejl}od¶es ir¶anyzatai kÄozt. Khalili ¶es t¶arsai (2015) ¶es Ghisellinia ¶es t¶arsai (2016)
r¶amutattak, a tiszt¶abb termel¶es alapvet}oen er}oforr¶as-hat¶ekonys¶aggal b¶³r. A
hullad¶ek ¶es k¶arosanyag-kibocs¶at¶as¶anak csÄokkent¶es¶evel foglakozik a term¶ek ¶es
folyamattervez¶es v¶allalati szint}u alkalmaz¶asa sor¶an. T¶amogatja az integr¶alt
¶es prevent¶³v kÄornyezeti strat¶egi¶akat, hogy egyens¶ulyt teremtsen a v¶allalat ¶es
a kÄornyezet kÄozÄott. Klemes (2012) al¶at¶amasztja, hogy a tiszt¶abb termel¶es
egyre fontosabb eszkÄoz lesz valamennyi ipari szerepl}o sz¶am¶ara.

Genovese ¶es t¶arsai (2015) tapasztalatai szerint a v¶allalatok egyre nagyobb
hangs¶ulyt fektetnek a cs}ov¶egi megold¶asokon t¶ul arra, hogy a teljes term¶ek
vagy szolg¶altat¶as ¶eletciklusa sor¶an ¯gyelemmel k¶³s¶erj¶ek ¶es jav¶³ts¶ak annak a
gazdas¶agra, a kÄornyezetre ¶es a t¶arsadalomra gyakorolt hat¶as¶at. Itt eml¶³thet}o
meg a z¶art ell¶at¶asi l¶anc elm¶elete. Bocken ¶es t¶arsai (2014) szerint ez azt jelen-
ti, hogy a v¶allalat tÄorekszik az ell¶at¶asi l¶anc m}ukÄod¶ese sor¶an keletkez}o hulla-
d¶ek minimaliz¶al¶as¶ara ¶ugy, hogy a k¶epz}od}o anyagot ¶ujrahaszn¶alja, megjav¶³tja
vagy feldolgozza, ezzel is ¶ujabb hozz¶aadott ¶ert¶eket teremtve a v¶allalat vagy a
fogyaszt¶o sz¶am¶ara. A z¶art ell¶at¶asi l¶anc a term¶ek teljes ¶elettartam¶ara f¶okusz¶al,
bele¶ertve a termel¶es ¶es a fogyaszt¶as ut¶ani r¶eszleges vagy teljes ¶ujrahasznos¶³-
t¶ast. Dobos (2008) kÄulÄonÄos ¯gyelmet ford¶³t a visszautas logisztika tanulm¶a-
nyoz¶as¶ara. Ebben pontosan meghat¶arozza a gy¶art¶asi jelleg}u, eloszt¶asi ¶es fo-
gyaszt¶oi term¶ek visszakÄuld¶eseket, ¶es azok operat¶³v, v¶allalaton belÄuli kezel¶es¶et.
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Su ¶es t¶arsai (2013) szerint gyakori a ,,3R" elv4 v¶allalati szint}u alkalmaz¶asa
a termel¶esi ¶es fogyaszt¶oi rendszerekben. A ,,3R" elv jelent¶ese a kÄovetkez}o-
ket tartalmazza: csÄokkent¶es { a v¶allalat minimaliz¶alja a primer inputokat;
¶ujrafelhaszn¶al¶as { m¶as v¶allalatok mell¶ekterm¶ek¶et ¶es hullad¶ek¶at nyersanyag-
k¶ent felhaszn¶alja; valamint ¶ujrahasznos¶³t¶as { a v¶allalat az ¶ujrahasznos¶³that¶o
anyagokat visszaforgatja a termel¶esi rendszerbe csÄokkentve a primer nyers-
anyagig¶enyt.

A term¶eszeti kÄornyezetbe ¶agyazott jelz}o haszn¶alata indokolt, hiszen j¶ol
illusztr¶alja, hogy a v¶allalat a term¶eszeti kÄornyezetre tekintettel, azt tisztelet-
ben tartva v¶egzi munk¶aj¶at. Kiss (2005) a term¶eszeti kÄornyezetbe ¶agyazott
v¶allalatokat term¶eszetvez¶erelt v¶allalatoknak nevezi, ezzel az elnevez¶essel azon-
ban nem ¶ertÄunk egyet, mert a v¶allalati m}ukÄod¶es c¶elja az emberi t¶arsadalom
j¶ol¶et¶enek biztos¶³t¶asa. A term¶eszet egy z¶art Äokol¶ogiai rendszer, ami p¶eld¶at
mutat a v¶allalat anyag¶araml¶as¶anak z¶art m¶odon tÄort¶en}o m}ukÄodtet¶es¶ere, ez¶ert
¶erdemes megvizsg¶alni a v¶allalatok term¶eszeti er}oforr¶as alap¶u szeml¶eletm¶od-
j¶anak alakul¶as¶at.

Els}ok¶ent fontos tiszt¶azni, hogy a kÄornyezetgazdas¶ag a kÄornyezetre for-
r¶ask¶ent ¶es nyel}ok¶ent tekinthet. Forr¶ask¶ent energi¶at ¶es nyersanyagot biztos¶³t
a gazdas¶ag ¶es a t¶arsadalom sz¶am¶ara. Az OECD (2014) kimutat¶asa szerint
jelenleg az OECD orsz¶agok nyersanyag kitermel¶ese ¶es fogyaszt¶asa lassabban
nÄovekszik a glob¶alis ¶ert¶ekhez k¶epest ¶es tal¶an meg¶allapodni l¶atszik a jelenlegi
szinten. Ezzel egyidej}uleg az 1980-as szinthez k¶epes 50%-kal nÄovekedett a ki-
bocs¶at¶as mennyis¶ege egy tonna nyersanyag felhaszn¶al¶as¶ab¶ol. Ebb}ol az kÄovet-
kezik, hogy nÄovekszik az anyaghat¶ekonys¶ag. Nyel}ok¶ent megjelenik a hullad¶ek
problematik¶aja fÄuggetlenÄul att¶ol, hogy az energi¶at-, vagy a nyersanyag¶aram-
l¶ast vesszÄuk ¯gyelembe. Az OECD (2014) becsl¶ese szerint a kitermelt nyers-
anyag hozz¶avet}oleg egy ÄotÄode v¶egzi hullad¶ekk¶ent. R¶amutattak a tanulm¶any-
ban a szil¶ard hullad¶ek ¶es a gazdas¶agi nÄoveked¶es line¶aris kapcsolat¶ara. Ahogy a
gazdas¶ag nÄovekszik, ¶ugy a szil¶ard hullad¶ek mennyis¶ege is azzal ar¶anyosan n}o.
Ez potenci¶alis nyersanyagforr¶ask¶ent jelentkezik, mivel tov¶abbi felhaszn¶al¶asra
alkalmas. A gazdas¶agban ragadt nyersanyagok mennyis¶ege nagy jelent}os¶eggel
b¶³r. P¶eld¶aul 2011-ben az antropog¶en (ember ¶altal felhaszn¶alt) vask¶eszlet 15-
20%-a a vil¶agon el¶erhet}o vask¶eszletnek. Dac¶ara annak, hogy a kitermelt nyers-
anyag egyÄotÄode v¶egzi hullad¶ekk¶ent, Ghisellinia ¶es t¶arsai (2016) r¶amutattak,
hogy a m¶asodlagos er}oforr¶asok piaca ¶es az ¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke lassan
ugyan, m¶egis nÄovekv}o tendenci¶at mutat.

Genovese ¶es t¶arsai (2015) munk¶ajukban arr¶ol tesznek tan¶us¶agot, hogy a
kÄorforg¶asos gazdas¶ag sem kiv¶etel a termodinamika t¶etelei al¶ol. Tulajdonk¶ep-
pen az anyagok ¶araml¶asa line¶aris ¶es egyir¶any¶u, felv¶eve egy alacsony entr¶opi¶aj¶u
anyagot a kÄornyezetb}ol, ¶es kibocs¶atva egy magas entr¶opi¶aj¶u anyagot { a hul-
lad¶ekot. A kÄornyezettudatos v¶allalati viselked¶es hat¶asa az ell¶at¶asi l¶ancra
abban nyilv¶anul meg, hogy a magas entr¶opi¶aj¶u hullad¶ek helyettes¶³t}ojek¶ent
az alacsony entr¶opi¶aj¶u tiszta nyersanyagokat haszn¶alja fel, ¶all¶³tja Andersen
(2007) tanulm¶any¶aban. Ez adja a term¶eszeti kÄornyezetbe ¶agyazott v¶allalatok

4,,3R" elv elnevez¶es az al¶abbi h¶arom angol sz¶o kezd}obet}uj¶eb}ol tev}odik Äossze: reduce
(csÄokkent), reuse (¶ujrafelhaszn¶al), recycle (¶ujrahasznos¶³t).
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termel¶esi rendszer¶enek l¶enyeg¶et.
George ¶es t¶arsai (2015) felid¶ezik, hogy a kapitalista piacgazdas¶ag termel}o-

folyamatainak eredm¶enye nem csak a v¶egterm¶ek, de a nem k¶³v¶anatos hullad¶ek
is. V¶elem¶enyÄuk szerint a hullad¶ekra gazdas¶agi k¶eszletk¶ent kell tekinteni.
Ezen hullad¶ekok k¶et f¶ele kateg¶ori¶aba sorolhat¶ok: szennyez}o ¶es ¶ujrahasznos¶³t-
hat¶o. Park ¶es Chertow (2014) tanulm¶any¶aban szint¶en er}oforr¶ask¶ent tekint a
hullad¶ekra , am¶³g az ellenkez}oj¶et be nem bizony¶³tj¶ak. Az okfejt¶est az er}oforr¶as
paradigma fogalmi haszn¶alat¶ab¶ol eredeztetik. Ezzel szemben Sauv¶e ¶es t¶arsai
(2016) arra az ¶all¶aspontra helyezkednek, hogy a v¶allalat line¶aris termel¶esi
rendszer¶eben ¶ertelmezett ¶ujrahasznos¶³tott hullad¶eknak nincs piaca ¶es gyakran
marad ¶ert¶ekes¶³t¶es n¶elkÄul, hiszen a v¶allalat v¶altozatlanul a kÄonnyen el¶erhet}o
¶es gyakran olcs¶obb tiszta nyersanyagokat r¶eszes¶³ti el}onyben. A term¶eszeti
kÄornyezetbe ¶agyazott v¶allalatok ¯gyelm¶et ezzel szemben semmilyen anyag
nem kerÄuli el. Ezen v¶allalatok arra tÄorekednek, hogy minden inputot ¶es
outputot sz¶am¶³t¶asba vegyenek a termel¶esi folyamat sor¶an, kÄulÄonÄos ¯gyel-
met ford¶³tva az el}ofordul¶o anyagok v¶allalaton belÄuli vagy k¶³vÄuli kezel¶es¶ere,
hasznos¶³t¶as¶ara.

Gazdas¶agi szempontb¶ol, a term¶eszeti kÄornyezetbe ¶agyazott v¶allalatok nye-
res¶egess¶ege vitatott. Sauv¶e ¶es t¶arsai (2016) arra hivatkoznak, hogy az anya-
gok rendszerben tart¶as¶aval j¶ar¶o tÄobbletkÄolts¶eg, ha el¶er egy bizonyos hat¶art,
akkor nem ¶eri meg a v¶allalatnak ¶ujrahasznos¶³tani. Andersen (2007) is meg-
er}os¶³ti, hogy a term¶eszeti er}oforr¶as szinte a kitermel¶es kÄolts¶eg¶et tartalmazza
eltekintve a kiakn¶az¶as ¶es a kÄornyezeti k¶arok kÄolts¶eg¶et}ol, ezzel megk¶erd}ojelezve
az ¶ujrahasznos¶³t¶as nyeres¶egess¶eg¶et. P¶eld¶aul Genovese ¶es t¶arsai (2015) kuta-
t¶as¶ab¶ol kiderÄul, hogy a biod¶³zel el}o¶all¶³t¶asa kÄolts¶egesebb, mint a hagyom¶anyos
d¶³zel¶e. Felh¶³vj¶ak a ¯gyelmet arra, hogy az ¶allami t¶amogat¶as bizonytalann¶a
teszi a v¶allalatok ¶eletk¶epess¶eg¶et. Gelderman ¶es t¶arsai (2007) tapasztalatai sze-
rint a kis ¶es kÄoz¶epv¶allalkoz¶asok (kkv) megtakar¶³t¶asi lehet}os¶egei szer¶enyebbek.
A termel¶esÄukhÄoz szÄuks¶eges anyagok nem ¶erik el azt a kritikus mennyis¶e-
get, ahol meg¶ern¶e ¶ujrahasznos¶³tani vagy ¶ujrafelhaszn¶alni a mell¶ekterm¶ekeket.
Ez¶ert a v¶allalatkÄozi kapcsolatok (pl. Äoko-park) ny¶ujthatnak alternat¶³v meg-
old¶ast, melyekben kÄozÄos tiszta termel¶esi technol¶ogi¶akat alkalmaznak a kkv-k.

Sauv¶e ¶es t¶arsai (2016) v¶elem¶enye szerint addig ¶erdemes z¶art ell¶at¶asi rend-
szerben gondolkozni, m¶³g a t¶arsadalom ig¶enyt tart r¶a, ¶es az hat¶ekonyan
m}ukÄodik. Magistris ¶es Gracia (2016) tanulm¶any¶aban bebizony¶³totta, hogy
a fogyaszt¶ok hajland¶ok pr¶emium ¶arat ¯zetni a helyben termelt term¶ekek¶ert.
Ezen term¶ekeken megkÄulÄonbÄoztetett c¶³mke l¶athat¶o, mely tartalmazza az al¶ab-
bi inform¶aci¶okat: a term¶ek sz¶armaz¶asi hely¶et}ol val¶o t¶avols¶agot km-ben kife-
jezve, ¶es az Eur¶opai Uni¶o ¶altal elfogadott egyezm¶enyes ,,Äokol¶ogiai log¶o"-t.5

Dobos (2008) szerint ugyanakkor a jogszab¶alyi kÄotelezetts¶eg Äonmag¶aban
az Äuzleti szf¶era sz¶am¶ara nem felt¶etlenÄul jelent k¶enyszer¶³t}o er}ot, hiszen {
megfelel}o rÄovid t¶av¶u gazdas¶agi haszon hi¶any¶aban { sok esetben a v¶allalatok
ink¶abb a kÄonnyebben meg¯zethet}o b¶³rs¶agot v¶alasztj¶ak. Ugyanakkor a kÄor-
forg¶asos gazd¶alkod¶as alkalmaz¶asa hossz¶ut¶avon jelent}os kÄolts¶egmegtakar¶³t¶ast

5Az EU Äokol¶ogiai log¶oj¶at a 2010. m¶arcius 24-i 271/2010/EU bizotts¶agi rendelet vezette
be. Haszn¶alat¶ar¶ol a 889/2008/EK bizotts¶agi rendelet 57. cikke rendelkezik.
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eredm¶enyezhet. Ebb}ol az a kÄovetkeztet¶es ad¶odik, hogy a v¶allalatok rÄovid t¶av-
ra terveznek.

Gelderman ¶es t¶arsai (2007) munk¶ajukban megeml¶³tik, hogy a fenntarthat¶o
termel¶esi strat¶egi¶ak v¶allalaton belÄuli alkalmaz¶as¶ahoz elengedhetetlen az in-
nov¶aci¶o ¶es a technol¶ogia menedzsment, mivel a technol¶ogia fejl}od¶ese ¶uj le-
het}os¶egeket k¶³n¶al a k¶eszletek hat¶ekonyabb termel¶esben val¶o felhaszn¶al¶as¶ara.
Munck (2016) szerint ¶³gy a megfelel}o technol¶ogia kiv¶alaszt¶asa reag¶alni tud a
kÄornyezetben v¶egbemen}o v¶altoz¶asokra. P¶eld¶aul a bio¯nom¶³t¶o konzerv¶alja az
energi¶at, visszaforgatja a bio-hullad¶ekot, ¶es tiszt¶³tott vizet ¶all¶³t el}o. Az ilyen
t¶³pus¶u integr¶alt fejleszt¶es biztos¶³tja a t¶arsadalom alapvet}o szÄuks¶egleteit, jelen
esetben a tiszta vizet, az energi¶at, ¶es a term¶ekeny talajt. Az el¶erhet}o ter-
mel¶esi technol¶ogi¶ak gyors v¶altoz¶asai szÄuks¶egess¶e teszik a jÄov}oben a termel¶esi
folyamatok rendszeres ¶ujratervez¶es¶et.

Genovese ¶es t¶arsai (2015) ¶es Scheel (2016) szerint a term¶eszeti kÄornyezetbe
¶agyazott v¶allalatok az innov¶aci¶onak kÄoszÄonhet}oen fejl}odtek ki, ¶ujszer}u megol-
d¶asokat alkalmazva az Äuzleti szf¶er¶aban. Ezek bevezet¶es¶ehez a v¶allalatnak meg
kell vizsg¶alnia termel¶esi lehet}os¶egeit, melyek fÄuggnek az input anyagokt¶ol,
azok min}os¶eg¶et}ol, a termel¶esben tÄort¶en}o felhaszn¶al¶as milyens¶eg¶et}ol. M¶erle-
gelniÄuk kell, hogy ¶uj technol¶ogi¶at alkalmaznak-e, vagy m¶odos¶³tanak a megl¶ev}o
rendszeren, ¶atgondolva, hogy milyen anyagok kerÄulnek kibocs¶at¶asra. A kÄovet-
kez}o szakasz Äosszefoglalja azon m¶odszereket, melyek ¯gyelembe veszik mind
a gazdas¶agi, mind pedig a kÄornyezeti szempontokat a term¶eszeti kÄornyezetbe
¶agyazott v¶allalatok eset¶eben, kÄulÄonÄos ¯gyelmet ford¶³tva az anyagok ¶araml¶a-
s¶ara ¶es a mell¶ekterm¶ekek kezel¶es¶ere.

3 A fenntarthat¶o termel¶es vizsg¶alat¶anak m¶od-
szerei

Klasszikus ¶ertelemben a v¶allalatok kÄolts¶egminimaliz¶al¶o ¶es pro¯tmaximaliz¶al¶o
szempontokat vesznek ¯gyelembe mindennapi m}ukÄod¶esÄuk sor¶an. A kÄornyezeti
probl¶em¶ak megjelen¶es¶evel, azonban elengedhetetlenn¶e v¶alt a kÄornyezeti szem-
pontok integr¶al¶asa, ¶es a termel¶es hat¶ekonys¶ag¶anak nÄovel¶ese ¶ugy, hogy a v¶al-
lalat kÄornyezetre gyakorolt hat¶as¶at minimaliz¶alja. Sz¶amos k¶erd¶es m¶eg meg-
v¶alaszol¶asra v¶ar. TÄobbek kÄozÄott a term¶eszeti kÄornyezetbe ¶agyazott v¶allala-
tok eset¶eben a k¶epz}od}o mell¶ekterm¶ekek fenntarthat¶o m¶odon tÄort¶en}o kezel¶ese,
¶es termel¶esi er}oforr¶ask¶ent tÄort¶en}o hasznos¶³t¶asuk lehet}os¶egeinek felt¶ar¶asa. A
jelen szakaszban arra keressÄuk a v¶alaszt, milyen m¶odszertani megold¶asok
tal¶alhat¶ok a mell¶ekterm¶ek im¶ent eml¶³tett kezel¶es¶ere. Az 1. t¶abl¶azat Äosszegzi
a fejezetben tal¶alhat¶o m¶odszereket ¶es azok szakirodalmi hivatkoz¶as¶at.
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1. t¶abl¶azat. A mell¶ekterm¶ekek hasznos¶³t¶as¶at alkalmaz¶o m¶odszerek Äosszefoglal¶asa, szakirodalmi
hivatkoz¶assal

Inghels ¶es t¶arsai (2016) a parkok karbantart¶asa sor¶an keletkezett zÄold
hullad¶ek (mint input) ¶ujrahasznos¶³t¶asi lehet}os¶egeit vizsg¶alt¶ak egy zÄold hul-
lad¶ek feldolgoz¶o optimaliz¶al¶as¶anak seg¶³ts¶eg¶evel. Tanulm¶anyukban eltekin-
tettek a feldolgoz¶as sor¶an keletkez}o tov¶abbi mell¶ekterm¶ekek vizsg¶alat¶at¶ol.
Kutat¶asukban egy tÄobbszempont¶u line¶aris modellt alkalmazva optimaliz¶alt¶ak
a gazdas¶agi, a t¶arsadalmi ¶es a kÄornyezeti hat¶asait annak, mi tÄort¶enik, ha
a zÄoldhullad¶ek kezel¶es n¶elkÄul a lerak¶oba kerÄul, vagy ha tov¶abbi kezel¶essel
hasznos¶³tj¶ak. Az optimaliz¶al¶as sor¶an a v¶allalat nyeres¶eg¶et ¶es a t¶arsadalomra
gyakorolt pozit¶³v hat¶as¶at maximaliz¶alj¶ak, m¶³g a kÄornyezetre gyakorolt negat¶³v
hat¶ast minimaliz¶alj¶ak. A tanulm¶anyban az el}obb eml¶³tett szempontok meg-
jelennek a c¶elfÄuggv¶enyben, mely a fenntarthat¶os¶ag h¶arom pill¶er¶et veszi ¯gye-
lembe: a nyeres¶eget, a munkaer}ot ¶es a kÄornyezetet. A modell a bio-hullad¶ek
kÄornyezeti hat¶as¶at a teljes ¶eletciklus (LCA) elemz¶es seg¶³ts¶eg¶evel hat¶arozza
meg. Ezt egy mutat¶o Äosszegzi (aggreg¶alja), ami tartalmazza a zÄold hul-
lad¶ek Äosszet¶etel¶et, a kezel¶es sor¶an szÄuks¶eges teljes energiaszÄuks¶egletet, ¶es a
leveg}o-talaj-talajv¶³z szennyez¶es csÄokken¶es¶enek m¶ert¶ek¶et. A c¶elfÄuggv¶enyben
majd az aggreg¶alt mutat¶o kerÄul megszoroz¶asra az el}o¶all¶³tott term¶ek mennyi-
s¶eg¶evel. Az ¶³gy kapott ¶ert¶eket normaliz¶alj¶ak, ¶es Äosszehasonl¶³tj¶ak az orsz¶ag
teljes kÄornyezeti hat¶as¶anak ¶ert¶ek¶evel. Ebb}ol lehet kÄovetkeztetni a v¶allalat
m}ukÄod¶es¶ere. A modellt GAMS-ben ¶es Matlab-ban oldott¶ak meg a tÄobbszem-
pont¶u vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u line¶aris program (MOMILP) seg¶³ts¶eg¶evel, ami egy
Pareto-optim¶alis halmazhoz vezetett.

Penkuhn ¶es t¶arsai (1997) kutat¶asukban arra kerest¶ek a v¶alaszt, hogyan
lehet a feldolgoz¶oipar megl¶ev}o termel}oegys¶egeit hat¶ekonyabb¶a tenni, hogy a
cs}ov¶egi kibocs¶at¶asok m¶er¶ese helyett m¶ar a termel¶es sor¶an ¯gyelemmel k¶³s¶erj¶ek
a kÄornyezet meg¶ov¶as¶ahoz elengedhetetlen szempontokat. Az elemz¶eshez szÄuk-
s¶eges a termel}ofolyamatok pontos ismerete, illetve az anyagok k¶emiai Äosszet¶e-
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tele is, hogy a min}os¶egi szempontok ¯gyelembe vehet}oek legyenek. A szerz}ok
termodinamikus egyens¶ulyi sz¶am¶³t¶asokat alkalmaznak, ami szÄuks¶egess¶e teszi
a modell nem-linearit¶as¶at . A modell dÄont¶esi v¶altoz¶oi: a term¶ek, a l¶egnem}u
kibocs¶at¶as, a felhaszn¶alt javak, a termel¶es sor¶an keletkezett hullad¶ek, az in-
putok, valamint az egy¶eb javak ¶araml¶asa egys¶egnyi m}ukÄod¶es eset¶en (kg/¶ora
m¶ert¶ekegys¶egben kifejezve). A modell param¶eterei kÄozÄott megjelenik: az
anyagmozgat¶as kÄolts¶egig¶enye; a karbon-ad¶o; az ¶ujrahasznos¶³t¶as vagy lerak¶as
egys¶egnyi kÄolts¶ege, az inputnak, egy¶eb javaknak; a h}om¶ers¶eklet; a k¶emiai
komponensek tÄomege; a sztÄochiometriai (k¶emiai vegytan) egyÄutthat¶o az i-
edik folyamatban; a j-edik egys¶egben zajl¶o k¶emiai reakci¶o m¶ert¶eke; az egy-
s¶egek kÄozti energia¶araml¶as; a k¶emiai Äosszetev}ok h}okapacit¶asa; ¶es egys¶egnyi
reakci¶o entalpi¶aja. Az im¶ent eml¶³tett dÄont¶esi v¶altoz¶ok ¶es param¶eterek se-
g¶³ts¶eg¶evel egy ¶altal¶anos termel¶estervez¶esi modellt alkottak meg a szerz}ok. A
c¶elfÄuggv¶eny a pro¯t maximaliz¶al¶ast tartalmazza a kÄozvetlen bev¶etelekkel ¶es
a v¶altoz¶o kÄolts¶egekkel, ugyanakkor ¯gyelmen k¶³vÄul hagyva a ¯x kÄolts¶egeket,
mivel azok a rÄovid t¶av¶u dÄont¶esekn¶el nem relev¶ansak. A c¶elfÄuggv¶eny tar-
talmazza tov¶abb¶a az ¶ujrahasznos¶³t¶as ¶es a lerak¶as kÄolts¶eg¶et is, ¯gyelembe
v¶eve a kÄornyezeti szempontokat. Ezt kÄovet}oen 12 felt¶etel hat¶arozza meg
a v¶allalat ¶es egyben a modell m}ukÄod¶es¶et, melyek kÄozÄul az utols¶o h¶arom a ki-
bocs¶at¶asra ¶es a lerak¶asra vonatkoz¶o piaci korl¶atokat tartalmazza. A dÄont¶esi
v¶altoz¶okn¶al als¶o ¶es fels}o korl¶atokat hat¶aroztak meg a szerz}ok, a termel}o rend-
szerek m}uszaki kapacit¶as korl¶ataib¶ol ad¶od¶oan. A modellt az ASPEN PLUS
software seg¶³ts¶eg¶evel tesztelt¶ek az amm¶onia szint¶ezis folyamata sor¶an.

Dobos (2002) kutat¶as¶aban egy egy-term¶ekes termel}o v¶allalat termel¶es¶enek
kÄornyezetre gyakorolt hat¶as¶at vizsg¶alta, ahol egy haszn¶alat ut¶an visszaszol-
g¶altatott term¶eket, illetve egy nem-felhalmoz¶od¶o emisszi¶ot vett ¯gyelembe.
Felt¶etelez¶ese szerint a visszautas term¶eket h¶aromf¶ele m¶odon kezelheti a v¶alla-
lat: ¶ujrahasznos¶³tja, sz¶etszerelt ¶allapot¶aban termel¶esi t¶enyez}ok¶ent haszn¶alja,
vagy hullad¶ekk¶ent kezeli. A modell felt¶etelezi tov¶abb¶a, hogy a v¶allalat nyere-
s¶egmaximaliz¶al¶o tev¶ekenys¶eget folytat. A megold¶ashoz a Pontrjagin-f¶ele ma-
ximumelvet alkalmazza a szerz}o. A modellalkot¶as sor¶an h¶arom ¶allapotv¶altoz¶ot
(termel¶esi t¶enyez}o, v¶egterm¶ek ¶es a vissza¶erkez}o haszn¶altterm¶ekek k¶eszlet¶al-
lom¶anya) ¶es t¶³z ir¶any¶³t¶asi v¶altoz¶ot vett ¯gyelembe, megvizsg¶alva a k¶eszlet-
szinteket befoly¶asol¶o v¶altoz¶ok hat¶as¶at. A nyeres¶eget modellj¶eben a bev¶etel
¶es a line¶aris kÄolts¶egek kÄulÄonbs¶egek¶ent ¶ertelmezi, melyben a kÄolts¶egek tartal-
mazz¶ak a beszerz¶esi kÄolts¶eget, a szennyez¶esi ad¶ot, a hullad¶ekkezel¶esi kÄolts¶eget
¶es a rakt¶arak k¶eszletez¶esi kÄolts¶egeit. A szerz}o a v¶allalat k¶eszletszintj¶ere
helyezi a hangs¶ulyt, ¶es az ¶ujrafelhaszn¶alt term¶ekek arra gyakorolt hat¶as¶at
vizsg¶alja, illetve pontosan tiszt¶azza az ¶ujrafelhaszn¶al¶as technol¶ogiai felt¶eteleit
le¶³r¶o implicit termel¶esi fÄuggv¶enyek viselked¶es¶et. Meghat¶arozza tov¶abb¶a a
,,bels}o ¶arakkal" de¯ni¶alt maximaliz¶al¶asi probl¶em¶aval, hogy a v¶allalatnak ked-
vez}obb-e a vissza¶erkez}o term¶eket ¶ujra feldolgozni ¶es termel¶esi t¶enyez}ok¶ent fel-
haszn¶alni, vagy ink¶abb ¶ujra feldolgozott v¶egterm¶ekk¶ent ¶ert¶ekes¶³teni. A mo-
dellben a term¶eszeti er}oforr¶as felhaszn¶al¶as¶anak mennyis¶eg¶et a nyeres¶egess¶eg
szab¶alyozza, m¶³g a kÄornyezetbe tÄort¶en}o szennyez}oanyagok kibocs¶at¶as¶anak
m¶ert¶ek¶et a szennyez¶esi ad¶o korl¶atozza. Arra, hogy az ¶ujrafeldolgozott v¶eg-
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term¶eket ¶es a v¶allalathoz visszakerÄult sz¶etszerelt, jav¶³tott term¶ekeket vagy a
nyersanyagot haszn¶alja fel a v¶allalat, a k¶es}obbiekben a ,,bels}o ¶arak" megha-
t¶aroz¶asa ad v¶alaszt.

Dobos (2008) k¶es}obbi munk¶aj¶aban az anyagszÄuks¶eglet tervez¶esi rendszert
(material requirements planning, MRP) k¶³v¶anja kib}ov¶³teni az ¶ujrahasznos¶³-
t¶assal, ¶ujszer}u ismereteket adva a v¶allalati termel¶estervez¶es keretei kÄozÄott.
Tanulm¶any¶anak egy r¶esze a m¶ar kor¶abban eml¶³tett visszautas logisztika op-
tim¶alis t¶etelnagys¶ag¶at folytatja. Ebben a cikkben a szerz}o ugyanakkor kit¶er a
visszautas logisztika termel¶estervez¶esben betÄoltÄott fontos szerep¶ere is. A szer-
z}o megjegyzi, hogy a v¶egterm¶ek el}o¶all¶³t¶asa sor¶an kÄulÄonbÄoz}o mell¶ekterm¶ekek
is keletkeznek, amik a termel¶esb}ol nem z¶arhat¶ok ki. Ezeket a javakat azonban
nem tÄuntetik fel a termel¶esi tervben. A szerz}o v¶elem¶enye szerint a keletkez}o
mell¶ekterm¶ekek csÄokkent¶es¶et a tervez¶es mell¶ekterm¶ekekkel tÄort¶en}o kiterjesz-
t¶es¶evel lehet elkerÄulni. Dobos (2008) ezen felismer¶ese a jelen szakirodalmi
¶attekint¶es szempontj¶ab¶ol jelent}os, hiszen ha a gy¶art¶as sor¶an keletkezett mel-
l¶ekterm¶ekek nem kerÄulnek feltÄuntet¶esre a termel¶esi tervben, azok hasznos¶³t¶asi
lehet}os¶egeinek felt¶ar¶asa lehetetlenn¶e v¶alik, hisz a v¶allalatok nem is tudnak
azok l¶etez¶es¶er}ol.

Ameli ¶es t¶arsai (2016) munk¶aj¶aban a fenntarthat¶os¶agi szempontok ¯gye-
lembev¶etel¶evel tervezett term¶ekek fontoss¶ag¶at vizsg¶alja, ahol m¶ar a tervez¶es
sor¶an ¯gyelembe veszi az ¶elet¶ut v¶egi ¶ujrahasznos¶³t¶as lehet}os¶egeit. A szigorod¶o
kÄornyezetv¶edelmi tÄorv¶enyek szÄuks¶egess¶e teszik a term¶ek kÄornyezetre gyako-
rolt negat¶³v hat¶as¶anak csÄokkent¶es¶et. A visszautas term¶ek ¶es alkatr¶eszeinek
karbon tartalm¶at a GaBi LCA software seg¶³ts¶eg¶evel ¶allap¶³tj¶ak meg a szerz}ok,
a kÄornyezetre gyakorolt hat¶as sz¶amszer}us¶³t¶ese ¶erdek¶eben. A modellben egy
dÄont¶est seg¶³t}o szimul¶aci¶os modellt alkalmaznak. N¶egy megold¶ast javasol a
visszautas term¶ekekre: az ¶ujrafelhaszn¶al¶ast, a feldolgoz¶ast, a hasznos¶³t¶ast
¶es a lerak¶ast. A modell az id}ot is ¯gyelembe veszi, a visszakÄuldÄott term¶ek
eset¶eben. Ha a haszn¶alati id}o lej¶arta ut¶an kÄuldik vissza, akkor rÄogtÄon lera-
k¶asra kerÄulnek, azonban ha j¶oval k¶es}obb, nem fogadj¶ak be azokat. A term¶ek
jÄov}obeli hat¶as¶anak ¶ert¶ekel¶es¶ehez a param¶eterek n¶egy t¶enyez}o meghat¶aroz¶as¶a-
val ¶³rhat¶ok le: a haszn¶alat id}otartam¶aval, a visszaszolg¶altat¶as id}opontj¶aval, a
visszautas term¶ek min}os¶eg¶evel ¶es az ¶ujrahasznos¶³t¶asb¶ol sz¶armaz¶o bev¶etellel.
A modell p¶enzben fejezi ki a sz¶etszerelt term¶ek r¶eszeinek ¶ar¶at, a viszontelad¶as-
b¶ol sz¶armaz¶o bev¶etelt, a term¶ek feldolgoz¶as¶ab¶ol, illetve az ¶ujrahasznos¶³t¶asb¶ol
sz¶armaz¶o bev¶etelt, valamint a lerak¶as kÄolts¶eg¶et. A param¶eterek v¶eletlen-
szer}us¶eg¶enek eloszl¶as¶ahoz m¶er¶eseket kell v¶egezni, ami be¶ep¶³t¶esre kerÄul a mo-
dellbe. Az els}o c¶elfÄuggv¶eny maximaliz¶alja a pro¯tot, mely tartalmazza az ¶uj
term¶ek elad¶as¶ab¶ol sz¶armaz¶o bev¶etelt ¶es a visszahozott term¶ekek, ¶ujrahasz-
nos¶³t¶as¶ab¶ol sz¶armaz¶o bev¶eteleket. Ez ut¶obbi alatt ¶ertend}o a viszontelad¶as,
az ¶ujrafelhaszn¶al¶as, ¶es bizonyos r¶eszek hasznos¶³t¶asa. A m¶asodik c¶elfÄuggv¶eny
teljesÄul¶es¶evel a term¶ek kÄornyezetterhel¶ese csÄokken. A szerz}ok meghat¶aroztak
a tov¶abbi felt¶eteles egyenletek kÄozÄott egy ¶ujrahasznos¶³t¶asi korl¶atot, ami az
adott jogi szab¶alyoz¶as hat¶as¶ara v¶altozik. Egy¶eb felt¶eteleket is fel¶³rtak a mo-
dell fut¶as¶ahoz, p¶eld¶aul ha a v¶allalat j elemet ¶ujrahasznos¶³t¶asra jelÄoli, akkor
ahhoz a modell automatikusan biztos¶³t tov¶abbi termel¶esi t¶enyez}oket a term¶ek
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el}o¶all¶³t¶as¶ahoz. A szerz}ok ¶altal javasolt modell egy k¶et krit¶erium¶u sztochasz-
tikus eg¶esz¶ert¶ek}u optimaliz¶aci¶os modell, ahol c¶elk¶ent szerepel a nyeres¶eg ma-
ximaliz¶al¶asa, ¶es a term¶ek kÄornyezeti hat¶as¶anak csÄokkent¶ese ¯gyelembe v¶eve
az aktu¶alis jogi szab¶alyoz¶asokat. A modell fut¶as¶at kÄovet}oen kapott eredm¶eny
¶ertelmez¶es¶eben, egy szimul¶aci¶os modell seg¶³ti a tov¶abbiakban a dÄont¶eshoz¶ot.
A modell m}ukÄod¶es¶et egy nem l¶etez}o v¶allalat mobiltelefont visszaszolg¶altat¶o
esettanulm¶any¶an keresztÄul szeml¶eltetik a szerz}ok.

Li (2012) munk¶aj¶aban a kÄorforg¶asos gazdas¶ag szeml¶eletm¶odj¶aban tev¶e-
kenyked}o v¶allalatok hat¶ekonys¶ag¶at k¶³v¶anta bemutatni egy hullad¶ek alap¶u
input-output modell seg¶³ts¶eg¶evel. Kidolgozott egy olyan m¶odszertant, ahol
az egyik tev¶ekenys¶egb}ol ki¶araml¶o mell¶ekterm¶ek, egy m¶asik tev¶ekenys¶egben
inputk¶ent tÄort¶en}o felhaszn¶al¶as¶at mutatja meg. Azt felt¶etelezi, hogy v¶allalati
szinten k¶et term¶ek l¶etezik: a v¶egterm¶ek ¶es a hullad¶ek. A hullad¶ek lehet l¶eg-
nem}u szennyez}o vagy szil¶ard hullad¶ek. Az el}obbit mennyis¶egben, m¶³g az
ut¶obbit kÄolts¶egben fejezi ki a modell, ami ez esetben az eltakar¶³t¶as, vagy
Zalai (2012) kifejez¶es¶evel ¶elve a lomtalan¶³t¶as kÄolts¶eg¶et jelenti. A modell
nem sz¶amol technol¶ogiai v¶alaszt¶ekkal, az¶ert lehets¶eges az input-output t¶abla
haszn¶alata. A hullad¶ek alap¶u input-output t¶abla minden tev¶ekenys¶egn¶el meg-
mutatja, mi tÄort¶enik a v¶allalaton belÄul keletkezett szennyez}oanyaggal vagy
szil¶ard hullad¶ekkal, illetve ha nem a szil¶ard hullad¶ek kerÄult felhaszn¶al¶asra,
akkor megmutatja a v¶as¶arolt termel¶esi t¶enyez}o mennyis¶eg¶et. Mindemellett
a modell tev¶ekenys¶egenk¶ent meghat¶arozza a szennyez}oanyag keletkez¶es¶eben
¶es fogyaszt¶as¶aban be¶allt v¶altoz¶as mennyis¶eg¶et. A modell j¶ol megragadja az
anyag ¶araml¶as¶at a rendszerben, illetve a hasznos¶³tatlan mell¶ekterm¶ek mennyi-
s¶eg¶et ¶es annak v¶altoz¶as¶at.

R¶ev¶esz ¶es Zalai (2014) kutat¶asukban sz¶am¶³tott ¶altal¶anos egyens¶ulyi mo-
dellt (CGE) alkalmaznak, azt kib}ov¶³tve egy energetikai ¶es egy kÄornyezeti
modullal (GEM-E3). Ez a modell els}osorban makro-, de mikro-szint}u fo-
lyamatok vizsg¶alat¶ara is alkalmas, ¯gyelembe v¶eve a stacion¶arius v¶eg¶allapot
kisz¶am¶³t¶as¶at, illetve az od¶aig elvezet}o dinamikus folyamatokat. Ezt a modellt
sz¶eles kÄorben haszn¶alj¶ak energetikai-, kÄornyezeti-, ¶es gazdas¶agpolitikai int¶ez-
ked¶esek hat¶asainak elemz¶es¶ere. A modell felt¶etelezi a kÄolts¶egek minimaliz¶a-
l¶as¶at ¶es a hasznok maximaliz¶al¶as¶at. Abban t¶er el a CGE modellt}ol, hogy
egyes ¶agazati bont¶asok a szok¶asosn¶al r¶eszletesebbek. P¶eld¶aul az energiaszek-
tor alatt megjelenik a sz¶enb¶any¶aszat, a g¶azszolg¶altat¶as, ¶es az olajipar stb. A
modell ¯gyelembe veszi a leveg}oszennyez¶est, az energi¶at ¶es m¶as er}oforr¶asokat,
illetve az egyes energiahordoz¶ok egym¶as kÄozÄotti helyettes¶³thet}os¶egeit, a ki-
bocs¶at¶ast csÄokkent}o technol¶ogi¶akat, valamint kibocs¶at¶asra el}o¶³rt ad¶okat ¶es
hat¶os¶agi korl¶atokat. A szerz}ok r¶eszletes m}uszaki adatok alapj¶an ¶es line¶aris
tev¶ekenys¶egelemz¶esi modellen (LTM) nyugv¶o optimaliz¶al¶ast alkalmaz¶o r¶esz-
modellel b}ov¶³tik ki ¶es kapcsolj¶ak Äossze a CGE modellt. Ez az¶ert indokolt,
mert ¶³gy a modell felt¶etelezi a termel¶esi t¶enyez}ok folytonos helyettes¶³thet}o-
s¶eg¶et, m¶³g aggreg¶alt ¶agazati termel¶esi ¶es kÄolts¶egfÄuggv¶enyeket alkalmaz. Az
ismertetett modellt a paksi er}om}u makrogazdas¶agi, energetikai ¶es kÄornyezeti
vizsg¶alat¶an keresztÄul mutatta be a szerz}op¶aros.
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Li ¶es Su (2012) kidolgozott egy ¶ert¶ekel¶esi mutat¶ot annak meg¶³t¶el¶es¶ere,
mennyire kÄoveti a v¶allalat a kÄorforg¶asos gazd¶alkod¶as elveit. A tanulm¶any c¶elja
sz¶amszer}us¶³teni a k¶eszletcsÄokkent¶es, az ¶ujrahasznos¶³t¶as, az ¶ujrafelhaszn¶al¶as,
a kibocs¶at¶as ¶es a hat¶ekonys¶ag m¶ert¶ek¶et. A szerz}ok egy Äosszevont (aggreg¶alt)
mutat¶o seg¶³ts¶eg¶evel k¶³v¶anj¶ak meghat¶arozni a kÄorforg¶asos gazd¶alkod¶as v¶alla-
laton belÄuli ¶ert¶ekel¶es¶et. A mutat¶o az al¶abbi k¶et szint Äosszevon¶as¶ab¶ol tev}odik
Äossze: az els}o szint tizennyolc mutat¶ot tartalmaz, mely Äot krit¶erium ¶ert¶ek¶et
hat¶arozza meg. V¶egÄul az Äot krit¶erium Äosszege adja meg az Äosszevont mutat¶o
¶ert¶ek¶et. A mutat¶o c¶elja: meghat¶arozni a kÄorforg¶asos gazdas¶ag v¶allalaton be-
lÄuli fejletts¶egi szintj¶et. A jelen tanulm¶anyban az Äot krit¶erium az al¶abbi szem-
pontokat tartalmazza: a gazdas¶agi fejletts¶eget, az er}oforr¶as ig¶enyt, a szennye-
z¶es csÄokken¶es¶et, az Äokol¶ogiai hat¶ekonys¶agot, ¶es a fejl}od¶esi potenci¶alt. Ezeket
tov¶abbi mutat¶okra bontja a szerz}o. A tanulm¶anyban Äosszesen 18 mutat¶o
van, azonban ez tetsz}olegesen tov¶abb b}ov¶³thet}o. Az er}oforr¶asig¶eny krit¶eriuma
alatt ¶ertend}o p¶eld¶aul az egys¶egnyi ipar kibocs¶at¶as¶ara vet¶³tett v¶³z-, ¶es ener-
giafelhaszn¶al¶as, az ipari szil¶ard hullad¶ek hasznos¶³t¶asa, az ipari v¶³zfelhaszn¶al¶as
¶ujrahasznos¶³t¶asi m¶ert¶eke. M¶³g a fejl}od¶esi potenci¶al krit¶eriuma tartalmazza
p¶eld¶aul a teljes ipar kibocs¶at¶as¶ahoz m¶ert technol¶ogiai befektet¶esek m¶ert¶ek¶et,
a t}oke akkumul¶aci¶os r¶at¶aj¶at ¶es az ¶ert¶ekes¶³t¶es nÄoveked¶es¶enek r¶at¶aj¶at. Utols¶o
l¶ep¶esk¶ent a szerz}op¶aros az Äosszevont (aggreg¶alt) mutat¶o meghat¶aroz¶as¶ahoz
standardiz¶alja a mutat¶okat, elosztva a kapott ¶ert¶eket az ¶atlag¶ert¶ekkel, majd
ezt kÄovet}oen a mutat¶okat s¶ulyozza 0-1 ¶ert¶ek kÄozÄott fontoss¶agukt¶ol fÄugg}oen
(becsÄult ¶ert¶ek). Ezut¶an a standardiz¶alt mutat¶o ¶es a s¶uly ¶ert¶eke Äosszeszorz¶asra
kerÄul, ami kiadja az Äosszevont mutat¶o 0-1 kÄozÄotti ¶ert¶ek¶et. A kapott ¶ert¶ek
alapj¶an besorolhat¶o a v¶allalat egy n¶egypontos sk¶al¶an, mely megmutatja, hogy
alig vagy kiv¶al¶oan alkalmazza a kÄorforg¶asos gazdas¶ag strat¶egi¶aj¶at.

Park ¶es Chertow (2014) kidolgozta az ¶ujrahasznos¶³t¶as lehet}os¶eg¶enek indi-
k¶ator¶at, ami megk¶³s¶erli objekt¶³ven meghat¶arozni a technikailag maxim¶alisan
felhaszn¶alhat¶o anyagok (ez esetben hullad¶ek) mennyis¶eg¶et. A hullad¶ek gyak-
ran lerak¶okba kerÄul, mert nincs haszn¶alhat¶o tud¶asunk azok hasznos¶³t¶asi lehe-
t}os¶egeir}ol. Ez¶ert ennek a technol¶ogiai innov¶aci¶ok szabnak hat¶art. A szerz}ok
az ¶ujrahasznos¶³t¶as lehet}os¶eg¶enek indik¶ator¶at egy 0-1 kÄozÄotti sk¶al¶an fejezik ki,
megmutatva az anyagban rejl}o tov¶abbi lehet}os¶eg¶et. A nulla azt jelenti, hogy a
jelenlegi technol¶ogiai fejletts¶eg szintj¶en az anyag nem hasznos¶³that¶o ¶ujra; m¶³g
az 1-es ¶ert¶ek eset¶en az anyag 100%-a ¶ujrahasznos¶³that¶o. A szerz}ok a jelenleg
el¶erhet}o technol¶ogi¶akat hasonl¶³tj¶ak Äossze egym¶assal, melyet egy diagramon
¶abr¶azolnak. A vertik¶alis tengelyen jelenik meg a felhaszn¶al¶asb¶ol keletkezett
jÄovedelem ¶es a hullad¶ekkezel¶es kÄolts¶eg¶enek kÄulÄonbs¶ege, m¶³g a horizont¶alis
tengelyen az ¶ujrahasznos¶³that¶o anyag kerÄul ¶abr¶azol¶asra tonn¶aban kifejezve.
A kapott eredm¶enyek diagramon tÄort¶en}o megjelen¶³t¶es¶eb}ol kiderÄul, hogy va-
jon nyeres¶eges-e az adott technol¶ogia eset¶eben a v¶allalatnak ¶ujrahasznos¶³tani
vagy sem. Az indik¶ator egyszer}uen ar¶anyos¶³tja az adott technol¶ogi¶aval a
felhaszn¶alt hullad¶ek mennyis¶eg¶et a teljes rendelkez¶esre ¶all¶o hullad¶ek mennyi-
s¶eg¶ehez. Ez adja meg a 0-1 kÄozÄotti ¶ert¶eket. A tanulm¶any tartalmaz gazdas¶agi
sz¶am¶³t¶asokat, azonban eltekint a helyettes¶³t}o term¶ekek beszerz¶esi ¶ar¶anak in-
gadoz¶as¶at¶ol ¶es a sz¶all¶³t¶as kÄolts¶eg¶et}ol. Ezek azonban jelent}osen befoly¶asolj¶ak
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az ¶ujrahasznos¶³t¶as nyeres¶egess¶eg¶et. Az indik¶ator hi¶anyoss¶aga tov¶abb¶a, hogy
¯gyelmen k¶³vÄul hagyja a hullad¶ek Äosszet¶etel¶et ¶es a technol¶ogia id}oben tÄort¶en}o
v¶altoz¶as¶at, illetve a region¶alis kÄulÄonbs¶egekb}ol ad¶od¶o elt¶er¶eseket sem kezeli.
Ennek ellen¶ere, az indik¶ator alkalmas a v¶allalaton belÄuli javul¶as m¶ert¶ek¶enek
nyomon kÄovet¶es¶ere.

4 ÄOsszegz¶es

A szakirodalmi ¶attekint}o lehet}os¶eget adott egy ¶uj v¶allalati szeml¶eletm¶od
bemutat¶as¶ara, ahol az anyag-, illetve a term¶eszeti er}oforr¶as hat¶ekony fel-
haszn¶al¶asa a c¶el, a kÄornyezet ¶allapot¶anak hossz¶u t¶av¶u meg¶ov¶asa ¶erdek¶eben.
Meg¶allap¶³tottuk, hogy a k¶ek gazdas¶agr¶ol kev¶es publik¶aci¶o szÄuletett, mivel
annak elm¶eleti h¶attere ¶atfed¶esben van a kÄorforg¶asos gazdas¶aggal. A be-
mutatott cikkek alapj¶an ¶ugy t}unik, hogy egyre sz¶elesebb kÄorben terjed a
kÄornyezettudatos, er}oforr¶as alap¶u v¶allalati szeml¶eletm¶od, amely lehet}os¶eget
l¶at a hullad¶ek ¶ujrahasznos¶³t¶as¶aban, ugyanakkor a termel¶esi tervben alig kerÄul
feltÄuntet¶esre a hullad¶ek, ¶es ez megnehez¶³ti annak hasznos¶³t¶asi lehet}os¶eg¶et.
Nem szabad ¯gyelmen k¶³vÄul hagyni, hogy a hullad¶ek ¶ujrahasznos¶³t¶asi le-
het}os¶egeinek az el¶erhet}o technol¶ogia szab els}osorban hat¶art. Elmondhat¶o
tov¶abb¶a, hogy minden v¶allalati tev¶ekenys¶eg mÄogÄott racion¶alis gazdas¶agi ¶ervek
szerepelnek. Ezt igazolja az is, hogy az egyre szigorod¶o kÄornyezetv¶edelmi
szab¶alyok betart¶asa tette szÄuks¶egess¶e a kÄornyezeti szempontok integr¶al¶as¶at
a tervez¶esbe. A szakirodalmi kutat¶asb¶ol kiderÄul, hogy kevesen vizsg¶alt¶ak a
termel¶es sor¶an keletkezett mell¶ekterm¶ek ¶ujrahasznos¶³t¶asi lehet}os¶egeit.

A gy¶art¶ok ¶es keresked}ok k¶enytelenek r¶a¶ebredni arra, hogy a mell¶ekter-
m¶ekek kezel¶es¶enek szab¶alyoz¶asa vesz¶elyezteti jÄovedelmez}os¶egÄuket ¶es verseny-
k¶epess¶egÄuket. Ez¶ert egy j¶ol kidolgozott modell strat¶egiai jelent}os¶eg}uv¶e v¶alhat
jÄov}obeli Äuzletpolitik¶ajuk szempontj¶ab¶ol. Tov¶abbi vizsg¶alatokat javaslunk a
szakirodalomban alig kutatott, gy¶art¶as sor¶an keletkezett mell¶ekterm¶ekek v¶al-
lalaton belÄul tÄort¶en}o hasznos¶³t¶as¶anak vagy v¶allalatok kÄozÄotti ¶ert¶ekes¶³t¶es¶enek
lehet}os¶eg¶ehez, melyhez Penkuhn ¶es t¶arsai (1997) ¶es Dobos (2002) eddigi mun-
k¶ass¶aga biztos alapot teremt.
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LITERATURE REVIEW ON COMPANIES EMBEDDED IN NATURE

AND THEIR PRODUCTION METHODOLOGIES

The study reviews characteristics of companies embedded in nature while detail-
ing relevant sustainable development theories. It advocates the resuscitation of
di®erent resource management paradigms and the essential role of technology and
innovation. At last, the study will overview several models methodologies which
could serve as a reference in the future for researching companies embedded in na-
ture. In conclusion the study has revealed that sustainable development theories
are often overlapping and methodologies are seldom taking into consideration the
utilization of by-products within or outside of the company.

Keywords: sustainable development theories, natural resources, by-products,
wastes, optimizations, models.
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