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A FUGGVENYHANYADOS FUGGVENYSZORZAT ES AZ
OSSZETETT FUGGVENY EROS KVAZIKONVEXITASAROL!

JOVANOVIC MILAN-POGANY TIBOR
Miszaki Féiskola, Banjaluka—Tengerészeti Féiskola, Rijeka

Az Osszetett fiiggvények, tovabba a fﬁggvényhényados és a fliiggvényszorzat kon-
vexitdsa, pszeudo-, valamint kvdzikonvexitdsa mar j6l ismert. A cikkben eddigi
eredmények altalinositisara keril sor ersen konvex és erésen kvdzikonvex esetre.’

Dolgozatunkban tdbbek kézott bizonyitjuk, hogy

(i) nemnegativ, erdsen konvex és pozitiv, korldtos konkav fiiggvény hanya-
dosa erésen kvazikonvex;

(i) nempozitiv, erdsen konvex és konkav, alulrél pozitiv korldttal rendelkez6
fiiggvény szorzata erésen kvazikonvex;

(iii) a g o f Ssszetett fiiggvény erSsen kvdzikonvex, ha f, ¢ differencialhatdk,
f erésen kvdzikonvex és g'(z) > m > 0.

Ezen eredményeket példakkal illusztraljuk, igy (i) esetben az aritmetikai és a
geometriai kozepet vizsgaljuk kompakt, konvex € C IR" halmazon.

Az idézett tétel és a bizonyitas végét m, definicid, megjegyzés, példa végét o
jeldli.

1. Bevezetés
1.1 Alapfogalmak

A nemlineéris programozasban j6l ismert (pl. MARTOS, 1975; SCHAIBLE-ZIEMBA,
1981; MOND, 1983; AVRIEL-DIEWERT-SCHAIBLE-ZANG, 1988; HU-KLEE-LARMAN,
1989) a kvazi-, és pszeudokonvex fiiggvények szerepe (Kuhn-Tucker feltétel, a Slater-
féle altalanositott feltétel stb.). Ezért a tovdbbiakban csak réviden ismertetjik a
konvexitas fajait, valamint néhany kozdttik fennallé kapcsolatot.

A differencislhaté f : R® — IR fiiggvény pszeudokonvex, ha minden z,y €
Dom(f) mellett eleget tesz a

(Vi(z),y—2) > 0= fly) 2 f(=) (1)

1Beérkezett: 1991. hinius 17.
2 A szerzBk koszonettel tartoznak a dolgozat egyik ismeretlen birdléjdnak. Véleménye figyelem-
bevételével t5bb hibat, pontatlansigot és félreérthetd fogalmazast sikerilt kikiszbdlni.
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feltételnek, ahol Dom(:) az értelmezési tartomanyt, (-,-) pedig a skalirszorzatot
jeloli. Tovabba, f akkor kvazikonvex a konvex C C IR" halmazon, ha tetszdleges
z,y € C és ) € [0,1] értékre

fQz + (1= N)y) < max{f(z), f(3)}. 2

Végiil is, ha a kvazikonvex f fliggvényre érvényes a

f(z) # f(y) = f(Az + (1 - N)y) < max{f(z), f(v)}

feltétel minden A € (0,1) értékre, akkor f explicit kvazikonvex.
Az (1) feltétel a kbvetkezd alakban is felirhato:

f(y) < f(z) = (Vf(z),y—z) <0. (3)

Masrészt, a differencidlhaté f fiiggvény akkor és csakis akkor kvazikonvex egy
konvex C halmazon, ha barmely z,y € C esetén fennall:

f(y) £ f(z) = (Vf(z),y—=z) L0 (4)

Ezek szerint a pszeudokonvex figgvény egyben kvazikonvex is. Az explicit kvazi-
konvex fiiggvény pedig ad definitionem kvdzikonvex. Végiil is MARTOS (1975, p.113)
bizonyitotta, hogy a pszeudokonvex fiiggvény explicit kvazikonvex.

1.2 Eddigi eredmények

A nemlinearis programozas modszerei altaldban az eddigiektdl sziikebb fiigg-
vényosztilyokhoz folyamodnak (ersen konvex, erésen kvdzikonvex figgvények).
fgy KARMANOV (1989) a relaxacids eljarasok hibabecslésével foglalkozott er8sen
kvazikonvex esetben. Analdg eredményeket adtak KORABLEV (1980) és JOVANOVIC
(1989; 1) az erésen kvazikonvex fiiggvényekre. Ugyancsak JOVANOVIC (1989; 2)
ismertette e fiiggvények tovabbi tulajdonsdgat, ez pedig a {z € R™ | f(z) <
a } nivéhalmaz korldtos volta. Kdvetkezésképpen a folytonos, erdsen kvazikonvex
fiiggvény infimumadt éri el valamely konvex, zdrt halmazon. Masrészt, a feltétel
nélkiili minimalizdciés algoritmusokban nem sziikséges feltételezni, hogy {z € R" |
f(z) < f(zo0) } zart valamely zo értékre.

Tovabbi alkalmazdsok talidlhatok a KORABLEV (1980) és JEYAKUMAR (1986)
cikkekben. Igy JEYAKUMAR (1986) fontos masodrendii dualitasi tételeket bizonyi-
tott az igynevezett s-kvazikonvex nemlinedris programozas témakorében (f akkor
s-kvazikonvex, ha a (6) reldcié s € IR mellett érvényes).

A kévetkezd két definiciét POLJAK (1986) adta meg. JelSlje || - || az euklideszi
normdt.

1. Definicié. Legyen C konvex halmaz, z,y € C, A € [0,1]. Ekkor f er8sen
konvex C halmazon, ha létezik olyan r pozitiv allandé, hogy

fOz + (1= 2y) < M=)+ (1= Nf) - A0 = Nrilz - 4l*.0 (5)
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2. Definicié. Tegyiik fel, hogy C konvex halmaz. Ha létezik, minden z,y € C
és X € [0, 1] mellett olyan pozitiv s, melyre

FOz + (1= Ny) < max{f(2), f(¥)} — A1 = Vsllz — ol® (6)

akkor f fiiggvény erdsen kvézikonvex. p

ROCKAFELLAR (1976) kovetkezS tétele alapjdn elégséges és szikséges feltételek
adhaték meg (konvex terminolégiaban) a differencidlhaté erdsen konvex fiiggvények-
re.

1. Tétel. A konvex C halmazon akkor és csakis akkor létezik az 1. Definicié
értelmében vett r dllandd, ha a

f(z) —rli=ll®

fiiggvény a C halmazon konvex. m
Megjegyezziik, hogy a tétel bizonyitisa egyiltalin nem nehéz; tulajdonképpen
a

[z + (1= A)ll? = Mlzl? + (1 = Nlill® = A1 = Vll= - ll? M

egyenliSségen alapszik, ahol A € [0,1].
Ezek utén kozvetleniil adédik az 1. Tételbdl az
1. Kovetkezmény. Legyen f kétszer folytonosan differencidlhaté a konvex
C C IR" , nem iires belsejii (int(C) # @) halmazon. Akkor és csakis akkor lesz
f erésen konvex (pozitiv r allandéval) a C halmazon, ha minden z € C, v € R"
értékre
(V2(2)v, ) > 2ol 0 ®)

Természetesen a fenti definiciok és eredmények konkadv esetre is visszavezethetdk.
fgy, ha —f kvézi-, pszendokonvex ..., akkor f kvazi-, pszeudokonkav .... Tehdt
példaul f akkor kvdzikonkdv, ha —f(Az + (1 = A)y) < max{—f(z), —f(y)}, azaz
f(Az + (1= A)y) > min{f(z), f(y)}. Ezt (3) segitségével lithatjuk be.

Nyilvén minden erésen konvex fiiggvény erdsen kvazikonvex, és minden er8sen
kvézikonvex fliggvény egyben explicit kvdzikonvex is. Végiil is a differencidlhats,
erésen kvazikonvex fiiggvény szigorian pszeudokonvex, mivel a differencidlhaté f
fiiggvény akkor és csakis akkor erésen kvazikonvex egy konvex C halmazon, ha

f) < f(z) = (VS(2),y = =) < —slle - ull” 9

érvényes pozitiv s mellett. Az eredményt VIAL (1983) bizonyitotta.

1. Példa. JOVANOVIC (1990). Nem létezik olyan nem iires belsejii konvex
C ¢ R" halmaz, melyen f(z) = ||z|| euklideszi norma erésen konvex, ennek ellenére
l|z|| erbsen kvézikonvex a korldtos, nem tres belsejli konvex halmazon. Azonban
f(z) = ||z||* erésen konvex C = IR" esetében (lasd a (7) relaciét). o
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2. Erb6sen kvazikonvex fiiggvényhdnyados és szorzat
2.1 Fuggvényhdnyados

MARTOS (1975, p.62) vizsgalta, mikor explicit kvazikonvex, valamint pszeudo-
konvex (differencidlhaté figgvényekre) a h(z) = f(z)/g(z) fuggvényhdnyados.

A 16 leheté esetbdl, amikor f konvex vagy konkdv, nemnegativ vagy nempozitiv,
4 lényeges eset emelhetd ki igy, hogy a tobbi 12 el6jelvdltoztatassal kaphatd meg
beldlik. A lényeges 4 eset tehat

(4) {Ehomen nemaesntivh o b eapliit bsikonser
(B) {fkonver, nempozitiv

iy } = h ezplicit kvdzikonves
g konvex, pozitiv

(c) {f konvez, nemnegat{v}

g konvez, pozitiv

g konkdv, pozitiy

(D) {f konvez, nempozitz’v}

(C) és (D) esetben h(z) hanyados nem feltétleniil kvazikonvex, sét, explicit
kavzikonkdv sem (ha —h explicit kvazikonvex, akkor h explicit kvézikonkdv). A
kovetkezd két példa éppen azt illusztralja, hogy (C) és (D) esetben nem varhatd
altaldnos érvényd, az el6z6 esetekhez hasonlé kijelentés.

2. Példa. A harmadik, (C) eset feltételeit f(z) = z2, g(z) = e kielégitik
ugyan, de h(0) < min{h(—1), (1)}, valamint h(2) > max{h(0), ~(3)}. 0

3. Példa. Legyen C = [-1,1], f(z) = —1, g(z) = 1 — z%. Ekkor h(z) nem
kvazikonkdv. Tovdbba, f(z) = z%2 — 1, g(z) = 1 — |z| figgvények hanyadosa nem
kvézikonvex. O

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy f nemnegativ, erdsen konvex, g pozitiv, konkav,
feliilr8l korldtos a konvex C halmazon. Ekkor h(z) = f(z)/g(z) erésen kvazikonvex
ugyanott.

Bizonyitds. Ha z,y € C, minden X € (0, 1) értékre jelolje ) = Az + (1 — A)y.
Ezek utan érvényes

Af(2) + (1= Nf(y) = M1 = Nrll= — vl

hza) < Ag(z) + (1 - Ng(y)
_ M) f(=)/g(=) + 1 = Nf()e()/9(y) = M1 = Nrllz — y||?
Ag(z) + (1 - Ng(y)
N ax{f(”) [@}_ AL = Nr|lz — gl
< 9(z)’ 9(v) Ag(z) + (1= Ng(y)
< max{h(z), h(y)} — M1 = N)s]|z — yl|?
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ahol 8 =r/M, M =sup{g(z)|[z€C}. m
Erdekes megemliteni, hogy ha g(z) affin fiiggvény, vagyis g(z) = {c, ) + v, ahol
c€ R", v € R, akkor

9(Az + (1 = A)y) = Ag(z) + (1 — A)g(v).

fgy a 2. Tétel bizonyitasaban szerepld egyenlotlenseglancolat érvényes tekintet
nélkil az f(z) el8jelére, ha g(z) affin fuggveny Eppen ezt a tényt mondja ki a

2. Kovetkezmény. Legyen f(z) er8sen konvex a konvex C halmazon. Ekkor
h(z) = f(z)/({c, z) + 7) erbsen kvazikonvexa Cp, = {z €C |0 < {c,z) + v < m}
halmazokon.

Bizonyitds. Az 1. Tétel alapjin a nemnegativ h(z) fiiggvény akkor erSsen
kvazikonvex, ha létezik pozitiv, konkdv, feliilrél korldtos g(z), melyre h(z)g(z)
erésen konvex. Affin g(z) nyilvdn kielégiti e feltételeket. g

Nem nehéz beldtni, hogy a kétszer differencidlhatd egyviltozés ¢(z) fiiggvény
akkor és csakis akkor erdsen konvex az [a, 5] C IR intervallumon, ha ¢/(z) > 2r > 0,
(ez tulajdonképpen az 1. Kévetkezmény egydimenzids esete).

4. Példa. A h(z) = sin(z) figgvény nem er8sen konvex [—/4, 0] intervallumon,
mivel A”(0) = 0. g

1. Megjegyzés. A fiiggvényhdnyados nevezdjében szerepld fiiggvény konkdv
volta nem cserélhetd fel kvazikonkdv tulajdonsiggal, ugyanis a kovetkezs egyszerii
ellenpéldat szerkeszthetjiik meg: f(z) = e erésen konvex C = [0, 1] intervallumon
(1asd az 1. kovetkezményt, r = 1/2), g(z) = e® pozitiv, korldtos és kvazikonkdv
C-n, ennek ellenére h(z) = f(z)/g(z) = 1 nyilvinvaldan nem erésen kvazikonvex
C-n. 0

Az eddigiek szerint, ha (A) esetben ,,f konvex” helyett ,,f erSsen konvex” 4ll,
valamint g korldtos, akkor a h(z) = f(z)/g(z) fiiggvény erésen kvazikonvex. Vegyiik
észre, hogy ez (B) esetben is igaz. Ezt illusztrilja ugyanis a kovetkezs.

3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f nempozitiv, erdsen konvex, tovdbbé g pozitiv,
konvex, feliilr8] korlatos a konvex C halmazon. Ekkor h(z) = f(z)/g(z) erbsen
kvazikonvex ugyanott.

Bizonyitds. Ha z,y € C, minden A € (0, 1) értékre legyen x5 = Az + (1 — A)y.
Mivel f < 0 és g pozitiv, konvex fiiggvény (mds széval g(z,) < Ag(z)+(1—MN)g(y)),
érvényes

(@) f(z1) < M(@) + A= Nf(y) =M1 = Nr|lz — y|?
9(za) ~ /\y(:c) -9 Ag(z) + (1 - N)gly)
A bizonyitds ezek utin megegyezik a 2. Tétel bizonyftisival. g

Végezetiil a 2. Tétel tovabbi véllfajait fogalmazzuk meg egy 1ij kévetkezmény és
két i) példa kiséretében.

h(zy) =

(E) {f erdsen konkdv, nempozitiv

3 . , h eré. izik
g konvez, negaldy, alulrél korlatos} ~ RFERCEnygaagiven
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(F) {f erdsen konkdv, nempozitiv

g konkdv, pozitiv, fehilrsl korldtos} = [ERCTERRkTaE R AT

(G) f erésen konvez, nemnegativ
g konvez, negativ, alulrél korldtos

} => h erdsen kvdzikonkdv

3. Kévetkezmény. A nempozitiv h(z) fiiggvény akkor lesz erésen kvézikonvex
az [a,b] C IR intervallumon, ha létezik olyan s > 0, melyre

R'(z)+2h (z) + h(x) 2> 5 (10)

Bizonyitas. Legyen 0 < 2r < se®. Ekkor minden z € [a, ] értékre igaz, hogy
h"(z) + 2h'(z) + h(z) > s miatt

(h"(z) + 2h'(2) + h(z))e® > s€* > se* > 2r = (e"’h(a:))" >2r>0.

Nyilvan ekkor e?h(z) erdsen konvex, nempozitiv fiiggvény. Mivel e” pozitiv,
konvex, a 3. Tétel értelmében

eh(z) _
== = h(z)

erésen kvdzikonvex az [a, b] intervallumon. m
5. Példa. A h(z) = sinz nem erdsen konvex a [—7/4,0] intervallumon (4.
példa), azonban ugyanott erdsen kvézikonvex, ugyanis

h"(z) + 2k (z) + h(z) =2cos T > V2.0

6. Példa. Vizsgaljuk most az f(z) = Y1, z{"* fiiggvényt, ha o; € R\[0,1]. Az
f(z) fiiggvény V7 f(z) Hesse mdtrixa ez esetben diagondlis, lévén f(z) szeparabilis.
Igy az 1. Kovetkezmény alkalmazisdval f(x) erfsen konvex a T fai, 00] C IRY
n-dimenziés intervallumon, ha oy > 2. Tovabba, legyen a; € (—00,0) U (1,2). Ek-
kor f(z) erésen konvex a []i_,(0,a;] intervallumon. Végezetill oy = 2 esetben f
erdsen konvex az egész IR™ téren. Tovabba tegyiik fel, hogy fi > 0 és S B =
1. Az R} intervallumon ekkor a g(z) = [[iz; :E?' fiiggvény konkdv (SUHAREV-—
TIMOHOV-FEDOROV, 1986, p.88). Mivel f és g kielégitik a 2. Tétel feltételeit ha
g(z) korldtos, hanyadosuk h(z) = f(z)/g(z) erdsen kvazikonvex a [a,0]" C R}
n-dimenzids téglalapon.

A fenti eredmény specialis esete a hatvanykozép és a mértani kozép hanyadosa;
h: R} — R,

hz) = () 23 /n) ([ =) " (11)
i=1 i=1

mely fliggvény erbsen kvazikonvex minden konvex, kompakt C C IR" halmazon, ha
n>20
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2. Megjegyzés. A 6. Példaban rogzitett n = 1, a3 = 2, f1 = 1 értékekre
h(z) = z. E figgvény erdsen kvazikonvex C = [1, 2] intervallumon, de nem erdsen
konvex ugyanott. O

3. Megjegyzés. A hanyadosprogramozas (fractional programming) célfiiggvé-
nye h(z) = f(z)/g(z); ha azonban specidlisan f(z) és g(z) affin fiiggvények, akkor
hiperbolikus programozdsrél van sz6 (MARTOS, 1975, p.176). A hanyadosfiiggvény
tulajdonsdgainak kivizegilisa tehat killsndsen fontos feladat. Erdekes megjegyezni,
hogy az erés kvazikonvexitdsnak nincs jelentsebb szerepe a hiperbolikus prog-
ramozasban, mivel affin fiiggvények hanyadosa csak az egy-, és kétdimenzids esetben
lehet erdsen kvéazikonvex. (Ezt a tényt a 7. Példaban ldtjuk majd be.)

Egészen mds a helyzet, ha f(z) nem affin. Ekkor néhdny konkrét kovetkeztetés is
levonhatd. Példdnak okdért KARMANOV (1989, pp.137-144) bizonyitotta be, hogy

min f(z), z€{z€R"| fi(z)>0,i=1m}

probléma korrekt, ha f erésen konvex. Ez az eredmény akkor is érvényen marad, ha
h(z) erbsen kvézikonvex hinyadosfiiggvényre alkalmazzuk Karmanov feladatdt. E
tény bizonyitasa az erdsen kvazikonvex fiiggvényeknél alkalmazott egyenldtlenség-
ldncolaton alapozddik meg. Kovetkezésképpen megjegyezhetjik, hogy a hanyados-
programozasi probléma korrekt, ha f(z) er8sen konvex, g(z) pedig affin fiiggvény
(2. Kovetkezimény). o

Térjink most vissza az affin fiiggvények hanyadosdnak kérdésére.

7. Példa. A h(z) = ({(a,z) +a)/((b, z} + B) fiiggvény egyetlen konvex C C R",
int(C) # ® halmazon sem erésen kvazikonvex, ha n > 3. A bizonyitas lényegét a
kovetkezd gondolatmenet tiikrozi. Tegyik fel, hogy n > 3, és = € int(C), tovdbba
legyen a tetsz6leges 0 # v € IR™ vektor merdleges a, valamint b vektorra. Ekkor
létezik olyan t > 0, melyre y = z + tv € C. Mivel (a,v) = (b,v) = 0, innét
h(z) = h(y).

Tovdbbd Vh(y) = (a — h(y)b)/((b,z) + B) és y — z = tv, ezért

(Vh(y),y—=z) =0 i

lathaté be. Mdrmost ezen implikacié el6zménye igaz, kovetkezménye pedig hamis
minden s > 0 (||v|| # 0) esetén. Tehdt h(z) nem lehet erdsen kvazikonvex. g
Hatramaradt még az egy- és kétdimenzids eset. Ha n = 1, akkor

az+f
h =
(@) vz + 46
erésen kvazikonvex minden —6/v ¢ [a,b] C IR intervallumon, ha aé — By # 0.
Ugyanis, ha f € C[a,b] és f'(z) # 0 minden z € [a,b] értékre, akkor f erésen
kvazikonvex az [a, b] intervallumon, JOVANOVIC (1990).
Végezetill is, legyen n = 2. Ekkor

h(z) =

{a,z) +
(b,z)+ 8
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nem erdsen kvazikonvex {a,b} linedris fiigg8ségének esetében. Ugyanez a helyzet,
haa=p=0.

Linearis fligg6ség mellett 1étezik olyan p # 0, hogy a = pb. Ezek utin a bi-
zonyitds megegyezik az n > 3 eset bizonyitasaval.

Ha o = § = 0, természetes, hogy Dom(h) = IR\ {0}. Valasszunk z € int(C),
valamint legyen y = tz, t € (0,1). Ilyen t nyilvdn létezik, hiszen 0 ¢ C. Ezek utan
ismételten az n > 3 eset bizonyitasi eljardsival tudunk majd kovetkeztetni.

Végleges valaszt azonban a kérdésre, hogy mikor is er8sen kvazikonvex h(z)
hinyadosfiiggvény ha n = 2, nem tudtunk megadni.

2.2 Fuggvényszorzat

A fiiggvényszorzat analizdlisinil a kovetkezd hirom fontos esetben ((H), (I),
(J)), csak (I)-ben lehet altaldnos érvényii kévetkeztetést levonni. gy (I) és vallfajai
bizonyitisit MARTOS (1975, p.61) tette kozzé.

(H) {f konvez, nemnegativ }

g konkdv, nemnegativ

(1) {fkonvez, nempozitiv

F b licit kvdzi
rkonis nemnegatw} = g ezplicit kvdzikonvez

(7) {f konvez, nemnegaliv }

g konvez, nemnegatiy

Egyszerii ellenpéldit adhatunk meg kvazikonvex (kvazikonkdv) szorzatra (H)
esetben. Ha f(z) = z, g(z) = 1 — z, akkor C = [0, 1] intervallumon s(z) = z(1 — z)
nem (explicit) kvdzikonvex; tovdbba f(z) = 22, g(z) = 1 és C = IR mellett s(z) =
z? nem (explicit) kvazikonk4dv.

Azonban az utébbi (J) esetben sem lesz s(2) sziitkségképpen kvazikonvex (kvazi-
konkav), ami a 2. Példa alapjdn (s(z) = z?e~7) jol lathatd.

A pozitiv, konkdv g(z) fiiggvény reciprok fiiggvénye konvex, MARTOS (1975,
p.62). A 3. Tétel alapjan ezek szerint

(K) {f erdsen konvez, nempozitiv

g konkdv, alulrél pozitivan lcorla'tos} i CGraeT Rydakgnges.

Vegylik észre, hogy (K) két varidnssal rendelkezik.

3. Az Osszetett fliggvény erds kvéazikonvexitdsa

Legyen C C IR™ konvex halmaz, f: C — IR, g : IR — IR. Végil jelolje go f az
osszetett fuggvényt. MARTOS (1975) ismertette a kovetkezd eredményeket:
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(L) Ha f konvez, g konvez és monoton nemcsokkend, akkor g o f konvez C
halmazon; MARTOS (1975, p.58).

(M) Ha f kvdzikonvez, g monoton nemcsokkend, akkor g o f kvdzikonves,
MARTOS (1975. p.59).

(N) Ha f pszeudokonvez, g differencidlhald és g'(z) > 0, akkor go f pszeu-
dokonver, MARTOS (1975, p.117).

Azonnal szembe tlinik, hogy f konvexitasa mellett g konvexitdsa is elégséges feltétele
g o f konvex voltdnak. Hasonld érvényes erésen konvex esetben is. Ezzel kapcsolat-
ban VIAL (1983) bizonyitotta be a kovetkezd eredményt.

4. Tétel. Legyen f erésen konvex, tovabbd ¢ : /R — IR, monoton névekvé.
Tegytik fel, hogy ¢/, g. derivaltak alulrél korldtosak, pozitiv alsé korldttal. Ekkor
g o f erdsen konvex. m

Végezetill még egy altalanositast fogalmazunk meg.

5. Tétel. Legyen f differencidlhatd, erésen kvazikonvex a konvex C halmazon,
g differencialhatd, valamint ¢’(z) > m > 0. Ekkor C halmazon h = g o f erésen
kvazikonvex.

Bizonyitds. Tetszdleges z,y € C esetén a kdvetkezd igaz:

h(y) < h(z) = g7 (h(y)) < 97 (h(2)) =
= f(y) < f(=) = (Vf(z)y—z) < —sllz —y|I* =

= (g (fE)V )y - 2) < —g' (F@)slle - o2 =
= (Vh(z),y — ) < ~msl|z — |*.m
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ON THE STRONG QUASICONVEXITY OF QUOTIENT, PRODUCT
AND COMPOSITE FUNCTION

The characterization of convexity — as well as pseudo- and quasiconvexity - of the com-
posite, product and quotient function is well-known. These results are generalized in this
paper for strongly convex and strongly quasiconvex case. We prove, among others, that (i)
the quotient of a non-negative, strongly convex and a positive, bounded concave function
is strongly quasiconvex; (i) the product of a non-positive, strongly convex function and
a concave function with positive lower bound is strongly quasiconvex; (iii) the composite
function g © f is strongly quasiconvex whenever f, g are differentiable, f strongly quasi-
convex and ¢/(z) > m > 0. These results are illustrated by many examples, e.g. for (i)
we examine the arithmetical and geometrical means over a convex, compact set in IR".



