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A LINEARIS TERMELESSIMITASI PROBLEMA!

DOBOS IMRE
Budapesti Kozgazdasdgtudomdnyi Egyetem

A kivetkezd bermnutatdsra kerild probléma az 50-es évek elején keletkezett, és a
mikrogazdasagi problémak targykorébe tartozik. Az ¢lsé problémafelvetések a fela-
datot diszkrét id8 kezelésével oldottak meg. A mostani tirgyalis az id6t folytonos
valtozoként kezeli. A két dton torténd kezelés nem feltétleniil vezel azonos ered-
ményre, azonban gondolatkisérletként a masodik 1t is érdekes lehet.

A kétféle megké.elités a megoldds 1étezésének targyalasinal valhat el. Amig a
diszkrét id6kezelds eselén az oplimalis megoldds 1étezését a Weierstrass-tétel biz-
tositja, addig a folytonos idékezelés esetén nem biztos, hogy létezik a problémanak
megoldésa. [7)

1. Bevezetés

Egy cgytermékes vallalat viselkedését vizsgaljuk egy bizonyos [0, T'] idéinterval-
lurmban. A véallalat terméke iranti kereslet a vizsgalt idéintervallumban ismert. Arra
a kérdésre keressiik a vdlaszt, hogy a véllalat az idészakban hogyan viltoztassa a
termelési ratdjat ahhoz, hogy a termelési, a készletezési és a termelési rata megvil-
Loztatdsalioz tartozé koltségek minimilisak legyenek (kézgazdasdgtudomanyi oldal-
rol tehat a probléma a neoklasszikus gondolatkorhoz tartozik, tehdt a profitmaxi-
malizildshioz). Esetiinkben a termelési és készletezési koltségek linedrisak, mig a
termelési rata valtoztatasahoz tartozé kollségek szakaszonként linearisak, de foly-
tonosak és minimumuk a nulldban van.

A fenti problémanak tobb véltozata is van. Kiterjesztésként ismert az irodalom-
ban. amikor a munkaerét, illetve annak valtoztatdsat is figyelembe veszik. Ezekkel
az esetekkel most nem foglalkozunk.

A modellben a kdvetkezd jelolésekkel éliink:

- V{t) a termelési rita valtozdsa a 1. idépontban,

~ P(l) a termelési rita a t. idépontban,

— I(t) a készletdllomény a t. idépontban,

~ 5(t) az eladasi rata a t. id6pontban.

A modellben ¢ jeldli az egységnyi termelés koltségét, h az egységnyl készlet
tartdsanak koltsége, mig z a termelési rdta novelésének, y a csokkenésének fajlagos
koltsége. A paraméterek nemnegativ valSs szamok.

1Beérkezett: 1989, janudr 17.
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A modell diszkrét viltozatét behatdan tanulmanyoztdk [1], [6], [8]. A megoldds
eléillitdsdra rengeteg algoritmus ismert, azonban ezek az optimalis megoldast jel-
lemz6 heurisztikikbél indulnak ki.

A folytonos verzidval - ismereteim szerint — csak két tanulmany foglalkozott. Ar-
row és Karlin (1958b) megoldjék a feladatot, és specialis esetekre algoritmust is ad-
nak a megolddsra. Dolgozatukban azonban van egy kisebb pontatlansag, amikor fel-
teszik, hogy a termelési ratdnak szakaddsa lehet. Bz a feltevés stilyosnak tekinthetd,
ha a bemutatdsra keriils modellt vizsgaljuk, ugyanis ekkor az ismertetett algorit-
musok hatdkore is megkérdéjelezhets, A problémaval ezen kiviil még Bensousson—
Crouhy-Proth (1983) foglalkozott. A modelljikben felteszik, hogy a termelési,
készletezési és a termelési rita viltoztatdsanak kéltségei konvex, nem csikkend
fiiggvények, valamint a termelési rata valtoztatisanak kéltsége a nulla pontban
veszi fel a minimumdl. A szerz8k kényviikben optimdlis irdnyftassal oldjak meg
a feladatot, és a megoldas trajektéridgjarél kvalitativ informacioval is szolgalnak,
azonban algoritmust nem adnak az oplimalis trajektéria eléallitdsara,

A dolgozat célja az Arrow-Karlin-féle probléma targyalds, és — amennyiben
lehetséges — az optimumot el64llitd algoritmus bemutatdsa.

2. A modell

A beveretésben leirt problémanak a folytonos idékezelésii alakjdt adjuk meg. A
modell leirdsandl az id8t nem szcrepeltetjiik. Az eladdsi ratardl feltessziik, hogy az
az idének folytonosan differencialhato figgvénye. A termelédsi ratat és a készletdllo-
manyt vektornak tekintve, optimilis irdnyitasi feladatként targyaljuk a problémat,
ahol az irdnyitasi viltozé a termelési rata valtozdsa, amelyre nines semmilyen kor-
lat. A termelési rita és a készletallomany nemnegativ viltozok, az indulé készlet-
alloméany adotl nemnegativ szam.

r(1;)20 tefo,T)

10)=Io
NE -0 0E)0)r-(3)
L/OT([c,h]<]IJ)+G(V))—>min

Célunk tehdt az (F) feladat megoldésa. Esetiinkben a P(0) kezdeti rata nem
ismert, tehdt iranyitdsi valtozénak tekinthetd, A G(V) fiiggvény alakja a kovetkezs:

z-V, V>0
G(V)_{—y-V, V <o.
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Térjiink vissza roviden az Arrow-Karlin (1958b) pontatlansigihoz. Amint az
(F)-bdl is kovetkezik, a P = V pszeudodifferencidlegyenlet megolddsa P-re csak
folytonos lehet, tehat nem is lehet szakaddsa. A feladat targyalhats lenne impul-
zusiranyitassal (impulse-control, Bensoussan-Hurst-Naslund (1974)), azonban ett6l
most eltekintink.

3. A probléma megolddsa

A probléma megoldasit a Pontrjagin-féle maximumelvvel végezzik el. A megol-
désnél Seierstad-Sydsaeter (1977) eredményeire tamaszkodunk, amely egyben elég-
séges feltételt is szolgaltat az optimum meghatarozdsira (az optimumot a probléma
konvex volta garantilja, amennyiben létezik megoldas). A megoldis létezésének fel-
tételeivel a tovabbiakban nem foglalkozunk, habdr - mint ldtni fogjuk — a megoldds
csak bizonyos specidlis esetekben létezik.

Feladatunk nehézségét az okozza, hogy az dllapotvaltozdinkra korlatozasok van-
nak.

Legyenek [¢1(t), ¥2(t)] adjungdlt rendszer vdliozdi, és [A1(t), Aa(t)] egy vek-
torfiiggvény. Az L Lagrange-fiiggvényt definidlja a

L(P>IrV71/}111/)2:)‘13A2) b

_qu(f)_4xvy+wh¢ﬂ{<g 8)(?)-f(é)‘“-(g)}+““*“(?>

kifejezés. Ekkor igaz a kovetkezd
1. Allitds: Ahhoz, hogy (P°,I°, V) az (F) feladat optimalis megoldasa legyen,
sziikséges és elégséges, hogy létezzenek olyan (1, ¥a], [A1, A2] vektorok, hogy

i) = vl (3 5) +lehl= D, 2 ()
—G(V)+ ¥V —max, VER (ii)
(7 )0l = (), (] = 165, (i)

ahol 0 < 71 < 72 < ... < T a [ih1, ¥o] szakaddsi pontjai, és ahol

20 (i=1,2)
B} =0 ha P(r)>0 (i=12,...,k) (iv)
f#=0 ha I(r;) >0

MPC=XxI%=0 (v)

Az elégséges feltétel (iil) és (iv) pontjaibdl kideriil, hogy a [¥1, 2] adjungdlt
valtozoknak lehetnek szakaddsai, de csak olyan pontokban, amikor a P? vagy az I°
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valtozék a hatdron vannak, tehéit ebben az esetben lazul az adjungalt valtozdkra tett
abszohit folytonossigi feltétel. A (v) pont a szokdsos komplementaritasi feltételnek
felel meg. Végiil az (it) szerint a 11V — G(V) fiiggvénynek a V-ben csak akkor van
maximuma, ha —y < ¥, (t) < =z, vagyis az adjungalt rendszeriink egyik valtozdjara
korldtozds van. Ugyanakkor ez azt is jelenti, hogy az irdnyitdsi paraméteriink op-
timalis értéke a V = 0 pontban van, ha az adjungalt viltozdra a kétoldali szigori
egyenlStlenség teljesiil, mig a szigori ndvekedés (csokkends) akkor teljesiilhet a ter-
melési rdtara, ha ¥;(t) = z (1(¢) = —y) egy bizonyos intervallumban.
Ezek utdn a megoldds jellemzését adjuk.

4. A feltételek jellemzése

Az optimdlis trajektdria jellemzését harom teriileti részre bontdssal végezziik
el. A jellemzésben nem szerepeltetjik azt az esetet, amikor a termelési rata és
a készletdllomany is nulla, ugyanis ekkor megsériilhet a készletallomany nemnega-
tivitdsra tett feltétel, ha az eladdsi rata pozitiv.

Pty >0, I >0 (i)

Ha a termelési rdta és a készletdllomdny is pozitiv, akkor a (v) feltétel miatt

A1 = Ay = 0 teljesiil ebben a régidban, valam:nt ekkor ¢ € (r;_, ;) teljesiil. Igy a
kovetkezd feltételek lesznek

$1=—Y2+c
Yo=h

és
~y <y <z

Ha feltételezziik, hogy az eset egy [t1,ts] intervallumban fordul el§ és a kezdeti
feltétel [¢?, 3], akkor a megoldas

Vi) = ot~ 1)+ (e — ¥ — 1) + o8
Pa(t) = h(t —t1) + 99

Itt teljesiilnie kell ¥1(t)-re az egyenldtlenségnek. Ez az egyenlétlenség esetiinkben
szigoriian teljesill, mivel 41 (t) folytonos, nem konstans fiiggvény. Ebbél pedig ko-
vetkezik, hogy VO(t) = 0 az egész [t1,12] intervallumon. Igy igaz a kévetkezd
2. Allitds: Ha egy [ty,¢5] C [0, T'] intervallumon a termelési rata és a készletdllo-
many pozitiv, akkor az optimélis termelési stratégia az, ha a termelési rata id8ben
allandé.

Természetesen ez a jellemzés csak lokalis lehet.

Pty >0, I’t)=0 (i)
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Ha a készletallomany a hataron halad egy [t1,12] intervallumon, akkor ebbél au-
tomatikusan adédik az optimdlis termelési rata, és maga a termelési rata valtozdsa
is. Ekkor P°(t) = S(t), valamint V°(t) = S(t), ugyanis feltevésiink szerint az
eladdsi rata az id6nek folytonosan differencidlhaté fliggvénye.

Allitsuk most el§ erre az esetre is az adjungalt rendszeriinket:

1,/:)1=—1/)2+C
Po=h—X

Ha most visszatériink ahhoz a fejtegetésiinkhoz, hogy VO(t) = S(t) teljesiil,
valamint tudjuk azt, hogy a ¥:1(t) adjungalt viltozénk folytonos a [t1,tq] interval-
lumon, és feltételezzik, hogy az S(t) figgvény egyetlen szakaszon sem konstans,
akkor ebbél kovetkezik, hogy S(t) vagy pozitlv vagy negativ, tehat ¢1(t) = vagy
¥1(t) = —y. Ebbdl mar kévetkezik, hogy ¥(t) = ¢ a [t1,15] intervallumon, és
X2(t) = h. Tehdt ebben az esetben a megoldas:

[z, S@®)>0
'/)1(1)—{_% 58<0

wQ(t) =c
Ao(t) = h.

Igy teljesiil a kovetkezd,
3. Allitds: Ha a készletallomdny egy [t1,t2] C [0, T"] intervallumon nulla, akkor az
eladdsi rita vagy monoton novekvé vagy monoton csokkend ezen az intervallumon.
Ez az allitds igy még eléggéd tag, de a késGbbickben pontositjuk.

PYt)y=0, I°()>0 (iii)
Az utolsé esetben Ay = 0, amivel az adjungalt rendszer a

Pr=—2+c—X
y=h

alakban 4ll el8. Ezt a differencidlegyenlet-rendszert nem oldjuk meg explicit forma-
ban, hanem csak az eset diszkusszi6jat adjuk meg.

Az elébbiekbdl kovetkezik, hogy az (iii) esetet nem kévetheti és nem is elzheti
meg az (i) eset, mivel a PO(t) fiiggvény folytonos (killonben szakaddsa lenne). Ez azt
jelenti, hogy csak az (ii) eset eldzheti meg vagy kovetheti az (iii)-t. Ha azzal a fel-
tevéssel éliink, hogy az eladési rata pozitiv, akkor ez azt jelenti, hogy ez az eset nem
fordulhat el8. Ha az S(t) = 0 esetet nem zdrjuk ki, akkor is csak egy lehetdségiink
van, mégpedig az, ha az (iii) eset megel8zi az (ii) esetet, mivel nulla termelési rata
mellett nem lehetséges nemnegativ eladdsi rata esetén pozitiv készletdllomannyal
folytatni a rendszer palyajat. Igy igaz a kovetkezd
4. Allitds: Pozitiv készletdllomdnyu és nulla termelési 14t4ju régié csak a [0, 7]
tervezési horizont elején fordulhat el6.
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Az allitas csak egzisztencidt mond ki. Valdjdban csak akkor teljesiilhet, ha létezik
olyan 7 € {0,7"] iddpont, amelyre

1 T
S(r) =0, 10—/520 vt e (o, 7], IO—/ 5=0
0 0

Osszefliggések teljesiilnek. Az adjungalt rendszert a A;(t) fliggvény szabad volta
miatt valaszthatjuk olyanra, hogy a :(t) € [y, z] tartalmazas teljesiiljon.

Ezzel a megoldast befejeztiitk. A kovetkezd részben algoritmust allitunk el az
optimalis trajektéria meghatarozasahoz.

5. Egy algoritmus az optimdlis trajektdria meghatdrozdsara

MielStt az optimadlis trajektdriat eldallitanank, két kisebb allitast mondunk ki
és latunk be, amely megkonnyiti jellemzésiinket.

5. Allftds: Az a maximadlis ¢ idSperiédus, amelyben a termelési rata és a készletdllo-

many pozitiv

z+
h

Az allitas bizonyitdsa trivialis. Csupan azt kell észrevennunk, hogy az adjungalt
rendszer ¥;(t) viltozéja az idének mdsodfokd fiiggvénye.

Az &llitds tehat azt mondja ki, hogy csak egy korldtos intervallumon lehet a
termelési rata dlland6. A masik allitasunk azzal foglalkozik, hogy 4llandd termelési
rata esetén az 6t kovetd eladdsi rata monoton novekvs vagy csékkend-e. Ez a kérdés
azért érdekes, mert az optimalis trajekidriaban az dllandd termelési rataju régiot
nulla készletdllomanyii, eladasi rataval azonos termelési rata kovethet.

L~

t=24/2

6. Allitds: Allandd, pozitiv termelési ratat csak egy csokkend eladdsi rataval
egyenld termelési rata kovethet.

Bizonyitds: Tegyik fel, hogy egy t; pont az a toréspont, ahol az 4llandd termelési
ratarol az eladdsi ratara tériink at. Ekkor tekintsiik az I(t) készletdllomanyt az 1d8
fiiggvényeként. Ennck a fiiggvénynek a t; pontbeli lokalis viselkedését az I = P— S
derivalt fuggvény jellemzi. Mivel feltételeink szerint a termelési rita figgvény és
az eladasi fuggvény is folytonos, ezért az I fiiggvény is folytonos. Az [ fiiggvény a
t; pont kivételével egy tetszdlegesen kicsiny, t; pontot is tartalmazé kérnyezetben
differencidlhato. A fellételek szerint a t; pontban az I fiiggvénynek minimuma van,
igy az I fiiggvénynek t;-t8] jobbra és balra is nemnegativnak kell lennie.

Az ] fiiggvény t1-t8] jobbra 0 értéket vesz fel, mivel egy nulla fiiggvénynek a
differencidlhanyadosa 0. A £;-té] balra azonban

f=P-_§=-é>0,

mivel itt P egy konstans fiiggvény. Tehdt a [t — €, ;] intervallumon az S fiiggvény
monoton ¢sokkend, ahol e tetszélegesen kicsiny. Mivel az S fuggvény a t; pontban
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és annak kornyezetében is folytonosan differencidlhatd, ezért ott S < 0, amivel
allitasunkat bebizonyitottuk.

Az elébbi 4llitdst analég médon kiterjeszthetjik arra az esetre is, amikor egy
eladdsi rataval azonos termelési ratardl akarunk atlépni egy allandé termelési rataja
tartomanyba. Ekkor igaz a

7. Allftds: Egy allandé termelési rétajd régidt csak csokkend eladasi rataval azonos
termelési rdta elézhet meg.

Ezt nem bizonyitjuk, a bizonyitas megegyezik az €l6z8 allits bizonyitasival. Az
utébbi két allitdsunk arra is rdmutat az (ii) esetben t/)l(t) = -y

Mielétt az optlmahs trajektoriat eldallitandnk, mar amikor létezik, v1zsgaljuk
meg, hogy az 1. Allitas (iii)—(iv) pontjait mikor alkalmazhatjuk. Az 5. Allitas egy
intervallumot ad arra, hogy maximdlisan mennyi ideig lehet pozitiv a termelési rta
és a készletallomany. Ez erds korldtnak tiinik akkor, ha a

T>>2,/2“;y

osszefiiggés teljesiil, vagyis a tervezési idShorizont sokkal nagyobb a szamitott érté-
kiinknél. Azonban eléfordulhat olyan m; idépont, amikor ¢ elétt és utdna PO(t) > 0
és I°(m1) = 0. Ekkor my-ben teljesiilhet a ¢a(r) — Ya(r) = B > 0 Ssszefiggés,
mivel a fenti korldt ,ijjraszamolédik”. Erre egy példat mutat a
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—
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Ennyi el8késziilet utdn megadjuk a feladatot megoldé algoritmust, és felhivjuk
a figyelmet arra, hogy mikor nem létezik optimdlis trajektoria.

Az optimalis trajektdridt el3allitd algoritmus Arrow-Karlin (1958a) dolgozata-
ban szerepel. Az algoritmusndl abbdl indulunk ki, hogy optimalis esetben a ter-
melési rata konstans. Igy elsésorban valasszunk egy termelési ratat, amelyre

t
0

Az ezt kielégité P; ratdk koziil vegyiik a minimdlisat, ami legyen P{. Legyen
ezutan t1 a legnagyobb olyan érték, amelyre I(t1) = 0. Ekkor a [0, ¢;] intervallumon
a termelési rdta PP. A 6. Allitds szerint a ¢, pontban az eladdsi rata negativ,
tehat a [t;, T'] intervallumon valaszthatunk egy olyan maximdlis ¢; értéket, amelyre

S(t) <0, t€[ty,ts] és

o) = S(ta) - (¢ — t2) — /t §>0, Vie[t,T).
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Ekkor a [t1,1,] intervallumon PO(t) = S(t). Itt két lehet8ség van. Vagy I°(T) =0,
vagy létezik olyan t3 pont, ahol I°(t3) = 0. Ujra a 6. Allitdsra hivatkozdssal, a {3
utan valaszthatunk egy t4 pontot, hogy S(t) <0, t € [ts,14] és

I"(t):S(t4)-(t—t4)—/tszo, Yt € [tq, T,

és vizsgaljuk, hogy I°(t) = 0 vagy sem. Ezzel az algoritmus folytathatd, amig
I°(T) = 0 eredményiink nem lesz. Az optimumot tehat eldallithatjuk, ha létezik.
Az optimum el8allitdsat a kovetkezd dbra mutatja:

e,

—_ p———————

~+ -
w

N

Lt e ———————

Ez az algoritmus akkor nem haszndlhatd, ha a [to, t1], [t2, ta], - - * [t2i, t2i41] inter-
vallumok barmelyike nagyobb, mint a klisz6bszdmunk és/vagy nem léteznek az in-
tervallumokban olyan 7; pontok, ahol I(r;) = 0 és a 7; pont nem osztja a kiiszobérték
ald az intervallumokat.

Tehat nem létezik olyan optimalis megolddsa az olyan feladatnak sem, ahol

I>0 és T>>21|/21_}ty és S()>0 vieloT).

Az ilyen feladatokat csak akkor tehetjiuk megoldhatéva, ha a kezdeti I feltételt,
akar a Pp-ra feloldjuk.
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6. Konklizié

A termeléssimitasi probléma az esetek tobbségében nem oldhaté meg. Azonban
amikor megoldhatd, akkor alkalmazhatd ra a jol ismert Arrow—Karlin-féle algorit-
mus (2). Ez azt is jelenti, hogy ez az algoritmus bizonyos fokig maximdlis megolddasi
médszert ad a termelési-készletezési rendszerek széles osztdlyara.
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THE LINEAR PRODUCTION SMOOTHING PROBLEM

The aim of the paper is to investigate the linear production smoothing problem, in the
case of continuous time. The author uses the well-known maximum principle for solving
the problem. An algorithm can be constructed with the help of the necessary and sufficient
conditions. The algorithm is a forward algorithm. The solution is monotone decreasing in
the production rate, if there exists. If a solution exists, there are cycles. A cycle consists
of a constant and a demand rate regions.



