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A MAGYAR MODSZER EREDETEROL!

HAROLD W. KUHN
Princeton Egyelem, Matemaiika Tanszék

Ez a kis iras személyes emlékeimet eleveniti fel a hozzarendelési feladat megolda-
sara szolgild magyar médszer felfedezésérSl. Eazt kiegészitends, az Utdiratban
az utazé iigyndk probléma tanulmanyozdsdnak korai szakaszardl szolgdlok néhdny
tovabbi adalékkal.

A torténet 1953 nyardn kezdddik, amikor is a Nemzeti Mérésigyi Hivatal és
mas egyéb amerikai kormdnyzati szervek Osszegylijtottek egy kivalé kombinatoriku-
sokbdl és algebristakbdl 4llé csoportot a Kaliforniai Egyetem Los Angelesi cam-
puséanak Numerikus Analizis Intézetében (INA). Miutan helysziikében voltunk, ezért
azzal a Ted Motzkinnal kertiltem egy szobaba, aki a linedris egyenlétlenségekkel kap-
csolatos 1tt6ré munkdjdval tobb, mint tiz évvel megelSzte a linedris programozast.
Az INA-ban volt az egyik legjobb korabeli szamitégép, a Standards Western Au-
tomatic Computer (SWAC), melynek az egész memoridja 256 darab Willlamson
katédcesobdl allt. A SWAC gyorsabb és ugyanakkor kisebb is volt, mint testvére,
a Standards Eastern Automatic Computer (SEAC), amely folyadék-memdriaval
biiszkélkedhetett és amelyet specilisan linedris programozasi feladatok megoldédsara
kédoltak. A SEAC-1dl az Utdiratban lesz még szo.

A nyir folyaman C. B. Tompkins 10-szer 10-es hozzarendelési feladatokat prébalt
a SWAC segitségével megoldani az Gsszes 10!=3,628,800 permutacié leszamlalsaval.
Egyetlen prébéalkozdsa sem jart sikerrel.

Egy n-szer n-es hozzirendelési feladat adata egy valds n-edrendii négyzetes
A = (a;j) métrix. A feladat az adott matrix minden sorabdl és oszlopabdl gy
vélasztani egyetlen clemet (megfeleld dtfogalmazdsban egy olyan permutdcidt), hogy
a kivdlasztott matrixelemek 6sszege maximalis legyen. Annak a tételnek az alapjdn,
(melyet kiilsnbozé mddon Konig, Birkhoff és von Neumann is bebizonyitott, és)
mely szerint a permutdcié matrixok (az n2-dimenzids tér pontjaiként felfogva azokat)
konvex burka a duplan sztochasztikus matrixok halmaza (vagyis azon nemnegativ
négyzetes matrixok osszessége, melyekben minden sor- és oszloposszeg 1-gyel egyen-
18), kénnyen beldthatd, hogy a hozzérendelési feladat ekvivalens a kovetkezs linedris

1H, W. Kuhn: On the Origin of the Hungarian Method. In: History of Mathematical Program-
ming. Elsevier, 1992. Forditotta: Komlési Sindor.
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programozasi feladattal:
max Z (217 Tij
1.j

feltéve, hogy

Za:.-,-:l (i=1,...,n)
j

Z::l:.'jzl (j=1,...,n)

z; 20 (4,5=1,...,n)

Ennélfogva egy 10-szer 10-es hozzdrendelési feladat ekvivalens egy 100 nemnegativ
véltozdt és 20 egyenlSség feltételt tartalmazé linedris programozasi feladattal. (Az
egyenldség feltételek koziil csak 19-re van val6jaban szitkség.) 1953-ban azonban
még nem volt a vildgon olyan szdmoldgép, amelyen meg lehetett volna oldani ilyen
nagy méretil linedris programozasi feladatot.

Ebben az idészakban Konig klasszikus grafelméleti konyvét [3] olvastam és
rajottem, hogy egy graf két n szégpontu részre particionaldsa és a két rész kozotti
parositas problémaja pontosan megegyezik egy olyan n-szer n-es hozzarendelési fel-
adattal, ahol az A matrix minden elemére vagy a;; = 1, vagy a;; = 0 teljesil. De
ami még ennél is fontosabb, Konig megadott egy olyan kombinatorikus algoritmust,
amellyel meghatarozhatdk voltak a fenti parositdsi problémanak és kombinatorikus
(linearis programozdsi) duédljdnak az optimélis megoldédsai. Az egyik, Konig altal
adott alakja az emlitett eredménynek a kdvetkezs ([3], p.240, Theorem D): legyen az
n-edrendli A = (a;;) matrix minden elemére a;; = 0 vagy 1. Fedjiik le az A mdtrix
bizonyos sorait és oszlopait. Ha ezek a fedések az A madtrixban taldlhatd dsszes
1-est lefedik, akkor az A matrix fedérendszerérdl beszélink. A legkevesebb sor, il-
letve oszlop fedést haszndlé fed6rendszert minimalis fedésnek nevezziik. Valasszunk
maximalis szdmui 1-est az A matrixbdl oly médon, hogy egy sorbdl vagy oszlopbél
legfeljebb egy 1-est vilaszthatunk. Az ily mdédon valaszthatd egyesek maximalis
szama megegyezik a minimalis fedésben szerepl$ sor és oszlop fedések szamaval. A
Konig-féle algoritmus még egy tovabbi szempontbdl is jénak tiint; erre késébb még
visszatérek. Ezek utdn mar csak a kovetkez probléma megoldasa maradt hatra:
hogyan lehet az dltaldnos hozzarendelési feladatot 0-1 tipusiira visszavezetni?

Figyelmesebben olvasva Konig konyvét felfigyeltem a kvetkezs labjegyzetre ([3],
238.0ld. 2.ldbjegyzet): ,,...Eine Verallgemeinerung dieser Satze gab E. Egervary,
Mitrixok kombinatorikus tulajdonsigairél (Uber kombinatorische Eigenschaften
von Matrizen), Matematikai és Fizikai Lapok, 38, 1931,5.16-28 (ungarisch mit einem
deutschen Auszug)...”. Ereztem, hogy a fenti probléma megolddsanak a kulcsat
taldn éppen Egervdry cikkében taldlhatom meg. Amikor 8sszel visszatértem a
Bryn Mawr College-ba, kézhez kaptam a Haverford College konyvtarabdl Egerviry
cikkének egy masolatdt egy nagy magyar sz6tar és nyelvtan kiséretében. Két hétig
magyarul tanultam és kézben leforditottam Egervary cikkét [1]. Ahogy gyanitottam,
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Egervary cikke tartalmazott egy médszert, melynek alapjan az altaldnos hozzaren-
delési feladat visszavezethetd véges sok 0-1 tipusi hozzarendelési feladatra.

Felhasznalva Egervary redukcids eljardsat és Konig maximum-parositasi algo-
ritmusst, 1953 &szén szamos 12-szer 12-es tipusii hozzarendelési feladat megoldasat
szdmoltam ki kézzel. Mindegyik feladatot két 6ran belill meg tudtam oldani és
ez meggydzott arrdl, hogy ez a kombindlt algoritmus ,,jé”. Valdsziniileg ez egyike
volt azon legutolsd eseteknek, amikor papirral és tollal le lehetett gydzni a vilag
legnagyobb és leggyorsabb elektronikus szamitégépét.

Hogy teljesen nyilvdnvald legyen, miszerint az dltalam javasolt algoritmust két
magyar matematikus, Konig és Egervary munkdja inspirilta, ezért ezt az eljarast
,,magyar médszer’-nek kereszteltem el és ezen a néven is publikaltam [4, 5]. Nem
sokkal a publikdlds utdn Munkres [7] megmutatta, hogy az algoritmus ,,jé”, abban
az értelemben, hogy egy n-szer n-es hozzarendelési feladat megolddsahoz legfeljebb
O(n3) miiveletre van sziikség. Vagyis ez volt a legelsé polinomialis komplexitasi
algoritmus linedris programozasi feladatok egy nagy osztalyara.

Nagyon sokan azt hitték, hogy a magyar mddszer nem mds, mint a szimplex
médszer dlruhdban. (Alan Hoffman fogadott is velem 25 centben; jé par évvel
ezeldtt meg is adta a tartozdsit.) A médszer pontos geometriai interpretdciéjat [8)
tartalmazza.

Ennek lényege a kovetkezd: az algoritmus (nem bézis) dudl megengedett és
primal komplementer megoldasokat 4llit el6. Mihelyt a primal megoldds egyittal
megengedett is, mind a primal, mind pedig a dual megoldas optimalis. Az 50-
es évek vége felé Ray Fulkerson elmondta nekem, hogy ennek az algoritmusnak a
szerkezete nagy mértékben befolydsolta a Forddal és Dantziggal kozosen kidolgozott
primal-dual algoritmusuk megalkotdsat.

Utébirat

Ugyanazon a nydron az utazé igyndk problémajaval is foglalkoztam. Mivel-
hogy a hozzdrendelési feladat primal megengedett megoldasainak halmazdban n!
extremalis pont és minddssze n? hatdrold lap van, ezért abban reménykedtem, hogy
az utazd ligynok probléméja esetében a hozzarendelési problémahoz hasonld esettel
van dolgunk. Taldn a dudl feladat szerkezete bizonyulhat konnyen megfoghatdnak,
amelynek alapjin azutdn hatékony megoldé algoritmust lehet konstrualni. Ebbsl
a célbdl linedris egyenletekkel és egyenlStlenségekkel kellett jellemezni azon per-
mutdcidk konvex burkat, amelyek ,utak” (vagyis az n varos olyan permutdcidi,
amelyek egyszerii ciklusokbdl dllnak). Ez a konvex burok természetes médon az
(n? —n)-dimenziés tér részhalmazaként foghaté fel (a diagondl elemek ugyanis mind
0-k), ahol is n? — 3n + 1 a dimenziGja (minden matrix duplan sztochasztikus) és az
(n — 1)! 4t az extremdlis pontjai.

Az elsd érdekes eset n = 5 esetén adddik, ahol is a 24 utvonal egy 11 dimenzids
politopot hatdroz meg, amely természetes mdédon be van dgyazva a 20-dimenzids
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térbe. Ezen politop hatdrolé lapjainak meghatdrozdsara 1953 nyardn a kovetkezd
,.kisérleti eljarast” gondoltam ki: helyezkedjink el a politop Z stlypontjiban és egy
véletlenszerfien valasztott d irdnyban adjunk le egy pisztolylovést. A 16vés 1 vald-
szintiséggel a politop egy hatarols lapjan halad at. Ha a 24 vtvonalat ¢1,¢2,..., 124
és a véletlen iranyt d jeldlik, akkor Z = (t! +¢2 + ...+ 124)/24 és a probléma mint
a kovetkezd linedris programozdsi feladat fogalmazhatd meg:

max A

T+ =) Mt
k

E/\k =1,
k

A >0 (k=1,...,24)

Konnyen igazolhatd, hogy a dudlis feladat optimalis megolddsa megadja annak a
hatérolé lapnak az egyenletét, amelyen keresztill a 16vés elhagyja a politopot. Fi-
gyeljiik meg, hogy ennek a linedris programozasi feladatnak 25 nemnegativ viltozdja
van és 21 egyenléség feltétel szerepel benne. Ez a méret megfelel6en kicsi volt ahhoz,
hogy a SEAC-on meg lehessen oldani 1953-ban. Alan Hoffman segitségével tavirén
elkiildtiink 10 ilyen feladatot Washingtonba (a véletlen szimokat a Los Angelesi tele-
fonkdnyvbél valasztottuk ki véletlen tlisziirasok segitségével). A valaszok, melyeket
kaptunk, végteleniil lehangoléak voltak: mind a 10 16vés trividlis, ;; > 0 tipusu
hatérold lapon ment keresztill. Ez szerény tapasztalati bizonyitéka volt annak, hogy
ezeknek a hatarold lapoknak a politop stlypontjdbdl vett szférikus latdszogei a teljes
kozépponti szog nagy részét kiteszik.

Végiil is (kézi szdmoldssal) meghatdroztam mind a 390 hatérolé lapot és felhagy-
tam a dudlis feladat szerkezetének a tanulmdnyozdsaval. Ez a kis iras lehetOséget
ad szamomrta, hogy az emlitett 390 darab hatarolé lap [2]-ben és [6]-ban megadott
list4jdn javitdsokat eszkozoljek.

Tegyiik fel, hogy ¢ = (z;;) eleme az utak altal kifeszitett konvex buroknak.
Ekkor z eleget kell, hogy tegyen a kdvetkezd 3n szdmu egyenletnek:

Zz;_i:l (i=1,...,n),
J

ZI.‘j:l (j:l,...,n),

13,'.':0 (1"—‘1,...,11).
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Raaddsul x eleget kell, hogy tegyen a kovetkezd 390 irredundans egyenlStlenségnek:

I =z >0, 1#£ ] (20 lap);
IL zij+z; <1, i#] (10 lap);
1Lz + 2k + 2k + 225 < 2 (60 lap);
IV, z+ i+ 2+ 2+ 22k + 205 <3 (60 lap);
V. 2z + 25 —zic +zjr — T+ 2 — Tk <2 (120 lap);
VI zj—zjp—zu+zi+za <l (120 lap).

A [6] dolgozatban az V. csoportot tévesen, mint Wj csoportot emlitettem, jollehet
ez a csoport mar szerepelt a [2] dolgozatban. A VI. csoport azonban sem a [2], sem
pedig a [6] cikkekben nem szerepel.

Hogy lemérjem a szamitégépek terén 1953 és 1991 kozott bekovetkezett fejlédést,
ezért Ujra kiszdmoltam a 390 hat4rold lap listdjat Motzkin kett8s-lefrds mddszerével,
azt Basic-ben az {réasztalomon levd Macintosh-SE szdmitogépre programozva. A
szamolas 1 éra 43 percet vett igénybe, amely 1953-ban a vilag valamennyi szdmitogé-
pe szamara még tilsigosan nagy feladat volt. Rdaddsul, mialatt szabadsdgom
alatt tavol voltam, szamitégépemmel 152,636 véletlen 16vést szimuldltattam. Egy
véletlen irany generaldsa (a 11-dimenzids tér egységgombjén egyenletes eloszldst
hasznalva), majd a megfeleld linedris programozési feladat megolddsa és a megfeleld
hatéarold lap csoportjanak meghatdrozdsa atlagosan négy mdsodpercnél kevesebb
id8t vett igénybe. A szdmolésok eredményeként a kovetkezd adddott:

Csoport 1 I III v A\ VI
Gyakorisig 122,200 1593 6,179 4,843 12719 5,102

Ezek az eredmények arra engednek kovetkeztetni, hogy az I. csoport 20 hatérolé
lapja mintegy 80%-at fedi le a politop kozépponti szférikus szogének. Ennélfogva
az 1953-as kisérletem eredménye nem is tekinthetd olyan valdszintitlennek.

Es végiil egy utolsé észrevétel ezzel a nevezetes politoppal kapcsolatban. 1953-
ban észrevettem, hogy ez a politop ,,jészomszédos” (neighborly polytop), azaz
barmely két csiicspontja ssze van kétve egy, a politop hatdran haladd éllel. Ezt
az észrevételemet elmondtam David Gale-nek és Ted Motzkinnak is, akik ennek
is koszonhetSen késébb alapvetd eredményekkel gazdagitottdk a joszomszédos poli-
topok elméletét.
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