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A XXI. MAGYAR OPERACIOKUTATASI KONFERENCIA
SZEGED, 1993. OKTOBER 2-4.!

ZIERMANN MARGIT
Budapesti Kézgazdasdgtudomdnyi Egyelem

A hazankban megrendezett operacidkutatdsi konferenciak k6zel harom évtize-
des torténete mindenkor jol tlikrozte azt a statuszt, amelyet az operacidkuta-
tds tudoménydnak miiveldi, gazdag mddszertani apparatusanak felhasznaléi a
tdrsadalmi-gazdasdgi hierarchia eltérs szintjein elfoglalhattak, egytittal azt is,
hogy maguk a déntéshozék miképpen vélekedtek e tudoméany hasznossagardl
tevékenységeik kérében. Voltak nagy nekibuzduldsok 300 feletti résztvevével,
(kozottiik nem ritkdn a tudomanyok és a kormdnyzat reprezentdsaival), 150-
200 el8addssal, de ennél joval kisebb 1étszami és kevésbé jelentds Gsszejovete-
leink is. Mégis, egészében vizsgdlva e folyamatot, kiegyensilyozottnak és si-
keresnek mondhatjuk. Aligha kételkedhetiink abban, hogy e rendezvényeink
— természetesen szép szdmu nemzetkdzi konferencidinkat is beleértve — je-
lentés mértékben hozzdjirultak egy, a kor szinvonaldn 4116 és nemzetkozileg
is elismert hazai operacidkutatasi kultira: fels6oktatds, tudomanyos és alkal-
mazott kutatdsok létrejottéhez.

A magyar operdciokutatdsi tdrsadalom sokféle szakmai elképzettségii
és érdeklédési, az egész orszdg terilletén viltozatos munkahelyeken és tu-
domaényos egyesiiletekben tevékenykedd tagjai gyakran ezeken a hazai kon-
ferencidkon ismerkedhettek meg egymadssal, egymds problémdival, az eltérd
szakteriileteken tevékenykedd mihelyek gondjaival, eredményeivel. Ezek az
eszmecserék rendszerint kolcsénos elényckkel jartak, akdr az elméletet, akar
a konkrét alkalmazasokat tekintjiik is.

Mint az sokak eldtt ismeretes, az operdcidkutatasi konferencidkat kordabban
évente, néhany éve azonban csak kétévente rendezziik meg, négy tudomanyos
egyesiilet, illetve szakosztdly szakmai Gsszefogdsaval, mikdzben a szervezés
oroszldnrészét mindig mas-mds térsulat latja el. Kovetve az alfabetikus sor-
rendet, e tudomanyos szervezetek jelenleg a kovetkezék: a Bolyai Jdnos Ma-
tematikai Tdrsulat (BJMT) Alkalmazott Matematikai Szakosztalya, a Gaz-
dasigmodellezési Tdrsasig (GMT), a Neumann Jdnos Szamitdstudoményi
Térsasidg (NJSZT) Operédcidkutatdsi Szakosztdlya, valamint a Magyar Ope-
rdcidkutatasi Tarsasdg (MOT), mely ez alkalommal a f8szervezdi tisztet is
ellatta. A MOT az 1991. évi megalakuldsdt kévetSen masodizben vesz részt e

1Beérkezett: 1993. november 23.
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nevezetes szakmai tandcskozdsok megrendezésében, de elséizben felelss szer-
vezdje is annak. E kialakult rendnek megfelelden, a XXII. Magyar Ope-
rdcidkutatasi Konferencia fészervezéje a Gazdasdgmodellezési Téarsasag lesz
1995-ben.

Egy tdrsadalmi szervezédés életképességét hiien tiikrozi, ha tartalmilag
és tagsigaban folytonos megiijuldsra képes. A szegedi konferencia tapasz-
talatai ebbdl a szempontbdl is biztatdak, hiszen sikeres dj mihelyek bemu-
tatkozdsdnak, és mind a hallgatdsdg, mind az eléaddk soraiban a fiatalabb
generdcidk jelentkezésének lehettiink tandi. Orvendetes jelenség volt az is,
hogy néhdny kivdld, hatdrainkon tili neves magyar operdcidkutatd kollégat is
koriinkben idvozdlhettiink, biztositva szimukra itteni tartdzkoddsuk anyagi
feltételeit. Szinvonalas eldaddsaikkal, a veliik folytatott eszmecserékkel mind-
annyian gazdagabbak lettiink. J6 lenne, ha ez is hagyomannyd vélna, s a jové
konferencidinkon is rendszeresen vendégiil lithatnank a szomszédos orszégok-
ban él6 bardtainkat.

Konferencidink megrendezésének helyszinéiil kordbban is szivesen vélasz-
tottuk azokat a videéki varosainkat, amelyekben felséoktatdsi intézmények
miikodnek. Ez alkalommal Szegedre és a Jzsef Attila Tudomdnyegyetemre
esett a valasztdsunk, ami valdban szerencsésnek bizonyult. Mindannyian
igen jol éreztitk magunkat, élvezve Szeged viros és a JATE vendégszeretetét,
a tiszaparti metropolisz sajatos hangulatdt, a konferencia szegedi Szervezébi-
zottsdga ~ Bartalos Istvidn és Csendes Tibor (elnok), valamint segitStérsaik:
Csallner Andrds Erik, Dudas Tibor és Kresz Miklds — szdmtalan részlet-
kérdésre kiterjedd gondos el6készitd munkdjanak gyiimolcseit. Mindehhez
hozzdjérult a Forrds Szallé kényelme és kitlin6 konyhdja. A konferenciai részt-
vevSk tilnyomd tobbsége ugyanis ebben a szdlloddban lakott (ami kétségkiviil
megkonnyitette a személyes taldlkozdsokat, s a kotetlen, gyakran éjszakdba
nyudlé eszmecseréket), de az elsd nap kivételével itt bonyolitottuk le szakmai
programjainkat is. Taldn csak az idSjards bant egy kissé mostohan veliink,
dm meg az esds, szeles idS se riasztotta vissza a tdrsasdgot a tiszai hajokirdn-
dulédstdl, ahonnan viddman megtérve dicsérték a folyétorkolatok lenyiigdzd
szépségét.

A konferencia védnoki tisztét a JATE matematikus rektora, Csirik Jdnos
professzor vallalta el, s noha rektori teenddi kiilfoldre szdlftottdk, s ezért
személyesen megjelenni nem tudott, sziviigyének tekintette a konferencia
sikerét, csakiigy mint Imreh Baldzs, a JATE Informatikai Intézetének vezetéje,
aki a rektor urat tdvollétében konferencidnkon képviselte. SegitSkészségiikért
e helyiitt is koszonet illesse mindkettsjiiket.

A konferencia iinnepélyes megnyitdsdra oktéber 2-4n, délutdn 2 Srakor,
a JATE rektori tanacstermében keriilt sor. A megnyitd iilésen elnskls Zier-
mann Margit a kiilfoldi tartézkoddsa miatt tdvollévd Prékopa Andras akadé-
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mikus, a konferencia és a MOT tiszteletbeli elndke nevében is iidvozélte a
megjelenteket. Az elnSkségben helyet foglalé Imreh Baldzs a JATE rektora
nevében, Mécs Imre, a Szegedi Vdrosi Onkorma’nyzat Tudomanyos és Felss-
oktatdsi Bizottsdga elnoke a JATE Biotechnoldgiai Tanszékének vezetSje az
Onkormanyzat nevében koszontotte meleg szavakkal a konferenciai résztvevé-
ket, méltatva e szakmai tandcskozds tudomsnyos és gyakorlati jelentSségét.
Az eln&iki megnyitd beszéd az operdcidkutatds hazai helyzetével és perspek-
tivdjaval, a hazai operdcidkutatdsi tevékenységek nemzetkdzi megitélésével
és a Magyar Operaciékutatdsi Térsasidg nemzetkdzi kapesolatai alakuldsdval
foglalkozott. Ismertette annak az 1990-ben lezarult és az Eurdpai Kozosség
Tandcsanak felkérésére létrejott szakértdi bizottsig vizsgdlati jelentésének né-
hany mondatdt, amelyben leirtdk, hogy hazank kiemelkedd eredményeket ért
el az elméleti és alkalmazott matematikdban, az operacidkutatdsban, a sta-
tisztikdban és a valdsziniiségszdmitasban (1. Magyar Nemzet 1990. szeptem-
ber 5., a hivatkozott cikk cime: ,,Nem élveziink kiilonleges elénydket”).

Az linnepélyes megnyitds emelkedett pillanataira keriilt sor akkor, midén
az Elnék Martos Bélanak, a matematikai tudomdny kandiddtusdnak, a kdz-
gazdasdgtudomény doktordnak dtnyijtotta azt a diplomat, melynek tantisdga
szerint 1982. évi kozgylilésén a MOT - az operacidkutatds médszertananak
fejlesztésében elért, nemzetkozi elismertséget is kivalté tudomanyos eredmé-
nyeiért — Dr. Martos Bélit tiszteletbeli elnokké megvélasztotta. A konfe-
rencia programja szakmai plendris liléssel folytatddott, melyen Csiszdr Imre
akadémikus, meghivott el6add ,,A maximum entrépia médszer: axiomatika
és algoritmusok” cimen igen nagy érdeklédéssel kisért el8adast tartott.

A plendris iilést kdvetden két szekcis-lilést tartottunk, melynek a Bolyai
Intézet adott otthont. Ezzel a konferencia elsé munkanapja be is fejezddott,
8 a résztvevdk a fehér asztal mellett folytattdk disputdikat a nevezetes Hégi
Etteremben, ahol a konferencia szervezdi egy jol sikeriilt fogaddst tartottak
a tiszteletikre.

A konferencia masodik és harmadik napjan nyolc-nyolc szekciéban foly-
tatddtak az el6adasok. Az elsd két szekcidt is hozzdszadmitva Ssszesen tehat
18 szekceidt szerveztiink, igen véltozatos témakérckben (matematikai progra-
mozds, tarsadalombiztositds, matematikai irdnyitdselmélet, déntéstdmogatd
rendszerek, a matematikai programozds numerikus mdédszerei, rendszer- és
irdnyitaselmelet, intelligens rendszerek, dontések fuzzy kornyezetben, statisz-
tika, kézgazdasdgi modellek, belsépontos mddszerek, a matematikai progra-
mozds miszaki alkalmazdsai, egészértéki programozds, hdldzati folyamatok
tervezése).

A gazdag programkinalatban torténé eligazoddst jél szolgélta a szép ki-
allitdsi két fluzet, ,,Az eladdsok programja” és az ,,El8addskivonatok és a
résztvevdk listdja”.
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A résztvevSk egybecsengd itélete alapjan jogosan vélhetjiik, hogy a XXI.
Magyar Operdcidkutatdsi Konferencia az utébbi évek egyik legsikeresebb kon-
ferencidja volt, akar a magas részvételi aranyt, akar az el6addsok szdmat,
szinvonaldt tekintjik. Ezért is hatdrozott ugy a SZIGMA folydirat szerkesz-
tGsége, hogy az eléaddsok egy részének cikk formajiban torténd kozzétételét
lehetdvé teszi.

A konferencia szakmai sikerének megalapozdsdban jelentSs szerepet jdt-
szottak a Programbizottsdg tagjai, Bod Péter, Harnos Zsolt, Ligeti Csdk,
Maros Istvan, Rapcsik Tamds (elndk) és Szantai Tamds, akik egy-egy szekeid
megszervezéséért, s azok elnoki teenddi elldtdsdért is felelsek voltak. De
elébbiekhez hasonléan kiting munkdt végeztek a felkért szekcidfelelésok is:
Bokor Jézsef, Chikan Attila, C. Fodor Jénos, Friedler Ferenc, Gerencsér
Laszld, Illés Tibor, Imreh Baldzs, Kolumbdn Jézsef, Komldsi Sdndor, Kovdcs
Erzsébet, Molndr Sdndor, Rapcsdk Tamds, Sonnevend Gyorgy, Voros Jdzsef.

Végezetiil a konferencia sikeres megrendezését anyagi és erkolcsi tdmo-
gatdsukkal elosegitd intézményeknek és szervezeteknek mondunk kdszonetet,
igy az Illyés Alapitvanynak, a Pick Rt-nek, a Jdzsef Attila Tudomédnyegye-
temnek, az MTA Operacidkutatdsi Bizottsdganak, valamint a Zénon Kft-nek.

XXI. HUNGARIAN OPERATIONAL RESEARCH CONFERENCE
(SZEGED, OCTOBER 2-4, 1993)

The paper is a report on this Conference, which was organized by the Hungarian
Operational Research Society (HORS) as chief organizer, together with three other
societies. The Conference was opened by the HORS President, and addressed by
representatives for the Scientific University Szeged “Jézsef Attila” and for the Mu-
nicipal Council of the town Szeged. At this occasion was awarded Dr. Béla Martos
to Honorary Member of HORS. The opening ceremony was followed by the very
notable invited presentation of Prof. Dr. Imre Csiszdr, member of the Hungarian
Academy of Sciences, on ,,Maximum entropy and related methods: axioms, algo-
rithms”. The work was continued in 18 sections. The papers reported on most
recent developments relating to the theoretical, practical and computational as-
pects in operational research. All in all the meeting was widely regarded as being
highly successful. The next, the XXII. Hungarian Operational Research Conference
is planned to be held in 1996, and organized by the Economic Modelling Society.
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ENTROPIAMAXIMALIZALAS ES ROKON MODSZEREK:
AXIOMATIKA, ALGORITMUSOK!

CSISZAR IMRE
MTA Matematikai Kutatd Intézet
1364 Budapest, Pf. 127

1. Bevezetés

Az entrdpia eredetileg fizikai fogalom. A termodinamika mésodik fStétele sze-
rint zart rendszerben az entrdpia sohasem csékken, és az egyenstilyi allapot-
ban éri el maximumdt. Az informaciéelmélet (Shannon [26]) az entrdpia fo-
galmat U] megvildgitasba helyezte. Eszerint egy tetszéleges P = (py,...,pp)
valdszintiségeloszlds

H(P)= - pilogps (1.1)
i=1

entrépidja azt méri, hogy a P eloszldssal jellemzett kisérlet kimenetele meny-
nyire véletlen (bizonytalan), abban az értelemben, hogy a kisérlet elvégzése
dtlagosan hdny bit informaciét szolgaltat. Pontosabban, a bitben mért in-
formécidmennyiség akkor adédik, ha az (1.1) képletben a log 2 alapi loga-
ritmust jelent, az informacidelméletben szokdsos konvencidnak megfelelSen.
Ebben a cikkben a sziikebb értelemben vett informéciéelméleti szempontok
nem jatszanak szerepet, ezért egyszeriiség kedvéért mindeniitt természetes
logaritmust haszndlunk.

A fenti értelmezés természetesen sugallja az entrdpiamezimalizdlds elvét,
melynek széleskord alkalmazdsit elsésorban Jaynes kezdeményezte, vo. [19]:
ha a P eloszlds nem ismert, csak az, hogy P egy P eloszldshalmaz eleme, akkor
az ismereteinkkel kompatibilis eloszldsok koziil a leginkdbb véletlenszeriit
vélasztjuk, vagyis a maximalis entrépiaji P € P eloszldst. Ha pl. bizonyos

Xi,..., Xy valdsziniiségi valtozdk E(X;) = b; virhaté értékei ismertek, ahol
X; lehetséges értékei a1, . . ., a;,, akkor a P eloszldshalmaz a
n
Za;‘jpj = b, i=1,...,k (1.2)
j=1

1Beérkezett: 1994. janudr 23.
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egyenleteknek eleget tevd P = (p1,...,pn) eloszldsokbdl 4ll. Ekkor az (1.1)
entrépiafiiggvénynek az (1.2) linedris feltételek melletti maximalizaldsa adja
az ismereteinkkel kompatibilis legvéletlenszeriibb eloszldst.

Az (1.1) entrépidval rokon mennyiség az

I(P|[Q) = Y pjlog &L (1.3)
j=1 qJ

I-divergencia, amely tobb mds néven is ismeretes, igy relativ vagy kereszt-
entrépia, diszkrimindlé informécid, vagy Kullback-Leibler informacid; szok4-
sos mds jeldlései D(P||Q) (az informacidelméleti irodalomban) és K (P, Q) (a
valdsziniiségszamitdsi irodalomban). Az I-divergencia nem szimmetrikus in-
formacidelméleti meértékszama annak, hogy a P = (py,. .., pn) eloszlds meny-
nyire térel a Q = (q1,...,qn) eloszldstél. Statisztikai alkalmazdsdt Kullback
(23] alapozta meg, informacidelméleti alkalmazdsairdl 1. Csiszar-Kérner [13).

Az entrdpiamaximalizalds elvének természetes 4ltaldnositdsa a divergen-
ciaminimalizdlds elve: Ha a P ismeretlen eloszldsrd]l az a priori elképzelés
P = Q, de ez nem kompatibilis a rendelkezésre 4ll6 ismeretekkel (tehdt Q ¢
P), akkor azt a P € P eloszldst valasztjuk, melynek a Q-té] vett I-divergen-
cidja minimdlis. Ez az entrdpiamaximalizdldssal azonos eredményre vezet, ha
a Qo= ("‘—, iy rlT) egyenletes eloszlds az a priori elképzelés (ami természetes
akkor, ha semm elSzetes informdcié nem 4ll rendelkezésre). Valdban, (1.1)-
bél és (1.3)-bdl ldthatd, hogy minden P eloszlisra

I(P||Qo) = logn — H(P). (1.4)

Az entrépiamaximalizélds elvének a ,,maximaélis véletlenszerfiség” heurisz-
tikdndl mélyebb aldtimasztdsit adja a kovetkezd, lényegében Boltzmanntdl
szdrmazé meggondolds (Boltzmann [2], JTaynes [19]). Egy n lehetséges ki-
menetelf kisérletet N-szer ismételve, ahol N > n, legyen p; = %, ahol
N; a j-edik kimenetel bekévetkezéseinek széma. Feltessziik, hogy az N;
gyakorisigok nem figyelhetSk meg, és a P = (py, . . ., p,) empirikus eloszlasrél
csak az allapithaté meg, hogy P € P. Konkrétsig kedvéért legyen pl.

'P:{P: lzpjaj—b|§c} (15)
j=1

ahol ay,...,an, b és € > 0 adottak. Itt N; jelentheti egy N részecskébél 4116
fizikai rendszer részecskéi kozill a fazistér j-edik celldjiba es6k szamat, aj az
energia értékét ebben a celliban, és b az ¢ hibakorldttal mért dtlagos energist.
Az N kisérlet kimeneteleinek lehetséges (iy, ..., in) konfigurdciéi koziil (ahol
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iy a k-adik kisérlet kimenetelét jelenti)

N! - eNH(P)+O(logN) (1.6)

[T(~Np;)!

szamiira adnak a p; = ENL relativ gyakorisdgok egy meghatdrozott P em-
pirikus eloszldst. Mivel a lehetséges kimenetel-konfigurdcidk széma n®, mig
a lehetséges P empirikus eloszlisok széma N-nel csak polinomidlisan nd,
(1.6)-bél kivetkezik, hogy a P € P ismerettel kompatibilis (1, ...,4x) kon-
figurdcidk koézt tilnyomd tébbséget alkotnak azok, melyekre az empirikus
eloszlds entropidja kozel van a maxpep H(P) maximumhoz. Az (1.5) szerinti
konvex, zdrt P halmazon H(P) maximuma egyetlen P* eloszldsra éretik el,
és H(P)-nek H(P*)-hoz vald kozelségébdl kovetkezik P-nek P*-hoz valé ko-
zelsége. Ezért a rendelkezésre 4llé ismerettel kompatibilis konfigurdcidk til-
nyomod tobbségére a P empirikus eloszlds nem kiilonbozhet szamottevéen az
entrépiamaximalizéldssal kapott P* eloszlastél. Ekvivalens megfogalmazds-
sal, elenyészden kicsi annak valdszinlisége, hogy a tényleges P szdmottev8en
kiilonbézik a maximalis entrépidju P*-tél, feltéve, hogy a lehetséges konfi-
gurdcidk a priori valdsziniliségei egyenlSk, vagy legaldbbis nem kiilonboznek
egymastdl N-ben exponencialis faktorral. A divergenciaminimalizdlds elve
hasonlé meggondolissal tdmaszthatd ald, azzal a kiilonbséggel, hogy ott az
(41,...,in) konfigurdciék a priori valdsziniiségeit nem egyenléknek vessziik,
hanem a @ eloszldsbdl vett fliggetlen mintavétel szerintinek.

A fenti elemi meggondolds és ennek matematikailag mélyebb viltozatai
(pl. Csiszdr [8], [9]) az entrdpiamaximalizalds, illetve divergenciaminimalizdl4s
elvének erds aldtdmasztdsdt adjdk arra az esetre, amikor az ismeretlen eloszlds
egy hosszu kisérletsorozatbeli empirikus eloszldsként, vagy bizonyos tipusi
feltételes eloszldsként interpretdlhaté. Sajnos, a szokasos alkalmazdsok je-
lentds részében ez nem (vagy csak mesterkélten) lehetséges, s6t gyakran nem
is valdszintliségeloszlds meghatdrozdsa a feladat. Az utdbbi illusztrildsdra
tekintsiink egy

n
Za.-_,-vj=b.-, i=1,...,k, k<n (17)
j=1

2_u

egyenletrendszert, ahol a v; ismeretlenek nemnegativok, de (1.2)-t8l eltéréleg
nincs kikdtve, hogy az Osszegiik 1. Az (1.7) egyenletrendszernek a divergen-
ciaminimalizdlds elve szerinti megolddsdn azt értjiik, hogy ha adott egy u
vektor, mint a megolddsra vonatkozé a priori elképzelés, az (1.7)-nek eleget
tevl v vektorok koziil azt valasztjuk, melyre az I-divergencia

n

I0vllw) = 3 (05108 31— vy + ) (18)

j=1
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altal definidlt dltalanositott véltozata minimdlis. A valdszintiségeloszldsok
I-divergencidjatol eltérbleg a tetsz8leges nemnegativ komponensi vektorok
I-divergencidjanak nincs informécidelméleti jelentése, de az az értelmezés
fenntarthatd, hogy I(v|lu) a v vektornak az u-tdl vald kiilonbdzdségének
mértékszdma. Valdban, I(v|lu) nemnegativ és csak v = u esetén nulla,
mivel az (1.8) Gsszeg minden tagja nemnegativ és v; # u; esetén hatarozottan
pozitiv.

A kovetkezSkben feltételezzilk, hogy az ismeretlen v vektorrdl valdszini-
ségi ismeretek nem allnak rendelkezésre, igy az (1.7) egyenlet megolddsdra
statisztikai jellegli médszerek nem alkalmazhatdk.

Az ebben a cikkben ismertetett axiomatikus megkozelités (Csiszar [11]) £8
motivécidja az a kérdés volt, hogy ilyen altaldnossigban mennyire indokolt
a divergenciaminimalizilds elvének alkalmazdsa. Ezt a kérdést sikeriilt (a
szerzd szdmdira) megnyugtatdan tisztdzni, amennyiben a divergenciamini-
maliz3lds t6bb szempontbdl is kitiintetett médszernek bizonyult arra, hogy az
(1.7) tipust egyenletrendszerek pozitiv megolddsai koziil kivalasszunk egyet.
Kordbban ilyen irdny1i eredményt ért el Shore és Johnson [27] és Skilling [28],
de &k eleve feltételezték, hogy — a 2. pontban bevezetett terminoldgidval - a
kivdlasztdsi szabalyt valamilyen fiiggvény generélja. Az entrépiamaximalizd-
lds médszerének ezen feltevés nélkiili axiomatikus levezetését adtak, a szer-
z6vel egyidében, Paris és Vencovsks [25]. Az aldbbi axiomatikus targyalds
tovébbi lényeges eredménye, hogy elvezet alternativaként szambajové mds
moédszerekhez is. Parallel médon vizsgdlva azt az esetet, amikor a megolddsra
nincs pozitivitasi feltétel, az a frappans, bar taldn nem megleps eredmény
adédik, hogy ekkor a , legkisebb négyzetek” mddszer a kitiintetett.

Erdemes ramutatni, hogy eredményeink az I-divergencia, az euklideszi
tdvolsdg és mds (tagabb értelemben vett) tdvolsagfiiggvények axiomatikus
karakterizdcioit is jelentik. Ezek abban kiilonbéznek az ismert axiomatikus
karakterizacioktdl (melyeknek kiterjedt irodalma van, 1. Aczél és Dardezy
(1]), hogy axiémdink nem magara a tavolsdgfiiggvényre vonatkoznak, hanem
az altala generdlt vetitési szabélyra irnak eld bizonyos természetes kovetel-
ményeket.

Roviden foglalkozni fogunk bizonyos numerikus mddszerekkel is, konkré-
tan a RAS mddszer néven is ismert itarativ ardnyos illesztési eljarassal és az
ltaldnositott iterativ skdldzds vagy SMART néven ismert médszerrel. Az en-
trépiamaximalizdlas, illetve divergenciaminimalizdlds numerikus médszerei-
nek elég nagy irodalma van, melynek attekintése meghaladnd e cikk kereteit.
Az emlitetteket els6sorban illusztracidként targyaljuk, mint matematikailag
egyszerll és szemléletesen konnyen interpretdlhatd iterativ algoritmusokat.
Megmutatjuk, hogy konvergencidjuk kovetkezik egy geometriai jellegii altala-
nos tételbdl, amely bizonyos dltalanos értelemben vett vetitések iterdcidjanak
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konvergencigjara vonatkozik.

Ez a cikk a szerzének a XXI. Magyar Operacidkutatdsi Konferencian el-
hangzott eléaddsdnak kib8vitett viltozata. Az ismertetett eredmények f8leg
a szerzd [11] dolgozatdbdl valdk. A munka az OTKA tdmogatdsaval késziilt,
szerz6désszam 1906.

, 4

2. Linedris inverz problémdk; kivilasztdsi és vetitési
szabdlyok

Linearis inverz problémardl beszéliink, ha egy ismeretlen f fliggvényt bizo-
nyos Rf linearis funkciondlok értékei alapjdan kell meghatirozni. Ezek &lta-
laban nem hatdrozzdk meg egyértelmtien f-et, ezért sziikség van valamilyen
szabalyra, amely a lehetséges f-ek koziil kivilasztja a megolddsként elfoga-
dandét. Annak a kérdésnek a matematikai vizsgdlata, hogy mi a legjobb
kivdlasztdsi szabdly, mér az induldsndl akaddlyba iitkozik: nem litszik le-
hetségesnek altaldnos objektiv mértékszdmat adni egy kivilasztdsi szabsly
jésdginak. Vannak azonban bizonyos természetes kévetelmények, melyek
egy ,,j6” kivélasztdsi szabalytdl megkivdnhatdk, mintegy annak logikailag
konzisztens voltat jelentik. A kovetkezd két pontban megfogalmazunk néhany
ilyen kovetelményt, és — axiomatikus mddszert alkalmazva — megvizsgéljuk,
hogy milyen kivdlasztdsi szabalyok tesznek ezeknek eleget. T6bb gyakor-
latilag fontos esetben a szamitdsba jov8 fliggvények halmazit nem linesris
egyenléségek, hanem maés tipusi feltételek, példdul linedris egyenlétlenségek
hatdrozzdk meg, 1. a bevezetésben az (1.5) eloszldshalmazt. A linedris inverz
problémakra adddé ,,j6” kivdlasztdsi szabdlyok kiterjesztése erre az altald-
nosabb esetre nem okoz nehézséget, feltéve, hogy a szdmitdsba jové halmaz
konvex, vé. [12].

Kovetkezd vizsgdlatainkban a linedris inverz problémdk diszkrét valtoza-
tdra szoritkozunk, amikoris valamely A k X n-es matrix és b € IR* vektor
esetén az Av = b linedris egyenletrendszernek (1. (1.7)) eleget tevé v € R"
vektorok koziil kell kivalasztani egyet. Ez nem jelenti az dltaldnosség lénye-
ges csorbitdsdt, mert a ,,folytonos” probléma helyett mindig vehetjiik annak
diszkrét kozelitését.

Tipikus példaként roviden vazoljuk a rontgen-tomogréfia rekonstrukcids
problémdjdt, v6. [17], [4]. A feladat az f rontgen-abszorpciés fiiggvény
meghatdrozdsa egy sikbeli tartomdnynak tekintheté vékony rétegben, ha is-
mertek ennek R;f vonalintegriljai bizonyos ey, ..., e; egyenesek mentén, Az
e; egyenesek a vizsgilatban haszndlt rontgensugir-utak, és az R;f értékek
abbdl hatdrozhaték meg, hogy az i-edik sugdr intenzitdsdnak csokkenési fak-
tora e~fi/. Mdrmost bontsuk fel a vizsgilt sikbeli tartomdnyt n celldra,
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melyekben az abszorpciés fliggvény mar konstansnak tekinthetd. Ekkor k&-
zelitSleg

n n

F=Y_vfi, Rf=> vRif, (2.1)
j=1 i=1

ahol f; a j-edik cella mdlkatorfuggvenye és v; az f (konstansnak tekintett)

értéke ebben a celliban. Igy, bevezetve az aij = Rif;, by = Rif jelSlést, a

feladat arra redukalédik, hogy meghatdrozzuk a v; komponensek alkotta v

vektort, ha a rendelkezésre allé ismeret az (1.7) egyenletek teljesiilése.

A kovetkezdkben egyiitt tdrgyaljuk azt a két esetet, amikor az (1.7) alakd
egyenletrendszerek megolddsaként csak a pozitiv komponensti vektorok (mint
a fenti példaban), illetve tetsz6leges v € IR™ vektorok megengedettek. Ezekre
pozitiv és valds esetként fogunk utalni. Definicidink és allitdsaink, ha mdst
nem mondunk, mindkét esetre vonatkoznak.

Jelolési konvencid: Jeldlje S a pozitiv esetben a pozitiv komponensti v €
IR" vektorok halmazit, valds esetben pedig a teljes IR"™ teret. Itt n > 3
rogzitett. u és v mindig S-beli vektort fog jeldlni, ha kiilén nem mondjuk is.

2.1 Definicié Affin altéren S-nek egy linedris feliételekkel meghatdrozott
nem iures részhalmazdl érijik. Az affin alterek halmazdt L-lel jelljik, tehdt
L € £ akkor és csak akkor, ha valamely k < n-re megadhatd olyan k X n-es
A mdtriz és b € IR™ vekior, hogy

L={v:Av=Db}#0. (2.2)

Az n — 1 dimenzids (tehdt egyetlen linedris feltétellel meghatdrozott) affin
altereket hipersiknak nevezzik.

Megjegyz€s: A valds esetben a 2.1 definicié azonos az affin altér, illetve
hipersik szokdsos definicidjival. A pozitiv esetben viszont egy kozonséges
értelemben vett affin altér, illetve hipersik S-sel vald metszetérdl van szé. A
kovetkezékben L (vagy L', L") mindig affin alteret fog jelSlni, ha kiilén nem
mondjuk is.

2.2 Definicié Kivdlasztdsi szabdlyon olyan m : £ — S leképezést értink,
melyre minden L € L esetén (L) € L.

A 2.1. definici6 értelmében a teljes S halmaz is £ -be tartozik. m(S) azt a
v vektort jelenti, melyet akkor vdlasztanank, ha semmi informdcié nem &llna
rendelkezésre, tehat az ismeretlen vektorra vonatkozd a priori elképzelést. A
bevezetésben mondottak értelmében az, hogy az Av = b egyenletnek eleget
tevl v vektorok koziil melyiket vélasztjuk, fiigghet a megolddsra vonatkozd
a priori elképzeléstdl. Ezt \igy formaliziljuk, hogy minden u € § vektorhoz,
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mint lehetséges a priori elképzeléshez, hozzarendeliink egy m(-|u) kivalasztasi
szabalyt, melyre n(S|u) = u. Ekkor a m(L|u) vektort u-nak az L affin altérre
vett absztrakt vetiiletének tekinthetjiik. Ez motivdlja a kovetkezd definicidt:

2.3 Definicié Vetitési szabdlyon kivdlaszidsi szabdlyoknak olyan
{m(lu),ue s}
csalddjdt értgik, melyre minden u esetén n(Slu) = u.

Kivélasztdsi szabaly megaddsa torténhet az S halmazon értelmezett vala-
mely F fiiggvény segitségével: legyen 7(L) az a v € L vektor, melyre F(v)
minimalis az L halmazon. Egy adott F fiiggvény akkor és csak akkor generdl
ily médon kivdlasztdsi szabalyt, ha F-nek L-en vett minimuma minden L € £
esetén eléretik, mégpedig egyetlen v € L-re. Specidlisan, sziikséges feltétel,
hogy F az S halmazon felvegye a minimumst, mégpedig egyetlen v° pontban.
Az dltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetd, hogy itt F(v%) = 0.

Hasonldan, vetitési szabaly megaddsa torténhet egy S x S-en értelmezett
F(v|u) fiiggvény segitségével, amely minden u-ra v fiiggvényeként eleget tesz
az el6z6 bekezdésben emlitett feltételeknek, és minimumsdt v = u esetén éri
el. Az édltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetd, hogy ez a minimum 0, igy

F(viu) > F(ufu)=0 ha v#u. (2.3)

Egy (2.3)-nak eleget tevd F' fiiggvényt (tdgabb értelemben vett) tdvolsdg-
fiiggvénynek neveziink.

Megjegyz€s: Természetesen nem minden kivédlasztdsi, illetve vetitési sza-
bdly generdlhaté fiiggvénnyel. A kovetkezd pontban azonban ldtni fogjuk,
hogy bizonyos egyszerii természetes kovetelmeények mar elégséges feltételei a
fiiggvénnyel val generalhatdsagnak.

A kivilasztdsi szabalyok legfontosabb példéi a valds esetben az

Fv)=|Ivl* = zvf (2.9)

altal generalt , legkisebd négyzetek” kivdlasztasi szabdly, a pozitiv esetben
pedig az

F(v) = I(v|l1) = Y "(vjlogv; —v; +1) (2.5)
i=1

altal generalt ,,maximdlis entrépia” kivalasztasi szabdly (a (2.5) figgvény
minimalizdldsa olyan L affin altéren, melyen )" v; konstans, ekvivalens a
- Z;'=1 v; log v; maximalizaldsdval, tehat valdszinlségeloszlisok alkotta affin
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altéren a H(v) entrépia maximalizdldsdval). Vegyiik észre, hogy a legkisebb
négyzetek kivalasztdsi szabdly a pozitiv esetben nincs értelmezve, mert van
olyan (pozitiv komponensi vektorok alkotta) L € £, melyen a (2.4) fiiggvény
nem veszi fel a minimumat; masrészt a maximadlis entrépia kivalasztdsi sza-
baly a valds esetben nincs értelmezve.

Hasonldképp a vetitési szabdlyok legfontosabb példdi a valds esetben az
F(v|u) = ||v — ul|? altal generdlt euklideszi vetités, a pozitiv esetben pedig
az F(v|u) = I(v||u) altal generdlt I-divergencia vetilés. Nyilvdnvald, hogy
az el6bbinél w(L|u) az u vektornak az L affin altérre vett kozonséges euk-
lideszi vetiilete; az utébbindl a w(L|u) vektort u-nak L-re vett I-vetiletének
nevezzik.

3. A ,legkisebb négyzetek” és ,,maximdlis entrépia”
médszerek axiomatikus jellemzése

E pont két {6 eredménye, hogy bizonyos/ alapvetd axidmdknak csak osszeg
tipusu fliggvények altal generdlt kivdlasztdsi és vetitési szabdlyok tesznek
eleget, tovdbbd hogy hozzdvéve egy természetes ,,.kompozicids konziszten-
cia” axidmat, a (2.4) vagy (2.5) 4ltal generalt kivalasztdsi szabaly, illetve az
euklideszi vagy I-divergencia vetités bizonyul az axidmdinknak eleget tevd
egyediil lehetséges kivélasztdsi, illetve vetitési szabdlynak, aszerint, hogy a
valds vagy pozitiv esetrél van-e szd.

Alapvetd axiémaink a 3.1 és 3.2 definicidk szerinti regularitds és lokalitds
lesznek. Ezek megfogalmazasa elétt ramutatunk az axiomatikus vizsgdlat
kiinduldsi pontjdt képezd két implicit feltevésre. Egyrészt, hogy v € L
képviseli a v ismeretlen vektorra vonatkozd Gsszes ismeretiinket (specialisan,
az Av = b egyenletrendszer L megolddshalmazabdl kivdlasztdsra keriils v
vektor csak L-tdl fiigghet, és nem az egyenletrendszer konkrét alakjitdl),
madsrészt, hogy minden L affin altérbél ki kell tudni valasztani egy v vektort,
tehat hogy a kivalasztdsiszabaly értelmezési tartomanya a teljes £. A linedris
inverz problémak konkrét tipusai szempontjabdl ez utdbbi feltevés tiilzott ide-
alizacié lehet, és kivdnatos olyan kivélasztdsi szabdlyok vizsgdlata is, melyek
értelmezési tartomdnya L-nek egy meghatarozott részhalmaza. Peldaul ha
valdsziniiségeloszlds valasztasardl van szé (1. a bevezetést), akkor csak olyan
L affin alterekbdl vald valasztdsra van sziikség, melyek vektorai eleget tesznek
a y_ v; = 1 feltételnek. Az utdbbi tipusu affin alterek halmazédn értelmezett
kivalasztasi és vetitési szabdlyok axiomatikus vizsgdlata szintén megtortént,
és az aldbb ismertetend6khoz hasonld eredményekre vezetett, bar a technikai
problémak nehezebbek voltak, . Csiszar [11].

3.1. Definicié (a) A 7 : L — S kiwvdlaszidsi szabdly regularis, ha
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(i) L' C L affin alterekre n(L) € L' esetén n(L') = n(L)

(1) L # L' hipersikokra m(L) # w(L'), kivéve, ha L és L' tartalmazza
7(S)-1

(i1i) £ -nek bdrmely régzitett dimenzidjl affin alterek alkotta részhalmazdn
w(L) folytonosan figg L-t6l.

(b) A{m(-[u), u € 5} vetitési szabdly regularis, ha mindegyik 7(-|u) kivdlasz-
tdsi szabdly reguldris.

Diszkusszid: Ha az ismeretlen v vektorra vonatkozd ismereteinket repre-
zentdld linedris egyenletek L megolddshalmazdbél a m(L) = v* vektort va-
lasztottuk ki, és ujabb informdcidk az L halmazt L’-re sziikitik, akkor v* € L
esetén az 1j informdcié nem ad okot vélasztdsunk megvéltoztatdsira. Az (i)
kovetelmény ezt a termeészetes konzisztenciafeltételt formalizdlja. Specialisan,
(i)-bél kovetkezik, hogy 7(S) € L esetén mindig m(L) = 7(S). Igy vetitési
szabalyokra (i)-bdl kovetkezik az a szemléletesen elvart tulajdonsig, hogy
u € L esetén mindig n(L|u) = u.

A (ii) kovetelmény technikai jellegli, szemléletesen kevésbé kényszeritd,
mint (i) vagy (iii). Tovdbbi vizsgdlat targya lehet, hogy valdban sziikség van-e
rd, illetve hogy helyettesithet6-e szemléletesen kényszeritSbb kdvetelménnyel.
A (i) kévetelmény evidens szemléletes tartalmu technikai feltétel. Vetitési
szabdlyok esetén természetesnek tlinne m(L|u)-nak u-tdl vald folytonos fiig-
gését is megkovetelni, de erre nem lesz szukség.

Megjegyzés: Bizonyos esetekben indokolt az (i) feltételt nem teljesitd
kivalasztdsi szabdlyt haszndlni, példdul ha az a cél, hogy a kivélasztott vektor
valamilyen értelemben maximadlisan reprezentativ eleme legyen az ismereteink
altal megengedett vektorok halmazdnak. Az ilyen esetek jelen vizsgdlataink
korén kiviil esnek.

A kovetkezd definicié megfogalmazdsahoz tetszbleges v € S vektor és
tetszGleges 1 < j1 < ... < jr < n egészek alkotta J = {ji,...,jr} halmaz
esetén jelSlje vy a v J-beli komponensei alkotta r-dimenzids vektort. Ha
7 : L — S kivélasztdsi szabdly, 7;(L) a (n(L)), vektort fogja jeldlni.

3.2 Definfcié (a) A 7 : L — S kivdlasztdsi szabdly lokalis, ha min-
den olyan L = L' N L" alaki affin altérre, melyre L' ill. L" valamely
J C{1,...,n} esetén a v;-re, illetve v;.-re vonatkozd linedris egyenletekkel
definidlhatd, tehdt

L'={v:A'v;=b'}, L"={v:A"v;e =b"}, (3.1)

teljesil
WJ(L) = WJ(LI), WJ:(L) = 7|']=(L”) . (3.2)
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(b)) A {m(-|u),u € L} vetitési szabdly lokalis, ha m(:|u) minden u esetén
lokdlis kivdlaszidsi szabdly, és ezenkivil a (3.1) feltétel mellett w;(L'|u) ill.
77(L" ) csak uy-n, illetve use-n keresztil fiigg u-1dl.

Diszkusszid: A lokalitds azt jelenti, hogy ha az ismeretlen v vektorra
vonatkozd ismeretek két komplementer részbél tevédnek Ossze, nevezete-
sen v-nek a J-beli, ill. a J°beli komponenseire vonatkozd ismeretekbél,
akkor a kivalasztdsra keriils v* = #(L) vektor J-beli, illetve J¢-beli kom-
ponenseit a komplementer halmazba tartozd komponensekre vonatkozd is-
meretek nem befolydsolhatjdk. Ez a kovetelmény szemléletesen evidensnek
tiinik. Példdul a 2. pontban vazolt tomogrdfiai problémédban, ha az e;
utak halmaza két olyan részre oszthatd, hogy a vizsgilt tartomdny min-
den celldjan csak az egyik halmazba tartozé utak haladnak at, akkor a tar-
tomdnyt két fiiggetlenil vizsgalt diszjunkt részbdl allénak tekinthetjik, igy
természetes, hogy az f abszorbcids fiiggvény értékének meghatdrozasdhoz
mindkét tartomdnybeli celldkndl csak az e; utak megfelel6 halmazdhoz tar-
tozd R;f értékeket haszndljuk. A tomogrifidban az ilyen két részre bont-
hatdsdg csak elméleti lehetéség, a gyakorlatban nem fordul el. Mégis, ha
eléfordulna, az f abszorbcids fliggvénynek két tartomanyban fliggetleniil tor-
téné meghatdrozdsaval szemben felhozhatd volna az a kifogds, hogy igy el-
lentmonddsba kertilhetnénk az f-re vonatkozd esetleges simaségi feltételekkel.
A lokalitds kovetelményének ilyenfajta kritikdja azonban — absztraktul meg-
fogalmazva — azt feltételezi, hogy az ismeretlen v vektorrél mdst is tudunk,
mint hogy v € L, ez pedig ellentmond kiinduldsi feltevésiinknek.

A kivdlasztdsi, illetve vetitési szabslyokra egy tovdbbi természetes kve-
telményt fogalmazhatunk meg, ha olyan linedris inverz problémdrdl van szé,
amely két (vagy tobb) tényezd egylittes hatdsaval kapcsolatos. Formalisan,
tételezziik fel, hogy n = Im, és a v € S vektorokat azonositsuk {v,;} | X m-es
matrixokkal, pl. sorfolytonos reprezentacidban.

Jelolje v € IR! és ¥ € IR™ a v madtrix marginalisait, melyek komponensei

m {
Ui:Zvijl z:ll)[’ §]:ZU‘JY ]:1,,1’” (33)
j=1 i=1

Pl. a 2. pontban védzolt tomogrdfial problémaban a vizsgélt tartomdnyt sorok
és oszlopok szerint természetes cellékra osztani. Ekkor v;; az abszorbcids
fiiggvény értékét jeloli az i-edik sor j-edik celldjaban, v; és 7; pedig a kumu-
lativ érték az i-edik sorban illetve a j-edik oszlopban, tehdt a ,,sor-hatds”,
ill. ,,oszlop-hatas”.

Tetsz8leges v € S esetén jeldlje Ly mindazon w € S vektorok halmazit,
melyekre, a vektorokat a fenti médon ! x m-es métrixokkal azonositva, w
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marginalisal megegyeznek v margindlisaival, azaz
Ly={w:w=v,w=¥v}. (3.4)

Nyilvdnvaldan Ly € L.

3.3 Definicié (a) Egy 7 : L — S kivdlasztdsi szabdly | x m kompozicid-
konzisztens, ha lm = n és a v € S veklorokat sorfolytonosan reprezentdli
mdirizoknak tekintve teljesil m(Lv) = v, valahdnyszor v megadhatd

Vij = §¢ + tj (3.5)
alakban (a valds esetben), illetve
’U,'j = Sit]’ (36)

alakban (a pozitiv esetben).

(b) Egy velitési szabdly | x m kompozicid-konzisztens, ha m(- |u) kom-
pozicid-konzisztens kivdlasztdsi szabdly minden (3.5), illetve (3.6) alakban
megadhald u € S esetén, a valds, tllelve pozitiv esetnek megfelelden.

(c) Egy kivdlasztdsi, illetve vetitési szabdly kompozicid-konzisziens, ha
valamely I > 1, m > 1 esetén | x m kompozicid-konzisztens.

Diszkusszid: A v maétrix (3.5) vagy (3.6) alaku voltat (a valds, illetve
pozitiv esetben) dgy interpretdljuk, hogy a sor- és oszlop-hatdsok kdzétt nincs
interakcid. Ezzel az interpretdciéval mindenesetre Gsszhangban van az, hogy
a (3.5)ill. (3.6) alaki matrixokat marginalisaik egyértelmtien meghatarozzak
Valdban, (3.5) ill. (3.6)-bél egyszerfien kdvetkezik, hogy

1 1- 1 . 1
vij =‘Eﬁi + S5 — =s(v) il Vij = — T

l n s(v)

ahol s(v) = }:U Vij =) Ui = Az emlitett interpretdcié kiilondsen
evidens akkor, amikor a v métrix f(etdlmenzws ) valdszintiségeloszlast repre-
zentdl. Ekkor (3.6) azt fejezi ki, hogy két fiiggetlen valdsziniiségi valtozd
egylittes eloszldsdrdl van szd. Mérmost 7(Ly) = v azt jelenti, hogy ha az
ismeretlen matrixrél csak azt tudjuk, hogy margindlisai megegyeznek v mar-
gindlisaival, akkor kivilasztdsi szabdlyunk éppen a v mdtrixot eredményezi.
Mivel a margindlisok ismerete semmit sem mond a sor- és oszlop-hatdsok
koz6tti interakeidrdl, természetes kovetelmény, hogy olyan métrixot kell va-
lasztani, melynél ilyen interakcid nincs. A 3.3. definicid ezt a kdvetelményt
formalizélja, a (b) esetben tekintetbe véve azt is, hogy az a priori elképzelés
se utaljon interakcidra. Természetesen kompozicié-konzisztens kivdlasztdsi,
illetve vetitési szabalyrdl csak akkor beszélhetiink, ha n nem primszém.

wr

1
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3.1 Tétel (a) Minden reguldris, lokdlis kivdlasztdsi szabdly generdlhatd
n

F(v)=>_ fi(v) (3.7)
j=1

alaki figgvénnyel, ahol — a valds ill. pozitiv esetnek megfelelden - az f;
figgvények a valds ill. poziliv szimokon értelmezett nemnegativ, folytonosan
differencidlhatd, konvez figguények, mindegyik f; egyetlen v? pontban egyenld
nulldval, és legfeljebb egyikik lehet nem szigorian konvez; a pozitiv esetben
ezenkivil

lim fl(v) = —c0, j=1,...,n.
A fenti tulajdonsdgd F(v) figguényt a vetilési szabdly (pozitiv) konstans fak-
tortdl ellekintve egyérielmien meghaldrozza, és minden ilyen F generdl egy
reguldris, lokdlis kivdlaszidsi szabdlyt.

(b) Minden reguldris lokdlis vetitési szabdly generdlhatd egy

F(viu) =" fi(vjlu;) (3.8)
j=1

alakd (1dgabb értelemben vett) tdvolsdgfiggvénnyel, ahol az fi(:|u;) figgué-
nyek minden régzitett u-ra rendelkeznek az (a) pontbeli tulajdonsdgokkal,
v) = uj-vel. A fenti tulajdonsdgi tdvolsdgfiigguényt a vetitési szabdly (pozi-
11v) konstans faklortdl eltekintve egyerielmien meghatdrozza. Tovdbbd min-
den ilyen tdvolsdgfigguény generdl egy requldris, lokdlis vetitési szabdlyt.

3.2 Tétel Tegyik fel, hogy n nem primszdm.

(a) A valds esetben a (2.4) figguény dMal generdit | legkisebb négyzetek”
kivdlasztdsi szabdly az egyetlen reguldmis, lokdlis és kompozicié-konzisztens
kivdlaszidsi szabdly, melyre 7(S) = 0, a pozitiv esetben pedig a (2.5) figguény
dltal generdlt ,,mazimdlis entrdpia” kivdlasztdsi szabdly az egyetlen reguldris,
lokdlis €s kompozicid-konzisztens kivdlasztdst szabdly, melyre n(S) = 1.

(b) Az egyetlen reguldris, lokdlis és kompozicid-konzisziens vetiicsi szabdly
a valds esetben az euklideszi vetités, a pozitiv esetben pedig az I-divergencia
vetités.

A 3.1 és 3.2 tételek bizonyitdsdt 1. [11]-ben. A 3.2 tétel égyszerii médon
kévetkezik a 3.1 tételbdl, ennek illusztrdldsira vazoljuk az elsd allitds bi-
zonyitdsdt. Legyen a valds esetben m reguldris, lokdlis és | x m kompozicié-
konzisztens kivalasztdsi szabaly, melyre n(S) = 0. A 3.1 tétel szerint a
7 kivalasztdsi szabalyt egy (3.7) alaki flggvény generédlja, melyet most, a
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v € S vektoroknak [ x m-es matrixokkal vald azonositdsinak megfelel8en,

I m
= szu (viy) (3.9)

i=1j=1

alakban irunk. Ha m(Lv) = v, azaz a (3.9) fiiggvény a (3.6) halmazon a v
pontban éri el minimumat, (3.3) felhasznéldsdval kovetkezik, hogy

filj(vl'j)z)\i-{-llj, i=1,....k=1,...,m, (3.10)
ahol A; és u; Lagrange multiplikdtorok. Igy minden 1,7, k,l-te

1 (vis) + frave) = fli(va) + fij(ve5) - (3.11)

Mivel feltevés szerint m(Ly) = v mindig teljesiil, ha v (3.5) alaky, (3.11)-bél
a kovetkezd fiiggvényegyenlet-rendszert kapjuk:

Glsi )+ fulse +4) = fi(si +0) + fij(se +15) . (3.12)

A 7(8) = 0 feltevés értelmében az f;; fiiggvények (nulldval egyenld) minimu-
mukat a 0 pontban érik el, igy ott derivaltjuk 0. Ezért (3.12)-bél az s; = s,
t; =t, sy = t; = 0 helyettesitéssel adddik, hogy

i1(s+1) = fli(s) + fi; (1) . (3.13)

Ebbdlat = 01ill. s = 0 helyettesitéssel lathatd, hogy az f}; és az fi; figgvény
i1s azonosan egyenls az fi; figgvénnyel. Kovetkezésképp az f’ fiiggvények
egyazon ¢ folytonos fuggvennyel egyenldk, amely (3.13) ertelmeben eleget
tesz a

9(s+1t) = g(s) +9(t)

Cauchy-féle fiiggvényegyenletnek. Az utdbbibdl g(t) = ct, tehdt fi; (t) = ct?
minden i, j-re. Ezzel igazoltuk, hogy 7 a ,,legkisebb négyzetek” kivalasztasi
szabaly,

4. Mas sz6ébajovo vetitési szabdlyok

Ebben a pontban azt vizsgdljuk, hogy ha a kompozicié-konzisztencia kove-
telményét mellézziik, de helyette — a regularitds és lokalitds megtartdsival -
bizonyos mas természetes kdvetelményeket tesziink, akkor melyek lesznek az

ezeknek eleget tevd vetitési szabdlyok. Az el8z8 ponttol eltéréleg most indivi-
dudlis kivalasztdsi szabalyokkal nem foglalkozunk, csak vetitési szabalyokkal.
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Legyen
Lij(t)Z{VZU,'-l-Uj:i}. (4.1)

4.1 Definicié (o) Egy vetilési szabdly kvaziszimmetrikus, ha minden
(4.1) alaki affin altér és olyan u € S esetén, melyre u; = uj,

v* = n(Li;(t)|u)~ra v =} .

(b) A pozittv esetben, egy vetiési szabdly statisztikai, ha minden (4.1)
alakid affin allér ésu € S esetén

v} v}
= w(Li (t)|a)— =L
v = (O =

Diszkusszid: Ha az ismeretlen v vektorrdl csak annyit tudunk, hogy
vi + v; =t, és az u a priori elképzelés i-edik és j-edik komponense ugyanaz,
akkor természetes szimmetria-kivanalom olyan vektort valasztani, melynek
i-edik és j-edik komponensei szintén azonosak. A pozitiv esetben az is in-
dokoltnak tiinik, hogy a v; + v; = t ismeret alapjén mindig olyan vektort
valasszunk, melynek i-edik és j-edik komponensei az a priori elképzelés sze-
rintiekkel aranyosak.

Altaldnosabban, ha az {1,...,n} halmaz valamely (J;,...,J;) particié-
jara a Zje-l. vj, i = 1,..., k Osszegek ismeretesek (és mas nem), akkor ter-
mészetes azt a v" vektort védlasztani, amely az a priori elképzelésnek ezen
feltételekhez vald ardnyos illesziésével kaphatd, tehdt amelyre a L hdnyado-
sok a J; halmazokon belill dllanddk. Valdszintiségeloszldsok vonatkozasaban
ez az Un. Jeffrey-szabdly 4ltaldnosan elfogadott, v3. Diaconis-Zabell [16].
Erre utalva neveztiik a (b) kovetelményt kielégitd vetitési szabdlyokat sta-
tisztikainak.

4.2 Definicié Egy velitési szabdly tranzitiv, ha minden L' C L ésu € §
esetén
m(L'|lu) = n(L'|x(L[a)) . (4.2)

Diszkusszid: A tranzitivitds azt jelenti, hogy ha az u a priori elképzelés
és a v € L ismeret alapjdn a v* = m(L|u) vektort vélasztottuk, és wijabb
informécidk a lehetséges v-k halmazdt L’-re szlikitik, akkor a v € L’ is-
meret alapjdn vald valasztdsndl ugyanarra az eredményre jutunk, akéir az
eredeti u-t akar v*-t hasznaljuk a priori elképzelésként. Mdsrészt arra is gon-
dolhatunk, hogy az ismereteinket reprezentald linearis egyenletrendszer két
részbél tevédik Ossze, melyek bizonyos L és L, affin altereket hatéroznak
meg. Ekkor az L = L; N Ly éltal reprezentdlt ismereteinknek megfeleld
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valasztds kétféleképp végezhetS el két 1épésben: elészor vagy Li-b6l, vagy
Ly-bél vélasztunk, majd a priori elképzelésként az eredeti u helyett az igy
kapott vektort hasznélva valasztunk masodik lépésben L-b8l. A tranzitivitasi
kévetelmény biztositja, hogy mindkét esetben ugyanazt az eredményt kapjuk,
amely megegyezik 7(L|u)-val.

4.3 Definicid A {n(|u),u € S} vetitési szabdly skdla-invaridns, ha
minden A >0, L € L, u € S esetén

w(AL|du) = Ar(L|u) .

Tovdbbd, ¢ valds esetben, a vetilést szabdly eltolds-invaridns, ha minden u €
IR, LeEL, u€S eselén

7(L + pllu+ pl) = m(Lju) + p1 .

Itt AL ill. L 4+ pl1 mindazon Av ill. v 4+ ul vektorok halmazit jeldli,
melyekre v € L. Tehdt ha L = {v: Av=Db}, akkor

AL={%:A¥=Xb}, AL+ul={Vv:Av=b+uAl}. (43)

Diszkusszid: Ezek az invarianciatulajdonsigok evidens szemléletes je-
lentésli, nyilvanvaldan kivanatos kovetelmények.

A 3.1 tétel szerint minden reguldris, lokalis vetitési szabdlyt egy (3.8) ala-
ki és a tételben leirt tovdbbi tulajdonsigokkal rendelkezd tavolsdgfiiggvény
generdl. A kovetkezékben F mindig ilyen tdvolsigfiiggvényt jelol, anélkiil,
hogy ezt kiilon mondandnk. Alabb olyan F-ek jellemzését adjuk meg, melyek
a most megfogalmazott kévetelmények kozill bizonyosaknak eleget tevs ve-
titési szabalyokat generdlnak. Korolldriumként az euklideszi vetités és az
I-divergencia vetités 1ijabb axiomatikus karakterizdcidjit is kapjuk. A ko-
vetkezd tételek a 3. pont végén vdzolt bizonyitdshoz hasonldan igazolhatdk,
sOt a 4.1. tétel bizonyitdsdhoz fiiggvényegyenlet megoldasaira sincs sziikség.
A részletes bizonyitasokat 1. [11]-ben.

4.1 Tétel (a) F akkor és csak akkor generdl kvdziszimmetrikus vetitési
szabdlyt, ha a (9.8)-beli fi(v|u) figgvények nem figgnek j-tdl.

(b) A poziltiv esetben, F akkor és csak akkor generdl siatisztikai velitési
szabdlyt, ha

n

F(v[u) = Zujf(:%) , (4.4)

ji=1
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ahol f(t) folytonosan differencidlhatd szigorian konvez figguény, melyre

f)=F()=0, lmf(t) = ~co.

Diszkusszié: (a) azt mutatja, hogy (reguldris, lokdlis vetitési szabalyok
esetén) a kvdziszimmetria mdr elégséges feltétele a szimmetridnak, tehdt an-
nak, hogy a vetitési szabaly invaridns legyen a vektorok komponenseinek per-
mutdcidjara nézve. A statisztikai vetitési szabalyokat generalé (4.4) alaky t4-
volsdgfiiggvények osztdlyat, mas meggondoldshél, a szerzé vezette be (6] dol-
gozatadban, f-divergencidk néven (valdszinliségeloszlasok kozotti tavolsigfligg-
vényként). A statisztikdban haszndlatos tavolsigfiiggvények jelentds része az
f-divergencidk kozé tartozik; részletes targyaldsukat |. a [24) kényvben.

4.2 Tétel F akkor és csak akkor generdl iranzitiv vetilési szabdlyt, ha

n

F(viu) =3 (i(v) = 05 (u;) = ¥ (u5) (v — ) , (4.5)

ji=1

ahol a ; figguények folylonosan differencidlhatdak és szigordan konvezek,
és a pozitiv esetben lim,_ (p"’-('u) = —00.

Korolldrium A pozitiv esetben az egyetlen reguldris, lokdlis, tranzitiv és
statiszlikai vetil€si szabdly az I-divergencia veldtés.

Diszkusszid: (4.5) értelmében
F(v|u) = @(v) — ®(u) - VO(u)(v —u), (4.6)

ahol ®(v) = E}‘=1 #j(v). Tehdt F(vfu) azt adja meg, hogy a & fliggvény
grafjanak v-hez tartozé pontja mennyivel van az u-hoz tartozé pontban érinté
hipersik felett. Az ilyen tavolsdgfiiggvények a Bregman-divergencidk 1. Breg-
man [3]. Linedris inverz problémakra vald alkalmazdsaikrdl, a folytonos eset-
ben, 1. Jones és Byrne [20], Jones és Trutzer [21]. Az f-divergencidk és a
Bregman-divergencidk csalddjanak kozds eleme csak az I-divergencia és kons-
tansszorosal; ez a korollarium tartalma.

4.3 Tétel (a) A valds esetben, F akkor és csak akkor generdl eltolds- és
skdlainvaridns tranzitiv velitési szabdlyt, ha

n

F(vlu) = Z ci(v; —u;)?, (4.7)

j=1

ahol a cj-k pozitiv konstansok.
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(b) A pozitiv esetben, F akkor és csak akkor generdl skdlainvaridns tranzitiv

velilési szabdlyt, ha
n

F(vlu) = Ztha(Uj luj) (4.8)

ahol a ¢j-k pozitiv konstansok, o < 1, és

vlog%—v+u, haeo =1;
u v
ha(v|u) = log N + i 1, ha o =0; (4.9)

E(u“ — v +u*Hv—u), haa<l, a#0.

Korolldrium (a) A valds esetben, az egyetlen reguldris, lokdlis, eltolds-
és skdlainvaridns, tranzitiv és kvdziszimmetrikus vetitési szabdly az evklideszi
vetités.

(b) A pozitiv esetben a reguldris, lokdlis, skdlainvaridns, tranzitiv é€s kvdzi-
szimmetrikus vetitési szabdlyok az

Fo(vlu) = Eha(vjluj), a<l (4.10)
j=1

tdvolsdgfiggvények dltal generdlt velitési szabdlyok, ahol a h, figguények a
(4.9) szerintiek.

Diszkusszid: A (4.10) tdvolsdgfiiggvény a = 1 esetén az I-divergencia,
a = 0 esetén az Itakura-Saito tdvolsdg, |. [18]. Az o paraméter mds értékeire
adédd tavolsdgoknak az irodalomban vald eléforduldsdrdl a szerzének nincs
tudomadsa, kivéve Jones és Trutzer [21] munkdjat, akik szerint egy ilyen alaki
tdvolsdg folytonos megfeleldje spektrumanalizis feladatokndl jobb eredmé-
nyekre vezetett, mint az Itakura-Saito tdvolsagot hasznalé szokdsos mddszer.
Mindenesetre a 4.3 tétel korolldriuma arra utal, hogy — a pozitiv esetben
— az I-divergencia vetités alternat{vdiként leginkdbb az o # 1 paraméterii
(4.10) tavolsdgfiiggvények szerinti vetitések johetnek széba. Ezek koziil azon-
ban az Itakura-Saito tdvolsig (o = O eset) axiomatikus szempontbdl nincs
kitiintetve.

5. Az I-vetiilet numerikus meghatdrozdsa

A linearis inverz problémdk egyik legegyszerlibb tipusa, amikor egy nem-
negativ elemd mdtrixot kell rekonstrudlni a marginalisai alapjin, 1. (3.3),
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felhaszndlva a matrixra vonatkozd valamilyen a priori elképzelést. Erre alta-
lanosan hasznalt médszer az eredetileg kiilondsebb elméleti megalap ozds nél-
kiil bevezetett ilerativ ardnyos illesztési eljdrds, amely RAS médszer néven
is ismeretes. Az irodalomban a szerz6 tudomdsa szerint eldszér Kruithof [22]
dolgozataban fordult el8, telefonforgalom becslésére; a statisztikdban kontin-
genciatablazatok elemzésére elész0r Deming és Stephan [15] alkalmazta.

A mddszer, kissé dltalinosabb formaban, akkor alkalmazhatd, ha a pozitiv
esetrdl van sz6 (tehat S a pozitiv komponensti v € IR™ vektorok halmaza), és

az ismeretlen v vektorrdl annyit tudunk, hogy az {1,...,n} halmaz bizonyos
(1 T8 )y - (JT,.., JL ) particidira ismertek a
> v =bi, 1<i<r, 1<k<k, (5.1)
jed;

osszegek. Az iterdcid abban dll, hogy az adott u € S a priori elképzelésbél
kiindulva, a v(t),t =0,1,2,... vektorokat a kivetkezSképp hatarozzuk meg:
v(0) = u, és ¢t > 1 esetén a v(t) vektort v(¢ — 1)-b8l az i(t)-edik particid
altal eldirt b;;(t) Osszegekhez vald aranyos illesztés szdrmaztatja, ahol i(t) =t
(mod r). Mdsszéval

bi(t) .
vi(t) = —t— (-1 ha jEJ’(t). 5.2
J( Z ’U,(t—l) J( ) k ( )
1€

Specidlisan, ha v matrixot jelent, melynek ¥ és ¥ margin4lisai vannak megad-
va, akkor itt r = 2, a két particié a matrix sorainak ill. oszlopainak felel meg,
és az iterdcid a megadott sor- és oszloposszegekhez vald ardnyos illesztések
ciklikus ismétlése.

Az aldbbi 5.1 tételbdl specidlis esetként kovetkezik, hogy ha egysltalan
létezik az (5.1) feltételeket kielégité v € S vektor, akkor

v' = lim v(t) (5.3)

t— o0

létezik, és egyenlé az u I-vetiiletével az (5.1) feltételekkel definidlt L affin
altérre. Vegyiik észre, hogy az (5.2) dltal definidlt v(t) vektor nem més, mint
v(t — 1) I-vetiilete az L, affin altérre, ahol

Li={v:Y v=b, 1<k<k)}. (5.4)
je;

Figyelemreméltd azonban, hogy mig az iterdcié egyes lépései nemcsak az I-
divergencia, hanem maér f-divergencidk szerinti vetitésnek is tekinthet8k, vo.
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4.1 tétel, u-nak az L = [)_; L; affin altérre vald vetiiletér6l ez mar nem
allfthatd, és az (5.3) limesz éppen az I-vetlilettel egyenld. Ez azzal fiigg Sssze,
hogy az iterativ vetités konvergencidja a tranzitiv vetitési szabdlyok tulaj-
donsaga, és az f-divergencidk szerinti vetitések koziil egyediil az I-divergencia,
vetités tranzitiv, 1. a 4.2 tétel korolldriumat.

5.1 Tétel Legyen {m(-|u),u € S} reguldris, lokdlis, tranzittv velitési
szabdly, és tegyik fel, hogy

L=hL.-;é(0, (5.5)

i=1

ahol Ly, ..., Ly letszdleges affin alterek. Legyen v(0) = u ést > 1 esetén
legyen v(t) = m(Liy|v(t — 1)), shol i(t) =¢ (mod r). Ekkor

tlir?o v(t) = m(Llu), (5.6)

feltéve, hogy ||v(t)|| nem tart végtelenhez. Specidlisan, a kGvetkezd két feltétel
bdrmelyike elégséges (5.6) teljesuléséhes:

(i) az L; halmazok legaldbd egyike korldios

(i5) a vetitési szabdlyt generdld ({.5) tdvolsdgfigguényben szerepld o; figg-
vények mindegytkére

upi(u) —pj{u) - oo, ha |ul— 0. (5.1

Diszkusszid: Az 5.1. tétel a pozitiv és a valds esetben egyardnt érvényes
(a pozitiv esetben (5.7)-ben |u| — oo helyett u — oo értendd). Az (i) feltétel
a pozitiv esetben jon széba, tipikus esete, amikor az L; affin alterek egyike
olyan v vektorokbdl &ll, melyek komponenseinek 6sszege konstans. A (ii)
feltétel teljesiil pl. a 4.3 tételben szerepld vetitési szabdlyok koziil az (a) eset-
beliekre, és a (b) esetbeliekb&l azokra, amelyekre 0 < a < 1, igy specidlisan
az euklideszi vetitésre, az I-divergencia vetitésre és az Itakura-Saito tdvolsdg
szerinti vetitésre.

Nyitott kérdés, hogy az 5.1. tételben nem éllithaté-e (5.6) minden tovdbbi
feltétel nélkiil, tehat hogy ||v(t)|| — oo eléfordulhat-e egyaltaln.

Az 5.1. tétel egyszeril kovetkezménye annak, hogy a tranzitiv vetitési
szabdlyokat generdlé (4.5) alakui F tdvolsigfliggvényekre teljesiil a

Pitagorasz tétel: Tetszdleges L affin altér, u € S és v € L esetén

F(v|u) = F(v]v*) + F(v*ju) ahol v*=(L|u). (5.8)
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Vegyiik észre, hogy az F(v|u) = ||v — u||? esetben (5.8) az u, v*, v 4ltal
alkotott derekszogu hdromszdgre vonatkozd kozonseges Pltagorasz tetel Az
F(v]u) = I(v||u) esetre vonatkozd (5.8) azonossig fontos szerepet jatszik az
I-divergencia statisztikai alkalmazdsaiban, 1. Kullback [23].

Az (5.8) Pitagorasz tétel bizonyitdsihoz jegyezziilk meg, hogy mivel a
vetitési szabdlyt az

n

F(vlu) =Y (¢ (v;) = 0 (1) = &} (u;)(v; = u5)) (5.9)

i=1

tavolsigfiiggvény generalja, (5.9) v szerinti gradiensvektora a v* = x(L|u)
pontban merdleges L-re, igy specidlisan a v — v* vektorra is. Tehdt

n

D (w5 = v1) (9 (v5) = wi(uy)) =0, (5.10)

i=1

ami ekvivalens (5.8)-cal.

Mdrmost az 5.1. tétel a kovetkezdképp bizonyithats, vo. Csiszar [7],
ahol a tétel az I-divergencia vetitésre volt kimondva, valdszfm’iségeloszla’sok
esetére szoritkozva. Alkalmazzuk az (5.8) Pitagorasz tételt u és L szerepében
v(t — 1)-re és L,(,) re (az 5.1. tétel jelléseivel) és legyen v € (V_, L;
tetszéleges. Az igy adédé azonossigokat ¢ = 1-t8l N-ig Osszegezve azt kapjuk,
hogy minden v € L =(;_, L; esetén

F(vlu) = F(v|[v(N)) + E F(v@)lv(t—1)). (5.12)

Specidlisan, minden v € L esetén az F(v|v(t)), t = 0,1, ... sorozat monoton
csokkend, és

F(vju) = lim F(v|v(t)) ZF(vt)|v(t—l)) (5.13)

Ha [|v(t)|| nem tart végtelenhez, a v(t) sorozatbdl kivalaszthatd egy v(tx) —
v* konvergens részsorozat. Itt v* € S a pozitiv esetben is teljesiil, mert ha
v* valamelyik komponense 0 volna, akkor lim,_,¢ (pJ (v) = —oo miatt (1. 4.2
tétel) F(v|v(t)) végtelenhez tartana, ellentmonddsban F(v|v(t)) monoton
csbkkend voltdval.

(5.13)-bdl kovetkezik, hogy F(v(t)|v(t — 1)) — 0. Vegyiik észre, hogy
ha u S-nek egy kompakt részhalmazabél vald, akkor F(v|u) tetszSlegesen
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kicsi voltdbdl kovetkezik ||v — ul| tetsz8legesen kicsi volta. Ezért abbél, hogy

v(ty) — v* € S, kovetkezik v(ty + 1) — v*, .., v({tr +7r — 1) = v* is.
Igy, mivel a v(t), v(tr + 1), ..., v(tg + r — 1) vektorok valamely ciklikus
permutdcié szerint rendre az Ly, ..., L, affin alterekb&l valdk, sziikségképpen

v* € Miz; Li = L. Felhaszndlva, hogy az F(v|v(t)) sorozat minden v € L
esetén monoton csckkend, most mér kovetkezik, hogy

tl_i.xgloF(v"|v(t)) = klin;o F(v*|v(ty)) =0, (5.14)

tehdt nemcsak v(tz) — v*, hanem v(t) — v* is teljesil. Ezutdn (5.13)-at
v = v*-ra alkalmazva azt kapjuk, hogy

(v'lo) = EF ()v(t-1); (5.15)

ezt (5.13)-ba visszahelyettesitve lithaté, hogy F(v|u) > F(v*|u) minden
v € L-re, tehdt v* = n(L|u).

Végiil még azt kell belatni, hogy az 5.1 tételbeli (i) ill. (ii) feltétel kizirja
a ||v(t)|]| — oo lehetSséget. Az (i) feltételnél ez nyilvdnvald, (ii)-nél pedig
abbdl kdvetkezik, hogy ||v(t)|| — oo esetén az F'(v|v(t)) sorozat nem lehetne
monoton csékkend, sdt végtelenhez tartana. Valdban, a (ii) feltétel mellett
egyszerfien igazolhatd, hogy bérmely régzitett v € S esetén F(v|u) — oo ha
(lu]f = 0.

Az 5.1. tétel elvi lehetGséget ad barmely L affin altérre vald I-vetiilet, vagy
altaldnosabban, tetszdleges reguldris, lokalis, tranzitiv vetftési szabaly szerin-
ti w(L|u) vetiilet kiszdmitdsira, legaldbbis az (i) vagy (ii) feltétel teljesiilése
esetén. Valdban, minden L affin altér el64llithaté hipersikok metszeteként.
Igy m(L|u) kiszdmitdsa torténhet olyan iteraciéval, melynek minden lépése
hipersikra, azaz egyetlen linedris feltétellel meghatarozott L; affin altérre vald
vetités. Ezek a lépések azonban dltalidban lényegesen szdmitésigényesebbek
az (5.4) specialis alaki affin alterekre vald I-divergencia vetitésnél, ami egy-
szerilen csak aranyos illesztést jelent.

A kovetkezd mddszerrel minden olyan L affin altérre vett I-vetiilet kisza-
mithaté az iterativ ardnyos illesztési eljardshoz mérhetd szdmitdsi komplexi-
tdssal, amely L-re a v € L vektorok komponenseinek sszege dllandé. Mivel
az I-divergencia vetités skalainvaridns, az altaldanossdg csorbitdsa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy ez az Osszeg 1, azaz, hogy L-et valdszinliségeloszldsok alkotjdk.

Legyen tehdt L a pozitiv komponensli v € R™ vektorok S halmazanak
olyan affin altere, hogy minden v € L vektorra E -1 v; = 1. Konnyd
belétni, hogy ekkor L eléallithatd L = {v : b} alakban olyan A
k x n-es mitrixszal és b € IR* vektorral, hogy A elemex nemnegativok és
oszlopdsszegei 1-gyel egyenldk, tovédbba b elemei pozitivok és dsszegitk 1.
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Egy ilyen elééllitdst véve alapul, legyen v(0) = u (az a priori elképzelést
reprezentdlé vektor), és a v(t),t = 1,2,... vektorokat definidlja

w0 == D][ (s (516)

i=1

Ezt az iterdciot eldszdr Darroch és Ratcliff [14] javasoltdk, és bebizonyitottak,
hogy v(t) konvergal u-nak L-re vett I-vetiiletéhez. Az I-vetiilet kiszdmitass-
nak ez a médja az irodalomban SMART algoritmus néven is ismeretes.

Az (5.18) iterdciéval szdrmaztatott v(t) sorozat konvergencidja u-nak L-
re vett [-vetiiletéhez egyszeriien levezethetd az 5.1 tételbél (1. [10]). Ehhez
Jelolje M azoknak az (i, j) pdroknak a halmazit, melyekre aij # 0, és jel6lje
Sa {%i; : (4,7) € M} alakban irt pozitiv komponensii #+ € IR™ vektorok
halmazdt, ahol m < nk az M elemszdma. Legyen I mindazon ¥ € § vektorok
halmaza, melyek komponensei %;; = a;;v; alakdak valamely v € L vektorra,
és legyen it = {a;ju;,(i,j) € M}. Ekkor v € L esetén I(¥]|ii) = I(v|u),
ezért @t L-ra vett I-vetiilete az u L-re vett v* I-vetiiletének megfelel v*-gal
egyenld. Mivel L = [; N L, ahol

Ly={¥:) %j=b, i=1,...,k} (5.17)

]

Zvu = aiu., =0, (i,) € M) (5.18)
17

<z

I, =

(itt az Gsszegek azokra a j 111 ! indexekre vonatkoznak, melyek a szébanforgé
i ill. j indexszel M-beli part alkotnak), az 5.1. tétel szerint ¥* megkaphatd
az Li-ra ill. Lj-ra vald vetitések ciklikus ismétlésével szarmaztatott v(t)
vektorok sorozatdnak limeszeként. Egyszerii szamoldssal adédik, hogy ez az
iteraci6 ekvivalens az (5.16) iterdciéval, pontosabban az (5.16) szerinti v(t)
vektorok a ¥(2t) vektoroknak felelnek meg.

6. Kiegészit6 megjegyzések

A linedris inverz probléméknak a 2. pont szerintinél 4ltaldnosabb véaltozatdban
az ismeretlen f fiiggvényt bizonyos Rf funkciondlok értékeinek pontatlan is-
merete alapjan kell meghatdrozni. Formadlisan, a diszkrét esetben, az isme-
retlen v vektorrdl rendelkezésre allé ismereteket (1.7) helyett egy

n

Za-'jvj+ei=bi, i=1,...,k (6.1)
j=1
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alakd egyenletrendszer irja le, ahol ey, ..., ex az ismeretlen e hibavektor kom-
ponensei. Ezeket szokdsos ismert vagy részben ismert egyiittes eloszldsd (leg-
tobbszor fliggetlen normadlis) valdszinliségi valtozdknak tekinteni, amikoris a
feladat a statisztika médszereivel kozelithetd meg. Az eddigiekkel 6sszhang-
ban gondoljunk ehelyett arra az esetre, amikor az e hibavektor nem véletlen
(vagy ha igen, eloszldsdrdl nincs informdcidnk), igy statisztikai médszerek
megalapozottan nem alkalmazhaték. Pl. a 2. pontban vdzolt tomografiai
problémadban, ha azt hiba megengedésével modellezziik, e a diszkrét kdzeli-
tésb6l és a berendezés geometridjanak pontatlan ismeretébdl szdrmazé szisz-
tematikus hibat fogja jelenteni, mert a véletlen mérési hibdk ehhez képest
elhanyagolhatck. Ha az e hibavektorrdl feltehetd, hogy |e;| <€, i=1,...,k,
akkor mondhatjuk, hogy a v vektort egy affin altér helyett a

{v:]d aijvi—bil<e,i=1,...,k} (6.2)
J

konvex halmazbdl kell kivalasztani, vé. (1.5); a dolgozatban tirgyalt axioma-
tikus eredmények egyszeriien kiterjeszthetdk gy, hogy erre a feladatra is al-
kalmazhatdk legyenek, 1. [12]. A (6.2) alakd halmazra vald vetités numerikus
mddszereit illetleg az [5] cikkre utalunk, amely bdséges irodalomjegyzéket is
tartalmaz.

A (6.1) probléma mas megkozelitése, hogy azt olyan sziikebb értelemben
vett linedris inverz problémaénak tekintjlik, melyben a (v €) pér az ismeretlen,
és ennek megvélasztasara alkalmazunk valamilyen ,,j6” kivdlasztdsi szabdlyt.
Igy a pozitiv esetben szimitsba jon ||v||2 és ||e||? valamely linedris kom-
bindcidjdnak minimalizdldsa a (6.1) feltételek mellett, vo. [4], [17].

A klasszikus legkisebb négyzetek médszere a Z aijv; = b, i=1,...,k

" egyenletrendszer kozelité megolddsdra szolgdl abban a tipikusan k > n-re
eléforduld esetben, amikor az egyenletek inkompatibilisek; ilyenkor a (6.1)
egyenletrendszernek azt a megolddsit fogadjuk el, amelyre ||e||*> minimalis.
Az, hogy ||v]|? és ||e||? valamely linedris kombindciéjat minimalizdljuk, termé-
szetes kozos altalanositasa a 2. pontbeli és a klasszikus értelemben vett leg-
kisebb négyzetek médszerének. A (6.1) egyenletrendszer ily mddon torténd
megolddsdnak axiomatikusan kitiintetett voltat azonban nem sikeriilt bizo-
nyitani t6bbek koz6tt azért, mert a (6.1) alaku egyenletek nagyon specidlisak,
{gy sz sincs arrdl, hogy a (v, e) parokbél képezhetd minden affin altérbél ki
kell tudni vélasztani egy (v,e) part.

Visszatérve a 2. pontbeli értelemben vett inverz problémdkra, egy ,,foly-
tonos” probléma diszkrét kozelitése nem csak az ott vazolt mdédon lehetséges.
Altaldnosabban, a (2.1) kozelitésben az f; fiiggvények egy felosztds celldinak
indikdtorfiiggvényei helyett mas bazisfliggvények is lehetnek, vo. [4]. Ekkor a-
zonban a diszkrét kdzelités mar nem tiikrozi kézvetleniil a folytonos probléma
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geometridjat, és ezért a lokalitds (3.2 definicid) nem tiinik kényszeritd kovetel-
ménynek. Ilyenkor szdmitdsba johet olyan Bregman-divergencia - azaz (4.8)
alaki tdvolsdgfiiggvény — dltal generdlt vetitési szabdlyt alkalmazni, ahol a
®(v) fiiggvény (szigorian konvex és folytonosan differencidlhats, de) nem
):}‘21 #j(v;) alaki. Ezekre az (5.8) Pitagorasz-tétel és kévetkezésképpen a
tranzitivitds valtozatlanul teljesiil, és az 5.1. tétel is kiterjeszthetd erre az
esetre. Nyitott kérdés, hogy a tranzitivitds kovetelménye dnmagaban vagy
esetleg valamilyen egyszeril technikai feltétellel egyiitt elégséges-e az ilyen
vetitési szabdlyok axiomatikus jellemzéséhez.

Vizsgdlatainkban fontos szerepe volt annak a feltevésnek, hogy a szdmitds-
ba vehet vektorok S halmaza vagy a teljes R", vagy ennek a pozitiv kompo-
nensii vektorokbdl 4llé részhalmaza. Kivdnatos volna hasonlé eredményeket
bizonyitani mis S alaphalmaz esetén is; ez sikeriilt arra az esetre, amikor S
mindazon vektorok halmaza, melyek komponensei pozitivak és osszegiik 1, 1.
[11].

Egyszerii észrevétel, hogy a pozitiv komponensti vektorok alkotta S eseté-
re értelmezett 7 reguldris, lokdlis kivélasztdsi szabdlyok kéziil bizonyosaknak
trividlis médon megfeleltethetd olyan # kivélasztdsi szabély, melynek alaphal-
maza S lezdrtja. Nevezetesen, ha a 3.1 tétel szerinti F(v) fiiggvény olyan
fi(vs) figgvenyek Gsszege, melyekre az f;(0) = lim,_o f;(v) hatarértékek
végesek, F(v) folytonos kiterjesztése cl(S)-re egy 7 kivilasztdsi szabdlyt
generdl cl(S) affin altereinek (vagyis (2.2) alaki részhalmazainak) halmazan,
Természetesen ha L affin altere S-nek, akkor cl(L) affin altere cl(S)-nek és

#(cl(L)) = m(L) . (6.2)

Az utébbi észrevételhez kapcsolddik az 5.2. tétel kovetkezd altalinositasa, a
pozitiv esetben. Tegyiik fel, hogy az adott tranzitiv vetitési szabalyt generdlé
(4.5) tvolsdgfiiggvényben szerepld g; fiiggvényekre a ;(0) = lim,_q wji(v)
hatdrértékek végesek. Ekkor az 5.2 tételben a ([_, L; # 0 feltétel helyett
elég azt feltenni, hogy

R
I=[)cl(Li)#0, (6.3)
i=1

ha (5.6)-ban m(L|u) helyett #(Z|u)-t irunk, ahol #(Z|u) az el6z8 bekezdés
szerint értendd. Valdban, F(v|u) értelmezésének v € cl(S)-re vald természe-
tes kiterjesztésével az 5.2 tétel bizonyitdsa véltozatlanul alkalmazhatd, fi-
gyelembe véve, hogy az (5.8) Pitagorasz tétel nyilvinvaldan v € cl(L) esetén

is érvényes.
Az 5.2 tétel fenti dltaldnosabb valtozata érvényes specialisan az I-divergen-
cia vetitésre. Ezt alkalmazva, az (5.2) iterativ ardnyos illesztési algorit-
mus konvergencidja nemcsak akkor allithatd, ha létezik az (5.1) feltételeket
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kielégité pozitiv komponensi v vektor, hanem az is igaz, hogy az (5.3) limesz
létezik és egyenld u-nak az (5.1) feltételeket kielégité nemnegativ kompo-
nensii vektorok halmazara vett I-vetiiletével, ha ez a halmaz nem iires. Ha-
sonléképp, az (5.16) iterdcié mindig konvergdl u-nak az Av = b feltételt
kielégitd nemnegativ komponensi vektorok halmazéra vett I-vetiiletéhez, ha
ez a halmaz nem iires, akkor is, ha nem tartalmaz pozitiv komponensti vektort
(az A matrixra és a b vektorra az iterdcié definidldsa el8tt megfogalmazott
feltételek mellett). Végiil érdekességként bizonyitds nélkiil megemlitjiik, hogy
az (5.16) iterdci6 akkor is konvergens, ha nem létezik az Av = b feltételt
kielégité nemnegativ komponensd vektor. Ekkor v(t) az u-nak azon nem-
negativ komponensti v vektorok halmazara vett I-vetiiletéhez tart, melyekre
az I(Av|b) I-divergencia minima4lis.
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MAXIMUM ENTROPY AND RELATED METHODS: AXIOMS, ALGORITHMS

In this survey, for systems of k linear equations with n unknowns, where n > 3
is fixed and k < n is arbitrary, we consider rules to select a distinguished solution
vector v € IR™. Two cases are treated: (i) the positive case, when solution vectors
with positive components are assumed to exist and the distinguished v is selected
from those (ii) the real case, when there are no such constraints. Certain natural
axioms are imposed on the permissible rules of selection. A set of such axioms imply
that the selected v must be the feasible solution of maximum entropy resp. mini-
mum Euclidean norm, according to the positive resp. real case, or if a prior guess
u € RR" is given, the feasible solution closest to u in the sense of I-divergence (1.8)
resp. of Euclidean distance. Some weaker axioms permit using other distances, viz.
the f-divergences (4.4) or the Bregman distances (4.5). Out of algorithms for mini-
mizing I-divergence, we consider interative scaling (RAS) and generalized iterative
scaling (SMART). Both are particular cases of iterative Bregman distance mini-
mization, whose convergence follows from the Pythagorean theorem for Bregman
distances.
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A KELET-AZSIAI KERESKEDELEM MODELLJE!

SIMON ANDRAS?
Budapesti Kizgazdasdgludomdnyi Egyetem

E modell a nemzetkdzi kereskedelem magyardzatdnak 1ij megkozelitésén alap-
szik. Ennek a megkdzelitésnek az elméleti alapjait [1]-ben ismertettem. Lé-
nyege, hogy a termékek véltozatainak gazdagitdsdval az exportdlék vélto-
zatlan drak mellett, tehdt a keresletté] fiiggetleniil nvelhetik exportjukat.
Igy exportjuknak csak koltségeik szabnak hatdrt, akdr a klasszikus tokéletes
piaci modellben. E felfogds alkalmazdsdra a kelet-dzsiai 1égié gazdasiga a leg-
jobb terep, mert kivdls példat nyujt egyes exportaldk drémai eléretorésére a
vilagpiacon.

1. Altaldnos jellemzdk

A modell tulajdonképpen egy rendszer, amely orszagmodelleket kapcsol 8ssze
a kereskedelmen keresztiil. A kereskedelem modellje a feldolgozott termekekre
korldtozddik. A kovetkezd orszdgok szerepelnek a rendszerben:

USA, Japén, Korea, Taiwan, Fiilop-szigetek, Thaifold, Kina, Indonézia,
Hong-Kong, Maldjfsld, Szingapir.

Ezen orszdgok koziil hét teljes modellel szerepel a rendszerben, melyek az
ICSEAD-ban vagy az illetd orszdgok kutatdhelyein késziiltek. A kovetkezd
modelleket haszniltam:

USA, Japdn: ICSEAD modell (Inada-Wescott)

Korea: KDI-modell éves viltozata

Taiwan: Academia Sinica modell (Lo és tsai)

Kina: ICSEAD modell (Simon)

Fiilop-szigetek: Asian Development Bank modellje

Thaifold: ICSEAD modell (Simon)

A tObbi orszdgra a kereskedelmi modellhez sziikséges valtozdkat exogénnek
tekintjiik. A rendszer szimuldcidja sorozatban térténik, elészdr orszagonként,
majd a kereskedelemre, majd 1jra orszdgonként, stb. Haromféle véltozé van:

iBeérkezett: 1994. janudr 23.

2A tanulminy a szerzének az International Center for the Study of East Asian De-
velopments (Kitakyushu, Japdn)-ben végzett kutatdsain alapszik. A szerzd kdszonettel
tartozik ICSEAD-beli kutatdsi asszisztensének, Jin-Myon Leenek, aki a szAmitdsok tech-
nikai lebonyolitdsidt végezte.
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1. az orszagmodellek szdmdra belsd valtozdk

2. a kereskedelmi modell szdmdra belsd valtozdk

3. osszekapcsold valtozdk.

Egy orszag-modell szimuldldsakor az 1. és a 3. kategdridju valtozdkat sz4-
mitjuk ki, a kereskedelmi modell szimuldldsakor a 2. és 3. tipusu viltozdkat.
Az Osszekapcsold viltozdk

a) vagy az orszagmodellek kimen6 (endogén) valtozéi és a kereskedelmi
modell bemend (exogén) valtozdi:

- termeld kapacitds

— belfdldi kereslet

— belfdldi arak,

b) vagy a kereskedelmi modell kimend (endogén) véltozéi és az orszdgmo-
dellek bemené (exogén) valtozéi:

— exportarak

- importdrak

- export mennyiségek

- import mennyiségek.

A kereskedelmi modell minden egyes kereskedelmi reldciéra meghatérozza
az drakat és a mennyiségeket, de csak az Osszes export és import értékeit adja
&t az orszdgmodelleknek. Ezek részt vesznek a belfoldi kereslet, drak, kapa-
citds meghatdrozdsdban, amelyek azutdn visszacsatoldédnak a kereskedelmi
modellbe. Ebben a tanulmdnyban nem térek ki az orszdgmodellek struktd-
réjdnak tdrgyaldsdra, csak a kereskedelmi modellt ismertetem.

2, Az egyenletek

2.1 Exportdrak

Az drképzési viselkedés leirdsdhoz a piaci struktirdk utdbbi években kidolgo-
zott modelljére tdmaszkodtam. Feltételeztem, hogy a véllalatok piaconként
araznak (,,Pricing to the market”), tehdt minden orszdg N kiilénb5z8 4rat
alakit ki, egyet a belfoldi piacra és N — 1-et az exportpiacokra.

A meghatérozds médja a modellben nem szimmetrikus. A belfoldi drak az
orszdgmodellekben hatdrozddnak meg, koltség-bazison. Ezek az drak mint-
egy lehorgonyozzik a tobbi drat, minthogy az egyes kereskedelmi dramldsok
drainak nincs sajat meghatdrozdjuk, csak az érintett két orszdg drai. Az ex-
portdld és az importdld orszag belféldi drai osztott késéssel hatdrozzdk meg az
adott viszonylat kereskedelmének ardt, melyet kozds valutaban értelmeziink.
Az arvaltozdsokat nem bontjuk drfolyam- illetve koltségek okozta tényezére.
Ez szakmai zsargonban fogalmazva azt jelenti, hogy a a koltségek és az
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arfolyam véltozdsdnak &tterhelési (pass-through) egylitthatdja azonos. Az
osztott késések egylitthatdit tgy korldtozzuk, hogy a leértékelések hosszi
tavon semlegesek legyenek a cserearany szempontjabdl. Ha a kozeli évek
exportarainak siilya viszonylag nagy (az importdrakkal szemben), akkor a
cserearany rovid tdvon romlik. Az export-, illetve importdr Osszes siilydnak
egyezOsége biztositja a cserearany-semlegességet.

o - o i
log pij = arnij + 715 l0g = + 725 log = + 3 log (=) _, + 745 log(==) _,
Ty TJ 7‘{‘ Tj
¢ p
+ 755 log(r—'.)_2 + 7e;j log(r—]') o+ v7i log(pij) -1 + 785t
i i

()

Tt st vsi =2t vy tvs; TF T,

ahol

pij, i # J — exportar dollar-alapon,

p,f‘,p“ii - belfdldi 4r,

i, 7; — valutadrfolyam (helyi/dollar).

Az egylitthatdkra eléirjuk, hogy egy-egy piacon exportdldk szerint azono-
sak legyenek. Hadd fejtsem ki e specifikdcié elnyeit kissé részletesebben.

A legtdbb keynesista modellben az exportarak belféldi valutdban merevek,
ami azt jelenti, hogy a leértékelés rontja a csereardnyt. Az exportarak és az
importdrak kozctt létrejové arszintkiilonbség végtelen ideig eltart, hacsak
az orszdgmodellekben nincs valamilyen beépitett aralkalmazkoddsi mecha-
nizmus. Ha van ilyen mechanizmus, akkor az dralkalmazkodds utdan mar csak
a fizetési mérleg monetdris megkdzelitésével magyarazhatjuk a kereskedelmi
mérleget. A legtobb orszdgmodellben azonban nincsen olyan kifinomult pénz-
ligyi blokk, amely megfelelhetne ennek az elméleti kovetelménynek. Ha a ke-
reskedelmet csak az ar és a jovedelem magyarazza, és a pénziigyi blokk nem
képes arra, hogy az arfolyam hatdsit az Osszkeresletre nyomon tudja kovet-
ni, akkor csak a nemzetkozi araranyok, tehdt a cserearany lehet az egyetlen
tényezd8, amely az import csokkenését kikényszeritheti.

Nem ilyen a helyzet, ha a modell a kindlatot is magdba foglalja. Ahhoz,
hogy a kereslet atvaltson importra, az draranyoknak egy orszdgon bekil meg
kell valtozniuk, ahhoz azonban, hogy a kinélat t6bb exportra 4lljon 4t, elegen-
d8, ha az drak orszdgok kozott kiilonbéznek. A termeldk (kereskedSk) arbit-
razs-tevékenysége né, és ennek kovetkeztében a kereskedelmi mérleg véltozik,
valahdnyszor az orszdgok kozotti drardny valtozik, barmi legyen is a csere-
ardny. Ez a gondolat — Hume pénz-termék aramldsi mechanizmusa — nem
kevesebb, mint 300 éves, csoda, hogy a kereskedelem modellez8inek elkertilte
a figyelmét, bdr a csoddnak van magyardzata: a modellépiték gondolkoda-
sdba az drmeghatdrozdk piacanak tiszta drversenyes viltozata ivédott bele,
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Ugy, hogy a klasszikus modellt teljes egészében elvetették, annak hasznos
elemeivel egyiitt.

Ha a kindlaton keresztiil beépitjiik az drszintkiilonbségek hatésdt is a mo-
dellbe, akkor nincs sziikségiink arra az elméletileg indokolhatatlan feltevésre,
hogy a leértékelések cserearanyhatdsdt orok idSkre valtozatlannak tekintsiik.
A valdsiaghoz kozelebb all, ha magdnak a cserearanynak a hosszitavi vilto-
zatlansdgdt tételezziik fel.

E tanulmanyban nem véllalkozom annak becslésére, hogy mennyiis ez a
hosszii tdv, hanem rédkényszeritem az egyenletekre, hogy leértékelés hatasdra
a cserearanyok hdrom évre kilendiilnek egyensilyi helyzetiikbsl, majd attdl
kezdve egy alkalmazkoddsi folyamattal kézelitenek az eredeti helyzethez. Ez
a hossziitavii csereardny-semlegesség nem jelenti az egységes ar elvének érvé-
nyességét, mert ahhoz maguknak az drszinteknek is az egyenléséghez kellene
konvergdlniuk. A csereardny helyredlldsa példdul gyorsabb lehet, mint az
arszintek kiegyenlitédési folyamata. Ami fontosabb, hogy ez a helyredllas
az orszdgmodellek részérél nem igényli a monetdris szektor kidolgozasat, és
azon belill az drszintek nemzetkozi kiegyenlitédésének modellezését, melyet
az ilyen modellek egyébként sem szoktak kezelni.

Roviden osszefoglalva, a modellben a cserearany-hatds 3 év utan foko-
zatosan eltiinik. Az drszintkiilonbségek hatdsa barmeddig eltarthat, amig
az orszdgmodellek struktiirdja megengedi. A modell tehat nem biztositja a
hossztitdvd vasdrlderéparitds érvényesiilését, ez az orszdgmodellek problémaja
marad.

2.2 Volumenek

Mint ahogy a Szigma el8z6 szdmaban megjelent ismertetd cikkben targyaltuk,
az eladd kapacitdsat a a piacok k6zotti vdrhatd rardnyok fiiggvényeében oszt-
ja fel az értékesitési piacok kozott.

Tegytik fel, hogy e varhatd drarany két orszag vonatkozdsdban az érintett
két orszag belf6ldi drainak aranyatdl fiigg, egy éves késleltetéssel.

A termeékek és a piacok heterogének, kiilonésen egy makrotkondmiai mo-
dellben. Ez azt jelenti, hogy az exporttermékek és a hazai felhasznaldsii
termékek drai egymastdl eltéréen viltozhatnak. A legtdbb orszdgban az ex-
porttermékek termelékenysége gyorsabban né, mint a gazdasdg egészéé, ami
azt jelenti, hogy az exporttermékek relativ dra csékken. Sajnos az arstatiszti-
kék nem kiilénbdztetik meg az exportalhatd és a csak belf5ldén értékesithetd
termékek belfdldi arat. fgy az exporttermékek belfdldi dra helyett a bel-
foldi drszint egészének adatait kell hasznalnunk. A kettd kdzstti eltérést egy
trenddel reprezentdljuk az egyenletben. A becslési eredmények azt sejtetik,
hogy ez a megoldds nem bizonyult teljesen kielégitnek, de sajnos jobb nem
adddott.
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A vdrhatd arardnyok tehat:

= d/T
lo _E—" = Boi; + Gij lo Bi/m + [Ga;t
g 5, Boij Bij log (Pf/rj ) . ,32.1 @

(j=1,...,N, i=1,...,N, i#})

ahol

P, D;. az exporttermék vdrhatd belfdldi dra az exportdlé orszégban, il-
letve az importélé orszag varhatd dtlagos drszintje, k6z0s valutdra dtszamitva,

¢, pJ belfoldi eredetii termékek belfldi ara helyi valutdban,

7, r; valutadrfolyam (helyi/dolldr).

Mivel a varhaté drak nem figyelheték meg kozvetleniil, a (2) egyenletet
nem becsiiljiik kozvetleniil, hanem behelyettesitjiik az aldbbi volumen-egyen-
letbe (az egyenlet speciﬁkéciéjénak magyardzatat [1] tartalmazza):

d + (63_1 + 64l)t
/ L¥] (3)

(i=1,...,N, j=1,...,N, i#j)

log—-&lJ -+-61J log d/ + 625 log
Zjj J /J

ahol

p.,, p§ exportdr (dollarba.n) hazai ar (helyi valutdban),

Z! az i-edik orszig kapacitdsa (tervezett értékesitése).

A tervezett értékesités megintcsak nem megfigyelhetS. Definicié szerint
ez azonos a tervezett kapacitdssal. Mivel a tervezett és a tényleges kapacitds
feltehetSen erésen korreldlnak egymassal, a tényleges kapacitds adatait hasz-
ndltam, mint a tervezett értékesités indikdtordt. Ez azt jelenti, hogy z}., z}.
az i-edik, illetve j-edik orszdg termeld kapacitasa.

Az Osszegzési azonossigot (azt, hogy az értékesitések Gsszege azonos az
osszes fogyasztdssal), ugy biztositjuk, hogy a hazai forrds silydt az osszes fo-
gyasztdsbol maradékként képezzitk. Ez az eljdras azonos a kereslet-meghatd-
rozta modellekben alkalmazottal.

T = x5 — Z:!:.J (j=1,...,N) (4)
-#J

Aziltal, hogy a modell reldciénként becsiili a forgalmat, nem kell megbir-
kéznunk az in. kétszintl koltségvetési korldt problémdjaval, vagyis elegend8,
ha egy orszag kéltekezésére vonatkozdan betartjuk a koltségvetési korlitot,
nem kell azzal is t6r8dniink, hogy az importok dsszessége kiadja az osszes im-
portot. Az &sszes importra ugyanis a relicionkénti megkozelités miatt nincs
sziikségiink kilon egyenletre, az a részek Osszegeként adédik.
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Tovabbra sem biztositott természetesen az, hogy a keresletelmélet Altal
adott egyéb feltételek teljesiiljenek (mint példdul a keresztdrrugalmassigok
tulajdonsagai, stb)

2.3 Egyéb valtozdk

Minden folyééras forgalom (a diagonilis elemek kivételével) a volumenek és
az drak szorzata:

28i; = zijpi; (I #4) ()
Az Osszes export véltozatlan és folydaron:

N
zi.= )z (6)
j=1
i#j
N

z8;. = Z z$;; (M
i=1
3]
Az Osszes import valtozatlan és folyd 4ron:

Ty =) zy (8)

N
.’B$J' = Z 2$.‘j (9)

i#]
Kereskedelmi mérleg a feldolgozott termékek piacdn:
b$j = :st. — .‘L‘$.J‘ (10)
Aggregalt export és import drak:
. 1:$..-
pi= (11)
_z8
pj= z;. (12)

2.4 Adatkorldtok

Az (1)-(4) egyenletrendszer adatigénye igen nagy. Reldciénkénti kereskedelmi
dramldsok és azok drainak adatait igényli.
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Az ENSZ Titkarsiga Osszedllitotta a viligkereskedelem madtrixanak idé-
sorait és az annak megfelel§ drindexeket. Ez az adatbdzis szolgalt modellem
egyik alapjaul. Az adatok Osszeallitdsa azonban specidlis célra késziilt: a
Link-Project keresletdetermindlta, integrdlt nemzetkozi piacot feltételezd ke-
reskedelmi modelljének sziikségleteit elégiti ki. E szerint a modell szerint
az exportarak csak az exportdld szerint kilonboznek és az importdrak az
exportarak dtlagaként adédnak. Mivel az adatdsszedllitok elfogadtdk ezt a
feltevést, csak az exportdrakra gyiijtottek adatokat (egységérték-indexeket),
az importdrakat pedig atlagként szamitottik. Igy az dramldsok 4rindexei
importdldk szerint definiciészerien azonosak. Nyilvdnvald, hogy ilyen adat-
bézissal értelmetlen volna az (1) egyenlet becslése.

A helyes becsléshez dramldsonkénti adatokra volna sziikség. Ezek osszedl-
litdsa meghaladta volna a rendelkezésemre 4llé erdforrdsokat, igy egyszeriibb
megoldédshoz kellett folyamodnom. Mind a 11 orszdgra rendelkezésre &llt az
6sszes import defldtora, nemzeti statisztikai forrdsokbél. A vildg tobbi részé-
nek importdra a

N
Z T.j = E Ty,
j=1 i=1

azonossag felhaszndlasdval volt kiszdmithaté. Az ENSZ adatbdzisdnak érték-
adatait a nemzeti statisztikdk import deflitor adataival elosztva import vo-
lumen adatokhoz jutottam. Ezek természetesen nem voltak konzisztensek
az ENSZ matrixdnak adataival. RAS algoritmus segitségével hoztam létre
a konzisztencidt. Ez az eljards elvezetett ugyan az egyes dramldsok adatai-
hoz, de kétségtelen, hogy nem a ny\jtott dramlasonkénti tobbletinformacidt.
Igy a modell adatbdzisa ténylegesen gyengébb, mint ami a ” megfigyelések”
s24m4bdl litszana.

3. Becslési eredmények

A becsléshez az orszdgok szerinti kereszt metszeti informaciét is fethasznaltam,
feltételezve, hogy az arakra vald reakcidk orszdgok szerint azonosak, csak a
trendekben van kiilonbség. A paneladatok haszndlatdval tulajdonképpen nem
annyira a becslés szabadsagfokanak novelése volt a célom, mint az, hogy ne
probdljak a becsléssel olyan informacidt nyerni, amelyet az adatok nem tar-
talmaznak. Illizid lett volna dramldsok szerinti paramétereket becsiilni olyan
adatokbdl, amelyeket 6sszesen-adatokbdl generdltunk, tehat nem tartalmaz-
nak dramldsonkénti specifikus informacict.

A modellben 11 orszdg szerepel, az adatbazis az 1972-1987-es éveket Sleli
fel. Eredetileg egy panelt szerettem volna feldllitani a 11 x 11 x 16 meg-
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figyelésre. Szdmitdstechnikai korlitok azonban arra kényszeritettek, hogy
felosszam az adatokat. A kereskedelmi dramldsokat importdlé orszdgok sze-
rint felosztva két csoportot alakitottam ki. Az elsé csoportba tartozott az
USA, Japan, Korea, Taiwan, Singapir. Igyekeztem ebbe a csoportba sorolni
a fejlettebb orszdgokat. A masodik csoport orszégai: Kina, Fiilop-szigetek,
Hong-Kong, Thaifdld, Malaysia, Indonézia. Mindkét panelt tovédbb kellett
feleznem megfigyelések szerint. Igy kiilon szémitottam egyiitthatékat az
1972-1979 és az 1980-1987 évekre.

Az alkalmazott becslési eljards az un. becsiilt dltaldnositott legkisebb
négyzetek médszerének (,estimated generalized least squares method”) ite-
rativ viltozata volt, amely egy olyan sulyozott legkisebb négyzetek médszere,
ahol a heteroszkedaszticitas miatti korrekciét minden egyes keresztmetszetre
empirikusan becsiiljiik.

3.1 Exportédrak

Az 1. tdbldzat mutatja az (1) egyenlet becslési eredményeit. Az egyiitthaték
szignifikinsak. Az dregyiitthatdk késési struktirdja olyan, hogy az exportalé
orszagnak t6bb silyt ad a kordbbi években. Ez azt jelenti, hogy a cserearany
a leértékelés fiiggvényében, mielétt kiegyenlitddne, elészor romlik.

1. tdblizat: Aregyenletek egyitihatdi

Exportdl$ orszdg dra | Importdld orszdg dra | késlelt. R? DW
) (t-1) | (t-2) (t) (t—1) | (t=2) | end. v.
1.csoport, 0.58 0.04 | -0.45 0.21 -0.13 0.09 0.37 | 0.979 | 1.99
1. periédus | (10) | (0.4) | (8.8) | (5.2) | (2.5) (2.5) (7.1)
1.csoport, 0.75 -0.3 | -0.34 | -0.08 0.15 0.01 0.62 | 0.958 | 2.55
2. periédus | (18) | (4.4) | (7.6) | (2.4) | (5.3) | (0.3) | (12.3)
2.csoport, 1.06 | -0.57 | -0.15 0.28 | -0.01 0.07 0.3 | 0979 | 2.19
1. periédus | (16) | (5.6) | (2.3) | (4.9) | (0.2) | (1.0) (5.9)
2.csoport, 0.55 -0.5 -0.04 0.01 -0.01 -0.00 0.12 | 0.917 | 1.84
2. periédus | (21) | .(9.5) | (1.0) | (0.8) | (0.3) | (0.01) (2.1)

3.2 Volumenek

A 2. 1dbldzal a kereskedelmi dramldsok egyenleteinek becslési eredményeit
mutatja. Az drelaszticitdsok meglehetSsen alacsonyak. Mint a szimuldcids
eredményeknél latjuk majd, ez azt eredményezi, hogy a japan jen leértékelé-
sének hatdsa olyan, hogy a Marshall-Lerner feltétel csak 5 év utdn érvényesiil.
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Bér lehetnek érvek, melyek ilyen lassi alkalmazkodds mellett szdlnak, a
becsiilt paraméterek valdszinlileg mégis lefelé torzitottak. A problémét az
okozza, hogy a relativ drak tagjdnak szdmlaldja és nevez8je nem ugyanarra a
termékkosdrra vonatkozik, mert a nevez tartalmazza kiilkereskedelmi forga-
lomba nem keriil§ arukat is. Ezeknek az aruknak az dra stabilabb és kevésbé
kotddik az exportarakhoz, mint az exportilhatd termékek belfoldi 4ra. Igy a
két ar hdnyadosa er8sen ingadozhat, aminek az eredményeként a relativ drak
elaszticitdsdnak becslése lefelé torzitott lesz.

A mésodik orszdgesoportra nem mutathatd ki a kindlat vélasza az drakra.
Ez lehet, hogy annak a kovetkezmeénye, hogy az ezekre a kis piacokra szallité
exportSréknek olyan nagy a piaci erejiik, hogy araikkal nem kell a helyi ar-
szinvonalhoz igazodniuk. Ebben az esetben az észlelt arkiilonbségek csak a
termékkosarak eltérésébél szarmaznak.

2. tdbldzat: Keresleti és kindlati drelaszticitdsok

Importdr / belfdldi & | Relatfv belf. &r R? DwW
(keresleti hatds) (kfnélati hatds)
1. csoport, 1. periddus -0.60 -0.44 0.999 | 1.60
(6.1) (6.2)
1. csoport, 2. periédus ~0.23 -0.22 0.999 | 2.31
(2.8) (6.6)
2. csoport, 1. periédus -0.96 - 0.999 | 1.64
(8.0)
2. csoport, 2. periédus -1.05 - 0.999 | 1.50
(11.5)

4, Szimuldcidk

Egy nemzetkozi kereskedelmi modell szimuldcids szdmitdsai alkalmasak arra,
hogy egy orszdgon beliili esemény nemzetkozi hatdsait megbecsiiljik. Gyak-
ran felmeri] példaul az a kérdés, hogy az USA-ban keletkez6 gazdasdgi ,,sok-
kok” milyen hatdst valtanak ki a kelet-azsiai orszdgokban. Igaz-e az a mon-
dds, hogy ha az USA tiisszent, akkor Kelet-Azsia nathat kap?

A hagyoményos kereslet-meghatirozta modellek azt sugallndk, hogy Kelet-
Azsia nagyon érzékeny az USA gazdasigi zavaraira. Ha példdul egy tipikus
orszdg USA-ba vald exportjanak jovedelemrugalmassdga 2 vagy 3, akkor egy
1 szézalékos recesszié az USA-ban 2-3 szazalékos exportvisszaesést kellene
hogy okozzon a Csendes-6cedn tiilsé felén, ami az Gssztermelés 0,5 szdzalékos
visszaeséséhez is vezethet.
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Ez a modell nem mutat ilyen nagy fiigg6séget Amerikatél. Erdekes lehet
megtudni, hogy a kétféle megkozelités predikcidi mennyire térnek el egymads-
tdl. Annak érdekében, hogy kézds bézisunk legyen az 6sszehasonlitashoz, fel-
allitottam egy olyan modell-véltozatot is, amely az orszdg-modelleket illetSen
azonos az eredeti modellel, de a kereskedelem egyenletei mads, keresletorien-
tdlt specifikacidéra épiilnek.

4.1 A keresletorientdlt modell

Ez a modell tulajdonképpen nem egy tipikusan keynesidnus modell. Annak
érdekében ugyanis, hogy minél kevesebbet véltoztassak az eredeti modellhez
képest, megériztem a piaconként valtozé arképzés feltevését. fgy csak a (4)
egyenlet helyébe 1ép egy madsik:

Dij
p§/ri

Tij = €oij + €14 log zj; + €ailog (13)
Ez a médosits alapjaban megvéltoztatja a modell viselkedését.

A becslési eredményeket két tdbldzat tartalmazza. A 9. tdbldzat az sr-
elaszticitdsokat, a 4. tdbldzat a jovedelemelaszticitdsokat mutatja. Az drelasz-
ticitdsokat a becslés ligy korldtozta, hogy orszédgonként azonosak legyenek,
mig a jovedelemelaszticitdsok orszdgonként kiilénboznek.

3. 1dbldzat: Arelasaticildsok a keresleti modellben

Arelaszticitds R? DW
(ea)

1. csoport, 1. periédus -0.77 0.999 | 1.46
(9:5)

1. ceoport, 2. periédus -0.92 0.999 | 2.52
(11.7)

2. csoport, 1. periéddus -0.84 0.999 | 1.59
(8.4)

2. csoport, 2. periédus -1.23 0.999 | 1.62
(15.1)
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. tdbldzat: Keresleti elasziicitds a keresleli modellben

Orszdgok 1. periédus 2. periédus

elasztic. | t-préba | elasztic. | t-préba
USA 4.3 (19) 4.2 (28)
Japédn 19 (6.4) 1.5 (6.3)
Korea 14 (12) 1.3 (9.6)
Taiwan 0.8 (6.8) 1.0 (2.6)
Fiilép-szigetek 3.9 (18) 1.9 (2.4)
Thaifld 0.7 (8.9) 1.3 (10)
Hongkong 1.2 (16) 1.6 (14)
Indonézia 0.2 (1.0) 2.2 (7.6)
Malaysia 1.0 (10) 1.4 (12)
Singapur 1.4 (8) 0.5 (2.8)
Kina 23 | (4.6) 22| (1.6)

149



150

4.2, Eredmények

Simon Andrds

Az Osszehasonlitds érdekében mindkét modellel azonos szimuldciékat futtat-
tam le. Az egyik modellt keresleti, a mdsikat kinlati modellnek hivom az
egyszerliség kedvéért. Valdjaban tudjuk, hogy az utébbinal a helyes elnevezés
az arak és viltozatok versenyének modellje lenne.

5. tdbldzat: Szimuldcids hibdk (1972 - 1987)

export Kinélati modell Keresleti modell
véltozék A B C D A B C D
US 1244.81 | 1010.98 97 .81 | 1854.16 | 1498.41 1.45 1.18
Japén 5387.99 | 4017.43 3.76 3.06 | 5197.26 | 4063.72 4.14 3.38
Korea 608.19 493.81 4.54 3.76 | 1351.45 931.15 | 10.78 7.37
Taiwan 754.71 619.25 4.62 3.74 | 1733.84 | 1090.45 6.27 5.01
Singapur 740.98 585.14 8.88 7.61 830.98 533.22 6.82 5.01
Fiilép-sz. 261.31 155.45 | 14.51 9.14 357.84 276.55 | 22.71 | 15.56
Thaiféld 281.13 183.65 7.01 5.76 340.19 204.56 7.35 5.86
Hongkong 1868.68 | 1206.14 7.11 5.58 | 1990.07 | 1467.30 9.43 7.64
Indonézia 482.83 307.67 | 15.38 | 13.02 358.54 240.18 | 12,78 | 10.58
Malaysia 179.66 158.88 4.91 4.17 305.43 239.53 6.80 5.70
Kina 726.35 535.52 5.40 4.71 | 1560.76 824.69 7.22 5.65
exportdrak Kinslati modell Keresleti modell
véltozék A B C D A B o] D

uUs .00 .00 .42 .36 .00 .00 .42 .36
Japédn .03 .02 2.74 2.19 .03 .02 2.72 2.17
Korea .01 .01 2,11 1.49 .02 .01 2.19 1.52
Taiwan .02 .02 2.63 2.02 .02 .02 2.63 2.01
Singapore .04 .03 4.79 3.56 .04 .03 4.90 3.65
Fiilép-sz. .04 .03 5.17 4.08 .04 .03 5.28 4.11
Thaifsld .02 .02 3.01 2.27 .02 .02 3.02 2.27
Hongkong .02 .01 2.45 1.73 .02 .01 2.34 1.71
Indonézia .05 .04 7.57 6.37 .05 .04 7.38 6.26
Malaysia .02 .02 3.20 2.81 .02 .02 3.17 2.78
Kina .03 .02 3.76 3.03 .03 .02 3.68 3.01

A = hibdk szérdsa (RMSE)
B = itlagos abszolit hiba (AAE)
C = relativ hibaszérds (RMSPE)
D = relativ dtlagos abszolit hiba (AAPE)
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1. dbra: Szimuldcids hibdk szdrdsa (1972-1987)
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Keresleti sokk

Elsszor egy keresleti sokk hatasat szimuldljuk Kelet-Azsidra. A kévetkezd
kérdésre keressiik a véalaszt: hogyan valtoznak az érintett orszdgok f6bb val-
tozdi, ha az USA fogyasztdsi hajlanddsiga 1 szdzalékkal csdkken? Mintaként
csak Japdn és az USA adatait kozlom a 6. T'dbldzatban. A tSbbi orszdgra az
eredmény nagyon hasonlé. A két modell nagyon kiilonbGzének mutatja Japdn
gazdasdgi érzékenységét az USA-t6l. Az USA fogyasatdsanak egyszeri (egy
évig tart6) autoném novekedése multiplikdtor-hatds révén néveli az USA-
ban is és Japanban is a keresletet, az el6bbiben az els§ évben 1,3 szdzalékos
a n6vekedés, az utébbiban 0,22 szdzalékos. Ez nagyon magas szdm, hiszen
a japdn export nem tobb, mint 1,2-2 szdzaléka az USA GDP-jének és 3-
5 szdzaléka a japan GDP-nek. A kindlati modellben az dtgydrlizé hatés
kisebb. A multiplikdtor-hatas nagyobb otthon és kisebb Japidnban., Az elsd
évben a GDP multiplikdtora 0,06 szdzalék. Az eltérés az importelaszticitdsok
kiilonbségeib8l adédik. A keresleti modellben a hatést felnagyitja az irredlisan
magas jovedelmi rugalmassag.
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A keresleti modell torzitdsai nyilvinvaldak még akkor is, ha nem szdmi-
tunk szimuldciékat. Gondoljuk meg, hogy az USA recesszidja esetén Kelet-
Azsidban Jjobban kellene cstkkennie az oda irdnyuld exportnak, mint az atlag.
Valdjaban a tapasztalat egészen mast mutat: a kelet-dzsiai export éppenhogy
ellendllébb a recesszidkkal szemben. A keresleti modell keretei kdzétt gondol-
kodva azt kellene mondanunk, hogy a piac aszimmetrikusan viselkedik re-
cesszidban és fellendiilésben, pedig csak a figyelmen kiviil hagyott kinalat
az, ami az aszimmetrikus viselkedés ldtszatdt kelti: a kindlat hatdsa mind re-
cessziéban, mind a fellendiiléskor pozitiv el6jellel adédik hozza a keresletéhez.

6. tdbldzat: Multiplikdtorok, ha az USA fogyasztdsi hajlanddsdga
1 szdzalékkal né

USsA 1.év | 2.év | 3.év | 4.év | 5, év

Import Kinédlati modell 0.51 0.05 0.06 0.07 0.05
Keresleti modell 1.89 0.65 0.16 0.18 0.11

Export Kinélati modell 0.10 0.06 | -0.03 | -0.02 0.02

Keresleti modell | 0.25 0.06 | —-0.06 | -0.04 0.03
Keresk. mérleg | Kfndlati modell | -1.04 0.09 0.04 | ~0.07 | -.011
(md. doll4r) Keresleti modell | -3.08 | -1.22 | -0.33 | —0.46 0.36

GDP Kfmnélati modell 1.45 0.40 0.07 0.09 0.05
Keresleti modell 1.30 0.30 0.03 0.04 0.00

Belfldi &r Kfmaélati modell | -1.44 0.18 0.24 0.25 0.29
Keresleti modell | -1.40 0.17 0.20 0.20 0.21

Csereardny Kfnélati modell | -0.21 0.04 0.13 0.08 0.05
Keresleti modell | -0.16 0.02 0.10 0.07 0.04

Japin 1.év | 2.év | 3.év | 4.8&v | 5. év

Import Kindlati modell 0.10 0.12 | -0.01 | -0.00 0.01
Keresleti modell 0.46 0.17 | -0.02 0.02 0.05

Export Kinélati modell 0.33 0.04 | 0.04 0.04 0,03

Keresleti modell 1.21 0.49 0.11 0.11 0.06
Keresk.mérleg | Kinélati modell 0.63 | -0.06 | -0.00 0.05 0.06

(md. doll4r) Keresleti modell | 1.87 | 0.76 | 0.20 | 0.26 | 0.19
GDP Kinédlati modell 0.06 0.02 0.02 0.02 0.03
Keresleti modell 0.22 0.14 0.08 0.07 0.08
Belféldi &r Kinélati modell -0.03 0.02 0.04 0.04 0.04
Keresleti modell 0.01 0.07 0.10 0.10 0.10
Csereardny Kinédlati modell 0.42 | -0.04 | -0.20 | -0.12 0.07

Keresleti modell 0.45 0.04 | -0.14 | —0.07 0.03
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4.3 Arfolyam-sokk

Az érfolyam-sokk szimuldcid egy 10 szdzalékos jen-leértékelés hatdsét szamitja
ki. Egy felértékelés hatdsa természetesen egyszeriien az elSjelek megvéltoz-
tatdsdval adédik.

7. tdbldzat: Multiplikdtorok a jen 10 szdzalékos le€rtékelése esetén

USA 1.év | 2.év | 3.év | 4. &v | 5.év

Import Kindlati modell 0.16 0.46 0.40 0.33 | 0.26
Keresleti modell 0.50 0.68 0.50 0.24 | 0.02

Export Kindlati modell | -0.06 | -0.15 | -0.14 | ~0.14 | 0.13

Keresleti modell | -0.32 | —-0.27 | -0.23 | -0.26 0.23
Keresk. mérleg | Kindlati modell 1.44 1.20 0.69 0.43 | 0.22

(md. dollér) Keresleti modell | 0.40 | 0.54 | 0.48 | 0.44 | 0.86
GDP Kinélati modell | -0.09 | -0.07 | -0.01 | -0.02 | 0.03
Keresleti modell | -0.16 | -0.13 | -0.05 | -0.03 0.00

Belfcldi &r Kindlati modell | -0.28 | -0.39 | —0.37 | —0.36 0.35
Keresleti modell | -0.24 | -0.38 | -0.41 | —0.40 | 0.40

Ceereardny Kindlati modell 1.04 1.12 0.76 0.53 | 0.35
Keresleti modell 1.00 1.12 0.81 0.51 | 0.35

Japdn 1.év | 2.év | 3. év | 4.év | 5. év

Import Kindlati modell | -0.42 | -1.17 | -1.09 | -1.07 | 0.95
Keresleti modell | -2.13 | -2.01 | -1.72 | -1.78 1.55

Export Kindlati modell 0.87 | 1.62 1.33 1.12 | 0.99

Keresleti modell | 1.74 | 2.34 | 1.73 | 1.24 | 0.86
Keresk. mérleg | Kfndlati modell | -1.70 | -1.20 | -0.53 | -0.15 | 0.24

(md. doll4r) Keresleti modell 0.16 0.17 0.24 0.40 0.24
GDP Kindlati modell 0.48 0.12 0.10 0.09 0.26
Keresleti modell 0.71 0.35 0.31 0.24 | 0.38
Belfdldi Ar Kin4lati modell 4.27 4.25 4.55 4.65 4.80
Keresleti modell 4.27 4.30 4.64 4.75 | 4.91
Csereardny Kindlati modell | -2.14 | -2.25 | -1.33 | -0.93 | 0.69

Keresleti modell | -1.91 | -2.12 | ~1.28 | —0.88 0.69

Feltiind, hogy milyen sok4ig tart, amig a kereskedelmi mérleg javulni kezd
a kindlati modell szerint. A keresleti modellben ezzel szemben a javulds késés
nélkiili és a mennyiség valtozdsinak a hatdsa mdr az els§ évben déntd. A
kindlati modellben az elsé négy évben a cserearany romldsanak a hatdsa
nagyobb, mint a volumenvaltozasé, és csak az 5. évben javul a mérleg értéke.
Bér az drelaszticitdsok becslésének mar emlitett torzitottsdga eltiilozhatja
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az alkalmazkoddsi folyamat becsiilt hosszdt, az utébbi 6 év eseményei az
USA-Japan kereskedelemben megerSsiteni ldtszanak az eredményt. A dolldr
1985-ben megindult gyengiilése évekig nem hozta meg a japdn kereskedelmi
meérleg romldsat. Ez érthetd, ha meggondoljuk, hogy a forgalom véltozasai
mogott jorészt a kindlat viselkedése 4ll. Marpedig a termelSknek idére van
sziikségiik, hogy dtallitsdk terveiket, megvaltoztassdk piaci stratégidjukat, j
lizemeket allitsanak fel, stb. A felszinen a véltozds vigy mutatkozhat meg,
mint a jéovedelemrugalmassdgok megvéltozdsa, mint ahogy az tSbb forrdsban
is szerepel.? Valdjaban ez a kindlat hatdsa, a japan cégek exportstratégidjag.

Erdekes, hogy mindkét modell jél kdzeliti a tényeket, mégis egészen mds
predikciéra vezetnek. Ez a tény arra figyelmeztet, hogy a modellek megalko-
tdsandl nem a fliggvények illeszkedési tulajdonsagai a fontosak, hanem a mé-
gottik 1évé kozgazdasagi elmélet.

4.4 Modellméret, szimuldciés technika

A modellrendszer 1300 egyenletbél all. Ahhoz, hogy ez kezelhetd legyen
személyi szamitégépen az AREMOS szoftverrel, a feladatot fel kellett osz-
tani. Kiilon futtatjuk az orszdgmodelleket és a kereskedelmi modellt. A
kapacitds és a belfoldi drak egzogének a kereskedelmi modell szdmara, de
endogének az orszigmodellekben. Az export és import drai és mennyiségei
egzogének az orszigmodellekben, de endogének a kereskedelmi modellben.
Az orszdgmodellek szimuldcidinak outputjai képezik a kereskedelmi modell
inputjait és viszont. Egy AREMOS program gondoskodik az outputok és
inputok diszken vald tdroldsardl illetve hozzaférhetéségérél és az iteracidkrol.
Mintegy 5 szimuldcié kielégité konvergencidt biztosit. Futtatdsa 5 évre mint-
egy 2 ordt vett igénybe egy 25 Mhz 386-0s AT-n, ram-diszk nélkiill. Ez az
eljards kissé nehézkesnek és lassinak tiinhet, de kétségteleniil egyszeriibb,
mint barmilyen nagygépes megoldas.

Az (1] cikk nemcsak a modell elméleti hdtterének leirasat, de a kapcsolédd
irodalmi hivatkozdsokat is tartalmazza. A modellben szerepl6 Skonometriai
orszagmodellek leirdsait az érdekl6d8 olvasd szamdra a szerzd szivesen ren-
delkezésre bocsétja, de sajnos publikdlt leirdsuk nem létezik.

Irodalom

1. Simon Andrds (1993): A nemzetkdzi kereskedelem modellezése heterogén
termékek esetén. Szigma 24 (1993). 1-21.

2L4sd példdul az [1] cikk irodalomjegyzékében a kdvetkezdket: Nomura Medium-term
Economic Outlook for Japan and the World (1989) vagy Industrial Bank of Japan (1990).
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A MODEL OF EAST-ASIAN TRADE

The author applies his ideas on trade determination explained in the previous issue
of this journal in an empirical model. His model contains variables that explain
variety competition together with traditional variables of price competition. The
model is designed in a way that it has the classical property of the law of one
price for tradable goods in the long run and terms of trade effects of the Neo-
Keynesian tradition in the short run. Differentiating among trade prices flow-by-
flow it contains pricing-to-the market effects as well. It contains simulation results
in comparison with a purely price competitive model.
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, AZ ARVALTOZASOK ES A JOVEDELEMSZINT
VALTOZASA KOZOTTI KAPCSOLAT MODELLEZESE
AZ ELELMISZERGAZDASAGBAN:

VINCZE MARIA
Babeg-Bolyai Tudomdnyegyetem, Kolozsvdr

Az élelmiszergazdasag fejlddésének alapvetd feltétele a jovedelemérdekeltség
biztositdsa a vertikdlis linc minden eleme szintjén. Az a feltevés, hogy a
feladat megoldhatd az élelmiszergazdaségi rendszer f8bb lincszemei kozti jo-
vedelematcsoportositdssal ellentmond a tényeknek, mert példdul jelenleg Ro-
ménidban nem csak a mezégazdasigi, de az élelmiszeripari egységek j6 része
is réfizetéses vagy jobb esetben is az 4tlagos nemzetgazdasagi jovedelmezdségi
ratdnal alacsonyabb értéket ér el. A valds feladat: megteremteni a jévedelem-
termelés feltételeit minden egyes léncszem vonatkozdsdban. Tanulmanyunk-
ban a mezégazdasig és az élelmiszeripar teriiletén vizsgaljuk azoknak a kiilsg
és belsd feltételeknek az Osszefiiggéseit, amelyek a jovedelmezdség valtozdsat
befolyéasoljak.

1. A modell koncepcidja

A piacgazdasdg koriilményei kozott a legtobb vallalat az input és output
drakkal mint kiilsd tényez8kkel szdmol, amelyek a jovedelmezSséget déntd
mértékben befolydsoljdk. A mez8gazdasidgban az agrirolld alakuldsat tekin-
tik dontdnek, mig az élelmiszeriparban féleg a mez8gazdasagi alapanyagok és
az élelmiszertermékek termelési dra kozti ardny valtozdsa a mérvads. Ez a
megkozelités azon alapszik, hogy a mez8gazdasagban és az élelmiszeriparban
is dtlagosan 60%-os nagysigrendii az a koltséghinyad, amit az ipari in-
putok jelentenek a mezdgazdaségban, illetve a mezdgazdaségi nyersanyag
koltsége tesz ki az élelmiszerek Snkoltségében. A kiilsd tényezdként kezelhetd
dralakuldst a véllalatok csakis a belsének tekinthets hatékonysdgi tényezék
alakitdsdval ellensilyozhatjdk. A mennyiségi osszefiiggések levezetésénél né-
hdny egyszeriisitd feltételt fogadtunk el:

o Egytermekes input-output kapcsolat esetét vizsgdljuk, azaz egyszeri
indexszel dolgozunk és ismertnek tekintjik a termelési fiiggvényt.

1Beérkezett: 1994. janudr 23.
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e A villalati jovedelem valtozdsdnak szdmitdsdnal dllandénak tekintjiik
a bérjellegii koltségeket, valamint a termelési tdmogatasok és elvondsok
egyenlegét is az egymast kévetd id8szakokban; igy a mezégazdasdgban
a bevételekbdl az ipari inputok koltségeit, mig az élelmiszeriparban
csak a mezdgazdasigi nyersanyagok koltségeit vonjuk le a bevételekbd]
a jovedelem becslésénél, illetve a jovedelem valtozasi indexének a sza-

mitdsanal.

Az elsé feltevés csak a képletek levezetésének az egyszeriisitését szolgilja, a
szamitdsok, bizonyitdsok Gsszetett index esetén is fennallnak; ezt ellenériztiik
is. A mdsodik feltétel lehetévé teszi, hogy a jovedelem valtozasdnak gazdasigi
elemzése sordn az agrirolld, illetve az élelmiszer- és agrérar ardnyanak a
véltozdsdra alapozhassunk (2), amelyek makrogazdaségi szinten is kénnyen

nyomon kovethetdk.
Az aldbbi jeldléseket vezettiik be:

1. tdbldzat

bézis jelen
id6szak | id8szak

Mez8gazdaségi input drak PIt P!
Mez8gazdasdgi output, illetve élelmiszeripari input drak POY PO!
Elelmiszeripari output &rak PAY PAl
Mezdgazdaségi input volumen QIU Q[l
Mezégazdaségi output volumen QO° QO!
Elelnﬁszeripari input volumen Qgg QO;
}élelmiszeripari output volumen QAO QAI
Mez8gazdasigi véllalati bruttd nyereség NOY NOt
élelmiszeripari vallalati brutté nyereség NAY NAlT
MezSgazdasigi termelési érték TOY TO!
Elelmiszeripari termelési érték TAY TAT
Mezdgazdasigi termelésben felhaszndlt ipari input koltsége KI® KIT

Vizsgaljuk meg el6bb részletesen a mezdgazdasagi lancszem jovedelmezd-

ségi tényezsit.

2. A jovedelmezoség véltozdsa és az agrdrollé kozti

osszefliggés a mezogazdasdgban

A gazdasdgi elemzés alapjit a kovetkezd Osszefliggés képezi (levezetését lasd
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az 1. fiiggelékben):

QOO-POO(Qol-Pol_i ) i Qo' prt

QI" PO \Qov. Po° _ "9/ T™N° Qn _ Bp, (1)
QO™ PO! Q0" ~ POT
Q00 - PO QI  Pov

Az (1) Ssszefliggésben szereplS mennyiségek jol koriilirhaté gazdasdgi tar-
talommal birnak:

a 0 . 4 ’ ’ ’ ’ ’ s Y
%%é%— — az input értékének a hatékonysdgat méri a bazis
‘ id&szakban (HI?)
1 1 " ’ v T 4 I . v
8% - a mezdgazdaséagi termelési érték indexe (iro)
iNo - a mezdgazdasagi vallalat bruttd nyereségének indexe
1 0 . . T s 1 ’ 2’
%% : %%— - az inputfelhasznédldst méré transzformdcids tényezd

indexe (igr)
%;— g ;%:T az agrarolld, vagyis a mezégazdasagi input és output

arvéltozasok aranya (i;0)
Ezeknek a jeloléseknek a felhasznaldsdval a fenti (1) osszefuggés igy irhatd
fel:
HI(iro —ino) + ino
iTo
vagy a nyereségindex kifejezésével

“1HI =0 (2)

iT_O_HIS'iHI_iIO (2/)
i1 HIY —1

iNo =
Ezek a tényezdk azonban nem fliggetlenek egymdstdl, konnyen levezethetd az
aldbbi azonossdg:
ito = — " iks (3)
o
ahol a mezdgazdasagi termelési érték indexe (iro) egyenld az inputfelhasz-
nélds transzformdacids indexe (igy) és az agrarollé (i;o) hdnyadosa szorozva
az ipari input koltség érték indexével (igr).

Ebbél viszont vildgosan kitlinik, hogy a mezdgazdasigi termelés valtozasat
féleg az agrarolld és az ipari input koltség érték véltozdsa, valamint a haté-
konysdgi transzformacids index véltozasa befolydsolja. Ezek kozll az agrarollé
alakuldsa a kills6 tényezd és részben az input koltség alakuldsa is killsének
tekinthetd; belsé — véllalati — szinten kezelhetd viszont a hatékonysdg be-
folyasoldsa. Ha a vizsgdlt id6szakban nem valtozik az ipari input felhasznélds
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és azonos ardnyban véltoznak az input és output drak, akkor a mezégazdasagi
termelés névekedését déntden az inputfelhasznalds hatékonysdganak a vélto-
zasa hatdrozza meg.
Ha a (3) azonossdgot a (2’) Osszefliggésbe behelyettesitjiik, akkor az aldbbi
képletet kapjuk:
_ k1 HI-inr—iro 4
o HI? -1 (4)
A (2’) és a (4) Osszefiiggések olyan modellnek tekintheték, amelyek lehetvé
teszik az egyes tényez8k hatasinak vizsgdlatdt a jovedelmezdségre. Ha felté-
telezziik, hogy a bdzisévben az input értéke (QI° - PI%) az output értékének
(QOY - PO%) 60%-at teszi ki, akkor HI? = 1,66 és

HE i1 =10 y 5i0r — 1,510

HIO-1
ahonnan )
iNo = 222, 5igy — 1, 5i10) , (2"
1y
illetve '
3 i . .
iNOo = _K—I(2,5IH[ -1, 51[0) . (4’)
tro

Lényeges kérdés, hogy az agrarollé nyildsa esetén (irg > 1) milyen fel-
tételeknek kell teljesiilnick, hogy a jovedelem névekedjék (iyo > 1). Erre
vonatkozdan a szakirodalombdl [3, 2] ismert két ekvivalens feltétel: az input-
felhaszndlds hatékonysdgdnak névekedése meghaladja az agrrolld nyitasit
{(ixr > io); illetve a mezdgazdasdgi termelési értékndvekedés nagyobb fokd,
mint az ipari inputkoltségek novekedése (i7o > ixr). Barmelyik feltétel telje-
siilése esetén a jovedelem az agrarollé nyitdsa mellett is novekedik (invo > 1).

A (2) Osszefiiggésbél az a kevésbé szigori feltétel is levezethetd, hogy
a brutté nyereség szinten tartdsa vagy névelése (iyo > 1) az agrarollé nyi-
tdsdndl alacsonyabb iitemd inputhatékonysdg-névekedés (igy < iro) esetén is
megvaldsithatd. Ehhez viszont az sziikséges, hogy a mezégazdasigi termelési
érték novekedése meghaladja a nyereség névekedését (irp > ing), ami a
gyakorlatban dltalinos jelenség. A fenti kijelentés igazoldsdra bevezetjiik az
alabbi jel6lést:

b= HI(iro - ivo) +ino
iTo

(8)
Egyszertien igazolhatd, hogy k > 1, azaz

HI)(iro — ino) + ino > ito ,
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mivel
(HIE —1)(iro —ino) > 0, ha iro > iNO -

A (2) Osszefliggés a bevezetett jeloléssel k - ig; = ijo, azaz igy = ifo/k
formaban irhatd, és mivel k > 1, kdvetkezik, hogy igr < i0.

A kovetkezékben bemutatjuk, hogyan hasznalhatdk a (2°) és (4) Ssszefiig-
gések a bruttd nyereség véltozdsdnak (iyo) tanulmdnyozdsdra az agrarolls
(iro), az input transzformdciés hatékonysdg (inr), a mez8gazdasigi terme-
lési érték (iro) és az ipari inputkdltség (ix ;) véltozdsdnak a fliggvényében.
Mennyiségi szimuldcié végezhetd, ami a dontéshozatal jobb megalapozottsd-
gat és a koherens tervezést segitheti el6.

Jeldljik a tanulmdnyozott tényez8k valtozasdnak a mértékét a kovetkezs-
képpen:

L PR g Gnm myw U g sy
100) 1o — 100) HI = 1001 TO = ma K1 = W(Os))

A kdvetkezd tipusu kérdésekre kaphatunk mennyiségileg jellemezhetd valaszt:

ivo =1+

- Hény szdzalékos input transzformdcids hatékonysdgi tényezd (¢ =7) mel-
lett érhetd el a bruttd nyereség a szazalékkal valo novelése, ha az agrarolld
nyitdsdt b szdzalékra becsiilik és a mezégazdaségi termelési érték d szdzalékos
névekedését tervezik, ismerve a bdzisév inputértékének hatékonysdgat (H12)?
A (2) Gsszefiiggésbd] a (6) jelolések felhasznaldsdval azt kapjuk, hogy

c (1+ 155) 1+ 1%5)

14 —= )
100 HIY(1+ {55) + (14 35)(1— HI?)

™

ahonnan c értéke kifejezhets. Hasonléképpen valaszolhatdk meg mds kérdések
is, példaul:

- Milyen mez6gazdasdgi termelési értéknovekedést (d =?) szitkséges biz-
tositani ahhoz, hogy az elézetesen becsiilt b szdzalékos agrarollé-nyilds mellett
a jovedelem ne csokkenjen (iyo > 1), feltételezve, hogy az input transz-
formdcids hatékonysdgi index ¢ szdzalékos cs6kkenése virhatd?

~ Hény szazalékos agrarollé-nyitds (b =?) mellett tarthatdk szinten a val-
lalati jovedelmek (inyo = 1) abban az esetben, ha a mezégazdasigi termelési
érték viltozdsa d szdzalék, az inputhatékonysagi indexé pedig ¢ szdzalék?

- Hény szdzalékos brutts nyereségvaltozds (a =?) érhetd el, ha az agrérollé
nyildsa b, a mezégazdasigi termelés viltozdsa d, és az input hatékonysagi
index véltozdsa c szdzalékos?

- Hany szdzalékos bruttd nyereségvaltozds (a =7) érhetd el, ha az agrarolld
nyildsa b, az ipari inputkdltség valtozdsa e és az input hatékonysdgi index
véaltozdsa c szdzalékos?
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Vizsgdlhatd a tényezdk 1 szdzalékos véltozdsanak (az elaszticitdsnak, ru-
galmassdgnak) a hatdsa is, valamint két vagy tobb tényezd kézotti kapcsolat,
adottnak tekintve a tobbit. Gyakorlati elemzések céljabdl ajinlatos nomo-
gramot, tabldzatot dsszedllitani.

Az élelmiszertermelés mezSgazdasidgi ldncszemének elemzésébdl kitiinik,
hogy a jovedelmezdség véltozasat befolydsolja az ipari inputkdltségek alaku-
ldsa és az agrarollé véltozdsa mint kils§ tényez8k, valamint az ipari input
felhasznaldsi hatékonysdga, illetve a mez8gazdasdgi termelési érték viltozasa,
mint a véllalaton belilli tényezék.

3. A jovedelmezdség véltozasdt befolydsolé fobb ténye-
z6k az élelmiszeriparban

Az élelmiszeriparban a legnagyobb kéltséghdnyadot a mezégazdasigi nyers-
anyagok jelentik, igy ezek drvaltozdsa, illetve hatékony feldolgozdsa déntd
médon hat a jovedelmezdség, igy a brutté nyereség alakuldsdra is. Fel-
hasznélva a mar bevezetett jeloléseket, a fenti meggondoldsok analdgisjdra
levezethetS a kovetkezd Ssszefliggés:

QA" . PA® [QALl. PAL ival 4 QA  por
—INA NA —=A~7 -
QOJ - POY |QAY-PAD QO} _ PO? ®
QAl. pAl QAY — pal’
QAY . PAO Q0%  PAD

Az egyszerlisitl jeloléseket alkalmazva az aldbbi képletet kapjuk:

HOXiza —ina) +ina
iTA

“igo =04 (9)
ahol

HOY afeldolgozott mez3gazdasagi nyersanyag értékének gazdasagi hatékony-
sagat méri a bdzisévben;
ira az élelmiszer termelési érték indexe az elemzett id8szakban;
ina a brutté nyereség indexe az élelmiszeripari véllalat szintjén;
igo a mezdgazdasagi nyersanyag kihozatali-hatékonysdgi indexe;

ioa a mezdgazdasigi nyersanyag és az élelmiszeripari termék arvaltozasi
indexeinek az aranya.
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A nyereségindex értékét kifejezve kapjuk:

. _ira HO? -igo —ioa :
S = HO9—1 )
Levezethetd a tényezdk kozotti aldbbi dsszefliggés is:

) i ) )

iTa = 22 Lipo - iy (10)
t0a
ahol
_ 90 Q0

¥ = Qot ‘ Qoo
az 6ssz mez&gazdasigi termelés feldolgozasra keriilé részardnydnak indexe.
Ha feltételezziik, hogy QO, = QO, akkor iy =1 és
iHO " iTO
O 10/
o (101
A (10) azonossdgot behelyettesitve a (9’)-be kapjuk:

irTg =

) iro iy HO? - igo —ioa

iNg = iOAJ. }{02_1 (11)
A (9”) és a (11) Ssszefliggések lehetSséget nydjtanak arra, hogy az élelmi-

szeripari véllalatok jovedelmezdségének véltozdsdt vizsgdljuk a kiilsé (ipg4,

iro), valamint a bels§ tényez8k (HO®, igo) vdltozdsai fiiggvényében adott

feldolgozdsi arany (iy) valtozds mellett.
Az elemzések konkrét mennyiségi formdban végezheték ugyanolyan médon,

mint ahogy azt a mez6gazdasagi véallalatok esetében kifejtettiik.

4. Az élelmiszertermelési linc jovedelmeziségét befoly4-
solé tényezék kapcsolati modellje

Miutédn az ipariinput (I) és a mezdgazdasagi output (O), illetve a mezégazda-
sagi input (O, ) és élelmiszeripari output (A) vonatkozdsaban levezettiik a jo-
vedelmezdségi osszefiiggéseket, most ezek Osszekapcesoldsdval az ipari input —
mezd8gazdasagi termék — élelmiszeripari output képezte linc jovedelmezéségi
tényezdit foglaljuk egy képletbe.

Egyszerliség kedvéért feltételezziik, hogy csak az ipari feldolgozasra keriild
mezégazdasagi termelést vessziik szdmba, azaz QO = QO,, és akkor az aldbbi
Ssszefliggést kapjuk (levezetés a 2. fliggelékben):

HIS . HOE('lTA - 1_N) + iN
iTA

“igr -igo =110 *ioa (12)
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ahol
iNA - ﬁ +ino - 1%
i = 1 1 e (13)
Noo t wao
NO®=QO0°. PO° —QI°. PI°,
és

NA®=QA" . PA" - QO°. PO°,

azaz a bruttd nyereség értéke a bdzisidészakban a mezégazdasigi, illetve az
élelmiszeripari véllalat szintjén.
A (12) Ssszefliggésbél kifejezhetd a nyereség indexe is:

i o A HIZ HOZ ins-igo —iro ioa (14)
N = 41 imo HIO - HOV — 1

Rendre behelyettesitve a (10°) és a (3) dsszefliggéseket, a kdvetkezd képleteket
kapjuk:

iv = _tro  HIZ-HOZ-ipr-igo —iro -ioa (14
5T ioa HIO - HOU—1
vagy
iy = ik;  HIJ-HO?-igr-ino —ifo-ioa ‘ (147)
i10 " toa HIE-HOB—I

A levezetett osszefliggésekbdl kitlinik, hogy a kiilsS tényezdként tekinthetd
arvaltozdsok (iyo, i04) hatdsa a nyereség valtozdsara (in) fiigg a vallalati ha-
tékonysdg mar elért szintjétsl (HI?, HOY), az input tényezdk felhasznaldsi
hatékonysdgdnak mddosuldsatdl (igr, igo), valamint az egyes vertikumok
szintjén mutatkozd termelés, illetve felhasznalds mértékétdl (ipo, ik, iTA).
A (14), (14°), (14”) képletek gazdasdgi szimuldcid végzését is lehetévé teszik,
ugyanolyan mdédon, mint ahogy azt a mez8gazdasagi vallalatok vonatkozdsa-
ban mar jeleztiik.

A gyalkorlati alkalmazdsi lehet8ség illusztraldsdra kozdljik a 2. és 3. tab-
ldzatokat. EISbbi a bruttd nyereségindex véltozdsit leird Ssszefiiggéseket
tartalmazza adott bazisévi input hatékonysdgi értékek mellett, mig az utdbbi
konkrét szamitasi értékeket is bemutat az inputfelhasznalds indexére vonatko-
zéan. Kitlinik, hogy lehetséges olyan helyzet is, amikor nyilé agrarolls mellett
is fenntarthato a rentabilitds szintje anélkiil, hogy az inputhatékonysdg néve-
kedne, de az arvéltozdsok negativ hatdsa 4ltaldban a hatékonysdg novelésével
ellensilyozhatd.

Az egyes tényezdk hatdsit elkiiloniilten is lehet vizsgdlni a tSbbszords
standardizdlds mddszerének alkalmazdsdval. Eszerint rendre vizsgdlhatd az
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egyes tényezGk valtozdsinak hatédsa a tobbi tényezdt dllandd szinten tartva.
Természetesen a ,,konstans” szint is rendre véltoztathatd, kiilonbdzé értéke-
ken rdgzitve. Ily médon sor keriilhet minden egyes okozati tényezd hatdsanak
kiilon-kiilon vald vizsgélatara, majd kettesével, hdrmasdval vehetd figyelembe
az okozati tényezSk valtozasinak hatdsa a nyereségindexre.

A levezetett Csszefliggések lehet8séget nyijtanak a bruttd nyereségindex
szdmitdsdra, igy elérejelzés végezhets.

Tovdbbi pontositast jelenthet az indexvaltozasok valdsziniiségének becs-
lése alapjdn vald szdmitds; ekkor az eredmény is aleatérikus valtozdként fe-
Jezhetd ki.

2. tdblizat: A bruttd nyereségindezr vdllozdsa a kilsé és belsé tényezdk
figgvényében (a2 input részardnya 0.60; HI? = HOY = 1.66)

A vertikdlis A brutté nyereségindex Meghatdrozé tényezSk
lénc elemei képlete kiils8 | belsd | részleges
" o 1TO . . B
Mezdgazdasdg iNo = (2 5igs — 1.5i10) o tHI iTo
, i ikr |
ino = -4 (2 Sipr — 1.5410) ] iHI -
1o
. . o ] | o .
Elelmiszeripar iNA = TA (2 Sigo — 1.5104) 04 iHO T4
. iro iro | .
t = 2.5 —1.5¢ D 1HO —_
NA = —(2.5ip0 0a) -
iy = iTA
T imrinn ) ) .
Elelmiszergazd. PHITHO 1.(1)0 iH; T4
§ ) 0 o A H
M =15Tigrigo — 0.57ir0i04
i iro | iHI g
=19 M ) X iro
LHII0A oA | tHO
2 17744 ,
1 0 1
o o | iy | -
I10t0A iOA
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3. tdblizat: Milyen mértéki hatékonysdguvdliozds biztosithatja a bruttd
nyereség szinten tartdsdl a kidlsé t€nyezdk becsilt viltozdsa esetén?
(HI? = HOY = 1.66)

MezSgazdasag
. iro .

= 1415
iHI 2_5'.1“( + 1.5ix7)
.o {095 | 1.00 | 1.0
K1
1.05 0.932 | 0.981 | 1.030
1.10 0.915 | 0.964 | 1.012
1.15 0.900 | 0.948 | 0.995
Elelmiszeripar

3 i .
iHo = L (1+1.51To)

2.5ir0o
. "4 1095 | 1.00 | 1.05
iTo
1.02 0.942 | 0.992 | 1.042
1.04 0.935 | 0.985 | 1.034
1.06 0.928 | 0.977 | 1.026
Elelmiszerga.zda.sé.g

= .87
tHITHO 1'571.}”(1 + 0.57igy)

IKJI

iro 1.05 1.10 1.15
toa
0.902 0.875 | 0.850 | 0.827
0.950 0.921 | 0.895 | 0.871
0.997 0.967 | 0.939 | 0.914
1.000 0.970 | 0.942 | 0.917
1.050 1.018 | 0.989 | 0.963
1.102 1.069 | 1.007 | 1.010

A modellszamitds logikdja bdrmely vertikdlis lanc esetében hasznalhaté
és levonhatd az alapvetd gazdasigi kovetkeztetés: csakis a hatékonysdg nove-
1ésével alkalmazkodhat a véllalat a piacgazdasig valtozé arviszonyaihoz.
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1. Fiiggelék

A modellszdmitds egyszeriisité feltételei és a bevezetett jelolések alapjdn
elébb a mezbgazdasdgi vallalat brutté nyereségének szdmitdsi képletét, majd
annak az indexét {rjuk fel:

NO=QO .-PO-QI.PI

. _Q0'-PO'-QI' PP
No = QoY PO —QI° - PI?

Atszorozva:
QO'-PO' - QI' . PI' =(QO°. PO° — QI° . PI%iyno
Atcsoportositva és felhasznalva, hogy a tagok pozitiv értékiiek:

QO'- PO~ Q0% . PO° .iyo = QI' . PI' = QI°- PI® - ino

0, OQOI'POI_. n 0. OQII-PII__
Q0°. PO (W ino) =QI° PI (W ixo)
QO°. PO® ;QO! . PO | o QI PR
QIO PIO (QOO " PO0 'N0> +iNo = QP PP
1 01
Végigosztva a % . ;gb' kifejezéssel:
0 LG (B PG R L[
QI°. PIo \Qo®. poo _ 'NO No  of B
Qo' PO! - Q0T PO
QOO POO QOO POO

A volumen indexeket dtcsoportositva azt kapjuk, hogy

. . o! 1
_1No) + N0 %T PI

QO°. PO® (QO! . PO
(

QI0.PI% \QOV. PO? ' _ PI0
Q0T PO! Qo° ~ PO
Q0% PO QI0 PO0

Hasonld tipust Osszefiiggést kapunk, haaz N =5 Q0-PO-5YQI-PI
kifejezésbdl indulunk ki, és Gsszetett indexekkel dolgozunk.
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2. Fiiggelék

Az egész élelmiszerldncra vonatkozd brutté nyereséget szamitjuk:
N=(QA-PA-QO -PO)+(Q0O-PO—-QI-PI)=QA-PA—~QI-PI

A nyereség indexe:

_QA'.PA - QI'. P!

T QAU.PAOC_ Q0. PJO

Ebbdl kiindulva és az 1. fiiggelék gondolatmenetét kévetve kapjuk:

in

QAO-PAO(QAI-PAl_i )_H, 4l pp

QI° PIO\QA. PA° _*N)"™W QP
Q4 pAl QA° = PAl"
QA" PAC QI0  PAD

Felithato, hogy

QA® . PA® _ QA°.PA® QO°.PO°
QI PIO ~ QOY.POY QI0.PIo

QA QA QO! PI'  PA' PO!
QI _ Qo! Qn s PI° _ PAY POV
Q4° ~ Qa° go° ¢ PAT ~ POT PI
QI® Q0% QI° PA® POV PIO

A megfelel§ jelolések bevezetésével kapjuk a (12) osszefiiggést.

Irodalom
1. FEYNE VINCZE MARIA: A jovedelem viltozasa és az agrérollé nyfldsa
koz8tti kapcsolat mennyiségi jellemzése. Gazdalkodds, 12 (1990), Budapest.

2. SEBESTYEN LUKACSNE: Az agrérollé vallalati hatdsai. Gazd4lkodds, 3
(1986), Budapest.

3. SIPOS A. - HALMAI P.: Vilasziton az agrdrpolitika. A mezGgazdasig szer-
vezeti rendszere a reformfolyamatban. KJK, Budapest, 1988,



Az drvdltozdsok és a jovedelemszint véltozésa, . . . 169

MODELLING OF THE RELATIONS BETWEEN THE CHANGES
OF PRICE INDEXES AND THE PROFIT INDEX IN THE FOOD ECONOMY

The author has worked out a model for the quantitative characterization of the rela-
tions between profit index and the price gap and efficiency index. Food production
sector was approached as a vertical integration chain, with the basic links: agri-
culture and processing industrial enterprises, for which the relations were deduced.
Some formulas were obtained which provided an oppurtunity for the simulation of
the interrelations among the changes in the profit index, the agricultural and in-
dustrial input price gap, food products and agricultural output price gaps and the
input transformation-efficiency index. On the level of enterprises in the process of
changing of prices, there are external factors of profit index. Their effect could be
compensated for, by the internal growth of the efficiency index and by an increase
in the “economies of scale”.
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KONYVEKROL

WiLLiaM H. GREENE: Economic Analysis (Second Edition).
Macmillan P. Co., New York, 1993. pp. 791.

Greene konyve kozépfoki (intermediate) Skonometriai kézi-, illetve tanksnyv,
és mint ilyen kovetdje a méltdn hiressé valt miveknek, melyek koziil a 60-
as években Goldberger konyve (Econometric Theory), a 70-es években Theil
munkdja (Principles of Econometrics), a 80-as évtizedben pedig Judge et al.
kétrészes, tobb kiaddst is megért mivei (Introduction to the Theory and
Practice of Econometrics) emelhetdk ki. Ugy tiinik, hogy Greene kényve a
90-es években tolti be azt a szerepet, amit a kordbbi évtizedekben az emlitett
miivek jétszottak. Erdekes megemliteni, hogy az itt ismertetésre keriils ma-
sodik kiadds viszonylag roviddel az els6 kiadds utdn litott napviligot. Ennek
oka egyrészt a nagy siker, hiszen az elsé kiadds vératlanul gyorsan elfogyott,
de az is kétségtelen, hogy a szerzé ez idé alatt elég lényegesen atdolgozta
konyvét, kiegészitette a kordbbi valtozatot a tudoménydg egyes lényeges ij e-
lemeivel. Emellett természetesen az 1ij kiaddsban tSbb, a kordbbiban meglévé
hibdt, kdvetkezetlenséget kikiiszobolt a szerzé (sajnos nem mindet).

Szandéka szerint a konyv egy kétféléves gradudlis szintd kurzus anyaga,
és tudomdsom szerint a vildg t6bb egyetemén, ahol az 6konometria oktatdsa
elébbre tart, mint ndlunk, valdban ilyen célra hasznaljdk is. Szemléletében
szémomra azért szimpatikus a konyv, mert a szerzének sikeriilt magdt tdlten-
nie a 80-as évek végének valsdgin, destruktiv irdnyzatain, és az Skonometria
médszertandban j magasabb szinten sikerilt szintézist kialakitania. Termé-
szetesen egy ilyen enciklopédikus miiben nem lehet nem odafigyelni az 6kono-
metria valsaga altal kitermelt hasznos és el6revivd gondolatokra, szemléletre
és természetesen médszerekre, de az igazan jé miiveket arrél lehet felismerni,
hogy nem tévesztik el az aranyokat és nem dobjak el a tudomanydg klasszikus
eredményeit csak azért, hogy egy-egy divatos irdnyzatot tdllihegjenek. I‘Igy
vélem, hogy Greene kényve mind szemléletében, mind tdrgyaldsmédjaban
jol 6tvozi az évtizedek Sta bevalt eredményeket a legijabb iddk id&télls
termékeivel, és kell§ szakmai magaslatrdl tud szelektdlni az utébbi évek ered-
ményeibdl is.

Barmennyire is konvenciondlis szemléletli és az egész témdt attekinteni
kivané mirdl is van szd, természetes, hogy a szerzd — sajat ftélete alapjén —
koncepciéjdnak megfelelGen, egyes témadkat kiemelt siillyal kezel. Eppen az
ilyen silyponti témdk adjdk meg az egyes kdnyvek ,,fazonjit”. Nem ritka,
hogy egyes szerz6k sajat kutatdsi eredményeiket kivanjdk népszertiisiteni ilyen
atfogd kézikonyvekben is, ami gyakorta visszatetsz8 ardnyalansdgokra vezet.
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Nos, Greene elkeriilte ezt a hibdt, ugyanakkor azzal sem vidolhaté, hogy
konyve valamiféle dtlagosan szitkséges ismeretanyag sziirke tdlaldsa lenne.

Amennyire az olvasé ki tudja venni a kényv tanulmdnyozdsa alapjan, a
szerz6é alapvetd koncepcidja az volt, hogy elméletileg j6l megalapozott, de
gyakorlatorientdlt, konstruktiv dkonometridt adjon. Erre bizonyitékként a
kdnyv jellegzetesen siilyosan kezelt témait lehet megemliteni. Ezek kdziil
talan els§ és legfontosabb a nemlinedris modellek kérdése. Ismeretes, hogy
a hagyomdnyos ckonometria alapvetéen a linedris modellek koré épiilt ki,
ugyanakkor a valdsdg csak ritkdn szorithato linedris keretek kozé. Greene
megkisérli a j6l kidolgozott linedris elmélet és a nem linedris valdsdg kozti
szakadékot dthidalni, a nemlinedris eljardsokkal visszatér6 médon részletesen
foglalkozik.

Ugyancsak a gyakorlati szitudciok gyakori informacidhidnya virdgoztatta
fel az id8soros és keresztmetszeti adatokat egyiittesen felhaszndldé panel mo-
delleket, amelyekkel — bdr ez nem egyedi jelenség ~ e kényv is részletesen
foglalkozik. Taldn még jellemz8bb és egyéni szint ad a miinek a mindségi
eredményvaltozék (kétértékil és korldtozott eredményviltozdk, logit, probit
modellek, csonkitott és cenzordlt modellek sth.) részletes tirgyaldsa. A sz-
erz8 sajat bevalldsa szerint nem taladlt az 6konometriai irodalomban olyan
leirast, ahol e témakbdl érthets bevezetést, szinvonalas tdrgyaldsmddot és a
teriilet friss eredmeényeit egyiitt kapta volna meg, holott a téma aktualitdsa
ezt indokolttd tenné. (Egyebek kozt ez volt egyik f6 motivacidja a viszonylag
gyors dtdolgozdsnak.)

A konyv részletesen — bdr nem tul nagy terjedelemben - tirgyalja az
id8sorelemzés egyes kérdéseit, beleértve a legutdbbi id8kben sziiletett fonto-
sabb eredményeket is (pl. VAR folyamatok, egységgydk tesztek stb.) Végiil, a
klasszikus hagyomanyokon nevelkedett Skonomeéterek szdmara kellemes meg-
lepetést kelt a tobbegyenletes modellek mara mar szinte elfeledett vildgos
és alapos tdrgyalasa. Jollehet a modern okonometria egyre inkdbb elszakad
a szimultdn egyenletek gondolatvilagatdl, mégis taldn ez az a teriilet, ami
megadja az okonometria specifikumat a statisztika és a regresszidszdmitas
egyéb terilleteivel szemben, ami az ckonometridt 6ndllé tudomanyteriiletté
avatja. Ezért taldn tobb egyszerli nosztalgidndl az, ha az olvasd iidvozli
ennek, a gyakorlat szdmara taldn kisebb jelentdséggel bird, de a rendszer-
szemléletii modellezési gondolkoddst kétségkiviil serkentd teriilet alapos tag-
laldsdt.

Egy konyvet természetesen nem csupén a vizsgalt és targyalt témak kore,
de azok targyaldsinak médja, mélysége is mindsit. Ugy vélem, Greene kényve
ebbél a szempontbdl is helyes ardnyokat tiikroz: elegendéen mély és alapos a
tdrgyaldsa ahhoz, hogy a figyelmes olvasé megértse az anyagban 1év8 gondo-
latisdgot, ugyanakkor nem megy felesleges részletekbe, amelyek attekinthe-
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tetlenné tennék a fontosabb eredményeket. Harom terjedelmes fejezetet szen-
tel a mddszertani eszkéztdr bemutatdsdnak (algebra, valdszinliségszamitas,
statisztika), és az itt ledongolt alapokra k&vetkezetesen épitkezik. Ez azt je-
lenti, hogy azok szdmdra, akik nem veszik a firadsigot, hogy az alapokat jél
végiggondoljak, esetenként kovethetetlen. Ugyanakkor, ha valaki az eszkSztar
birtokdban van, annak szdmara mar meglehet8sen egyszeriien kdvethets az
anyag. Nem megy feleslegesen bele bizonyitdsokba, nem a tétel fontossdgét,
hanem a bizonyitds hasznat, didaktikus értékét tekinti els8dlegesnek. (Erre
példa lehet az, hogy a kdzponti hatéreloszlds tételeket nem bizonyitja, mivel
ez szerinte nem vinne elére az Jkonometria megértésében, ugyanakkor ter-
mészetesen ezeket a tételeket kimondja, és kiterjedten hasznalja is Sket.)
A konyv altaldban nem koveti szigortian a definfcid - tétel - bizonyitds -
kovetkezmény felépitést, de ez nem szokatlan ebben a mifajban.

A konyv er6ssége a nagyszdmu, tobbcéld felhasznildsra is alkalmas valds
adatdllomédny, amelyek egy j6 része feldolgozott példdkon keresztiil jelenik
meg, de ezek mds feladatokhoz is hasznos segitséget adnak. Elvezetesek a
gyakran példdknak nevezett esettanulmanyok, és az egyes fejezeteket kiegészi-
t8 béséges feladatanyag. Sajnos — és ebben koveti az utdbbi id6kben elterjedt
divatot — a feladatok megoldisat semmilyen formdban, illetve részletezettség-
gel nem kozli. A kdnyvet a mdr standarddd valt név- és tirgymutatd, hivat-
kozdsi jegyzék, valamint a szokdsosnal nem lényegesen bévebb tdbldzatanyag
egésziti ki.

ésszefoglalésként csak annyit mondhatok, hogy ez a konyv jé dttekintést
ad az Gkonometria jelenlegi valds helyzetérdl, ardnyairdl, problémdirél. Sajnos
tavol dllunk attdl, hogy oktatasi anyagként komolyan széba jShessen, és
természetesen arra sem alkalmas, hogy elméletileg nem kellSen felkésziilt ku-
taték receptkonyv médjara haszndlva felszines és latszélagos tuddst nyerjenek
beldle. Bér hivatkozik a fontosabb, forgalomban 1év8 &konometriai prog-
ramcsomagokra, szerencsére, nem kotelezi el magdt egyik mellett sem, nem
adva lehet8séget arra, hogy eredménytdbla desifrirozd szerepre degradaljak.
,,Csak” arra alkalmas, hogy ha valaki veszi a firadsdgot az alapok megemész-
tésére, illetéleg megvannak a mdédszertani alapjai, akkor sokoldali, logikus,
didaktikus és arinyos formdban mutatja be a 90-es évek okonometridjinak
legfébb eredményeit. Ugy gondolom, ez nem kevés.

Hunyadi Lészlé
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BERDE Eva — PETRG KATALIN: Mikrockondmia. Feladaiok

A Miiszaki Konyvkiaddnal most megjelent kétet hidnypdtlé a magyar nyelwii
kozgazdasdgi irodalom piacdn. Mikrotkondémia konyv, magyar és kiilfoldi
szerzOktdl is taldlhatéo mar a konyvesboltokban, de a mikro6kondmiai elmé-
letet konkrét feladatokon keresztiil illusztralé munka eziddig csak egyetemi
jegyzet formdjdban létezett. Berde Eva és Petré Katalin példatira nemcsak
ezért ajanlhaté az olvasdk figyelmébe, hanem azért is, mert a feladatmegoldds
szellemi kalandjdnak nekivdgé ifjabb és idésebb szakembereket fokozatosan
vezeti be a mikrodkondmia sajatos vildgaba, és nemzetkozi mércével mérve is
élenjard attekintést nyijt a neoklasszikus mikroSkondmia alapvetd probléma-
koreir6l.

A feladatgylijtemény a BKE Mikrockondémia Tanszékének immdr 6tédik
éve felhalmozott tapasztalataira, és a tanszék két korabbi, jegyzet formdjaban
megirt példatardnak didaktikai modszereire épit. A kotet szervesen kap-
csolédik a Miiszaki Kényvkiadd és az Aula Kiadé altal 1993-ban megjelen-
tetett, Kopanyi Mihdly altal szerkesztett Mikrodkondmia kézikdnyvhoz, ily
médon magédban foglalja a BKE mikrockondmia tananyagdnak kérdéseken
alapuld feldolgozasit. Emellett azonban jol hasznalhatd mds egyetemek és
féiskoldk sajat mikroSkondmia oktatdsaban, illetve mindazoknak a kézgazda-
szoknak és més érdekl8dd olvasdknak érdemes kézbe venniiik, akik a mikro-
Skondmia elméleti dsszefliggéseit a gyakorlati alkalmazdsokon keresztiil sze-
retnék nyomon kovetni. A feladatok kiilonbozd jellegliek, kdzottiik egyardnt
taldlhatdk konkrét, a valdsdgban felmeriils problémak, illetve olyan elméleti
kérdések, amelyek megvalaszoldsa magasabb szintli matematikai és kdzgaz-
dasédgi ismereteket kovetel.

A feladatgyiijtemény szerkezete koveti a neoklasszikus mikrodkondmia
felépitését, az elsd ot fejezet a fogyasztdi magatartassal, a termel6i viselkedés-
sel és a kindlattal, a piaci szerkezetekkel, a termelési tényez6k piacdval és az
dltaldnos egyensillyal, illetve a joléti kozgazdasdgtannal foglalkozik. A 6.
fejezet tuddsprobdja elsésorban a mikrookondmia irdnt kiilonosen érdeklsds,
és a matematikai appardtust biztonsdgosan kezel6 olvasdknak ajanlhatd. A
hasznédlhatdsdg megkdnnyitése érdekében a Bevezetés utdni részben a szerz6k
felsoroljdk az alkalmazott jeloléseket, valamint megmagyardzzdk a magyarul
még nem teljesen elterjedt, illetve csak a példatdrban szereplS kifejezéseket.
Az egyes fejezetek Osszefoglald kérdései az alapvetd osszefiggések tudato-
sitdsdra, a felmeriild problémék Gsszehasonlitd elemzésére és az Gsszefiiggések
atgondoldsdra késztetnek. A tesztfeladatok, illetve az igaz vagy hamis alli-
tdsok az elméleti tudds ellendrzését, a mikrookondmia torvényszeriiségeinek
régzitését segitik eld. A szdveges és geometriai feladatok a mikroSkondmia
jellegzetes algebrai és geometriai eszkoztardnak alkalmazdsat, és igazan elmé-
lyiilt gondolkoddst igényelnek. Ezek a példak igyekeznek rdvezetni az olvasdt
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arra, hogy a mikrodkondmia elsé pillanatra taldn tilsigosan elvontnak tiing
rendszere hogyan modellezi a valdsagot. Mind az igaz — hamis 4llit4sok, mind
a szoveges és geometrlal feladatok kozt a bonyolultabbakat csillaggal jelslték
a szerz8k. Erdemes rdszanni az ezek megoldasdhoz sziikséges hosszabb idét,
mert segitségiikkel a mikrodkondmia néhany bonyolultabb Ssszefiiggése ta.rul
fel. Az Gsszefoglald kerde eket kivéve, minden fejezet példasorat a megoldasi
Utmutatdsok, illetve éred hények, idénként maguk a megolddsok kdvetik.

Végezetiil hadd idézzem a példatar bevezetSjének utolsd szavait: ,,abban
a reményben szeretnénk jé munkdt és hasznos id8toltést kivdnni a Kedves
Olvasdknak, hogy ki-ki sajat eréfeszitései révén, a feladatok megolddsan ke-
resztiil még inkdbb megérti, illetve elsajatitja a kdzgazdasigi problémakezelés
mddszereit, és a mikrodkondmia belsd logik4jat.”

Eszterhainé Daruka Magdolna

Wiley katalégus, 1993

John Wiley & Sons Ltd Kiaddi kataldgusdra szeretnénk felhivni olvasdink
figyelmét. A kiadd repertoédrja igen széles. Ezért csak lapunk profiljiaba
vagd, vagy hozzd kozel dll6 témakorok kiadvanyaibd] készitiink valogatdst és
ajanldst.

A vaskos kotet a kovetkezd nagy fejezetekre tagolddik:

e LIFE SCIENCES, MEDICAL SCIENCES AND RELATED AREAS
e CHEMISTRY AND RELATED AREAS
e EARTH SCIENCES AND THE ENVIRONMENT

¢ MATHEMATICS, STATISTICS,PHYSICS AND OPTICS & OPTICAL EN-
GINEERING

e COMPUTERS & DATA PROCESSING, BUSINESS DATA PROCESSING
AND INFORMATION SCIENCE, LIBRARY SCIENCE & DOCUMENTA-
TION

e ENGINEERING, ARCHITECTURE AND RELATED AREAS

e ACCOUNTING, BUSINESS ADMINISTRATION, BUSINESS LAW, ECO-
NOMICS, FINANCE, LAW AND MARKETING

e HUMANITIES, PSYCHIATRY, SOCIOLOGY AND RELATED AREAS
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A kataldgus mintegy 550 minibetiikkel szedett hdromhasdbos oldalon is-
merteti kiadvdnyait, New megjelcléssel a legiijabb termékeket. Minden fe-
jezet végén az adott fejezet témakoréhez kapcsolddd szdmitdgépes szoftver
irodalomrol és videolemez kinalatrdl nyerhet képet az olvasd. A kotet végén
szerz6/cim szerint betlirendbe szedett indexbél tudhatjuk meg a kdnyvek arat
angol fontban és USA dolldrban.

John Wiley & Sons Ltd kataléguséit haszonnal forgathatjdk egyetemi hall-
gatdk és oktatdk, specidlis terilleten kutatdk, vagy kdnyvtdrak felfrissitését
végzbk egyardnt.

Mint a fejezetek felsorolasdbol lathattuk, az egyik fejezet a konyvvitel, az
lizletl adminisztracié — ezen beliill a menedzsment tudomany és az operacié-
kutatds -, az lizleti jog, a kozgazdasagtan, a pénziigy és a marketing témakor
kényv, kézikonyv, szétdr, cimkataldgus és folydirat kindlatdrdl ad tdjékozta-
tdst. Napi aktualitdsa miatt érdeklédésre tarthat szdmot az aldbbi vélogatas.

ANSELL, J. and WHARTON, F.
Risk: Analysis, Assessment and Management.

A szerz8k a kockazat kezelésének legfontosabb és legnehezebb szempontjait
veszik vizsgdlat ald. Vizsgdljdk a kockdzat elemzés, értékelés és menedzselés
f8bb dllomdsait. A kotetben az olvass példdkat taldl az ipar, a pénziigy, a
szallitds és kornyezetgazdasdg teriiletérSl. Ajanlott egyetemi hallgatéknak és
gyakorlati szakembereknek.

COPELAND, T., KOLLER, T. and MURIN, J.
Valuation: Measuring and Managing The Value of Companies. (Wiley Pro-
fessional Banking and Finance Series).

Ez az 1990-es kotet vallatatok értékelésének step-by-step kézikonyve. Pénz-
ligyi intézmények, konglomerdtumok, memzetkdzi és multinacionalis vallala-
tok és lizletek értékelését tartalmazza. Lathaté belble, hogyan kell lebonyoli-
tani az olyan f6 tranzakcidkat, mint egyesitések, csatoldsok, levalasok, tjra
t8késitések és részvény eladasok.

CHOL F.D. S.
Handbook of International Accounting

Korunkban a vilagpolitikdban, vilaiggazdasigban és a vildgpiacon zajlé gyors
véltozdsok a konyvvitel tudomanyteriletét sem hagyjdk érintetlentl, akdr
elméleti, akdr gyakorlati szempontbdl nézzitk. A nemzetkozi konyvviteli
tételek értelmezése és megértése déntd a nemzetkozi lizleti kommunikécid, és
az lizleti kapcsolatokbeli tisztdnldtds szempontjabdl. A kényv tartalméban
lefedi a nemzetkozi pénziigy és konyvvitel dsszes fontos fejezetét. A szerz8k
ezzel a mivel konyvviteli, addiigyi, illetve bank szakembereket, pénziigyi
szakértéket és befektetéket szandékoztak célba venni.
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WHITE, G. 1., SONDI, A. C., FRIED, D.
The Analysis and Use of Financial Statements

A konyv széleskoril dttekintését adja az elméleti és analitikus pénziigyi téte-
leknek, és bemutatja azok pénziigyi jelentésekben torténd megjelenitésének
legiijabb fejlddését. Osszehasonlité elemzést lathatunk USA-beli és mas or-
szdgokban haszndlatos pénziigyi elszamoldsi tételek kozotti lényeges kiilonb-
ségekrol. A kényvet a szerzék egyetemi hallgatoknak, pénziigyi elemzdknek
és tanacsaddknak szanjik.

Gyetvdn Ferenc






