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1. Bevezetés

Az entrdpia eredetileg fizikai fogalom. A termodinamika mésodik fététele sze-
rint zart rendszerben az entropia schasem csokken, és az egyensiilyi 4llapot-
ban éri el maximumat. Az informdciéelmélet (Shannon [26]) az entrdpia fo-
galmdt j megvildgitasba helyezte. Eszerint egy tetsz8leges P = (py,...,p,)
valdsziniiségeloszlds

n
H(P)= —ij log p; (1.1)
i=1

entrépidja azt meéri, hogy a P eloszldssal jellemzett kisérlet kimenetele meny-
nyire véletlen (bizonytalan), abban az értelemben, hogy a kisérlet elvégzése
itlagosan hdny bit informacidt szolgiltat. Pontosabban, a bitben mért in-
formaciémennyiség akkor adédik, ha az (1.1) képletben a log 2 alapii loga-
ritmust jelent, az informéciéelméletben szokdsos konvencidnak megfelelSen.
Ebben a cikkben a sziikebb értelemben vett informdcidelméleti szempontok
nem jdtszanak szerepet, ezért egyszerliség kedvéért mindeniitt természetes
logaritmust hasznalunk.

A fenti értelmezés természetesen sugallja az entrépiamazimalizdlis elvét,
melynek széleskorl alkalmazdsdt elsGsorban Jaynes kezdeményezte, vo. [19]:
ha a P eloszlds nem ismert, csak az, hogy P egy P eloszldshalmaz eleme, akkor
az ismereteinkkel kompatibilis eloszldsok koziil a leginkdbb véletlenszeriit
valasztjuk, vagyis a maximalis entrépidji P € P eloszldst. Ha pl. bizonyos

Xi,..., Xy valdszintiségi valtozék E(X;) = b; varhaté értékei ismertek, ahol
X; lehetséges értékei a1, ..., ai,, akkor a P eloszldshalmaz a
n
Saypi=b, i=1,...,k (1.2)
j=1

1Beérkezett: 1994. janusr 23.
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egyenleteknek eleget tevé P = (pi,...,pn) eloszldsokbdl all. Ekkor az (1.1)
entrépiafliggvénynek az (1.2) linedris feltételek melletti maximalizilasa adja
az ismereteinkkel kompatibilis legvéletlenszeriibb eloszlast.

Az (1.1) entrdpidval rokon mennyiség az

I(P||IQ) = Y _pylog ¥ (1.3)
j=1 9

I-divergencia, amely tobb mds néven is ismeretes, igy relativ vagy kereszt-
entrépia, diszkrimindld informaéci6, vagy Kullback-Leibler informacid; szoka-
sos mds jelolései D(P||Q) (az informécidelméleti irodalomban) és K (P, Q) (a
valdszindségszdmitdsi irodalomban). Az I-divergencia nem szimmetrikus in-
formaécidelméleti mértékszdma annak, hogy a P = (py,...,pn) eloszlds meny-
nyire térel a Q = (q1,...,qn) eloszldstdl. Statisztikai alkalmazdsit Kullback
[23] alapozta meg, informacidelméleti alkalmazdsairdl 1. Csiszdr-Korner [13].

Az entrdpiamaximalizdlas elvének természetes dltaldnositdsa a divergen-
ciaminimalizdlds elve: Ha a P ismeretlen eloszldsrdl az a priori elképzelés
P = @, de ez nem kompatibilis a rendelkezésre 4ll6 ismeretekkel (tehdt Q ¢
P), akkor azt a P € P eloszldst vélasztjuk, melynek a Q-tdl vett I-divergen-
cidja minimdlis. Ez az entrdpiamaximalizaldssal azonos eredményre vezet, ha
a Qo= (L,...,1) egyenletes eloszlds az a priori elképzelés (ami természetes
akkor, ha semmi el8zetes informécié nem 4ll rendelkezésre). Valéban, (1.1)-
bél és (1.3)-bdl ldthatd, hogy minden P eloszldsra

1(P||Qo) = logn ~ H(P) . (14)

Az entrépiamaximalizalds elvének a ,,maximalis véletlenszeriiség” heurisz-
tikanal mélyebb aldtdmasztdsit adja a kévetkezd, lényegében Boltzmanntdl
szdrmazé meggondolds (Boltzmann [2], Jaynes [19]). Egy n lehetséges ki-
meneteldl kisérletet N-szer ismételve, ahol N > n, legyen p; = %, ahol
Nj a j-edik kimenetel bekovetkezéseinek szama. Feltessziik, hogy az N;
gyakorisigok nem figyelhet6k meg, ésa P = (py,. .., pn) empirikus eloszlasrél
csak az allapithaté meg, hogy P € P. Konkrétsag kedvéért legyen pl.

P={P: |ijaj—b|56} (1.5)
j=1

ahol ay,...,a,, b és € > 0 adottak. Itt N; jelentheti egy N részecskébél alls
fizikai rendszer részecskéi koziil a fézistér j-edik cellijaba es6k szdmat, a; az
energia értékét ebben a cellaban, és b az ¢ hibakorldttal mért dtlagos energist.
Az N kisérlet kimeneteleinek lehetséges (41, ..., iy) konfigurdciéi koziil (ahol
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iy a k-adik kisérlet kimenetelét jelenti)

N!  _ NHE)+O(og ) (1.6)
[1(Np;)!

szamura adnak a p; = %L relativ gyakorisdgok egy meghatdrozott P em-
pirikus eloszldst. Mivel a lehetséges kimenetel-konfigurdcidk szdma n?V, mig
a lehetséges P empirikus eloszldsok szdma N-nel csak polinomialisan né,
(1.6)-bdl kovetkezik, hogy a P € P ismerettel kompatibilis (41, . ..,ix) kon-
figurdciék kozt tilnyomd tébbséget alkotnak azok, melyekre az empirikus
eloszlds entrépidja kozel van a maxpep H(P) maximumhoz. Az (1.5) szerinti
konvex, zdrt P halmazon H(P) maximuma egyetlen P* eloszldsra éretik e,
és H(P)-nek H(P*)-hoz vald kozelségébsl kovetkezik P-nek P*-hoz vald ko-
zelsége. Ezért a rendelkezésre 4ll6 ismerettel kompatibilis konfigurdcidk til-
nyomo tobbségére a P empirikus eloszlds nem kiildnbozhet szdmottevéen az
entrépiamaximalizéldssal kapott P* eloszldstdl. Ekvivalens megfogalmazds-
sal, elenyészéen kicsi annak valdszinlisége, hogy a tényleges P szdmottevéen
kiilonbozik a maximadlis entrépidju P*-tdl, feltéve, hogy a lehetséges konfi-
gurdcidk a priori valdszintiségel egyenlék, vagy legalabbis nem kiildnbéznek
egymastdl N-ben exponencidlis faktorral. A divergenciaminimalizdls elve
hasonlé meggondoldssal tdémaszthaté ald, azzal a kiilénbséggel, hogy ott az
(41,...,in) konfigurdcidk a priori valdsziniiségeit nem egyenlSknek vessaziik,
hanem a @ eloszldsbdl vett fiiggetlen mintavétel szerintinek.

A fenti elemi meggondolds és ennek matematikailag mélyebb véltozatai
(pl. Csiszér [8], [9]) az entrdpiamaximalizalds, illetve divergenciaminimalizdlas
elvének erds aldtdmasztdsdt adjdk arra az esetre, amikor az ismeretlen eloszlds
egy hosszu kisérletsorozatbeli empirikus eloszldsként, vagy bizonyos tipusi
feltételes eloszlasként interpretdlhatd. Sajnos, a szokdsos alkalmazdsok je-
lentds részében ez nem (vagy csak mesterkélten) lehetséges, s6t gyakran nem
is valdszinlségeloszlas meghatdrozdsa a feladat. Az utdbbi illusztrildsira
tekintsiink egy

S ayvi=b,  i=1,...,k k<n (17)
j=1

egyenletrendszert, ahol a v; ismeretlenek nemnegativok, de (1.2)-t5l eltérSleg
nincs kikotve, hogy az ésszegiik 1. Az (1.7) egyenletrendszernek a divergen-
ciaminimalizdlds elve szerinti megolddsdn azt értjiik, hogy ha adott egy u
vektor, mint a megolddsra vonatkozd a priori elképzelds, az (1.7)-nek eleget
tevé v vektorok kéziil azt vélasztjuk, melyre az I-divergencia
n
I(v|jn) = Z(vj log Z—'; — v +u;) (1.8)
i=1
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altal definidlt altalanositott valtozata minimdlis. A valdszintiségeloszldsok
I-divergencidjatdl eltérbleg a tetszSleges nemnegativ komponenst vektorok
I-divergencidjsnak nincs informacidelméleti jelentése, de az az értelmezés
fenntarthatd, hogy I(v|lu) a v vektornak az u-tdl vald kiilonbszéségének
mértékszama. Valdban, I(v|lu) nemnegativ és csak v = u esetén nulla,
mivel az (1.8) 6sszeg minden tagja nemnegativ és v; # u; esetén hatérozottan
pozitiv,

A kovetkez8kben feltételezziik, hogy az ismeretlen v vektorrdl valdszinii-
ségi ismeretek nem dllnak rendelkezésre, igy az (1.7) egyenlet megolddsira
statisztikai jellegli médszerek nem alkalmazhatdk.

Az ebben a cikkben ismertetett axiomatikus megkdzelités (Csiszdr [11]) 5
motivacidja az a kérdés volt, hogy ilyen dltaldnossdgban mennyire indokolt
a divergenciaminimalizdlds elvének alkalmazdsa. Ezt a kérdést sikeriilt (a
szerz6 szdmdra) megnyugtatdan tisztdzni, amennyiben a divergenciamini-
malizalds t6bb szempontbdl is kitilintetett médszernek bizonyult arra, hogy az
(1.7) tipusi egyenletrendszerek pozitiv megolddsai kozil kivalasszunk egyet.
Kordbban ilyen irdnyv eredmeényt ért el Shore és Johnson [27) és Skilling [28],
de 8k eleve feltételezték, hogy — a 2. pontban bevezetett terminolégidval — a
kivdlasztdsi szabdlyt valamilyen fiiggvény generdlja. Az entrépiamaximaliza-
las mddszerének ezen feltevés nélkiili axiomatikus levezetését adtak, a szer-
zével egyidében, Paris és Vencovskd [25]. Az aldbbi axiomatikus térgyalds
tovdbbi lényeges eredménye, hogy elvezet alternativaként szambajévé mds
modszerekhez is. Parallel médon vizsgdlva azt az esetet, amikor a megolddsra
nincs pozitivitasi feltétel, az a frappans, bar taldn nem megleps eredmény
addédik, hogy ekkor a , legkisebb négyzetek” mddszer a kitiintetett.

Erdemes rdmutatni, hogy eredményeink az I-divergencia, az euklideszi
tdvolsig és més (tdgabb értelemben vett) tdvolsdgfiiggvények axiomatikus
karakterizdcidit is jelentik. Ezek abban kiilonboznek az ismert axiomatikus
karakterizdcidktdl (melyeknek kiterjedt irodalma van, 1. Aczél és Dardczy
[1]), hogy axiémdink nem magara a tdvolsdgfiiggvényre vonatkoznak, hanem
az altala generdlt vetitési szabdlyra irnak el8 bizonyos természetes kovetel-
ményeket.

Roviden foglalkozni fogunk bizonyos numerikus mddszerekkel is, konkré-
tan a RAS médszer néven is ismert itarativ ardnyos illesztési eljardssal és az
dltalanositott iterativ skdldzds vagy SMART néven ismert mddszerrel. Az en-
tréopiamaximalizélas, illetve divergenciaminimalizdlds numerikus mddszerei-
nek elég nagy irodalma van, melynek dttekintése meghaladnd e cikk kereteit.
Az emlitetteket els8sorban illusztracicként targyaljuk, mint matematikailag
egyszerli és szemléletesen konnyen interpretdlhatd iterativ algoritmusokat.
Megmutatjuk, hogy konvergencidjuk kovetkezik egy geometriai jellegti altald-
nos tételbdl, amely bizonyos dltaldnos értelemben vett vetitések iteracidjanak
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konvergencidjara vonatkozik.

Ez a cikk a szerzének a XXI. Magyar Operédcidkutatdsi Konferencian el-
hangzott eléaddsinak kibévitett valtozata. Az ismertetett eredmények f8leg
a szerzd [11] dolgozatdbdl valdk. A munka az OTKA tdmogatdsival késziilt,
szerz6désszam 1906.

2. Linedris inverz problémdk; kividlasztdsi és vetitési
szabalyok

Linedris inverz problémadrdl beszéliink, ha egy ismeretlen f fiiggvényt bizo-
nyos Rf linedris funkciondlok értékei alapjan kell meghatarozni. Ezek élta-
léban nem hatdrozzak meg egyértelmiien f-et, ezért sziikség van valamilyen
szabélyra, amely a lehetséges f-ek koziil kivdlasztja a megolddsként elfoga-
danddt. Annak a kérdésnek a matematikai vizsgdlata, hogy mi a legjobb
kivélasztasi szabdly, mar az induldsndl akaddlyba iitkozik: nem ldtszik le-
hetségesnek dltaldnos objektiv mértékszdmat adni egy kivalasztdsi szabaly
jésdgdnak. Vannak azonban bizonyos természetes kovetelmények, melyek
egy ,,j6” kivédlasztdsi szabalytdl megkivinhatdk, mintegy annak logikailag
konzisztens voltdt jelentik. A kévetkezd két pontban megfogalmazunk néhany
ilyen kovetelményt, és — axiomatikus médszert alkalmazva — megvizsgéljuk,
hogy milyen kivédlasztdsi szabalyok tesznek ezeknek eleget. Tobb gyakor-
latilag fontos esetben a szdmitdsba jové fliggvények halmazdt nem linedris
egyenlSségek, hanem mas tipusi feltételek, példdul linedris egyenlStlenségek
hatdrozzédk meg, 1. a bevezetésben az (1.5) eloszldshalmazt. A linedris inverz
problémadkra adddé ,,jé” kivélasztdsi szabdlyok kiterjesztése erre az altald-
nosabb esetre nem okoz nehézséget, feltéve, hogy a szdmitdsba jové halmaz
konvex, v8. [12].

Kovetkezd vizsgdlatainkban a linedris inverz problémadk diszkrét viltoza-
tdra szoritkozunk, amikoris valamely A k x n-es matrix és b € IR* vektor
esetén az Av = b linedris egyenletrendszernek (1. (1.7)) eleget tevé v € R"
vektorok koziil kell kivalasztani egyet. Ez nem jelenti az ltaldnossdg lénye-
ges csorbitasat, mert a ,,folytonos” probléma helyett mindig vehetjiik annak
diszkrét kdzelitését.

Tipikus példaként roviden vézoljuk a réntgen-tomogréafia rekonstrukeids
problémdjat, vo. [17], [4]. A feladat az f rdntgen-abszorpcids fiiggvény
meghatdrozdsa egy sikbeli tartomanynak tekinthetd vékony rétegben, ha is-
mertek ennek R, f vonalintegrdljai bizonyos ey, ..., e, egyenesek mentén. Az
e; egyenesek a vizsgdlatban hasznalt rontgensugdr-utak, és az R;f értékek
abbdl hatdrozhaték meg, hogy az i-edik sugdr intenzitdsanak csdkkenési fak-
tora e~fi/. Mdrmost bontsuk fel a vizsgilt sikbeli tartomédnyt n cellara,
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melyekben az abszorpcids fiiggvény mér konstansnak tekinthets. Ekkor ko-
zelitéleg

n n

= Z”:’f:‘ ; Rif = Eijifj ) (2.1)
j=1 i=1

ahol f; a j-edik cella indikdtorfiiggvénye és v; az f (konstansnak tekintett)

értéke ebben a celliban. Igy, bevezetve az aij = Rifj, by = R;f jelolést, a

feladat arra redukélddik, hogy meghatirozzuk a v; komponensek alkotta v

vektort, ha a rendelkezésre allé ismeret az (1.7) egyenletek teljesiilése.

A kovetkezdkben egyiitt targyaljuk azt a két esetet, amikor az (1.7) alaki
egyenletrendszerek megolddsaként csak a pozitiv komponenst vektorok (mint
a fenti példdban), illetve tetszdleges v € IR™ vektorok megengedettek. Ezekre
poziliv és valds esetként fogunk utalni. Definicidink és allftdsaink, ha mést
nem mondunk, mindkét esetre vonatkoznak.

Jelglési konvencid: JelSlje S a pozitiv esetben a pozitiv komponensii v €
IR" vektorok halmazit, valds esetben pedig a teljes R" teret. Itt n > 3
rogzitett. u és v mindig S-beli vektort fog jelSlni, ha kiilon nem mondjuk is.

2.1 Definicié Affin altéren S-nek egy linedris feltételekkel meghatdrozott
nem tres részhalmazdt értjuk. Az affin elterek halmazdt C-lel jeloljik, tehdt
L € £ akkor és csak akkor, ha valamely k < n-re megadhatd olyan k x n-es
A mdiriz és b € R™ vektor, hogy

L={v:Av=b}#0. (2.2)

Az n — 1 dimenzids (tehdt egyetlen linedris feltetellel meghatdrozott) affin
altereket hipersiknak nevezzik.

Megjegyzés: A valds esetben a 2.1 definicié azonos az affin altér, illetve
hipersik szokdsos definiciéjaval. A pozitiv esetben viszont egy kozénséges
értelemben vett affin altér, illetve hipersik S-sel vald metszetér8l van szé. A
kovetkezSkben L (vagy L', L") mindig affin alteret fog jeldlni, ha kiilon nem
mondjuk is.

2.2 Definicié Kivdlasztdsi szabdlyon olyan m : £ — S leképezést értink,
melyre minden L € L esetén w(L) € L.

A 2.1. definicid értelmében a teljes S halmaz is £ -be tartozik. =(S) azt a
v vektort jelenti, melyet akkor vélasztandnk, ha semmi informécié nem &llna
rendelkezésre, tehdt az ismeretlen vektorra vonatkozd a priori elképzelést. A
bevezetésben mondottak értelmében az, hogy az Av = b egyenletnek eleget
tevd v vektorok koziil melyiket vdlasztjuk, fiigghet a megolddsra vonatkozd
a priori elképzeléstdl. Ezt vigy formalizaljuk, hogy minden u € S vektorhoz,
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mint lehetséges a priori elképzeléshez, hozzarendelink egy #(-|u) kivalasztdsi
szabdlyt, melyre 7(S|u) = u. Ekkor a m(L|u) vektort u-nak az L affin altérre
vett absztrakt vetiiletének tekinthetjiik. Ez motivdlja a kovetkezd definicidt:

2.3 Definicié Vetitési szabdlyon kivdlasztdsi szabdlyoknak olyan
{7(-lu),ues}

csalddjdt értyik, melyre minden u esetén m(S|u) = u,

Kivdlasztdsi szabaly megaddsa torténhet az S halmazon értelmezett vala-
mely F fiiggvény segitségével: legyen (L) az a v € L vektor, melyre F(v)
minimalis az L halmazon. Egy adott F fiiggvény akkor és csak akkor general
ily médon kivélasztdsi szabalyt, ha F-nek L-en vett minimuma minden L € £
esetén eléretik, mégpedig egyetlen v € L-re. Specidlisan, szilkséges feltétel,
hogy F az S halmazon felvegye a minimumst, mégpedig egyetlen v° pontban.
Az éltaldnossig csorbitasa nélkiil feltehetd, hogy itt F(v®) = 0.

Hasonldan, vetitési szabaly megadasa torténhet egy S x S-en értelmezett
F(v|u) fiiggvény segitségével, amely minden u-ra v fiiggvényeként eleget tesz
az el6z8 bekezdésben emlitett feltételeknek, és minimumat v = u esetén éri
el. Az éltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehet8, hogy ez a minimum 0, {gy

F(vlu)> F(ulu)=0 ha v#u. (2.3)

Egy (2.3)-nak eleget tevd F fiiggvényt (tdgabb értelemben vett) tdvolsdg-
fiiggvénynek neveziink.

Megjegyz€s: Természetesen nem minden kivédlasztdsi, illetve vetitési sza-
bély generdlhaté fiiggvénnyel. A kovetkezs pontban azonban litni fogjuk,
hogy bizonyos egyszerii természetes kovetelmények mar elégséges feltételei a
fiiggvénnyel vald generdlhatésdgnak.

A kivdlasztdsi szabalyok legfontosabb példdi a valds esetben az

Fv)= V[P =)o (24)
i=1

ltal generdlt , legkisebd négyzetek” kivalasztdsi szabdly, a pozitiv esetben
pedig az

n
F(v) = I(v|[1) = ) _(vjlogv; —v; +1) (2.5)

ji=1
altal generalt ,,maximdlis entrépia” kivédlasztdsi szabdly (a (2.5) fiiggvény
minimalizdldsa olyan L affin altéren, melyen " v; konstans, ekvivalens a
— Xj=1vj log v; maximalizdldsdval, tehdt valdszintiségeloszlasok alkotta affin
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altéren a H(v) entrépia maximalizaldsdval). Vegyiik észre, hogy a legkisebb
négyzetek kivilasztdsi szabdly a pozitiv esetben nincs értelmezve, mert van
olyan (pozitiv komponensi vektorok alkotta) L € £, melyen a (2.4) fiiggvény
nem veszi fel a minimumat; masrészt a maximalis entrdpia kivdlasztdsi sza-
bdly a valds esetben nincs értelmezve.

Hasonldképp a vetitési szabalyok legfontosabb példdi a valds esetben az
F(v|u) = ||v — u|? 4ltal generdlt euklideszi velités, a pozitiv esetben pedig
az F(v|u) = I(v||lu) altal generdlt I-divergencia vetités. Nyilvdnvald, hogy
az elébbinél 7(L|u) az u vektornak az L affin altérre vett kdzonséges euk-
lideszi vetiilete; az utébbinal a w(L|u) vektort u-nak L-re vett I-vetiletének
nevezzik.

3. A ,legkisebb négyzetek” és ,,maximadlis entrépia”
médszerek axiomatikus jellemzése

E pont két f6 eredménye, hogy bizonyos/ alapvets axidmaknak csak Osszeg
tipust fiiggvények altal generdlt kivalasztdsi és vetitési szabdlyok tesznek
eleget, tovdbba hogy hozzdvéve egy természetes , kompozicids konziszten-
cia” axiémat, a (2.4) vagy (2.5) altal generdlt kivalasztasi szabaly, illetve az
euklideszi vagy I-divergencia vetités bizonyul az axiémdinknak eleget tevd
egyediil lehetséges kivalasztdsi, illetve vetitési szabdlynak, aszerint, hogy a
valds vagy pozitiv esetr6l van-e szd.

Alapvetd axidmaéink a 3.1 és 3.2 definicidk szerinti regularitds és lokalitds
lesznek. Ezek megfogalmazdsa el8tt ramutatunk az axiomatikus vizsgalat
kiinduldsi pontjat képezd két implicit feltevésre. Egyrészt, hogy v € L
képviseli a v ismeretlen vektorra vonatkozd sszes ismeretiinket (specidlisan,
az Av = b egyenletrendszer L megolddshalmazabdl kivdlasztdsra keriil§ v
vektor csak L-tél fiigghet, és nem az egyenletrendszer konkrét alakjitél),
masrészt, hogy minden L affin altérbél ki kell tudni véilasztani egy v vektort,
tehat hogy a kivdlasztdsi szabaly értelmezési tartomdnya a teljes £. A linedris
inverz problémék konkrét tipusai szempontjabdl ez utdbbi feltevés tilzott ide-
alizdcié lehet, és kivanatos olyan kivalasztdsi szabdlyok vizsgdlata is, melyek
értelmezési tartomanya £-nek egy meghatédrozott részhalmaza. Példaul, ha
valdszinliségeloszlds valasztasardl van szé (1. a bevezetést), akkor csak olyan
L affin alterekbdl vald vilasztdsra van sziikség, melyek vektorai eleget tesznek
a y_ v; = 1 feltételnek. Az utdbbi tipusi affin alterek halmagdn értelmezett
kivalasztdsi és vetitési szabdlyok axiomatikus vizsgdlata szintén megtortént,
és az aldbb ismertetenddkhoz hasonld eredményekre vezetett, bar a technikai
problémak nehezebbek voltak, 1. Csiszar [11].

3.1. Definicié (o) A 7 : L — S kivdlasztdsi szabdly regularis, ha
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(i) L' C L affin alterekre 7(L) € L' esetén n(L') = w(L)

(i) L # L' hipersikokra m(L) # m(L'), kivéve, ha L és L' tartalmazza
7(S)-1

(i) £ -nek bdrmely régzitett dimenzidji affin alterek alkotta részhalmazdn
w(L) folytonosan fiigg L-161.

(6) A{m(-|u), u € S} vetitési szabdly regularis, ha mindegyik = (-|u) kivdlasz-
tdsi szabdly reguldris.

Diszkusszid: Ha az ismeretlen v vektorra vonatkozd ismereteinket repre-
zentdlo linedris egyenletek L megolddshalmazabdl a m(L) = v* vektort va-
lasztottuk ki, és djabb informdcidk az L halmast L'-re sziikitik, akkor v* € L
esetén az ij informacié nem ad okot vélasztdsunk megvaltoztatdsira. Az (i)
kovetelmeény ezt a termeészetes konzisztenciafeltételt formalizdlja. Specislisan,
(i)-bél kovetkezik, hogy m(S) € L esetén mindig (L) = =(S). Igy vetitési
szabalyokra (i)-bdl kovetkezik az a szemléletesen elvart tulajdonsig, hogy
u € L esetén mindig v(L|u) = u.

A (ii) kovetelmény technikai jellegli, szemléletesen kevésbé kényszeritd,
mint (i) vagy (iii). Tovdbbi vizsgdlat tdrgya lehet, hogy valéban sziikség van-e
ré, illetve hogy helyettesitheté-e szemléletesen kényszeritébb kdvetelménnyel.
A (iii) kovetelmény evidens szemléletes tartalmd technikai feltétel. Vetitési
szabdlyok esetén természetesnek tiinne 7(L|u)-nak u-té] vald folytonos fiig-
gését is megkovetelni, de erre nem lesz szikség.

Megjegyzés: Bizonyos esetekben indokolt az (i) feltételt nem teljesitd
kivalasztdsi szabalyt hasznalni, példdul ha az a cél, hogy a kivilasztott vektor
valamilyen értelemben maximalisan reprezentativ eleme legyen az ismereteink
éltal megengedett vektorok halmazinak. Az ilyen esetek jelen vizsgilataink
korén kiviil esnek.

A kévetkezd definicié megfogalmazdsihoz tetszéleges v € S vektor és
tetszoleges 1 < ji < ... < jr < n egészek alkotta J = {j1,...,jr} halmaz
esetén jeldlje vy a v J-beli komponensei alkotta r-dimenzids vektort. Ha
7 : L — S kivédlasztdsi szabdly, 7;(L) a (W(L))J vektort fogja jelolni.

3.2 Definicié (a) A 7 : L — S kivdlasztdsi szabdly lokélis, ha min-
den olyan L = L' N L" glaki affin altérre, melyre L' ill. L" valamely
J C{1,...,n} esetén a v;-re, illetve vjc-re vonatkozd linedris egyenleiekkel
definidlhatd, tehdt

I={v:iA'v;=b'}, L"={v:A'vs.=b"}, (3.1)

teljesdl
m5(L) = 75 (L"), nye(L) = mye (L") . (3.2)
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(b) A {n(-|u),u € L} vetitési szabdly lokdlis, ha m(:|u) minden u esetén
lokdlis kivdlasztdsi szabdly, és ezenkivil a (3.1) feliétel mellett m;(L'|u) il
77(L"|u) csak uy-n, illetve use-n keresztil fiigg u-1sl.

Diszkusszid: A lokalitds azt jelenti, hogy ha az ismeretlen v vektorra
vonatkozd ismeretek két komplementer részbdl tevédnek ossze, nevezete-
sen v-nek a J-beli, ill. a J¢beli komponenseire vonatkozd ismeretekbé],
akkor a kivdlasztdsra keriild v* = n(L) vektor J-beli, illetve J¢-beli kom-
ponenseit a komplementer halmazba tartozé komponensekre vonatkozd is-
meretek nem befolydsolhatjak. Ez a kovetelmény szemléletesen evidensnek
tiinik. Példdul a 2. pontban vazolt tomogréafiai probléméaban, ha az e;
utak halmaza két olyan részre oszthatd, hogy a vizsgdlt tartomany min-
den celldjan csak az egyik halmazba tartozé utak haladnak at, akkor a tar-
tomanyt két fiiggetlenill vizsgalt diszjunkt részbdl allénak tekinthetjik, igy
természetes, hogy az f abszorbcids fliggvény értékének meghatdrozdsahoz
mindkét tartomanybeli celldknal csak az e; utak megfelel8 halmazdhoz tar-
tozd R;f értékeket haszndljuk. A tomogréfidban az ilyen két részre bont-
hatdsdg csak elméleti lehetdség, a gyakorlatban nem fordul el8. Mégis, ha
eléfordulna, az f abszorbcids fiiggvénynek két tartomanyban fiiggetlentil tor-
ténd meghatdrozdsaval szemben felhozhatd volna az a kifogds, hogy igy el-
lentmonddsba keriilhetnénk az f-re vonatkozd esetleges simasdgi feltételekkel.
A lokalitds kévetelményének ilyenfajta kritikdja azonban — absztraktul meg-
fogalmazva — azt feltételezi, hogy az ismeretlen v vektorrdl mast is tudunk,
mint hogy v € L, ez pedig ellentmond kiinduldsi feltevésiinknek.

A kivélasztési, illetve vetitési szabdlyokra egy tovdbbi természetes kéve-
telményt fogalmazhatunk meg, ha olyan linearis inverz problémadrdl van sz4,
amely két (vagy tobb) tényezd egyiittes hatdsdval kapcsolatos. Formadlisan,
tételezziik fel, hogy n = Im, és a v € S vektorokat azonositsuk {v;;} | x m-es
matrixokkal, pl. sorfolytonos reprezentacidban.

Jelolje v € IR! és ¥ € IR™ a v madtrix margindlisait, melyek komponensei

m I
ﬁizzvfj, a=nl e I 5_7':2”1']', J=1luuwgm. (33)
j=1 i=1

Pl. a 2. pontban vazolt tomografiai probléméban a vizsgdlt tartoméanyt sorok
és oszlopok szerint természetes cellikra osztani. Ekkor v;; az abszorbcids
filggvény értékét jeloli az i-edik sor j-edik celldjdban, 7; és &; pedig a kumu-
lativ érték az i-edik sorban illetve a j-edik oszlopban, tehdt a ,,sor-hatds”,
ill. ,,oszlop-hatds”.

Tetszbleges v € S esetén jelolje Ly mindazon w € S vektorok halmazat,
melyekre, a vektorokat a fenti mddon ! x m-es matrixokkal azonositva, w
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margindlisai megegyeznek v marginalisaival, azaz
Ly={w:w=v,w=v}. (3.4)

Nyilvdnvaldan Ly € L.

3.3 Definicié (a) Egy 7 : L — S kivdlasztdsi szabdly | x m kompozfcid-
konzisztens, ha lm = n és a v € S vekiorokat sorfolytonosan reprezentdlt
mdtrizoknak tekintve teljesil m(Ly) = v, valahdnyszor v megadhatd

Vij = §; + 1 (3.5)
alakban (a valds esetben), illetve
Vij = S,‘tj (36)

alakban (a pozitiv esetben).

(b) Egy vetitési szabdly | x m kompozicid-konzisztens, ha m(-lu) kom-
pozicid-konzisziens kivdlasztdsi szabdly minden (3.5), illetve (3.6) alakban
megadhatd u € S eselen, a valds, illetve pozitiv esetnek megfelelden.

(c) Egy kivdlasztdsi, illetve vetitési szabdly kompozicid-konzisztens, ha
valamely | > 1, m > 1 esetén | x m kompozicid-konzisziens,

Diszkusszid: A v matrix (3.5) vagy (3.6) alaki voltdt (a valds, illetve
pozitiv esetben) ligy interpretdljuk, hogy a sor- és oszlop-hatdsok kozétt nincs
interakcid. Ezzel az interpretdciéval mindenesetre 6sszhangban van az, hogy
a (8.5)ill. (3.8) alaki métrixokat marginalisaik egyértelmtien meghatdrozzék.
Valdban, (3.5) ill. (3.6)-bdl egyszerfien kévetkezik, hogy

1 : 1

B & = Sl iy o
7 T'm 17 n 77 s(v)

Uy ,

ahol s(v) = 3 . vi; = 37,9 = 3, 9. Az emlitett interpretacié kiilondsen
evidens akkor, amikor a v métrix (f(e’tdimenziés) valdszindségeloszldst repre-
zentdl. Ekkor (3.8) azt fejezi ki, hogy két fiiggetlen valdszintiségi valtozd
egylittes eloszldsardl van szé. Madrmost 7(Ly) = v azt jelenti, hogy ha az
ismeretlen matrixrél csak azt tudjuk, hogy marginalisai megegyeznek v mar-
gindlisaival, akkor kivdlasztdsi szabdlyunk éppen a v matrixot eredményezi.
Mivel a marginalisok ismerete semmit sem mond a sor- és oszlop-hatdsok
kozotti interakeidrdl, természetes kovetelmény, hogy olyan matrixot kell vé-
lasztani, melynél ilyen interakeid nincs. A 3.3. definicié ezt a kSvetelményt
formalizdlja, a (b) esetben tekintetbe véve azt is, hogy az a priori elképzelés
se utaljon interakcidra. Természetesen kompozicié-konzisztens kivdlasztdsi,
illetve vetitési szabdlyrdl csak akkor beszélhetiink, ha n nem primszam.
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3.1 Tétel (a) Minden reguldris, lokdlis kivdlasztdsi szabdly generdlhatd
n

F(v)=Y_ fi(vy) (3.7)
ji=1

alaki figguénnyel, ahol — a valds ill. pozittv esetnek megfelelden - az f;
figgvények a valds ill. pozitiv szdmokon értelmezett nemnegatw folytonosan
differencidlhald, konver figgvények, mindegyik f_, egyetlen v? v; pontban egyenld
nulldval, és legfeljebb egyikik lehet nem szigorian konvez a poziliv esethen
ezenkivil

lim fi(v) = —00, j=1,...,n.
A fenti tulajdonsdgi F(v) figgvényt a vetilési szabdly (pozittv) konstans fak-
tortdl ellekinive egyertelmien meghatdrozza, és minden ilyen F generdl egy
reguldris, lokdlis kivdlasztdsi szabdlyl.

(b) Minden reguliris lokdlis vetitési szabdly generdlhatd egy

(vlu) = ZfJ (vjlyy) (3.8)

alakil (tdgabb értelemben vett) tdvolsdgfigguénnyel, ahol az f;(- |u;) fiiggué-
nyek minden rogeitett u-ra rendelkeznek az (a) pontbeli tulajdonsdgokkal,
v) = uj-vel A fenti tulajdonsdgi tdvolsdgfiggvényt a vetitési szabdly (pozi-
tiv) konstans faktortdl eltekintve egyértelmien meghaldrozza. Tovdbbd min-

den ilyen tdvolsdgfiggvény generdl egy reguldris, lokdlis vetitési szabdlyt.

3.2 Tétel Tegyik fel, hogy n nem primszdm.

(a) A valds esetben a (2.4) figgvény dltal generdlt , legkisebb négyzetek”
kivdlasztdsi szabdly az egyetlen reguldrs, lokdlis és kompozicié-konzisziens
kivdlasztdsi szabdly, melyre m(S) = 0, a pozitv esetben pedig a (2.5) figguény
dltal generdll ,,mazimdlis entrdpia” kivdlaszidsi szabdly az egyetlen reguliris,
lokdlis és kompozicid-konzisztens kivdlaszidsi szabdly, melyre n(S) = 1.

(b) Az egyetlen reguldris, lokdlis €s kompozicid-konzisziens vetitési szabdly
a valds esetben az euklideszi vetités, a pozitiv esetben pedig az I-divergencia
vetilés.

A 3.1 és 3.2 tételek bizonyitdsat 1. [11)-ben. A 3.2 tétel eégyszerd médon
kovetkezik a 3.1 tételbdl, ennek illusztrdlasira vazoljuk az elsd allitas bi-
zonyitdsdt. Legyen a valds esetben 7 reguldris, lokdlis és | x m kompozicié-
konzisztens kivalasztdsi szabdly, melyre m(S) = 0. A 3.1 tétel szerint a
7 kivdlasztdsi szabdlyt egy (3.7) alaki fiiggvény generdlja, melyet most, a
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v € S vektoroknak [ x m-es matrixokkal vald azonositdsanak megfelelden,
m
F(v)=2_3" fulwy) (39)

i=1j=1

alakban {runk. Ha m(Lv) = v, azaz a (3.9) fliggvény a (3.6) halmazon a v
pontban éri el minimumat, (3.3) felhasznaldsdval kovetkezik, hogy

f.!j(vij):/\i+ﬂj) i:l,...,l;k:l,...,m, (3.10)
ahol A; és y; Lagrange multiplikdtorok. gy minden 1,7, k,l-re
Fis (i) + fralvr) = falva) + fis(uis) - (3.11)

Mivel feltevés szerint m(Ly) = v mindig teljesiil, ha v (3.5) alaky, (3.11)-bél
a kovetkezd fliggvényegyenlet-rendszert kapjuk:

fiGsi 1) + fia(se +4) = fli(se + 1) + Fei(sx +t5) . (3.12)

A m(S) = 0 feltevés értelmében az fi; figgvények (nulldval egyenld) minimu-
mukat a 0 pontban érik el, igy ott derivdltjuk 0. Ezért (3.12)-bél az s; = s,
1; =1, sp = t; = 0 helyettesitéssel adédik, hogy

(s +1) = fi(s) + fi;(t) . (3.13)

Ebbélat = 0ill. s = 0 helyettesitéssel lathatd, hogy az f/, és az fi; figgvény
is azonosan egyenld az fi; figgvénnyel. Kovetkezésképp az [; figgvények
egyazon ¢ folytonos fiiggvénnyel egyenldk, amely (3.13) értelmében eleget
tesz a

gls+t) = g(s) +g(t)

Cauchy-féle fiiggvényegyenletnek. Az utdbbibél g(t) = ct, tehat fij (t) = ct?
minden i, j-re. Ezzel igazoltuk, hogy = a , legkisebb négyzetek” kivalasztdsi
szabdly.

4. Mas sz6bajovo vetitési szabdlyok

Ebben a pontban azt vizsgdljuk, hogy ha a kompozicié-konzisztencia kove-
telményét mell6zziik, de helyette — a regularitds és lokalitds megtartdsdval —
bizonyos més természetes kévetelményeket tesziink, akkor melyek lesznek az
ezeknek eleget tevd vetitési szabélyok. Az el828 ponttdl eltéréleg most indivi-
dudlis kivélasztasi szabdlyokkal nem foglalkozunk, csak vetitési szabalyokkal.
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Legyen
Ll-j(t):{v:vi+vj:t}. (4.1)

4.1 Definicié (o) Egy vetitési szabdly kvaziszimmetrikus, ha minden
(4.1) alaki affin altér és olyan u € S esetén, melyre u; = uj,

v* = 7(Lij(t)ju)-ra v=v

(b) A pozitiv esetben, egy vetitési szabdly statisztikai, he minden (4.1)
alakd affin allér ésu € S esetén

v' = n(Li(t)u)-ra u—’l = l—j; :

Diszkusszid: Ha az ismeretlen v vektorrdl csak annyit tudunk, hogy
Ui +v; =1, és az u a priori elképzelés i-edik és j-edik komponense ugyanaz,
akkor természetes szimmetria-kivanalom olyan vektort vélasztani, melynek
i-edik és j-edik komponensei szintén azonosak. A pozitiv esetben az is in-
dokoltnak tlinik, hogy a v; + v; = ¢ ismeret alapjdn mindig olyan vektort
vélasszunk, melynek i-edik és j-edik komponensei az a priori elképzelés sze-
rintiekkel aranyosak.

Altaldnosabban, ha az {1,...,n} halmaz valamely (J1, ..., Jx) particié-
jara a Zje.l. vj, 1 =1,..., k Gsszegek ismeretesek (és mds nem), akkor ter-
mészetes azt a v* vektort véalasztani, amely az a priori elképzelésnek ezen
feltételekhez vald ardnyos illesztésével kaphatd, tehdt amelyre a Z—; hanyado-
sok a J; halmazokon belill dllandék. Valdsziniiségeloszldsok vonatkozdasdban
ez az in. Jeflrey-szabdly altalanosan elfogadott, v6. Diaconis-Zabell [18].
Erre utalva neveztitk a (b) kovetelményt kielégité vetitési szabalyokat sta-
tisztikainak.

4.2 Definicié Egy velitési szabdly tranzitiv, ha minden L' C L ésu € S

esetén
m(L'lu) = n(L'|r(L|u)) . (4.2)

Diszkusszid: A tranzitivitds azt jelenti, hogy ha az u a priori elképzelés
és a v € L ismeret alapjan a v* = m(L|u) vektort vdlasztottuk, és djabb
informacidk a lehetséges v-k halmazdt L’-re sziikitik, akkor a v € L7 is-
meret alapjdn vald valasztdsndl ugyanarra az eredményre jutunk, akir az
eredeti u-t akdr v*-t hasznéljuk a priori elképzelésként. Mdsrészt arra is gon-
dolhatunk, hogy az ismereteinket reprezentald linedris egyenletrendszer két
részbdl tevddik Gssze, melyek bizonyos L; és L, affin altereket hatdroznak
meg. Ekkor az L = L; N L, &ltal reprezentalt ismereteinknek megfelels
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valasztds kétféleképp végezhetd el két lépésben: elészor vagy L;-bél, vagy
Lo-bél valasztunk, majd a priori elképzelésként az eredeti u helyett az igy
kapott vektort hasznalva valasztunk masodik lépésben L-b8l. A tranzitivitdsi
kovetelmény biztositja, hogy mindkét esetben ugyanazt az eredményt kapjuk,
amely megegyezik m(L|u)-val.

4.3 Definicid A {7(|lu),u € S} vetitési szabdly skdla-invaridns, ha
minden A >0, L € L, u € S esetén

m(AL|Au) = An(L|u) .

Tovdbbd, a valds esetben, a vetitési szabdly eltolds-invaridns, ha minden u €
IR, LEL,u€S esetén

(L +pllu+ pl) = w(Llu) + 4l .

Itt AL ill. L + p1 mindazon Av ill. v + ul vektorok halmazit jeldli,
melyekre v € L. Tehdt ha L = {v: Av=Db}, akkor

AL={%:Av=2Ab}, AL+ul={¥:Av=b+uAl}. (43)

Diszkusszid: Ezek az invarianciatulajdonsagok evidens szemléletes je-
lentésti, nyilvdnvaléan kivanatos kévetelmények.

A 3.1 tétel szerint minden reguldaris, lokdlis vetitési szabdlyt egy (3.8) ala-
ki és a tételben leirt tovabbi tulajdonsigokkal rendelkezé tdvolsdgfiiggvény
general. A kovetkezdkben F mindig ilyen tdvolsdgfliggvényt jeldl, anélkiil,
hogy ezt kiilon mondandnk. Alabb olyan F-ek jellemzését adjuk meg, melyek
a most megfogalmazott kovetelmények koziil bizonyosaknak eleget tevd ve-
titési szabdlyokat generalnak. Korolldriumként az euklideszi vetités és az
I-divergencia vetités ijabb axiomatikus karakteriziciéjat is kapjuk. A ko-
vetkezd tételek a 3. pont végén vazolt bizonyitdshoz hasonléan igazolhatdk,
s6t a 4.1. tétel bizonyitdsdhoz fiiggvényegyenlet megolddsdra sincs sziikség.
A részletes bizonyitasokat 1. [11]-ben.

4.1 Tétel (a) F akkor és csak akkor generd! kvdziszimmetrikus velilési
szabdlyt, ha a (9.8)-beli fi(v|u) figguények nem figgnek j-161.

(b) A pozitiv esetben, F akkor és csak akkor generdl statisztikai vetitési
szabdlyt, ha

F(vlu)= Zujf(%) , (4.4)
j=1
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ahol f(t) folytonosan differencidlhatd szigorian konver fugguény, melyre

[W)=FW)=0, lmfE)=-c.

Diszkusszid; (a) azt mutatja, hogy (regularis, lokdlis vetitési szabalyok
esetén) a kvdziszimmetria mar elégséges feltétele a szimmetridnak, tehdt an-
nak, hogy a vetitési szabdly invaridns legyen a vektorok komponenseinek per-
mutdciojara nézve. A statisztikai vetitési szabdlyokat generals (4.4) alaki t4-
volsdgfiiggvények osztdlydt, mas meggondolasbdl, a szerzé vezette be (6] dol-
gozatdban, f-divergencidk néven (valdsziniiségeloszldsok kozotti tavolsagfiigg-
vénykeént). A statisztikdban haszndlatos tévolsigfiiggvények jelentds része az
f-divergencidk kézé tartozik; részletes targyaldsukat 1. a [24] kényvben.

4.2 Tétel F akkor és csak akkor generdl tranzitty vetitési szabdlyt, ha

n

F(vlu) =3 (p5(v;) — wj(4;) — @} (u;) (v — u3)) , (4.5)

j=1

ahol a p; figgvények folytonosan differencidlhatdak és szigordan konvezek,
és a pozitiv esetben lim,_q ¢,Ii (v) = —co.

Korolldrium 4 pozitiv esetben az egyetlen reguldris, lokdlis, tranzitiv és
statisztikai veldlési szabdly az I-divergencia vetités.

Diszkusszid: (4.5) értelmében
F(v|u) = &(v) — $(u) - V&(u)(v —u), (4.6)

ahol ®(v) = 3°7_, ;(v). Tehdt F(v|u) azt adja meg, hogy a & fiiggvény
grafjdnak v-hez tartozd pontja mennyivel van az u-hoz tartozd pontban érinté
hipersik felett. Az ilyen tdvolsdgfiiggvények a Bregman-divergencidk 1. Breg-
man (3]. Linedris inverz problémakra vald alkalmazdsaikrsl, a folytonos eset-
ben, 1. Jones és Byrne [20], Jones és Trutzer [21]. Az f-divergencidk és a
Bregman-divergencidk csalddjénak kozds eleme esak az I-divergencia és kons-
tansszorosai; ez a korollarium tartalma.

4.3 Tétel (a) A valds esetben, F akkor és csak akkor generdl eltolds- €s
skdlainvaridns tranzitiv vetilési szabdlyt, ha

n

F(viu) =) "c;(v; —u)?, (4.7)

j=1

ahol a ¢;-k pozitiv konstansok.
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(b) A pozitiv esetben, F akkor és csak akkor generdl skdlainvaridns tranzitiv
velflési szabdlyt, ha

F(vlu) = E ciha(vjlu;) , (4.8)

ahol a cj-k pozitiv konstansok, o < 1, és

vlog%—-v+u, ha oo =1;
U v
ha('UlU) = 108 '1')' + a - 1’ haa= 0; (49)
é(u“—v“)+u°"1(v—u), haa <1, a#0.

Korolldrium (a) 4 valds esetben, az egyetlen reguldris, lokdlis, ellolds-
és skdlamvaridns, tranzitiv és kvdziszimmetrikus vetilési szabdly az euklideszi
velités.

(b) A pozitiv esetben a reguldris, lokdlis, skdlainvaridns, tranzitiv és kvdzi-
szimmelrikus vetflési szabdlyok az

Fo(vlu) = Zhu(u,- lu;), e<1 (4.10)

tdvolsdgfigguények dltal generdlt vetitési szabdlyok, ahol a h, figguények a
(4.9) szerintiek.

Diszkusszid: A (4.10) tdvolsdgfiiggvény a = 1 esetén az I-divergencia,
a = 0 esetén az Itakura-Saito tdvolsdg, 1. [18]. Az o paraméter mds értékeire
ad4dé tavolsigoknak az irodalomban vald eléforduldsérdl a szerzdének nincs
tudomdsa, kivéve Jones és Trutzer [21] munkdjat, akik szerint egy ilyen alaki
tdvolsdg folytonos megfelel§je spektrumanalizis feladatokndl jobb eredmé-
nyekre vezetett, mint az Itakura-Saito tdvolsdgot haszndld szokdsos mddszer.
Mindenesetre a 4.3 tétel korolldriuma arra utal, hogy - a pozitiv esetben
— az I-divergencia vetités alternativdiként leginkdbb az o # 1 paraméterii
(4.10) tavolsdgfiiggvények szerinti vetitések johetnek széba. Ezek koziil azon-
ban az Itakura-Saito tdvolsig (@ = 0 eset) axiomatikus szempontbdl nincs
kitintetve.

5. Az I-vetiilet numerikus meghatdrozdsa

A linedris inverz problémék egyik legegyszerilibb tipusa, amikor egy nem-
negativ elemd matrixot kell rekonstrudlni a margindlisai alapjan, 1. (3.3),
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felhasznélva a métrixra vonatkozd valamilyen a priori elképzelést. Erre alta-
ldnosan hasznalt mddszer az eredetileg kiilondsebb elméleti megalap ozds nél-
kil bevezetett iterativ ardnyos illesztési eljdrds, amely RAS médszer néven
is ismeretes. Az irodalomban a szerzé tudomadsa szerint elészér Kruithof [22]
dolgozatdban fordult el8, telefonforgalom becslésére; a statisztikdban kontin-
genciatdbldzatok elemzésére elészor Deming és Stephan [15] alkalmazta.

A mddszer, kissé dltaldnosabb formaban, akkor alkalmazhatd, ha a pozitiv
esetr8l van szé (tehdt S a pozitiv komponensti v € IR" vektorok halmaza), és

az ismeretlen v vektorrdl annyit tudunk, hogy az {1,...,n} halmaz bizonyos
(Jio 0 Jh )y o (I, JL) particidira ismertek a
> v =0, 1<i<r, 1<k<k, (5.1)
Jed}

osszegek. Az iterdcié abban &ll, hogy az adott u € S a priori elképzelésbé]
kiindulva, a v(t),t =0,1,2,... vektorokat a kovetkez8képp hatarozzuk meg:
v(0) = u, és t > 1 esetén a v(t) vektort v(t — 1)-b8l az i(t)-edik particid
altal el6irt b;(t) Osszegekhez vald ardnyos illesztés szdrmaztatja, ahol i(t) = ¢
(mod r). Mdsszdval

vi(t) = v(t-1) ha jeJi® (5.2)

leJi®

Specidlisan, ha v matrixot jelent, melynek v és ¥ marginalisai vannak megad-
va, akkor itt 7 = 2, a két particié a matrix sorainak ill. oszlopainak felel meg,
és az iteracié a megadott sor- és oszlopdsszegekhez vald ardnyos illesztések
ciklikus ismétlése.

Az aldbbi 5.1 tételbdl specislis esetként kovetkezik, hogy ha egyiltaldn
létezik az (5.1) feltételeket kielégitd v € S vektor, akkor

v' = tlim v(t) (5.3)

létezik, és egyenld az u I-vetiiletével az (5.1) feltételekkel definidlt L affin
altérre. Vegyiik észre, hogy az (5.2) altal definidlt v(¢) vektor nem mas, mint
v(t — 1) I-vetiilete az L.y affin altérre, ahol

Li:{vizvj:bi,lskski}. (54)
jed;

Figyelemremélté azonban, hogy mig az iterdcid egyes lépései nemcsak az I-
divergencia, hanem mér f-divergencidk szerinti vetitésnek is tekinthet8k, v,



Entrdpiamaximalizdlds és rokon mddszerek: axiomatika, algoritmusok 129

4.1 tétel, u-nak az I = (_; Ly affin altérre vald vetiiletérél ez mdr nem
allithatd, és az (5.3) limesz éppen az I-vetiilettel egyenld. Ez azzal fiigg dssze,
hogy az iterativ vetités konvergencidja a tranzitiv vetitési szabdlyok tulaj-
donsaga, és az f-divergencidk szerinti vetitések koziil egyediil az I-divergencia

vetités tranzitiv, ]. a 4.2 tétel korollariumat.

5.1 Tétel Legyen {r(:|u),u € S} reguldris, lokdlis, tranzitiv vetitési
szabdly, és tegyik fel, hogy

LzhL;;’:@, (5.5)

=1

ahol Ly, ..., L, tetszdleges affin alterek. Legyen v(0) = u ést > 1 esetén
legyen v(t) = m(Lisy|v(t — 1)), aholi(t) =t (mod r). Ekkor

11_1‘1& v(t) = 7(L|u), (5.6)

feltéve, hogy ||v(t)|| nem tart végtelenhez. Specidlisan, a kévetkezd két feltétel
bdrmelyike elégséges (5.6) teljesiléséhez:

(i) az L; halmazok legaldbd egyike korldios

(i3) a vetdtési szabdlyt generdls (4.5) tdvolsdgfigguényben szereplé o; figg-
vények mindegyikére

ugpg.(u) = ¢j(u) — 00, ha |u| — 0. (57)

Diszkusszid: Az 5.1. tétel a pozitiv és a valds esetben egyardnt érvényes
(a pozitiv esetben (5.7)-ben |u| — oo helyett u — oo értendd). Az (i) feltétel
a pozitiv esetben jon szdba, tipikus esete, amikor az L; affin alterek egyike
olyan v vektorokbdl all, melyek komponenseinek Gsszege konstans. A (ii)
feltétel teljesiil pl. a 4.3 tételben szerepld vetitési szabalyok koziil az (a) eset-
beliekre, és a (b) esetbeliekbdl azokra, amelyekre 0 < o < 1, igy specilisan
az euklideszi vetitésre, az I-divergencia vetitésre és az Itakura-Saito tavolsdg
szerinti vetitésre.

Nyitott kérdés, hogy az 5.1. tételben nem éllithaté-e (5.6) minden tovébbi
feltétel nélkiil, tehdt hogy ||v(t)|| — oo eléfordulhat-e egydltalin.

Az 5.1. tétel egyszeri kovetkezménye annak, hogy a tranzitiv vetitési
szabdlyokat generdld (4.5) alakui F tdvolsigfliggvényekre teljesiil a

Pitagorasz tétel: Tetlszéleges L affin aliér, u € S ésv € L eselén

F(v|u) = F(v|v*) + F(v*|u) ahol v*=#(Lju). (5.8)
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Vegyiik észre, hogy az F(v|u) = ||v — ul|? esetben (5.8) az u, v*, v altal
alkotott derékszogli hdromszdgre vonatkozd kozonséges Pitagorasz tétel. Az
F(v|u) = I(v||u) esetre vonatkozd (5.8) azonossig fontos szerepet jatszik az
I-divergencia statisztikai alkalmazdsaiban, 1. Kullback [23].

Az (5.8) Pitagorasz tétel bizonyitdsshoz jegyezziik meg, hogy mivel a
vetitési szabalyt az

n

F(viu) =) (i (v5) — ws(u;) — @} (u;) (v — uy)) (5.9)

i=1

tavolsagfiiggvény generalja, (5.9) v szerinti gradiensvektora a v* = m(L|u)
pontban meréleges L-re, igy specidlisan a v — v* vektorra is. Tehat

n

(v = 9 (¥ (vs) = 0} (u;)) = 0, (5.10)

j=1

ami ekvivalens (5.8)-cal.

Mdrmost az 5.1. tétel a kovetkezdképp bizonyithatd, v6. Csiszér [7),
ahol a tétel az I-divergencia vetitésre volt kimondva, valdsziniiségeloszldsok
esetére szoritkozva. Alkalmazzuk az (5.8) Pitagorasz tételt u és L szerepében
v(t — 1)-re és Ligy)re (az 5.1. tétel jeldléseivel) és legyen v € (V_, L;
tetszlleges. Azigy adddé azonossdgokat t = 1-t8] N-ig Gsszegezve azt kapjuk,
hogy minden v € L = "_; L; esetén

N
F(viu) = F(v[v(N) + Y F(v(®)lv(t - 1)) . (5.12)

Specidlisan, minden v € L esetén az F(v|v(t)), ¢ =0,1,... sorozat monoton
csokkeno, és

F(vlu) = lim F(v|v(t)) + ) F(v()lv(t - 1)) . (5.13)

t=1

Ha [|v(t)|| nem tart végtelenhez, a v(t) sorozatbdl kivalaszthaté egy v(ti) —
v* konvergens részsorozat. Itt v* € S a pozitiv esetben is teljesiil, mert ha
v* valamelyik komponense 0 volna, akkor lim,_¢ ¢ (v) = —oc miatt (1. 4.2
tétel) F(v|v(t;)) végtelenhez tartana, ellentmondasban F (v|v(t)) monoton
csokkend voltaval.

(5.13)-bél kévetkezik, hogy F(v(t)|v(t — 1)) — 0. Vegyiik észre, hogy
ha u S-nek egy kompakt részhalmazabdl vald, akkor F(v|u) tetszélegesen



Entropiamaximalizélds és rokon médszerek: axiomatika, algoritmusok 131

kicsi voltdbdl kovetkezik ||v — ul| tetsz8legesen kicsi volta. Ezért abbdl, hogy

v(te) — v* € S, kdvetkezik v(tx + 1) — v*, .., V(tp + 71— 1) = v* is.
Igy, mivel a v(ti), v(tx + 1), ..., v(tx + r — 1) vektorok valamely ciklikus
permutdcid szerint rendre az Ly, ..., L, affin alterekbdl valdk, sziikségképpen

v* € iz, Li = L. Felhaszndlva, hogy az F(v|v(t)) sorozat minden v € L
esetén monoton csokkend, most mar kovetkezik, hogy

Jim F(v*|v(t)) = klin;o F(v*lv(ty)) =0, (5.14)

tehat nemcsak v(ty) — v*, hanem v(t) — v* is teljesiil. Ezutan (5.13)-at
v = v*-ra alkalmazva azt kapjuk, hogy

F(v*lu) =Y F(v(t)lv(t - 1)) ; (5.15)

ezt (5.13)-ba visszahelyettesitve lithatd, hogy F(v|u) > F(v*|u) minden
v € L-re, tehit v* = n(L|u).

Végiil még azt kell belatni, hogy az 5.1 tételbeli (i) ill. (ii) feltétel kizarja
a |[v(t)|| — oo lehetdséget. Az (i) feltételnél ez nyilvdnvald, (ii)-nél pedig
abbél kévetkezik, hogy ||v(t)|| — oo esetén az F(v|v(t)) sorozat nem lehetne
monoton csdkkend, sét végtelenhez tartana. Valdban, a (ii) feltétel mellett
egyszerfien igazolhatd, hogy barmely rogzitett v € S esetén F(v|u) — oo ha
afl ~ co.

Az 5.1. tétel elvi lehetSséget ad barmely L affin altérre vald I-vetiilet, vagy
altaldnosabban, tetszéleges reguldris, lokalis, tranzitiv vetitési szabaly szerin-
ti m(L|u) vetiilet kiszamitdsdra, legaldbbis az (i) vagy (ii) feltétel teljesiilése
esetén. Valdban, minden L affin altér el8éllithaté hipersikok metszeteként.
fgy m(L|u) kiszémitdsa torténhet olyan itericiéval, melynek minden lépése
hipersikra, azaz egyetlen linedris feltétellel meghatarozott L; affin altérre vals
vetités. Ezek a lépések azonban dltaldban lényegesen szadmitdsigényesebbek
az (5.4) specialis alakii affin alterekre vald I-divergencia vetitésnél, ami egy-
szeriien csak ardnyos illesztést jelent.

A kovetkezd médszerrel minden olyan L affin altérre vett I-vetiilet kisz4-
mithatd az iteratlv ardnyos illesztési eljardshoz mérhetd szdmitasi komplexi-
tdssal, amely L-re a v € L vektorok komponenseinek osszege allandé. Mivel
az I-divergencia vetités skdlainvaridns, az 4ltaldnossig csorbitdsa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy ez az Gsszeg 1, azaz, hogy L-et valdszintiségeloszldsok alkotjdk.

Legyen tehdt L a pozitiv komponensii v € IR" vektorok S halmazénak
olyan affin altere, hogy minden v € L vektorra Z_;I:l"i = 1. Konnyd
belatni, hogy ekkor L elbéllithaté L = {v : Av = b} alakban olyan A
k x n-es mdtrixszal és b € IR* vektorral, hogy A elemei nemnegativok és
oszlopOsszegel 1-gyel egyenlSk, tovibba b elemei pozitivok és dsszegiik 1.
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Egy ilyen elédllitdst véve alapul, legyen v(0) = u (az a priori elképzelést
reprezentalé vektor), és a v(t),t = 1,2, ... vektorokat definidlja

b; R
v;(t) = v;(t 1)E <Z: T 1)> (5.16)
Ezt az iterciét elészor Darroch és Ratcliff [14] javasoltdk, és bebizonyitottak,
hogy v(t) konvergdl u-nak L-re vett I-vetiiletéhez. Az I-vetiilet kiszdmitasd-
nak ez a médja az irodalomban SMART algoritmus néven is ismeretes.

Az (5.16) iterdcidval szdrmaztatott v(t) sorozat konvergencidja u-nak L-
re vett I-vetiiletéhez egyszerlien levezethetd az 5.1 tételbsl (1. [10]). Ehhez
jeldlje M azoknak az (i, j) pdroknak a halmazdt, melyekre aij # 0, és jelolje
S a {%i; : (i,7) € M} alakban irt pozitiv komponensi ¥ € IR™ vektorok
halmazdt, ahol m < nk az M elemszdma. Legyen I mindazon ¥ € § vektorok
halmaza, melyek komponensei 4;; = a;jv; alakiak valamely v € L vektorra,
és legyen & = {aju;,(i,j) € M}. Ekkor v € [ esetén I(¥]|a) = I(v|u),
ezért @ L-ra vett I-vetiilete az u L-re vett v* I-vetiiletének megfelel6 v*-gal
egyenld. Mivel [ = I; n [,, ahol

Ly={¥:) #i=b, i=1,... .k} (5.17)
j

B, 2.5 Za,j—%uu_o (i,5) € M} (5.18)
1 1,

(itt az Osszegek azokra a j ill. / indexekre vonatkoznak, melyek a szébanforgé
iill. j indexszel M-beli part alkotnak), az 5.1. tétel szerint ¥* megkaphatd
az Ly-ra ill. Lo-ra vald vetitések ciklikus ismétlésével szdrmaztatott v(t)
vektorok sorozatdnak limeszeként. Egyszerii szamoldssal adédik, hogy ez az
iterdcié ekvivalens az (5.16) iterdcidval, pontosabban az (5.16) szerinti v(t)
vektorok a ¥(2t) vektoroknak felelnek meg.

6. Kiegészit6 megjegyzések

A linedris inverz probléméknak a 2. pont szerintinél 4ltaldnosabb valtozatiban
az ismeretlen f fiiggvényt bizonyos Rf funkciondlok értékeinek pontatlan is-
merete alapjdn kell meghatdrozni. Formalisan, a diszkrét esetben, az isme-
retlen v vektorrdl rendelkezésre all6 ismereteket (1.7) helyett egy

n
Za,-,-vj+e,-=b.-, i=1,...k (6.1)
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alaku egyenletrendszer irja le, ahol ey, ..., e} az ismeretlen e hibavektor kom-
ponensei. Ezeket szokdsos ismert vagy részben ismert egyiittes eloszldsi (leg-
tobbszdr fliggetlen normadlis) valdszinliségi valtozdknak tekinteni, amikoris a
feladat a statisztika mddszereivel kozelithet meg. Az eddigiekkel 6sszhang-
ban gondoljunk ehelyett arra az esetre, amikor az e hibavektor nem véletlen
(vagy ha igen, eloszldsdrdl nincs informacidnk), igy statisztikai médszerek
megalapozottan nem alkalmazhatdk. Pl. a 2. pontban vézolt tomogrifiai
problémaban, ha azt hiba megengedésével modellezziik, e a diszkrét kdzeli-
tésbél és a berendezés geometridjanak pontatlan ismeretébdl szarmazé szisz-
tematikus hibat fogja jelenteni, mert a véletlen mérési hibdk ehhez képest
elhanyagolhaték. Ha az e hibavektorrdl feltehetd, hogy |e;| < e, i=1,...,k,
akkor mondhatjuk, hogy a v vektort egy affin altér helyett a

{v:|Za.~jv_,-—b.']56,i=1,...,k} (6.2)

konvex halmazbdl kell kivilasztani, v. (1.5); a dolgozatban targyalt axioma-
tikus eredmények egyszertien kiterjeszthetSk gy, hogy erre a feladatra is al-
kalmazhatdk legyenek, 1. [12]. A (6.2) alakd halmazra vald vetités numerikus
médszereit illetSleg az [5] cikkre utalunk, amely béséges irodalomjegyzéket is
tartalmaz.

A (6.1) probléma mas megkdozelitése, hogy azt olyan szlikebb értelemben
vett linearis inverz problémanak tekintjiik, melyben a (v, e) par az ismeretlen,
és ennek megvélasztdsira alkalmazunk valamilyen ,,j6” kivdlasztdsi szabalyt.
Igy a poszitiv esetben szdmitisba jon ||v||2 és |[e||? valamely linesris kom-
bindciéjdnak minimalizdldsa a (6.1) feltételek mellett, vo. [4], [17].

A Kklasszikus legkisebb négyzetek mddszere a D aivy =bi, i=1,...,k

‘ egyenletrendszer kozelité megolddsara szolgil abban a tipikusan & > n-re
eléforduld esetben, amikor az egyenletek inkompatibilisek; ilyenkor a (6.1)
egyenletrendszernek azt a megoldasat fogadjuk el, amelyre ||e||? minimalis.
Az, hogy ||v]|? és||e||? valamely linedris kombindciéjat minimalizdljuk, termé-
szetes kozds dltaldnositdsa a 2. pontbeli és a klasszikus értelemben vett leg-
kisebb négyzetek mdédszerének. A (6.1) egyenletrendszer ily mddon torténé
megolddsdnak axiomatikusan kitlintetett voltdt azonban nem sikeriilt bizo-
nyitani tobbek kozott azért, mert a (6.1) alaki egyenletek nagyon specidlisak,
igy 926 sincs arrdl, hogy a (v, e) parokbdl képezheté minden affin altérbél ki
kell tudni vélasztani egy (v,e) part.

Visszatérve a 2. pontbeli értelemben vett inverz problémdkra, egy ,,foly-
tonos” probléma diszkrét kozelitése nem csak az ott vazolt médon lehetséges.
Altaldnosabban, a (2.1) kozelitésben az f; fiiggvények egy felosztds celldinak
indikdtorfiiggvényei helyett mas bazisfiiggvények is lehetnek, vo. [4]. Ekkor a-
zonban a diszkrét kozelités mar nem tiikrozi k6zvetleniil a folytonos probléma
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geometridjat, és ezért a lokalitds (3.2 definicid) nem t{inik kényszerité kovetel-
ménynek. Ilyenkor szimitdsba jéhet olyan Bregman-divergencia — azaz (4.6)
alaki tavolsdgfiiggvény - dltal generdlt vetitési szabalyt alkalmazni, ahol a
®(v) fiiggvény (szigorian konvex és folytonosan differencidlhaté, de) nem
E;‘____l j(v;) alaki. Ezekre az (5.8) Pitagorasz-tétel és kovetkezésképpen a
tranzitivitds védltozatlanul teljesiil, és az 5.1. tétel is kiterjeszthetS erre az
esetre. Nyitott kérdés, hogy a tranzitivitds kévetelménye Snmagéban vagy
esetleg valamilyen egyszerli technikai feltétellel egyiitt elégséges-e az ilyen
vetitési szabalyok axiomatikus jellemzéséhez.

Vizsgdlatainkban fontos szerepe volt annak a feltevésnek, hogy a szamitds-
ba veheté vektorok S halmaza vagy a teljes IR", vagy ennek a pozitiv kompo-
nensii vektorokbdl allé részhalmaza. Kivinatos volna hasonlé eredményeket
bizonyitani mas S alaphalmaz esetén is; ez sikeriilt arra az esetre, amikor S
mindazon vektorok halmaza, melyek komponensei pozitivak és Ssszegiik 1, 1.

11].

[ ]Egyszerii észrevétel, hogy a pozitiv komponensti vektorok alkotta S eseté-
re értelmezett 7 reguldris, lokalis kivélasztasi szabalyok kéziil bizonyosaknak
trividlis médon megfeleltethetd olyan # kivélasztdsi szabaly, melynek alaphal-
maza S lezdrtja. Nevezetesen, ha a 3.1 tétel szerinti F(v) fiiggvény olyan
fi(v;) fiiggvények Osszege, melyekre az f;(0) = lim,_o fj(v) hatdrértékek
végesek, F(v) folytonos kiterjesztése cl(S)-re egy 7 kivalasztdsi szabalyt
general cl(S) affin altereinek (vagyis (2.2) alakd részhalmazainak) halmazan.
Természetesen ha L affin altere S-nek, akkor cl(L) affin altere cl(S)-nek és

#(cl(L)) = n(L) . (6.2)

Az utdbbi észrevételhez kapcsolddik az 5.2. tétel kovetkezd 4ltalinositisa, a
pozitiv esetben. Tegyiik fel, hogy az adott tranzitiv vetitési szabalyt generdls
(4.5) tévolsdgfiiggvényben szerepld ; fiiggvényekre a ;(0) = lim,_o wi(v)
hatdrértékek végesek. Ekkor az 5.2 tételben a (_, L; # @ feltétel helyett
elég azt feltenni, hogy

=
T={)c(L)#0, (6.3)
i=1

ha (5.6)-ban m(L|u) helyett #(L|u)-t irunk, ahol #(T|u) az eléz8 bekezdés
szerint értendS. Valdban, F(v|u) értelmezésének v € cl(S)-re vals természe-
tes kiterjesztésével az 5.2 tétel bizonyitdsa valtozatlanul alkalmazhatd, fi-
gyelembe véve, hogy az (5.8) Pitagorasz tétel nyilvdnvaldan v € cl(L) esetén

is érvényes.
Az 5.2 tétel fenti dltaldnosabb valtozata érvényes specidlisan az I-divergen-
cia vetitésre. Ezt alkalmazva, az (5.2) iterativ ardnyos illesztési algorit-
mus konvergencidja nemcsak akkor allithatd, ha létezik az (5.1) feltételeket
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kielégité pozitiv komponensli v vektor, hanem az is igaz, hogy az (5.3) limesz
létezik és egyenlS u-nak az (5.1) feltételeket kielégitd nemnegativ kompo-
nensii vektorok halmazdra vett I-vetiiletével, ha ez a halmaz nem iires. Ha-
sonloképp, az (5.16) iterdcié mindig konvergdl u-nak az Av = b feltételt
kielégitd nemnegativ komponensi vektorok halmazdra vett I-vetiiletéhez, ha
ez a halmaz nem iires, akkor is, ha nem tartalmaz pozitiv komponens{i vektort
(az A mitrixra és a b vektorra az iteracié definidldsa elétt megfogalmazott
feltételek mellett). Végiil érdekességként bizonyitds nélkiil megemlitjiik, hogy
az (5.16) iterdcié akkor is konvergens, ha nem létezik az Av = b feltételt
kielégitd nemnegativ komponensti vektor. Ekkor v(?) az u-nak azon nem-
negativ komponensii v vektorok halmazéra vett I-vetiiletéhez tart, melyekre
az I(Av|b) I-divergencia minimalis.
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MAXIMUM ENTROPY AND RELATED METHODS: AXIOMS, ALGORITHMS

In this survey, for systems of k linear equations with n unknowns, where n > 3
is fixed and k < n is arbitrary, we consider rules to select a distinguished solution
vector v € IR™. Two cases are treated: (i) the positive case, when solution vectors
with positive components are assumed to exist and the distinguished v is selected
from those (ii) the real case, when there are no such constraints. Certain natural
axioms are imposed on the permissible rules of selection. A set of such axioms imply
that the selected v must be the feasible solution of maximum entropy resp. mini-
mum Euclidean norm, according to the positive resp. real case, or if a prior guess
u € IR" is given, the feasible solution closest to U in the sense of I-divergence (1.8)
resp. of Euclidean distance. Some weaker axioms permit using other distances, viz.
the f-divergences (4.4) or the Bregman distances (4.5). Out of algorithms for mini-
mizing I-divergence, we consider interative scaling (RAS) and generalized iterative
scaling (SMART). Both are particular cases of iterative Bregman distance mini-
mization, whose convergence follows from the Pythagorean theorem for Bregman
distances.






