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HEGESZTESSEL KOMBINALT CSOVAGASI FELADAT!

AGOSTON KOLOS CSABA — NYIRI JANOS
Budapesti Corvinus Egyetem

A végési problémat (angolul cutting stock) sokan és mélyrehatéan tanulma-
nyoztdk. Az alapfeladatot az évek sordn tobbféle irdnyban altaldnositottdk.
Ebben a cikkben mi is bemutatjuk az egydimenzids probléma egy lehetséges
tovébbfejlesztését. A mi esetiinkben (ipardgi szabvanynak megfeleléen) en-
gedélyezett a toldas (hegesztés), de egy egység csak maximum két darabbél
rakhato 0ssze. Bemutatunk egy algoritmust, amely a problémat vegyes egész-
értékii LP feladatok sorozataként oldja meg. Az algoritmus viszonylag gyor-
san lefut, és skalazhato.

1 Bevezetés

A végési problémat elészor Kantorovics (1939) fogalmazta meg. Késébb ilyen
feladatokkal Gillmore és Gomory (1961) is részletesen foglalkozott, atfogd
elemzéssel tamogatva a megoldasi folyamatokat. Cikkiikben a problémat
egészértéki LP feladatként fogalmaztak meg, amelynek megoldasihoz vagasi
tervekre (eredeti szhasznélatban: activity) volt sziikség, és az egészértékil
programozasi feladat megmondta, hogy melyik vagasi tervet hanyszor kell
alkalmazni. Hozzdjarulasuk legfontosabb eredménye az volt, hogy olyan elja-
rast mutattak fel, amelyhez nem sziikséges az Osszes vagasi terv elozetes 1ét-
rehozasa, ugyanis az algoritmus a lényeges vagasokat menet kozben generalja
(egy un. oszlopgeneraldsi mddszer segitségével). Ugyanakkor az algoritmus
nem feltétleniil general egészértékii megoldést is egyben.

Az eredeti feladat lényegében egydimenziés feladat: csévek vagy olyan
szalagok vagéasdhoz lehetett felhasznélni, ahol a szélesség adott. A gyakor-
latban el6fordulé problémék azonban az eredeti modell kiterjesztését mo-
tivaltdk. Legjellemzdbb kiterjesztés a dimenzidszam névelése volt: vizsgaltak
két- és tébbdimenzids problémékat. A tobbdimenzids problémék esetén 1é-
nyeges kérdés, hogy milyen vagasok engedélyezettek: egyszeriibb esetben a
végdsoknak végig kell haladniuk az anyagban (pl. liveget nem szokds félig
levagni), ezekre a szakirodalomban a ‘guillotine’ probléma megnevezés ho-
nosodott meg. Textilidk esetében viszont nem jelent problémat, ha a vagas
nem ér végig az anyag teljes szélességén. Operacidkutatasi szempontbdl ez a
kétféle vagasi technika eltér6 kezelést implikdl.

A vagasi problémdkrdl osszefoglalét ad Cheng et al (1994). Ipari alkal-
mazasrél 1dsd példaul Stadtler (1990).

IBeérkezett: 2016. aprilis 14. E-mail: kolos.agoston@uni-corvinus.hu.
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Napjainkban elterjedtek az in. Sprinkler tlizvédelmi rendszerek. A rend-
EN 12845:2004+ A2:2009 szamu szabvény irja le. Egy adott megrendelés
esetén az elézetesen méretre vagott csdveket a helyszinen szerelik Gssze. A
feladat érdekességét az adja, hogy a szabvany szerint ezeket a csOveket lehet
hegeszteni, de cs6venként maximum egyszer.

A 2. fejezetben definidljuk a problémét, a 3. fejezetben bemutatjuk, hogy
hogyan lehet a hegesztéssel kombinalt feladatot visszavezetni az alapfeladat-
ra, ugyanakkor felhivjuk a figyelmet a visszavezetés korlataira is. A 4. fejezet-
ben felirjuk a hegesztéssel kombinalt vagasi problémat vegyes egészértékii LP
feladatként, amely futdsi ideje csillagaszati mértékii is lehet. Az 5. fejezetben
megadunk egy kozelito eljarast, amely elfogadhato id6 alatt lefut. Numerikus
futtatasok eredményei a 6. fejezetben szerepelnek, melyet az Osszefoglalas
kovet.

2 A hegesztéssel kombinalt vagasi feladat is-
mertetése

Adott egy L% lista, amely a d 4tmér6hoz tartozé levagandé cséveket tar-
talmazza. Mivel kiillonb6z6 atméroji cséveket nem lehet Gsszehegeszteni, igy
minden atméréhoz kiulon feladat tartozik, ezért a d index nem feltétlentil
jelenik meg a késébbiekben, kivéve a paraméterekben. A levdgandé csévek
hossza 0 és 12000 mm kozott valtozhat, amelyet [; jeldl (i € L?). Iparagi
szabvany, hogy a csoveket lehet hegeszteni, de darabonként maximum egyszer.
A hegesztés koltsége w? —amely fiigghet az atmérétél— az iizletmenet soran
valtozhat. Ha sok a megrendelés, akkor magas koltséggel szamolhatunk,
mert a megnovekedett munkaraforditds miatt mas megrendeléseket vissza
kell utasitani, igy a hegesztés rezsikoltségéhez viszonylag nagy alternativa
koltség is jarul. Ha kevés a megrendelés, akkor csak a viszonylag alacsony
rezsikoltséget kell figyelembe venni.

A csoveket 6000 mm hosszi alapanyagokbdl kell méretre vagni, majd
sziikség esetén a ledarabolt cstveket Gsszehegeszteni. Az egyértelmii széhasz-
nélat miatt hivjuk a tovabbiakban az alapanyagként szolgald ‘cstvet’ rudnak,
mig a listdban szereplét csének, habar ez nem teljesen szabatos. A rudak dra
természetesen fiigg az dtmérétél: pe.

A kérdés az, hogyan lehetne elvégezni egy L% listdhoz tartozé csévek
méretre vigdsit és hegesztését gy, hogy az Osszkoltség (nyersanyagdr plusz
hegesztési koltség) minimalis legyen? A nyersanyagdrat az elhasznélt rudak
darabszama alapjan kell kalkulalni, a keletkezé hulladékot nem lehet fel-
hasznélni egy masik megrendeléshez.
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3 Visszavezetési kisérlet

Elso6 lehetoségként vizsgaljuk meg, hogy vissza tudjuk-e vezetni a feladatot
hegesztés nélkiili darabolasi feladatra!

Gillmore és Gomory (1961) &ltal megadott algoritmus nem kezeli a hegesz-
téseket; az alapanyag hosszisaga viszont tobbféle is lehet. A mi esetiinkben
az alapanyag hossza 6 000 mm, de egy hegesztéssel készithetiink egy 12 000
mm hosszt rudat, melynek ara 2p? 4+ w?; két hegesztéssel készithetiink egy
18000 mm hosszii rudat, amelynek ara 3p? + 2w? ... Tehat tigy tiinik, hogy
visszavezettilk a feladatot hegesztés nélkiili vagasi feladatra.

De ez a visszavezetés nem tokéletes. Legyen pl. 3 db 10000 mm hosszi
leszaband$ csé. Ekkor Gillmore és Gomory (1961) algoritmusa (vagy vala-
mely tovébbfejlesztett véltozata) le fogja darabolni ezt egy 30 000 mm hosszi
rudbdl vagasi hulladék nélkiil. Viszont a 30 000 mm hosszi rud elkészitéséhez
4 hegesztés kell, a 3 csovet pedig maximum 3-szor lehet hegeszteni (csdven-
ként egyszer). Az ilyen jellegli problémakat megnyugtaté médon nem tudjuk
kezelni a visszavezetés soran.

Tovébbi probléma, hogy nagy teljesitményii (szabad felhaszndldsd) im-
plementacidja nem érhetd el a darabolasi feladatnak.

Lehet6ség lenne az oszlopgeneracié médositasara is, de ez sem feltétlentl
célravezetO, hiszen a toldas lehet6sége miatt a megoldandé feladat mérete
megnd, ami akdr nagyon nagy futdsi id6t is okozhat (ugyanis egészértékii
feladat megoldasa sziikséges hozza).

A cikkben bemutatott algoritmus egyfajta kisérletnek is tekintheté, hogy
milyen teljesitményre lehet szamitani, ha eltériink az oszlopgenerdlds tech-
nikatdl. Az implementdcié az lizleti életben hasznos segitséget jelentett, a
megoldéssal a megrendeld elégedett volt. A bemutatédsra keriil$ programozdasi
feladatok jél hasznosithatéak egy modositott oszlopgeneralds algoritmus meg-
alkotasakor.

4 Globalis optimum

A 2. fejezetben leirt feladat optimalis megoldasa megadhaté egy vegyes egész-
értéki programozasi feladatként. Legyen K olyan nagy szam, hogy a feladat
K rud segitségével mar biztosan elvégezhetd. Jelolje x;p, i€ L k=1... K,
hogy az i levigandd cs6 mekkora részét vagjuk le a k radbdl. Jelolje ry
bindris véltozd, hogy a k rudat felhaszndltuk-e (van-e olyan 4 index, amely-
re x;, pozitiv). Legyenek h;; bindris indikétorvéltozok, hogy w;; véltozdk
pozitivak-e vagy sem.
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Az (1) feladat megfogalmazédsinal figyelni kell arra, hogy a célfiiggvényben
a hegesztés koltségét egyszer akkor is hozzdadjuk a koltséghez, ha nincs he-
gesztés. Tehat a kapott célfiiggvény értékbdl le kell vonni a csévek szamaszor
a hegesztés koltségét (de ez egy fix Gsszeg, az optimum helyét nem valtoztatja
meg).

Az (1) programozési feladat megoldhatd vegyes egészértékii solverek se-
gitségével. A felirdsban szerepl6 nagyszamu bindris valtozd miatt a szitkséges
id6 extrém nagyra néhet.

A numerikus szamitdsokat egy Intel Duo 2,33 GHz processzorral, 2 GB
RAM-mal rendelkez6 szamitégépen futattuk; az operacids rendszer Windows
7 Enterprise volt, az LP solver pedig a 4.55 verziészamu GLPK.

A kés6bbiekben az 1. tdbldzatban szerepl6 feladatot fogjuk szemléltetés-
ként hasznalni.

Azonosit6  Hossz  Azonosité6  Hossz

cl 4680 cl7 4680
c2 4000 cl8 4680
c3 4680 cl9 2000
c4 7200 c20 4500
ch 4680 c21 5096
c6 5000 c22 4680
c7 5250 c23 7000
c8 4680 c24 4660
c9 4680 c25 4500
cl0 6000 c26 5500
cll 5260 c27 4500
cl2 7200 c28 4660
cl3 5660 c29 7000
cl4 4680 c30 4680
cl5 4500 c31 6000
cl6 4680

1. tabldzat. Szemlélteté példa adatai
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Ha az 1. tablazatban csak az els6 5 csovel futtattuk le a modellt, és 6
rudat engedélyeztiink, akkor is 187,7 masodperc volt sziikséges az optimalis
megoldas megtaldlasahoz, ami elég tekintélyes id6 a feladat méretéhez képest.
Ha az els6 6 csével futtattuk, 1 6ra (3600 masodperc) sem volt elég az opti-
mum megtalalasdhoz.

Erdemes figyelembe venni, hogy a feladat futasi ideje jelentosen csokkent-
heto, ha a korlatok kozé hozzavesszik a rp_1 > ri feltételeket, igy mar mind
a két eset 1 masodpercen beliill megoldhatéva valt. A 2. tdbldzat mutatja a
futasi idoket a csovek szaméanak novekedésével.

Csovek szama  Futdsi id6 (sec)

5 >1
6 >1
7 410
8 < 3600

2. tdbldzat. A szemléltetd példdban szerepld elsé néhany
csOvel futtatott feladat futdsi ideje masodpercben

A teljes modell futtatdsdhoz sziikséges id6 belathatatlan. Legaldbb 15 mé&-
sodpercre volt sziikség ahhoz, hogy a program az els6 egészértéki lehetséges
megoldast megtaldlja. Ennél joval nagyobb méreti problémadk esetén egy le-
hetséges egészértékli megoldas megtalalasa varhatéan joval tobb id6t igényel,
és a folyamat kevéssé befolyasolhatd. Megelégednénk egy kozelité optimum-
mal is, ha azt viszonylag gyorsan megkaphatnank. Tovabbi elvaras, hogy az
algoritmus skaldzhaté legyen.

5 Kozelito algoritmus

Az el6z6 fejezet alapjan levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy nem célszeril
egyetlen nagy méretli feladatot felirni.

Vegyes egészértékii programozasi feladatok tanulmanyozasa soran jutot-
tunk arra a megéllapitasra, hogy kb. 30-50 binaris valtozdt tartalmazo fel-
adatot tudnak gyorsan megoldani a solverek. Természetesen ez csak egy
hozzavetOleges szam, ezen beliil is sok fiigg a feladat struktarajatdél. Szeret-
nénk olyan algoritmust 1étrehozni, ami akar sok vegyes egészértéki feladatot
megold, de a mondott 30-50 binaris véltozénal nem tartalmaz tobbet, de
ennél célravezetobb, ha kiilsé paraméterrel kontrolalhaté a binaris valtozdk
(maximalis) szdma. Legyen ez a paraméter pmb!

Az Gtlet az, hogy bontsuk két fézisra az algoritmust. Az elsé fazisban
csak a vagasi hulladék minimalizalasa a cél, és elGallitunk sok lehetséges va-
gasi tervet, amelyek koziil a masodik fazisban kivalasztjuk, melyik esetén lesz
az 0sszkoOltség minimalis.

Az els6 fazist is tovabbi alfazisokra bontjuk: 1/1 alfzis, 1/2 alfézis ...
Az alfdzisokat az kiilonbozteti meg, hogy hdny rudat tekintiink egyszerre.
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5.1 1/1 alfazis

Kezdjiik az 1/1 alfazissal! Adva van L? lista, és van egy 6 000 mm hossz1 r1id.
Szeretnénk a levagandd csovek koziil kivalasztani néhanyat, hogy a legkisebb
vagasi hulladék keletkezzen. Mint latni fogjuk ez gyakorlatilag egy hatizsdk
probléma. Mivel egyetlen rid van, a hegesztésnek nincs értelme. Egyetlen
probléma, hogy az L% listdban elképzelhets, hogy t6bb elem van, mint a pmb
paraméter értéke. Vegyiink ki véletlenszertien (visszatevés nélkiil) maximum
pmb elemet a L? listabdl, legyen ez az I lista.

Mit kezdjiink a 6 000 mm-nél hosszabb csovekkel? Ezeket a csoveket egy-
szer mindenképpen hegeszteni kell, ez a hegesztés nem befolydsolja az opti-
mumot. Ezért ugy jarunk el, hogy levessziik bel6liik a 6000 mm-es részt, és
csak a maradékot szerepeltetjiik a listaban.

Az 1/1 alfdzishoz tartozé feladat: jelolje d; bindris valtozd, hogy kivélasz-
tasra keriil-e az ¢ elem a listaban.

S lLid; —  max
=

f. h. (2)
S lhid; < 6000

i€l
d;, € {0, 1} Viel .

A feladat optimalis megolddsaként kapunk egy végasi tervet, amelynek
Osszhossza remélhetoleg kozel van a 6000 mm-hez. Téroljuk el ezt a vagasi
tervet (javaslatot)! Azokat a csdveket, amelyeket ebben az iterdciéban levag-
tunk (azaz ahol az optimélis megolddsban 1 érték szerepel), kivessziik az Iy
listabdl, és ha lehet, az eredeti L? listabél tjabbakkal pétoljuk. Ha ez mér
nem lehetséges, akkor az I lista elemszama csokken.

A (2) feladatot annyiszor futtatjuk, amig az I; lista ki nem iiril. Igy
az eredeti L? listdban szerepld Gsszes csovet leszabtuk valamilyen médon. A
generalt vagasi terveket a 3. tdbldzat tartalmazza.

Ez az alfzis adott esetben kivalthaté lenne pl. Gillmore és Gomory (1961)
altal lefrt algoritmussal (ami vélhetéen jobb eredményt adna), de egyrészt
nem talaltunk bedgyazhaté programot, masrészt a feladat bonyolultsagat a
toldasok lehetosége adja. Mivel ebben az alfazisban még nincs hegesztés, az
itt nyert elonyok kevésbé szamitanak a végsé megolddsnal.
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Vagas sorszama  CsOvek azonositéi Osszhossz Hegesztések szdma
vl cl0 6000 0
v2 c31 6000 0
v3 c2, c19 6000 0
v4 c6, c23 6000 (46 000) 1
v5 c12, ¢30 5880 (+6000) 1
v6 cl, c4 5880 (+6000) 1
V7 c3, ¢29 5680 (+6000) 1
v8 cl3, 5660 0
v9 c26 5500 0
v10 cll 5260 0
vll c7 5250 0
v12 c21 5096 0
v13 c9 4680 0
v14 c8 4680 0
v15 cl4 4680 0
v16 cl6 4680 0
v17 cl7 4680 0
v18 cl8 4680 0
v19 c22 4680 0
v20 c5 4680 0
v21 c28 4660 0
v22 c24 4660 0
v23 c20 4500 0
v24 c25 4500 0
v25 c27 4500 0
v26 cl5 4500 0

3. tabldzat. Az 1/1 alfdzis sordn generalt vagdsi tervek

5.2 1/2 alfazis

Ha készen vagyunk az 1/1 alfizissal visszatessziik az Osszes elemet az L7
listdba. Az 1/2 alfdzis esetén két 6000 mm-es rid 4ll rendelkezésre. Itt mar
értelmet nyer a hegesztés, de mivel két rid van, nem kell kiilon kikotni, hogy
csak maximum egyszer lehet hegeszteni, ez magatdl teljesiil. Most is csak
arra koncentralunk, hogy a vagasi hulladék minimalis legyen, a hegesztés
koltségét nem vessziik figyelembe.

Kivesziink most is véletlenszertien egy maximum pmb elemet tartalmazé
listat az LY listabol, és eltdroljuk a I, listAban. Legyen d; jelentése ugyanaz,
mint az 1/1 alfdzisban! Jelentse x;; és x;5 hogy az i levdgandé cs6héz mennyit
hasznélunk el az 1., illetve 2. radbdl!

S lid; —  max

i€ly
f. h.:
Z Ti1 < 6000
i€l 3
S @y < 6000 (3)
i€l
Tin +xo —lid; = 0 Vi€ Iy
Ti1, iz 2> 0 Vi € Iy
d;, € {0, 1} Vie I, .
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Vagas sorszama  CsOvek azonositéi  Osszhossz ~ Hegesztések szadma

v27 c2, cl0, c19 12000 0
v28 c6, c29 12000 1
v29 c3, cd 11880 1
v30 c9, cl2 11880 1
v31 c23, ¢30 11680 1
v32 cl3, c31 11660 0
v33 cll, c26 10760 1
v34 c7, c21 10 346 1
v35 cl, c22 9360 1
v36 ch, c18 9360 1
v37 cl4, c16 9360 1
v38 c8, cl7 9360 1
v39 c24, c28 9320 1
v40 clb, ¢25 9000 1
v4l c20, c27 9000 1

4. tdbldzat. Az 1/2 alfizis sordn generdlt végasi tervek

A (3) feladat optimaélis megolddsa nem feltétleniil marad optimélis, amint
a hegesztés koltségével is szamolunk. Nézziik a 4. tdblazatban a v33 vagast! A
(3) feladat optimdlis megolddsa esetén van egy hegesztés: az elsé rudat felvag-
juk 55004500 médon, a masodikat 4 76041240 médon, majd az 500 mm-es és
4760 mm-es darabot Gsszehegesztjiik. Természetesen ezt a részfeladatot meg
lehetne hegesztés nélkiil is oldani. Mivel a célfiiggvényben nem szerepeltetjiik
a hegesztés koltségét (ez jelentdsen megnovelné a futdsi id6t), ezért a modell
szamara ez a két megoldas ekvivalens. Egyrészrol itt is latszik, hogy az
algoritmus nem feltétleniil taldlja meg a globdlis optimumot: ez az ara a
gyorsasdgnak. Masrészrol a jelen példa esetén lathat6, hogy az 1/1 alfdzisban
szerepel az a vagas, hogy 5500+500 (v9 vagds) és 5260+740 (v10 végss),
tehat ebben a konkrét esetben ez nem jelent tényleges hatranyt, mert az
1/1 alfdzis v9 és v10 vagdsa egyiittesen domindlja a v33 vdgdst: ugyanigy
két rudat hasznélunk fel mindkét esetben az 5500 és az 5260 mm-es csovek
eloallitasahoz, de a v33 vagasi javaslat esetén ehhez tarsul egy hegesztés
koltsége is.

5.3 1/3 alfazis

Ha készen vagyunk az 1/2 alfdzissal, megint visszatessziik az Gsszes elemet
az L9 listdba. Az 1/3 alfizis esetén mér harom 6000 mm-es rid all ren-
delkezésre. Innentdl kezdve vigyazni kell arra is, hogy egy csovet csak maxi-
mum két részbdl hegeszthetiink 6ssze. Ez a tény a feladatban szerepl6 binaris
valtozdk szamat jelentosen megndoveli.

Kivesziink most is véletlenszertien egy maximum pmb elemet tartalmazé
listat az L7 listabdl és eltaroljuk az I3 listdban. Legyen d; és x;; jelentése
ugyanaz, mint az 1/2 alfazisban. Legyenek h;; bindris indikdtorvaltozdk,
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hogy x;;, valtozok pozitivak-e vagy sem.

> lLid; — max
i€ly
f. h.:
Z Ti1 6000
i€ls
Z T2 < 6000
i€ls
Z xT;3 S 6000
i€ls
Ti1 + Tio + X3 — lid; = 0 Vi€ I3
Tin — 6000h;, < 0 k=1...3, Viel
hii + hio + his < 2 Vi e I
Ti1, Tig, Tig 2 0 Vi € I3
di, hiv, hiz, hiz € {051} Vi€ I3
Viégds sorszdma ~ Csovek azonositéi  Osszhossz ~ Futdsi id6 (sec)
v42a c2, ¢23, c29 18 000 <1(<1)
v43a cl9, ¢26, c27 18 000 <1(<1)
vdda 777 ? > 3600(< 1)

5. tabldzat. A (4) feladattal generdlt néhdny vagas futdsi ideje

%)

A (4) feladat futédsigénye jelentGsen megnétt, 1dsd 5. tabldzatot. J6 lenne
olyan médon megfogalmazni a feladatot, hogy ne névekedjen a bindris valto-
z0k szama. Erre akkor van lehet6séguink, ha nem vessziik figyelembe az Gsszes

lehetséges vagast, igy a futasi id6 akar nagysagrendekkel is csokkenthetd.

Bontsuk az I3 listdt két diszjunkt részre: I3 és I3. Mivel az I3 listdt
véletlenszeriien t6ltottik fel, ezért elégséges pl. ha az I3 lista az I lista elsd
felét tartalmazza, az I3 pedig a méasodikat. A korldtozds legyen az, hogy az
I3 lista elemeit csak az els6 és mdsodik ridbél toldhatjuk 6ssze, az I3 elemeit
pedig csak az elsé és harmadik rudbdl. Ekkor nem kell kiilon feltételként
kik6tni, hogy maximum egy hegesztés lehetséges. Tehat a megoldandé fela-

dat:

> lid;

i€l

Z Zi1

i€l3

> Ti2

iel;
Z Z;3

iel?
i1 + X2 — lid;
i1 + X3 — lid;
LTily Li2,Ti3

d;

f. h.

—

IN - IN A

m Vv

max

6000
6000

6000

0
0

0
{0;1}

Vie I}
Vi€ I3
Vi e I

Vi e I3 .

Ha megkaptuk az optimalis megoldést, akkor a levagott csoveket kivessziik
az I3 listabol, és ha tudjuk, feltoltjiik 1) elemekkel. Ha mér nincs 4j elem,
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akkor a lista mérete csokken. Akdr {gy, akar dgy, az I3 és IZ listdkat min-
denképpen ijra kell generdlni, de mint emlitettiik, ez lehet az I3 lista elso és
masodik fele egyszeriien.

Megoldottuk a v44a feladathoz tartozé listat az (5) feladat segitségével
is. A futdsi id6 1,7 masodperc volt, az optimum pedig 17 880. Lathatd, hogy
a futdsi id6 jelentGs mértékben lecsokkent, de a vagasi hulladék is nagyobb
volt ebben az esetben, mint ameddig a (4) feladat megolddsa sordn 1 éra
alatt eljutottunk. Alternativ eljérés lehetne, hogy a (4) feladatot oldjuk meg
és csak par masodperces futdst engedélyeziink, remélve, hogy eljutunk (egy
nem tl rossz) egészértékii lehetséges megolddsig ennyi idé alatt. Mi inkdbb
az (b) feladat mellett dontottink, a rovidebb futdsi id6 miatt, de a kérdés
akar tovabbi vizsgalodasok targya is lehet.

Nézziik az (5) feladat korlatait! Legyen az I3 listdban négy 4500 mm
hosszi cs6 és a tobbi legyen 5000 mm! Az optimélis az lenne, ha két 6000
mm-es rudat szétvagnank 4500 + 1500 médon, a harmadikat pedig 3000 +
3000 médon. fgy kapnank két 4500 mm hosszu csovet hegesztés nélkiil, és
kettot 3000+ 1 500 médon, egy-egy hegesztéssel. Ha a négy 4 500 mm hosszi
cs6b6l nem 2-2 keriil az I} és I3 listdba (aminek valészintisége 62,5%), akkor
nem a 4500 mm hosszu csévek keriilnek kivéalasztasra, hanem harom 5000
mme-es cso.

Az I3 és I? listak tjra generdldsakor van wjabb esély, arra hogy a 2-2
eloszlas 1étrej6jjon. Ha ez nem kovetkezik be, akkor a 4 500 mm hosszi cs6-
veket is csak 1500 mm vagasi hulladékkal tudjuk elkésziteni.

Végezetiil a 6. tdbldzat tartalmazza az 1/3 alfazisban (az (5) feladat 4ltal)
generalt vagasokat.

Vagas sorszdma  Csovek azonositéi  Osszhossz  Hegesztések  Futdsi id6

szédma (sec)
v42 c2, c6, cl19, c23 18000 2 0,9
v43 cll, c13, c29 17920 2 2,5
v44 cl2, ¢30, c31 17880 2 1,4
v45 c4, c21, c26 17796 2 0,8
v46 c7, cl0, c17 15930 2 0,4
v47 cl, c16, c22 14040 2 0,1
v48 c8, cl4, c18 14040 2 >0,1
v49 c3, c9, c24 14 020 2 >0,1
v50 c5, cl5, c28 13500 1 >0,1
vH1l c20, ¢25, c27 13 500 1 > 0,1

6. tdbldzat. Az 1/3 alfdzis sordn generdlt végdsi tervek

5.4 Tovabbi alfazisok

Nem feltétleniil &llunk meg az 1/3 alfazisnél (ez paraméter kérdése). Ha
befejeztiik az 1/j-1 alfdzist és tovdbb szeretnénk menni, a kévetett mddszer
analég: visszatessziik az Osszes elemet az LY listdba, majd véletlenszertien
kivalasztunk maximum pmb elemet az I; listaba. Az I; listat j — 1 diszjunkt
részre osztjuk: I JIIJJ LA megoldandd vegyes egészértékli programozasi
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feladat:
Z lidi - max
i€,
f. h.:
Sz < 6000
’L‘EIJ‘
Z Li(m4+1) < 6000 m=1.. ] -1 (6)
'L'EI;"
Ti1 + Tigmt1) — lidi = 0 m=1...j—1, Vielr
Lily Li(m+1) > 0 m=1.. ] — 1) Vi € I}n
i€ {01} Viel; .

Az optimalis megoldédsban szerepld csévekhez tartozé indexeket kivessziik
az I; listabdl, és ha van még csé az L4 listdban, akkor a helyiikre betesziink
djakat, ha nincs; akkor csokken a lista mérete. Ujradeﬁniéljuk a I}...Ij_l
listdkat és lefuttatjuk megint a (6) vegyes egészértékii programozasi feladatot.

A 7. tdbldzatban bemutatjuk az 1/4 alfdzishoz tartozé vagdsokat, és ugy
dontink, hogy a példankban ezzel véget is ér az elsé fazis.

V4égés sorszama Cso6vek azonositéi Osszhossz ~ Hegesztések  Futasi id6
szadma (sec)
vbH2 cl0, cl15, c19, ¢25, c29 24000 2 2,1
v53 c4, cl2, c21, c27 23996 3 2,8
vb4 cl, c2, c18, c20, c31 23860 3 1,3
v55 c7, cll, cl13, c23 23170 3 0,4
v56 c5, ¢6, c17, c26 19860 2 0,2
v57 c3, ¢8, c16, c30 18720 2 >0,1
v58 c9, cl4, c22, c24 18700 2 >0,1
v59 c28 4660 0 > 0,1

7. tdbldzat. Az 1/4 alfdzis sorédn generdlt végasi tervek

5.5 2. fazis

Az alfdzisok soran keletkezett J vagasi ajanlat. A mésodik fazisban ki kell
vélogatni koziilikk azokat, amelyek Osszkoltsége a legkisebb. A b;; paraméter
értéke legyen 1, ha az i cs6 a j végdsban szerepel (j = 1...J); 0, ha nem.
Jeldlje y; bindris valtozd, hogy a j. vigasi javaslat szerepel-e a végs6 vigasi
tervben. Legyen c; a j. vagas koltsége. A vagas koltsége megkaphatd, ha
osszeadjuk a végdshoz elhaszndlt rudak (anyag)koltségét, és a hegesztések
koltségét. A mésodik fazisban megoldandé feladat:

J
> ¢y, —  min
j=1
f. h.:
J
Z bijyj > 1 Vi€ I4
j=1
Yy; € {0,1} j=1...J.
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Ha egy rud ara 4200 Ft és a hegesztés koltsége pedig 80 Ft, akkor a ko-
vetkezd vagasok keriiltek be a végso vagasi tervbe: v4, vb, v8, v9, v10, v11,
v12, v13, vl4, v1b5, v16, v17, v19, v20, v22, v25, v29, vH2, vb4 vHI. fgy
Osszességében 29 rudat hasznaltunk fel, és 8 hegesztésre volt sziikkség. Ha a
hegesztés koltsége megvialtozik 2000 Ft-ra, akkor mar a végsé vagasi tervhez
30 rudra volt sziikség, de csak 4 hegesztésre.

5.6 Skalazasi lehetoségek

Az algoritmus skéldzhaté a megrendeldi igényeknek és a feladat méretének
megfelelden. Eddig bemutatasra keriilt a pmb paraméter, ami a maximalis
bindris valtozok szamat mutatja az els6 fazis feladataiban. Minél nagyobb a
paraméter értéke, anndl nagyobb a lista, igy tobb lehetGséget tud egyszerre
figyelembe venni, és igy vélhetoleg kisebb hulladékkal tud végasi javaslatokat
eléallitani. Ugyanakkor a paraméter novekedésével jelentosen megnéhet a
futasi id6. Futtatési tapasztalok alapjan a paramétert 30 és 50 kozott érde-
mes valasztani.

A mésik lehetéség, hogy hény alfizist engedélyeziink az els6 fazisban. 2 al-
fazist legalabb érdemes, mert csak a 2. alfazisban jelennek meg a hegesztések.
Az elsé két alfizis viszonylag gyorsan lefut, a 3. alfazist6l megnéhet a futdsi
id6. 5-6 alfazisndl tobbet nem érdemes valasztani.

Felfigyelhetiink arra, hogy sokszor egy késobbi alfazisban generalt vagasi
terv el6all tobb korabbi alfazisban generdlt vagasi tervek osszegeként. Példaul
az v27 vagasi terv megegyezik az v1 és v3 vagasi terv 0sszegével. Ha bizonyos
csoveket sikertilt jol Gsszepdarositani —azaz kicsi a vagasi hulladék—, akkor
ezeket a csoveket mar nem feltétlentil tessziik vissza a kovetkezo alfazis elején
a listaba. Tehat definidlunk egy kiiszobértéket, és ha egy vagasi javaslat esetén
a hulladék mértéke ennél kisebb, akkor a vagasi javaslathoz tartozd csoveket
mér nem tessziik vissza az L? listdba a kovetkezd alfdzistol. Igy elérhetjiik,
hogy a 3., 4., stb. alfazisokban —ahol hosszabb ideig is eltarthat egy feladat
megoldasa—, mar kevesebb cs6 van, igy Osszességében kevesebb feladatot kell
megoldani.

Természetesen ennek a megoldasnak is ara van. Legyen pl. 3 db 2000
mm hosszi levagandé csé és 3 db 4000 mm hosszi. Az optimadlis megoldas
konnyen kitalalhat6: a 6000 mm-es rudakat szét kell vagni 4000 + 2000
médon. De az algoritmus lehet, hogy az 1/1 fazisban kivalasztja a 3 db 2000
mm-es csovet, 0 vagasi hulladékkal. Ha ezeket a cs6veket nem tessziik vissza,
akkor az optimalis megoldast a tovabbi alfizisok sem képesek megtalalni.
Tehdt még a 0 vagasi hulladéki javaslatokhoz tartozé cséveket is érdemes
lehet visszatenni a listdba.

Osszességében elmondhatd, hogy minél kisebb a vagasi hulladékhoz tar-
tozd kiiszobérték, valdszintsithetéen anndl kisebb 6sszkoltségi lesz a végso
vagasi terv, de anndl hosszabb ideig tart az algoritmus futdsa. Az algoritmus
futdsa kozben érdemes kis értékre allitani a vagasi hulladékot, pl.: 150 mm.
A konkrét érték természetesen a nyersanyag ardnak és a vagds koltségének
arany&tol is fiigg. Minél nagyobb (relative) a hegesztés koltsége, anndl na-
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gyobb lehet a vagéasi hulladékhoz a kiiszobszam.

Az utolsé skélazasi lehetéség, hogy hany méasodperces futdsi idét en-
gedélyeziink az alfazisokban egy-egy programozasi feladat megolddsahoz. Az
algoritmus miikod6képes marad, ha a megoldé nem taldlja meg az optimalis
megoldést, csak egy egészértékii lehetséges megoldast. A 6. és 7. tablazatok
adatai mutatjak, hogy a futasi idék jellemzoen kicsik, ugyanakkor ritkan
nagyon hosszu futasi idok is adédhatnak. Tapasztalatok szerint 1 masodperc
alatt mindig volt lehetséges egészértékii megoldds. 10 masodpercnél altalaban
nem érdemes hosszabb futasi idét engedélyezni, hacsak nem nagyon specialis
a megoldando feladat.

6 Numerikus eredmények

Az el6z6 szakaszban bemutatott algoritmust implementédltuk, hogy az algo-
ritmust numerikusan is tesztelni tudjuk.

Az €el6z6 pont soran bemutatott példat futtattuk a kovetkezd paramé-
terekkel: a nyersanyagar 4200 Ft rudanként, a hegesztés koltsége 80 Ft, a
bindris valtozék maximalis szama 31, az els6 fazisban 5 alfazis engedélyezett,
a vagasi hulladékhoz 150 mm a kiiszébszam és maximum 5 maéasodperc en-
gedélyezett egy vegyes egész értéki feladat futasahoz.

Az algoritmus teljes futdsahoz 2,2 masodpercre volt sziikség. A végsé va-
gasi terv 29 rudat haszndl fel és 6 hegesztés sziikséges hozza, tehat még jobb
tervet kaptunk, mint a bemutatott példdban.

Nézziink egy nagyobb méretii feladatot. A 8. tdbldzat tartalmazza a le-
vagandé csoveket. A feladatban Gsszesen 334 cs6 szerepel, ami nagysigrendi
kiilonbséget jelent a mintapéldahoz képest.

Cs6 hossza Darabszam
6002 43
5116 36
4731 45
4434 44
4330 6
3800 160

8. tdbldzat. Numerikus példa adatai

Ha a korabbi paraméteregytttessel futtattuk le az algoritmust, akkor
252 rudat kell vasarolni és 183 hegesztés sziikséges hozza, ami 1073040 Ft
Osszkoltséget jelent. Az algoritmus futdsi ideje 18 perc koriil volt, ami, bar
jelentOs novekedés az el6z6hoz képest, tlizletileg még vallalhato.

Itt hasznalhatjuk ki az algoritmus skalazhatosagat. Ha sziikséges, akkor
az algoritmus révidebb id6 alatt is futtathatd. A kordbbi 5 masodperc helyett
elOszor csak 3 masodpercet, majd 1 méasodpercet engedélyeztiink egy vegyes
egészértékil programozasi feladat futdsahoz. A futési id6 igy el6szor 13 perc-
re, majd 5 percre rovidiilt. A konkrét esetben sem a felhasznalt rudak szama,
sem a hegesztések szama nem véltozott meg, de ez a megfigyelés nyilvan nem
altaldnosithatd. Az lizleti feladatok sordn —f6leg a nagyméretiieknél— 1
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masodperc futdsi idovel szoktuk futtatni az algoritmust, a fejezet tovabbi
részében is ezt az értéket hasznaljuk.

Ha tovabb szeretnénk roviditeni a futdsi idét, akkor lehetéségiink van az
alfazisok szamanak csokkentésére. Megvaltoztattuk elébb 4-re, majd 3-ra az
engedélyezett alfazisok szamat. A futédsi id6 lecsokkent 4 és fél percre, majd
3 és fél percre (208 mésodperc). 4 alfdzis esetén az elhasznalt rudak szdma
nem valtozott, de a hegesztések szama megnovekedett eggyel, ami 80 forintos
Osszkoltség emelkedést eredményezett, ami 1 tized ezreléknek felel meg. 3
alfazis esetén az elhaszndlt rudak szdma hdrommal novekedett (255-re), a
hegesztéseké pedig tizenhattal csokkent (167-re), ami a kiinduldsi 4llapothoz
képest 11320 ft. koltségnovekedést okoz (kb. 1%).

Alternativ lehet&ség, hogy nem az alfizisok szamét, hanem a hulladékhoz
hasznalt kiiszobértéket emeljitk meg (igy kevesebb csé keriil a késébbi alfa-
zisokba és kevesebb vegyes egészértékii feladatot kell megoldani). A kiisz6b-
értéket (5 alfdzis engedélyezése mellett) elészor 300-ra, majd 450-re noveltiik.
fgy a futdsi id6 lecsokkent 4 és fél percre (a két eset kozott par masodperc volt
a kiilonbség, természetesen a 450-es kiiszObérték javdra). 300-as kiiszobérték
mellett az algoritmus 253 rudat haszndlt el és 177 hegesztést javasolt; az
Osszkoltség 3 720 forinttal emelkedett meg, ami 0,3%-os emelkedés a kiinduldsi
allapothoz képest. 450 koszobérték esetén a rudak szama és a hegesztések
szama ugyanaz volt, mint 300-as kiiszobérték esetén.

7 (")sszefoglalés

A cikkben az irodalomban ismert vagédsi probléma egy lehetséges tovabb-
fejlesztését ismertettiik. A megoldott vagdsi problémédnak az a specialitdsa,
hogy engedélyezett a toldas, de darabonként maximum egyszer. A feladatot
vegyes egészértékil feladatok sorozatdra bontottuk: az elsé fazis lehetséges
vagasi terveket generdl, ezek koziil a masodik fazis torekszik a legalacsonyabb
koltségiit kivalasztani. Az algoritmus nem feltétleniil taldlja meg a globalis
optimumot, csak egy ehhez kozeli megoldédst ad. A felhaszndlé paraméterek
beallitasaval donthet, hogy inkabb gyors, vagy inkabb pontos végeredményt
szeretne.

A leirt algoritmust implementdltuk, és bemutattuk, hogy a futdsi idoék
elfogadhatéak a mindennapi tizleti gyakorlatban.
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CUTTING STOCK PROBLEM WITH THE POSSIBILITY OF WELDING

Cutting stock problem is widely studied in operations research. In this paper we
discuss a possible extension of the one-dimensional cutting stock problem: welding
is allowed —according to industrial standard—, however every piece can be jointed
from maximum two parts. We present an algorithm which solve the problem with
successive use of mixed integer LP. The running time is acceptable for business
usage, and it is controlled by various parameters (i.e. decision maker can influence
whether she/he would like a faster or a more exact solution).





