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A BIZTOSITASI MATEMATIKA ILLESZKEDESI
PROBLEMAJA ES A MATEMATIKAI PROGRAMOZAS!

STAHL JANOS
OTP-Garancia Bizlosité Rt.

1. Ez a cikk 1j matematikai eredményt nem tartalmaz, ,, minddssze” a ma-
tematikal programozas alkalmazdsdnak egy lehetdségével szeretnénk foglal-
kozni. Hogy ezen alkalmazdsnak a most kovetkezd vdzoldsa a lehet8ségbdl
valdsdgga valjon, ahhoz persze a cikkben foglaltakndl sokkal tobbre, mélyebb
elemzésekre, a korilmények pontosabb ismeretére és ismertetésére van sziik-
ség. A cikk megirdsdval elsGsorban a tdrgyalt megkozelitéshez szeretnénk
minél el6bb és minél tobb aktudriust megnyerni, egyaltalan a t. Olvasét va-
lami jobbra serkenteni. Itt szeretnék kdszonetet mondani a cikk két bira-
16jdnak észrevételeikért, valamint néhdny kollégdmnak, akik a cikk kordbbi
véaltozataihoz fliztek megjegyzéseket. A cikk megfogalmazasakor tobbes szdm
elsé személyt hasznédltam. Nem véletlen, hogy néhdny mondatban egyes szdm
els6 személyt haszndlok.

2. Egy biztositénak mindig eleget kell tudnia tenni minden fizetési kotelezett-
ségének. Ennek érdekében egyrészt megfelel§ dfjakat hatdroz meg, masrészt
tartalékokat képez és megfelelé mértékii(nek tartott) szavatold tSkével ren-
delkezik. Ezeket kell alkalmasan befektetnie. A biztositdsban az illeszkedési
probléma megoldasa olyan befektetések meghatarozdsat jelenti, amelynek
hozamai j6l illeszkednek a biztosité varhaté fizetési kotelezettségeihez.

A dolog természetébSl adéddan egy fix idépontban a biztositék azon
idéponthoz képest jovébell fizetési kotelezettségel bizonytalanok. Ugyan-
csak bizonytalanok (lehetnek) az akkor rendelkezésre 4116 (egyes) befektetések
hozamai is. A bizonytalansdg okai ismertek, illetve sokszor és sokhelyiitt
tdrgyaltak. A bizonytalansdg matematikai appardtussal torténd kezelésénél
mondhatni klasszikus eszkdz a valdszinliségelmélet. Ez igy van a biztositas
esetében is. Ugyanakkor mintegy 40 éve a matematika kiilonféle alkalmazdsai-
nil egy mindenképpen tjnak mondhatd megkozelités, az operacidkutatas,
és részben ennek koszonhetden egy mindenképpen uj eszkoztdr alakult ki.
Ebben méltan legfontosabb elem a matematikai programozas. Ugy tlinik,
hogy mindez valahogy elkeriilte az aktudriusok, vagy egy résziik figyelmét.

3. A brit irodalombdl az [1], [2] és [3] publikdcidkat ajanlottdk figyelminkbe

1Beérkezett: 1993. junius 20.
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olyanokként, amelyek illeszkedési problémak kezelésére operdciékutatasi méd-
szert, nevezetesen portfolié analizist alkalmaznak. A publikdcidk részletes és
kritikus ismertetése egy kiilon cikket igényelne. Itt roviden csak annyit, hogy
ezekben a cikkekben adottak a lényegében véletlen kotelezettségek, melyek
rogzitett idépontokban, mondjuk évenként egyszer jelennek meg. Adot-
tak tovdbbd befektetési lehet8ségek, melyek ugyancsak véletlen hozamai is
ugyanezen idépontokban adédnak. A befektetések egy kombindcidjénak a
hozamait a kdtelezettségekkel szembedllitva tekintik a kiilénbségekb&] adédé
cash flow- t. Ennek virhat6 értéke, szérdsnégyzete, valamint a befektetési
kombindci6 dra az a hirom szempont, amely alapjdn egy kombindcié értékel-
hets. (Mondjuk, vizsgdlhatdk az efficiens kombindcidk stb.) Kritikaként is
csak annyit, hogy elsdsorban a bevezetett cash flow nem tetszik. Ez ugyan-
is azt jelenti, hogy negativ érték esetén az aktudlis, véletlenként kezelt ka-
matlabon felvett hitelbdl elégitik ki a kotelelzettségeket, pozitiv érték esetén
pedig ezt a felesleget ugyanezen kamatldbbal letétbe helyezik. Ez minden-
képpen csak egyetlen lehetdség, ami vagy realizdlhatd, vagy nem. (A hi-
tel felvételét akdr torvény is tilthatja.) A hitelfelvétellel, illetve egy mds
piac nytjtotta lehetSségekkel hozhatd kapcsolatba az a technikailag viszony-
lag kénnyen elkeriilhet6 probléma is, hogy ezekben a cikkekben megengedik
a befektetések negativ silyokkal torténd kombindldsdt is. Az sem eléggé
tisztdzott, hogy mit akarnak egy ilyen modell megolddsaval elérni. Legaldbb
két lehetdség van ugyanis. Lehet ilymédon a biztosité befektetéseinek megha-
tdrozdsdt, vagy a biztosité befektetéseit értékeld aktuariust tdmogatni. Ha-
sonlé modell természetesen hasznilhaté mindkeét esetben, de ugyanazt a mo-
dellt legaldbbis masképpen kell hasznalni az egyes esetekben. [3] éppen csak
megemliti ezt az alkalmazds szempontjabdl igen fontos megkiilonboztetést.
Az sem tetszik, ahogy a cikkekbeli modell a jovdt kezeli. Ennek kovetkez-
ménye, hogy megkérdéjelezhetd az eredmények optimalitdsa, de a valamilyen
értelemben optimadlis vdlasztdsra torténd torekvés is. Mindezt részletesen mdr
a most javasolt matematikai programozasi modellek alkalmazdsdval kapcso-
latban fejtjiik ki, ugyanis ezek a problémaék ott is léteznek.

Ugyanakkor ismertek kisérletek a matematikai programozds ilyen alkal-
mazdsdra, A kozelmultban hallgattam egy el8addst Mulvey és tanitvényai-
nak egy, befektetési dontések meghatdrozasara szolgdld sztochasztikus prog-
ramozasi modelljér8l, ami bankteriileten alkalmazdsra is keriilt. (Mulvey
ugyan nem aktuarius, ,,csak” matematikai programozé.) Ugy litom azonban,
hogy ennek a modellnek az alkalmazdsa ndlunk egyelére széba sem johet, és
ezt is részletezni fogom késébb.

Természetesen érzem, hogy ezek a hivatkozasok nem tekinthetk az iro-
dalom alapos feldolgozdsdnak. Ennek tilsdgosan silyos megitélésén taldn
valamit javit a cikk megirdsinak mdr emlitett szdndéka, valamint az, hogy
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a hivatkozott cikkeket C. D. Daykin, a brit kormdny féaktuariusa ajanlotta
figyelmiinkbe és az emlitett dttekintd eldadast Prékopa Andrds tartotta.

4. Azilleszkedési probléma matematikai megfogalmazasdnal kiindulépontunk
a probléma diszkretizdlasa. Ugy képzeljiik, hogy vizsgélatainkat a t = 0
idépontban végezziik, és az illeszkedést (a jov8ben) akkor tekintjik jénak,
ha alkalmasan (mondjuk, jé sdriin) megvélasztott (0 <)t; < i3 < ...<#tn...
idépontokban jénak tekinthetd az illeszkedés. Ezek az id6pontok példaul ugy
adddnak, hogy a jov6t reprezentdlé t > 0 félegyenest egymashoz illeszkeds és
egymast kovetd kis részekre (id8szakokra) bontjuk és mindegyikbdl valasztunk
egy (idé)pontot. Ez az egész diszkretizdlds igy nem csak onkényes egy kicsit,
hanem némiképpen pontatlan is, de ezt majd a modellbdl kapott eredmények
felhasznaldsdnal lehet és kell figyelembe venni.

Egyt; idSpontban a varhatd kotelezettségek nagysaga legyen L(t;). At =
0 id8pontban rendelkezésre allé i-edik befektetési lehetdséget (i = 1,2,...)
egy fi(t;) ( = 1,2,...) sorozattal irhatjuk le, ahol az fi(t;) érték a be-
fektetésb8l a t; > 0 idSpontban szdrmazé hozam nagysiga. fi(t) < 0 a
biztosité szempontjdbdl kiaddst, f;(t) > 0 pedig hozamot jelent. Az L(t;) és
az fi(t;) értékeket gy képzeljiik, hogy azok valdjdban egy (rovid) idészakra
vonatkoznak, nevezetesen arra az idészakra, melybdl ¢;-t kivalasztottuk. Az
fi(t;) sorozat tulajdonképpen az i-edik befektetési lehetdség varhatd cash
flow-jdval egyenértékii.

Szokdsosabb lett volna, ha a kdtelezettségeket és a befektetések hozamait
sztochasztikus folyamattal modellezziik. Oszintén szélva a sztochasztikus
modelleket kevésbé kedvelem, mert/ezért nem is értek eléggé az alkalmazdsuk-
hoz sziikséges apparatusokhoz sem. Persze az alapvetd kérdés mindig az, hogy
van-e létjogosultsdga, teljeslilnek-e a feltételei egy valamilyen matematikai
modell alkalmazdsinak. Ugy gondolom, hogy erre a kérdésre itt negativ
a vélasz. Ugyanis annyira azért értek ehhez az apparatushoz és ismerem a
koriilményeinket, hogy ezt az utat, legaldbbis most, ne tekintsem jarhaténak.
A kotelezettségek leirdsdra még csak haszndlhatndnk ezt a fogalmat, a folya-
mat varhaté értékét, szérdsat stb., de a befektetési oldalon ezt még mds
koriilmények kozott sem a legjobb megtenni. Szdmolhatd, kozvetleniil hasz-
nalhaté modell pedig végképpen nem adddna. Erre még visszatériink, de,
mint mar emlitettiik, legfébb torekvésiink, hogy egy, a mi korilményeink
kdzott mar most is alkalmazhatd(nak tling) lehetéséget vazoljunk.

A befektetési portfolid kialakitdsa az egyes f;(t;) sorozatokhoz rende-
lend8 nemnegativ silyok meghatdrozdsit jelenti. Ezek a silyok azt fejezik
ki; hogy milyen mértékben él a biztosité a megfeleld befektetési lehetséggel.
Tobbféleképpen is megfogalmazhatd azonban, hogy mit jelent az illeszkedés,
és mit jelent a jdl illeszkedés. Az aldbbiakban ezek koziil foglalkozunk né-
hdnnyal, és ez mondanivaldnk egyik lényeges része.
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Egy t; idSpontban a befektetések hozama 3~ @ fi(t;), ahol #; az i-edik be-
fektetéshez rendelt (meghatirozandé) sily. Mihez illeszkedjen, mihez legyen
kozel ez az Osszeg? Eléggé kézenfekvének tiinik azt megkovetelni, hogy
L(tj)-hez, hiszen a probléma megfogalmazdsakor eleve a biztosité vdrhaté
kotelezettségeirél beszéltiink.

Mit jelentsen tehdt az illeszkedés? Legaldbb a

Zzifi(tj)>L(tJ') (j=1121"') (1)

feltételek teljesiilését. Azért hasznaltuk a legaldbb kifejezést, mert valakinek
jobban tetszhet egy ,,nagyobb biztonsigot {gérs”

Z:c.'f.‘(t,-) >kL(t)  (7=1,2,..) (2

vagy egy
Zzifi(tj) >L{t;))+kD(t;)  (F=1,2,..) (2

alaki feltétel megfogalmazdsa. Itt D(f;) L(t;) bizonytalansiganak, inga-
dozdsdnak (szérdsdnak) valamilyen kifejezése, a k > 0 pedig a valakinek
tetsz6 adott biztonsagi tényezd, ami (2°)-nél 1-nél is nagyobb (legalabbis, ha
L(t;) > 0, ami viszont itt elég természetes).

Kezdjiik el vizsgdlni, hogy az (1) feltételeket kielégitd illeszkedések koziil
melyik tetszhet a legjobban. Ez majd egyiitt jar(hat) az illeszkedési feltételek
megfogalmazdsdnak mddositdsdval is.

A biztositd befektetési tevékenységét tigy képzeljiik, hogy egy adott id5-
pontban a management befektetésekért felelds része az akkor rendelkezésre 4l-
16 eszkdzdk és vdrhatd kotelezettségek felmérése alapjan hoz a befektetésekrdl
valamilyen dontést. Egy késébbi id8pontban, a kézben befolyt, esetleg djabb
megkotott szerz8désekbdl is szdrmazd dijbevételek, a kozben megtortént kar-
kifizetések, esetleges szerzédés visszavdsdrldsok miatti kifizetések stb., az ak-
korra rendelkezésre 4ll6 befektetési lehetdségek, valamint a vérhaté kite-
lezettségekre vonatkozd aktudlis informécidk alapjan tjabb hasonlé déntés
sziiletik. Ezen déntés részeként a kordbbi befektetési dontések koziil egyesek
médosulhatnak is. Hogy miért és melyek, ez t = 0-ban még nem (lehet)
ismert, de ¢ = 0-ban az sem sziikségképpen ismert pontosan, hogy ez a
késébbi id6pont mikor kovetkezik be. Ez természetesen egy nagyon elnagyolt
elképzelés és megfogalmazds, de a lényeg benne van és sok minden belefér.
Csak a példa kedvéért emlitjiik azt a lehetSséget, hogy a biztosité tervezhet
gy is, hogy kotelezettségeit részben, vagy valamilyen névekedési szakaszban
egészben a dijbevételekbdl fedezi, mikor is (és nem csak ekkor) pontosabb az
L(t;)-kkel kapcsolatban tiszta (most a dijbevételekbSl nem fedezett vagy nem
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fedezhetd) kotelezettségekrdl beszélni. Ugyanilyen részletezettséggel emlitjiik
azt is, hogy egyes befektetések hozamdbdl visszatéritési kotelezettsége van,
vagy lehet a biztositénak. Ennek figyelembevételére egy lehetéség, hogy ezt a
visszatéritést az ilyen befektetésekhez tartozé fi(t;) hozamok csékkentésével
fejezziik ki. Nyilvdn teljesen mds valds problémakrdl van szé a kiilonbozd
ilyen esetekben, ugyanakkor a mi mondanivaldnk szempontjdbdl nincsenek
nagy kiillénbségek.

Legyen tehdt T > 0 egy valamiképpen rdgzitett idSpont, és legyenek
0=ty <ty <ty < ...thy =T. A (0,T) az az idStartam, amelyre
a management gy képzeli, hogy j6 elérelatdsa van és/vagy amelyen belill
nem (nagyon) akarja, nem tudja (nem szeretné(?)) a biztosité befektetéseit
megvaltoztatni, illetve legkésébben a T' idépontban hoz valamilyen djabb
dontést a befektetésekkel kapcsolatban. Ha T'-vel jeloljik azt az idSpontot,
amikor tjabb befektetési dontések sziiletnek, akkor ugy képzeljik, hogy csak
a T’-nél kordbbi t; id8pontokra vonatkozd feltételek teljesiilése az igazdn
érdekes, a T’-nél késdbbi idépontokra vonatkozd dontések részben vagy tel-
jesen, olcsén vagy drdgén a T’ idSpontban még mddosithaték. Azaz meg-
van a lehetdség a befektetések igazitdsdra, amit a kovetkezd idGszak befek-
tetéseire vonatkozd programozasi modell megfogalmazdsdnal lehet illetve kell
megtenni. Mdsképpen fogalmazva, az (1) feltételekben mindig csak a kordbbi
és valtozatlan befektetésekkel nem fedezett varhaté kotelezettségek szerepel-
nek, de gy éreztiik, hogy ezzel csak a jeloléseket bonyolitottuk volna. Ez
egy nem kifejezetten matematikai eredményeket prezentdld cikkben biztosan
felesleges, de egyébként is keriilendé.

Mindenesetre tigy gondoljuk, hogy eredményeiben hasznalhatébb modell-
hez jutnak akkor, ha a kdzeljovére tbb illeszkedési feltételt fogalmaznak meg,
mint az idészak végére. S6t, a T-nél nagyobb, vagy valamiképpen tdvolinak
tekintett idSpontokra esetleg nem is fogalmaznak meg ilyen feltételeket, ha-
nem egy tdvolinak tekintett idéponttdl ,hdtralévé” id6tartamot mondjuk,
olymédon kezelnek, hogy a befektetések akkor jelentkezd hozamait valami-
képpen T-re, vagy a szdbanforgé idépontra (vissza)diszkontdlva a kapott ér-
ték meghaladja az ugyanakkor jelentkezd, hasonldan kezelt varhatéd kotele-
zettségekbdl szamftott értéket. Ezeket a feltételeket kiegésziti(k), ha tetszik
akkor a t = 0 idSpontra vonatkozd azon feltétel(ek), amely(ek) a befektet-
het8 Osszeg felosztdsdt {rja ({rjak) le. (A rendelkezésre 4ll6 Gsszeg nagysdga,
figyelembe veendd befektetési elSirdsok stb.)

Mikor jé a biztositénak egy olyan befektetési portfolié, amely a megva-
lasztott ¢; id8pontokban kielégiti az (1) feltételeket? Mdsképpen fogalmazva:
prébalkozzunk meg raciondlisnak tlind célfiiggvények megfogalmazdsdval.

Valdjdban az (1) feltételeknél, legaldbbis a tl kozeli id6pontokra vonat-
kozé feltételekben ,,zavaré” az egyenlStlenség megengedése. Mint mar emli-
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tettiik, ¢ = 0-ban esetleg nem (pontosan) ismeretes még az a T/ < T idépont,
amikor djra dontenek befektetésekrdl. Ha a biztosité az (1) feltételeknek
olyan megolddséra alapoznd befektetési dontését, amelyben til sok feltététel
teljesiil egyenlStlenségként és tiil nagy mértékiiek az eltérések, akkor ebbdl
a megoldasbdl csak igen kevés valdsulhatna meg, illetve ezt a megoldést
igen hamar kellene mddositani. Ugyanis célszerii lehet a megmaradd fe-
leslegek befektetésérdl valamilyen hosszabb tdwvyi dontést hozni, amikoris a
teljes eléreldthatd jovét helyes figyelembe venni. Ugy is fogalmazhatunk,
hogy ekkor T" tiil kicsi lesz, vagy lehet T-hez képest, illetve 7" tiil kdzel lesz,
vagy lehet ¢ = 0-hoz.

Az eddigi (keret)modellnek ez a gyengesége a célfiiggvény alkalmas meg-
valasztdsdval kompenzdlhatd. Ismét csak vdzoljuk a lehet8ségeket, pontosab-
ban csak néhany lehet8séget.

Nyilvén eléirhaté célfiiggvényként az (1) feltételekbeli eltérések valami-
lyen stlyozott Ssszegének (a kiegészits véltozdk alkotta vektor valamilyen
norméjdnak) a minimalizdldsa. Az egyes id8pontokra vonatkozd kiegészits
viltozék azt fejezik ki, hogy abban az iddpontban a befektetések varhatd
hozama mennyivel nagyobb a varhaté kotelezettségeknél. Lévén, hogy adott
a biztositd dltal befektethetd Gsszeg és semmilyen befektetési lehet8ség nem
nyujt korldtlan hozamokat, azért, ha a késébbi, a T id8pont uténi idépontok-
nak megfelel8 (1)-beli kiegészitd valtozék valamilyen Ssszegének maximaliza-
lasdra toreksziink, akkor ez a T-nél kordbbi idépontoknak megfelel§ kiegé-
sz{té vdltozdk csSkkenésével jar. Raciondlisnak tlinik példaul olyan befek-
tetési dontés meghozatala, melynek a 7' idSpontndl késébbi hozamait T-re
visszaszdmolva maximalis (T-beli jelen)érték adédik, hiszen egy ilyen dontés
kedvezd helyzetet teremthet a kovetkezd beruhdzdsi dontéshez. Mas eset-
ben, ha t; elég tavoli id6pont, akkor elképzelhetd a megfeleld eltérés viltozd
maximalizdldsa is, ami valdjdban egy specidlis esete a fentebb emlitettnek,
de eldirhatd a befektetési portfolié (most ¢ = 0-beli) jelenértékének maxi-
malizéldsa is. Mindez nyilvén attdl fligg, hogy miképpen lesz a matematikai
programozés nytjtotta keret kitSltve. Mielétt err8l mondandnk valamit, en-
gedtessék meg két megjegyzés.

Az (1) feltételekbelieknél még t6bb , felesleget” tartalmazhat egy (2°) vagy
(2”) feltételnek megfeleld eltérésvaltozd. Egyrészt egy ilyen feltételt inkdbb
,,tdvoli” id8pontra litszik helyesnek eléirni, hiszen | kézeli” idépontra tgy
is ,,pontosabb” az eldrelitds. Madsrészt ezen kiegészitd véltozdk nagységdt
(kiilon feltételekkel) eleve korldtozni lehet, illetve ha a jovébeli valdsdgos
kételezettségek miatt egy ilyen (2') vagy (2”) feltétellel kezelt t; idSpontban
tul sok felesleg adédik, akkor ennek befektetésérdl tigy is dontést kell hozni.
Ez vagy akkor, az abban az id6pontban felirt programozdsi modell segitségével
torténik, vagy pedig a t = 0 idpontbeli modellben is lehet mar szerepeltetni
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a vérhato feleslegre, vagy annak egy részére vonatkozd feltételeket. Valdjdban
ilyen megjegyzés az (1) feltételek kiegészité véltozdira is érvényes.

Mindig megfogalmazhatdk olyan feltételek is, melyek azt irjik el8, hogy
olyan véltozdk (is) keriiljenek a feladat megolddsdba, melyeknek megfeleld be-
fektetések a biztosité szdmdra (a modell vizsgdlatakor a jovére vonatkozdan)
kivanatos likviditdst biztositanak. A biztositékra vonatkozd ilyen, és egyéb
befektetési eléirdsoknak megfelel6 korldtozd feltételek megfogalmazdsa kony-
nyen megoldhaté feladatnak tiinik. Hasonlé mondhatd a duration szerepel-
tetésérdl is, hiszen a t;-k rogzitettek.

5. A matematikai programozdsi modellek mondhatni szokdsos hasznilata
alapjan nyilvinvald, hogy az el6bbi lehetdségeknek az alkalmazds szempont-
jabdl értelmes megfogalmazdsa, vagy az alkalmazds szempontjabdl érdekes
egyéb lehetdségek megfogalmazdsa technikai nehézséget nem okoz, és éppen
az alkalmazds szempontjabdl is értelmesen megoldhaté. Maésképpen fogal-
mazva, egy konkrét helyzet analizise alapjdn donthet$ el, hogy példdul az
emlitettek koziil mit és hogyan vilasztanak célfiiggvénynek, mit és hogyan
épitenek a feltételek kézé, mindezt hanyféleképpen teszik meg és mit kez-
denek a modell(ek)bdl kapott eredményekkel. Ez az, amit értelmesen kell.
megoldani és magdnak a szdmitdssorozatnak a bonyolitdsa tekinthet8 nem
til nehéznek. Addig biztosan nem, amig a programozasi modell(ek) csak
folytonos valtozdkat tartalmaz(nak).

Mint emlitettiik, egy befektetést kifejezd f(¢;) sorozat a befektetés var-
haté cash flow-jdval egyenértékii. Hogy egy kotvény megvasirlisa, vagy
egy kolcsdn nyijtdsa milyen cash flow-t eredményez, az viszonylag pontosan
meghatdrozhaté. Egy részvény, vagy egy ingatlan megvésarlisabdl adéds
cash flow-ndl mdr sok bizonytalansdg lehetséges. Egy részvény jovébeni osz-
talékairdl, drfolyamairdl a managementnek mdr eleve kiilonféle elképzelései
lehetnek. Egy ingatlannal a kiilonféle hasznositdsilehetéségek kiilonboz8 cash
flow-khoz vezetnek, de ugyanolyan jellegli hasznositasok is eredményezhetnek
kiilonb&z6 cash flow-kat. Példdul, egy ingatlan megvasdrlisa bérbeadds cél-
jabdl attdl fiigglen, hogy ez mennyi ideig tart. Roviden: egyes befektetési
lehetSségek valdjiban csak tobb f(¢;) sorozattal irhatdk le, melyek minde-
gyike a befektetéssel kapcsolatos valamilyen tervet, elvardst stb, takar, és a-
melyek koziil legfeljebb csak egy valdsulhat meg. Ennek lefrdsira szolgal(hat)
az egészértékll programozds, és egészértékii programozasi feladatok kezeldsé-
nek nem a leghatékonyabb médja az, ha sorra vesszilk az egyes lehet&ségek
kivalasztdsdval ad6dd folytonos feladatokat. Még akkor sem, ha ezek szdma
nem tul nagy, bdr akkor esetleg egy ilyen it jirhaté. Mindez viszont mér
attdl (is) fiigg, hogy milyen méretdi programozdsi feladatokrdl van szé. Az
eddigiekhez hasonléan és annak megfelelSen ezt a kérdést itt csak nagyon
pontatlanul tudjuk megvélaszolni.
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Eldszor prébaljunk valamit mondani egy ilyen programozdsi modell fel-
tételeinek a szdmdrdl. Eletbiztositasi tartalékok befektetése esetén tobbéves
id6tartamot is lefedhet a modell, és az els8 egy-két évben akdr havonta lehet
egy-egy t; idSpontot szerepeltetni benne. M4s, ismétl8d8 befektetési don-
tések esetén jogos (7) elképzelés az, hogy egy alkalommal megprébal(ja)nak
egy évre eléreldtni, és az évet hénapokra, negyedévekre bontani. Ezzel mond-
tunk valamit az (1) feltételek szamardl. Hogy a 4.-ben vézolt egyéb feltételek
koziil mennyit és melyeket érdemes bevezetni, arrdl itt még ennyit sem lehet
mondani. Ugyanakkor az els6 esetben mindenképpen korldtozottabbak a
befektetési lehetdségek, illetve a mésodik esetben van lehet8ség olyan be-
fektetések figyelembevételére, amelyek a programozdsi modellben csak t5bb
f(t;) sorozattal irhatdk le. Mdsképpen fogalmazva, a két extrémnek szdnt
esetb6l megfogalmazhaté konklhizidkat: mindaddig, amig folytonos progra-
mozasi modellek alkalmazdsara gondolhatunk, addig ezek mérete a mai PC-
ken rendelkezésre 4ll6 programtermékek szdméra nem jelent komoly kihivést.
Ahol pedig az egészértékil programozds alkalmazdsdra van sziikség, ott a
feladat mérete elég kicsi ahhoz, hogy ez ne okozzon (technikai) problémat.
Bér ma mdr az EXCELL-lel is r6vid idé alatt megoldhatd ilyennél nagyobb
egészértékil programozdsi feladat (sbt, mas is), és ez a helyzet csak javulni
fog. Amikor a matematikai programozés ezen alkalmazdsardl kezdtem gon-
dolkodni, akkor még eszembe sem jutott egy EXCELL tipust programtermék
haszndlata.

Itt szeretnénk visszautalni egy 4.-beli megjegyzésre. Ugyanis az elmondot-
tak mdr magyardzatot adnak arra, hogy miért érezziik problematikusabbnak
a szokdsos sztochasztikus eszkdzdkkel torténd leirdst a befektetések hozamai-
ndl, mint a kotelezettségek kifejezésekor. A kdrvonalazott modell(ek) szintjén
a befektetések hozamaival kapcsolatos bizonytalansdgndl a kitelezettségekkel
kapcsolatos bizonytalansdg sokkal kozelebb van ahhoz, ami egy valdsziniiségi
véltozoval irhatd le. Ugyancsak sokszor tlinhet redlisnak kiilénbozé t-khez
tartozd L(t) kotelezettségek kapcsolatdrd] feltételezni valamit. Az mds kérdés,
hogy most, vagy maskor van-e a kotelezettségeknek lényegében a varhatd
értékkel torténd becslésiiknél jobb mddszere. A kotelezettségek lefrdsira eset-
leg hasznélt sztochasztikus folyamatra vonatkozd valamilyen feltételezés min-
denképpen lehet8séget nyijt azonban a targyalt programozisi feladatokba is
Ujabb feltételek bevezetésére.

6. Az eddig elmondottakat 1igy is Gssze lehetne foglalni, hogy egy befektetési
ddntés meghozatalakor vizsgédljanak alkalmasan megfogalmazott matematikai
programozasi feladatokat, a kovetkezd ilyen alkalommal tegyék ugyanezt stb.
A matematikai programozasban egy célfliggvény legnagyobb, vagy legkisebb
értékét keressiik a korldtozd feltételek mellett. Joggal vetddik fel a kérdés,
hogy miért is kell egydltalan optimalizdlni. A torténet nem ér véget a feladat
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megolddsaval, el6bb vagy utébb egy ijabb matematikai programozasi modellt
kell megoldani. Ennek a modellnek a feltételrendszere nagymértékben fiigg
az el8z8 modell, mondjuk, optimalis megolddsdtdl és elképzelhetd, hogy az 1j
modell megolddsakor éppen ezért kapnak egy ,,rossz” optimalis megolddst.
(Rosszabbat, mint amihez akkor jutottak volna, ha az el6z6 modellnek nem
az optimdlis megolddsat fogadjék el az akkori befektetési dontés alapjdul.)

Az optimalizdldssal kapcsolatban feltett kérdés megvélaszoldsdt azzal kezd-
Jjik, hogy valdjaban nem arrdl van szé, hogy azért kell optimalizalni, mert
valamilyen programozasi feladat optimalis megolddsa képezi majd a befekte-
tési dontés alapjat. Elképzelésiink szerint tobb programozasi feladatot kell
ehhez megoldani, és nem feltétlenil arrdl van sz, hogy valamelyik megolddsa
alapjan sziiletik meg a befektetési dontés. Optimalizdlni azért kell, vagy azért
j6, mert ilymddon sokkal pontosabb képet kapunk a kiilonbsz8, egyébként
egymdashoz nagyon is kozeli modellek megolddsainak kapcsolatdrdl. Ehhez
jonnek még az egyes modellekkel kapcsolatban elvégezhetd érzékenységi vizs-
géalatok, melyek eredményeinek figyelembevétele tovdbb novelheti a modell
nyujtotta tamogatds erejét. Ugyanakkor kétségteleniil nagyon sajnalatos,
hogy (egyel6re?) nincs olyan eredmény, amely jél haszndlhaté matematikai
valaszt adna az egymadst kdvetS programozasi feladatok optimumértékeinek és
azon programozasi feladat optimunértékének a kapcsolatdra, amelyet akkor
frhatndnk fel, ha pontosan tudndnk elére, hogy mi torténik majd a jévében.

A matematikai programozds haszndlatdnak ereje és elénye éppen abban
van, hogy ez egy (legaldbbis technikai szempontbdl) konnyen és sokféleképpen
haszndlhato eszkéz. Az aktudrius (legaldbb néhdny paraméter szamértékében)
biztosan mds feladatot vagy feladatsorozatot vizsgdl, mint a management.
Az aktudrius szempontjdbdl példdul nem sok zavard van abban, ha egy (2”)
vagy (2”) alaku feltételben tul sok a felesleg, s6t. A biztosité management-
jéhez képest mds szempontjai, esetleg eléirdsai is lehetnek a befektetések
értékelésében, és/vagy abban, hogy az f(t;) sorozatok konstrudldsakor mi-
képpen veszi figyelembe az (esetleges) inflaciét. Ugyanakkor taldn kevéshé
érzékeny arra, hogy a modellek megfogalmazdasakor miképpen kezelik a lik-
viditds problémajat. Minthogy mindezeknek megfelel8 megolddsa valéjdban
a befektet6 managementnek és a biztosito aktudriusanak kozos érdeke, azért
nem is tudunk annal jobbat elképzelni, mint hogy az aktudrius mar vegyen
részt a befektetést megel8z8 programozasi feladatok vizsgdlatdban.

Ezen nagyon fontos megéllapitdson tul szeretnénk még két tovdbbi, ugyan-
csak nagyon fontosnak tekintett megjegyzést tenni. Jdl ldtszik, hogy ilyen
(matematikai programozasi) modellek vizsgdlata nem sziikiil(het) le a befek-
tetést tevékenység tamogatdsara, illetve a cikkben targyalt modellek is kiter-
jeszthet8k egyéb elemzések segitésére. Példdul arra, hogy mire elegend8ek-e
az (1) feltételekbeli kiegészité valtozdk, mondjuk, milyen mértékben fedezik
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a koltségeket, de ilyen szinten szdmos mds lehetdség is felvethetd.

A térgyalt modell egyebek mellett lényegében a befektetések tényleges
vagy becsiilt cash-flow-jdra tdmaszkodik. Ha ez (a szemlélet) elterjed, akkor
annak nagyon messzenyulé kovetkezményei lehetnek és taldn lesznek is. Itt
csak egy ilyet szeretnénk emliteni, amit csak részben indokol, hogy mo-
mentin az Allami Biztositdsfeliigyeleten dolgozom. Ha ezek a cash-flow-k
(megfelels formaban) megjelennek a biztositéknak a Feliigyelet felé rendsze-
resen szolgaltatand6 adatok kozétt, akkor ez a feliigyeleti tevékenység korét
és mindségét alapvetden megviltoztathatja.
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MATCHING IN INSURANCE AND MATHEMATICAL PROGRAMMING

Choosing an investment portfolio on such a way that its incomes are close to the
expected liabilities of an insurer is a field where mathematical programming can be
applied. The paper deals with some of the possible pros and cons of this application.
The real aim of this paper is to draw attention to this possibility.



