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A DINAMIKUS OLIGQPQL/PR}OBLEMA
TRANYITHATOSAGAROL!?

MOLNAR SANDOR - SZIDAROVSZKY FERENC
Koézponti Bdnydszati Fejlesztési Intézet - Arizonai Egyetem

Dolgozatunkban N-személyes dinamikus oligopol jatékok termelési vektors-
nak teljes irdnyithatdsdgdval foglalkozunk. Szitkséges és elégséges iranyithaté-
sagi feltételt bizonyitunk be a linearitds és adaptiv becslések esetén. Specidlis
esetként kimutatjuk, hogy Cournot becslések feltételezése mellett a termelési
vektor akkor és csak akkor teljesen irdnyithatd, ha két nem-szimmetrikus
jatékos alkotja a termeléi oldalt,

1. Bevezetés

Dolgozatunkban az N-személyes dinamikus oligopol jatékokat, mint diszkrét
dinamikus rendszereket vizsgdljuk. Az alapmodell a kdvetkezd. Tegyiik fel,
hogy N termeld (tovdbbiakban jitékos) ugyanazt a terméket &llitja el és
ugyanazon a piacon értékesiti. Jelolje z, (k = 1,2,...,N) a k-dik termeld
dltal el6allitott mennyiséget és jelolje Cy ugyanezen termeld koltségfiiggvényét.
Feltessziik, hogy az egységar a teljes termelt mennyiség fiiggvénye: p(z, +
23+ ...+ zy). Ekkor a k-adik termeld profitfiiggvénye:

er(z1, - za) = 2xp(T1 + ...+ 24) — Cr(zy) . (1)

Ha Sp =[0,00) a k-adik (k = 1,2,..., N) jatékos stratégiahalmaza, akkor a
fentiekkel egy N-személyes jatékot definidlhatunk:

F={N;Sl)"'aSN;§011"'a<pN}:

amelyet N-személyes oligopol-jdtéknak neveziink. A jaték egyensilypontjdnak
létezésérdl és az egyensiilypont egyértelmiiségérdl Okuguchi (1976) ad dssze-
foglaldst. A jaték tobbtermeékes kiterjesztésével és az egyensilypontok nu-
merikus meghatdrozdsaval Okuguchi és Szidarovszky (1990) foglalkozik. A
tovabbiakban az oligopol jéték dinamikus kiterjesztését vizsgaljuk. Tegyik
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fel, hogy minden t = 0,1,2,... idépontban az osszes jatékos el6szor meg-
becsiili a tobbiek Altal egylittesen termelt mennyiséget, majd optimalizalja
sajat varhatd profitjat. Jeldlje sZ(t) a k-adik jatékos becslését a tébbiek 4ltal
termelt mennyiségrdl, akkor vdrhaté haszna az

2pp(sE (1) + 1) — Cr(zx) (2)

formuldval szamithatd. Ha feltessziik, hogy a kormény artdmogatdssal, add-
kedvezménnyel, kéltségdtvallalassal kivanja befolydsolni a piacot, akkor ezt
az irdnyitdst matematikailag gy modellezhetjiik, hogy a jatékosok koltség-
fiiggvényét egy u(t) irdnyitdsi vdltozéval beszorozzuk. Ekkor minden t id6-
pontban minden jdtékos stratégiavdlasztdsa az

z(t) = arxng:.x{a:kp(sf(t) + ) — Ck(:ck)u(t)} (3)

szabéllyal adédik. Vegyiik észre, hogy ez a dinamizmus fiigg az sf () becslési
médszertdl. Ebben a dolgozatunkban feltételezziik, hogy az Osszes jatékos
adaptfy becslést alkalmaz:

sE@)=sE(t - D+ a[d mt-1)-sf@-1), (4)
I#£k

"

amelyet 1ugy értelmezhetiink, hogy az aktudlis becslés az eléz8 idSpontbeli
becslésbé] gy adddik, hogy ahhoz a becslési hiba egy részét hozzdadjuk.
Itt feltételezziik, hogy 0 < @, < 1 minden k esetén. Helyettesitsiik a (4)
egyenlSséget a (3) egyenletbe:

zi(t) = arg r;lgx{x,,p(sf (t=D+ar [y zi(t—1)—sF (t—1)] +21)—Ci(zi)u(t) } .
Tk I#k

(5)
A (4) és (5) egyenletek egy dinamikus rendszert definidlnak, ahol 2y (1 < k <
N) jeloli az allapotvdltozdkat és u az irdnyitdst. A kovetkezd paragrafusban
ennek a rendszernek az irdnyithatdsagat vizsgaljuk meg.

2. A rendszer irdnyithatésdga

A matematikai kezelhetdség érdekében tegyiik fel a kovetkezdket:

(a) p(s) =b— As (b,A>0);

(b) Ck(zk)=ckzk+dk (Ck,dk>0) (k:l,Z,...,N);
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(c) zx(t) >0 (k=1,2,...,N; t=0,1,2,..)

Ekkor z(t) maximalizalja az

zp{b—A[sE(t—1)+ay (Z zi(t—1)—sE (t—=1)) +zx]} — (ckzr +de)u(t) (6)
1#k

fiiggvényt. A c) feltétel mellett egyszerl"l derivildssal adddik, hogy

—Qk g b Ck
)= -2 -1)- t— 1)+ — — £ ut).
sl == Poat =)= =D+ o ). (1)
Vezessiik be az ij dllapotvéltozdkat:
- b . - MN-1)
2y =T ANED és WE = ) ANTY) (8)

ekkor egyszerii helyettesitéssel adddik, hogy a (7) egyenldségben a b/(2A4)
konstans tag kiesik. Tehdt a (7) és (4) egyenlet a kovetkezdre redukdlédik:

() = ——E 1t —1)

1#k

wk(t)=ak2z,(t—1)+(1—a;,)wk(t—1) . (10)

I#k
Feladatunk tehdt a z), &allapotvdltozd irdnyitdsa. Minthogy a w; becslési
valtozé is allapotvdltozd, problémdnk nem egy egyszerli allapotirdnyitds,
hiszen nem célunk w; irdnyitdsa. A probléma az \in. output-irdnyitasi fela-
dattd redukalédik, ha a rendszer outputjat gy definidljuk, hogy az csak az

wi(t—1) - —U(t) (9)

Ty, ..., 2x dllapotvdltozdkat tartalmazza. Modelliink tomoren a kovetkezd
alakban irhaté at:
x(t} = Ax(t-1)+bu(t)
(11)
y(t) = Ox(i)
ahol
B D _fec
A‘(-zn —2D) ' ‘(o)  ©=(10)
0 _o @y o1 _a
2 2 2 2A
St A _o2 ™ _
B= 2 2 2 , c= 24 |,
_éy o ey _dn _in
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. . 1 g1 -
D:dxag(ﬂ?—,a}z——,. ,,aNz 1),

és az x allapotvektor az x;, X3, ..., xn, 87,8%,.. ., 8% vektorokat tartalmazza
ebben a sorrendben. A linedris rendszerelméletbél tudjuk, hogy t > 0 esetén

x(t) = A'x(0) + (A*"'bu(1) + ...+ Abu(t — 1) + bu(t)),  (12)

igy a rendszer outputja:
y(t) = CA'x(0) + (CAbu(1) + ... + CAbu(t — 1) + Cbu(t)) . (13)
Ebbél az egyenléségbél kdzvetleniil leolvashatd, hogy tetszdleges x(0) kezdeti

dllapotbdl kiindulva a rendszer outputja tetszbleges y(t) értékre irdnyithaté
a [0, 1] intervallumon akkor és csak akkor, ha a

Ku(t) = (Cb, CAb,. ..,CAf-lb) (14)

médositott Kalman-maétrix rangja N. Egyszerll szdmolassal igazolhatd, hogy

Cb = c

CAb = Bec

CAzb e (B . 2D)BC (15)
CA'-lb = (B-2D)-Be,

ennek kovetkeztében a mddositott Kalman-matrix tovibb egyszerlisddik:
K (t) =(c, Be, (B - 2D)Bc, .., (B - 2D)'~*Be) . (16)

Minthogy a B — 2D mdtrix N x N tipusi, a Cayley-Hamilton tételbél (1d.
példdul Szidarovszky és Yakowitz, 1978) azonnal kdvetkezik, hogy

rank(Kp (N + 1)) = rank(Kp(N +2)) = ..., (17)

vagyis a Kps(t) métrix rangja nem ndvekszik t > N + 1 esetén. Az output
irdnyithatésdga szempontjdbdl ez azt jelenti, hogyha az output nem valik
teljesen irdnyithatéva at = N+1 id8pillanatig, akkor mar nem valhat teljesen
irdnyithatéva késébb sem. A fentiek a kévetkezdképpen foglalhatdk Gssze:

Tétel. A dinamikus oligopol jdiék termelési vektora akkor és csak akkor
teljesen irdnyithatd, hu a Kp (N + 1) mddositott Kelman-mdtriz rangja N.
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Tekintsik el6szdr az N = 2 specidlis esetet. Ekkor

B-2D= as B= ay , €= A ,
222 | _q, -2 o -
igy
aicy 2(1 — a)aieg — aragey
— 44 _ — 8A
Be={aje | » (B-2D)Be= —ajages + 2(1 — ag)ase;

4A 8A

A termelési vektor teljesen irdnyithatd a [0,2] intervallumon, ha a

_Cl @1Cy
Ku@=| ¥ & (18)
2A  4A

matrix rangja 2. Minthogy

—(126% + alc%

det(Knm(2)) = 8A? J

ez a feltétel akkor és csak akkor teljesill, ha

2
(s 5} cy
el (19)

Egyszerli szdmoldssal igazolhatd, hogy a K s (3) mdtrix rangja kisebb, mint 2
akkor és csak akkor, ha a1 = a9 és ¢y = cp. Ez a feltétel a jaték szimmetridjat
jelenti, és nyilvdnvaldan nem teljesen irdnyithatd a termelési vektor, hiszen
szimmetrikus kezdeti vektorbdl kiindulva a termelési vektor szimmetrikus
marad, {[gy nem-szimmetrikus vektorra semmiképpen sem irdnyithatd.
Tekintsik ezutdan az N > 3 esetet. Ha valamilyen két jatékos mellett
ck = ¢ és ap = oy, akkor a Kps(t) maétrix k-adik és l-edik sora megegyezik,
azaz rangja kisebb, mint N. gy a termelési vektor nem teljesen iranyithatd,
ami ugyanigy is magyardzhatd, mint az N = 2 esetben. Megjegyezziik, hogy
a nem-szimmetrikus eset nem garantdlja a teljes irdnyithatsdgot. Ilyenkor a
feltétel sokkal bonyolultabb, a Kps (N + 1) maétrix rangjat kell meghatéroz-
nunk. Két konkrét példdval illusztraljuk, hogy akkor mindkét eset lehetséges.

1. Példa. Tegyiik fel, hogy N = 3, A = % o By B 8 8 %
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09 = %, a3 = % Ekkor

== == 0 0 i
8 0 -3
igy
1 1 1 1 5
i 5
B-2D=| -2 Z —-1|, Be=|-], (B=-2D)Be=| _
6§ 3 "8 =13 ( )Be= | =
1 1 3 1 1
g 4 4 12
Tehdt
1 5
AT
Ku@=|-1 1 1|, & det(Kyu(3))=—2#0
3 72 576 7
5 L
i 12

vagyis a termelési vektor teljesen irdnyithatd a [0, 3] intervallumon.

2. Példa. Legyen most is N = 3, A = l, o1 =ag =az=1468s¢c; =

1, e2 = 2, ¢ = 3. Ekkor az el6z8 példdhoz hasonléan lathatd be, hogy
rank (K (4)) < 3, igy a termelési vektor nem teljesen irdnyithats.

Befejezésiil az o3 = a3 = ... = ay = 1 esetet vizsgdljuk meg altaldban.
Megjegyezziik, hogy ebben a specialis esetben a (4) egyenlet leegyszeriisédik:

F)=Ymlt-1). (20)

I#k

Ezt a médszert Cournot-féle becslésnek nevezik az irodalomban, és arra a
hipotézisre épiil, hogy minden idépontban az Ssszes jatékos azt feltételezi,
hogy a tébbiek éltal egyiittesen termelt mennyiség ugyanaz marad, mint az

el8z6 idSpontban volt. Ebben a specidlis esetben D = 0 és B = %(I - E),
ahol I az N-edrendli egységmatrix, és E Osszes eleme 1. Igy

K (t) = (¢, Be,B%,...,B"l¢) . (21)
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Kimutatjuk ezutédn, hogy Ka(t) rangja legfeljebb 2 lehet, igy Cournot-féle
becslések esetén a termelési vektor scha sem teljesen irdnyithaté, ha N > 2.
Minthogy E? = NE,
Sl a1 o _N-1_ N-2

B?= 4_(1 2E + E?) = Z(I+(N 2)E) = ——I-——B,
igy
N -1 N -2
T T2
¢és indukciéval azonnal adddik, hogy B3¢, B4c, ... mind kifejezheték ¢ és Be
linedris kombindcijaként. Ha c és Be linedrisan fiiggetlenek, akkor Kas(2)
rangja 2, kiilonben 1.

Blc =

Be, (22)

3. Megjegyzések

A matematikal modell felirdsdnal feltételeztiik, hogy az irdnyitdsi valtozd a
koltségfiiggvény szorzdjaként szerepel. Valdban ez a helyzet, ha az irdnyitds
koltségesdkkentd (vagy koltségnoveld) a termeldi oldalon. Azonban fogyasztdi
artdmogatds esetén az arfiiggvény szorzdjaként kell szerepeljen. Ha az ira-
nyitdsban mindkét szempont érvényesiil, akkor elvileg két irdnyitdsi véltozdét
kellene bevezetniink, azonban az (5) optimum-feladat megolddsa csak ezek
hdnyadosdtdl fiigg. Ezért tehat elegendd egyetlen irdnyitdsi vdltozdval fog-
lalkoznunk, mint ahogy ezt a modellben mi is tettiik.

Az &ltaldnos esetben a Kjps(N + 1) métrix rangjat kell meghatdroznunk.
A Gauss-féle kikiisz6bolés (1d. példdul Szidarovszky és Yakowitz, 1978) igen
gyors és konnyen kezelheté mddszer. Néhany specialis esetben, példdul Cour-
not becslések mellett, vagy szimmetrikus esetekben a termelési vektor nem
lehet teljesen irdnyithaté. A Cournot esetben bebizonyitottuk, hogy N > 3
esetén a termelési vektor nem lehet teljesen irdnyithaté. Befejezésiil meg-
jegyezziik, hogy ez az eredmény analég Theocharis (1959) hires tételével,
miszerint N > 3 esetén a diszkrét linearis dinamikus oligopol jaték nem lehet
globdlisan aszimptotikusan stabilis.
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ON THE CONTROLLABILITY OF THE DYNAMIC OLIGOPOLY PROBLEM

In this paper the controllability of production vector of the N-person dynamic
oligopoly games is examined. Sufficient and necessary controllability conditions are
given under linearity and adaptive expectations. Under Cournot expectations the
controllability of the production vector is proven.



