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A VALUE AT RISK ¶ES AZ EXPECTED SHORTFALL
ÄOSSZEHASONL¶IT¶ASA TÄORT¶ENETI SZIMUL¶ACI¶O

SEG¶ITS¶EG¶EVEL1

MISKOLCZI PANNA
Debreceni Egyetem Gazdas¶agtudom¶anyi Kar

Jelen tanulm¶anyban a p¶enzÄugyi kock¶azat m¶er¶es¶evel, valamint a kÄulÄonbÄoz}o
kock¶azati m¶ert¶ekek Äosszehasonl¶³t¶as¶aval foglalkozom. ÄOt kock¶azati m¶ert¶eket
ismertetek, ezek a sz¶or¶as, a variancia, a szemivariancia, a kock¶aztatott ¶ert¶ek
(VaR) ¶es az expected shortfall (ES). Bel¶athat¶o, hogy ezen kock¶azati m¶ert¶ekek
kÄozÄul csak az ES el¶eg¶³ti ki az un. koherens kock¶azati m¶ert¶ekekre vonatkoz¶o
tulajdons¶agokat, ¶³gy az ES az egyetlen m¶ert¶ek, amely alkalmas a kock¶azat
m¶er¶esre. Ennek ellen¶ere a VaR a ma legtÄobbet haszn¶alt kock¶azati m¶ert¶ek, ¶³gy
gyakorlati szempontb¶ol ezt a k¶et m¶ert¶eket hasonl¶³tom Äossze. Az Äosszehasonl¶³-
t¶ashoz a tÄort¶eneti ut¶otesztel¶es (backtesting) m¶odszer¶et v¶alasztottam, melyet
r¶eszletesen ismertetek mind a VaR, mind pedig az ES eset¶eben. Az elemz¶est
tÄobb alfa szinten, h¶et r¶eszv¶eny ¶ar adatait felhaszn¶alva v¶egeztem el. Az el-
m¶eleti ¶es a gyakorlati vizsg¶alatok alapj¶an is arra a meg¶allap¶³t¶asra jutottam,
hogy az ES pontosabb k¶epet ad a kock¶azatr¶ol, mint a VaR.

1 Bevezet¶es

A mai modern p¶enzÄugyi vil¶ag egyik fontos k¶erd¶ese, hogy hogyan tudjuk m¶er-
ni, illetve Äosszehasonl¶³tani kÄulÄonbÄoz}o p¶enzÄugyi eszkÄozÄok, p¶eld¶aul r¶eszv¶enyek,
portf¶oli¶ok kock¶azat¶at.

A dolgozatomban mind elm¶eleti, mind pedig gyakorlati szinten, arra ke-
resem a v¶alaszt, hogy m¶ar ismert kock¶azati m¶ert¶ekek kÄozÄul, melyikkel tudjuk
megbecsÄulni pontosabban a p¶enzÄugyi kock¶azatot. ÄOt, sokat haszn¶alt kock¶a-
zati m¶ert¶eket vetek g¶orcs}o al¶a, ezek: a variancia, a sz¶or¶as, a szemivariancia, a
kock¶aztatott ¶ert¶ek (Value at Risk) ¶es az expected shortfall (ES). A gyakorlati
sz¶am¶³t¶asokhoz a tÄort¶eneti ut¶otesztel¶es m¶odszer¶et haszn¶alom.

Az els}o fejezetben t¶argyalom a kock¶azat, valamint a kock¶azati m¶ert¶ek, a
szakirodalomban legink¶abb elfogadott matematikai megfogalmaz¶as¶at. ÄOssze-
foglalom tov¶abb¶a a fent eml¶³tett kock¶azati m¶ert¶ekek de¯n¶³ci¶oit ¶es legfonto-
sabb tulajdons¶agait. Bel¶athat¶o, hogy elm¶eleti szinten ezen kock¶azati m¶ert¶ekek
kÄozÄul csak az expected shortfall seg¶³ts¶eg¶evel tudjuk megfelel}oen m¶erni a
kock¶azatot, hiszen ez az egyetlen koherens kock¶azati m¶ert¶ek.

Annak ellen¶ere viszont, hogy a kock¶aztatott ¶ert¶eket nagyon sok kritika
¶erte, a mai napig is a legtÄobbet alkalmazott kock¶azati m¶ert¶ekr}ol van sz¶o.

1Be¶erkezett: 2017. ¶aprilis 24. Miskolczi Panna PhD hallgat¶o, Debreceni Egyetem Gaz-
das¶agtudom¶anyi Kar. E-mail: miskolczipanna@gmail.com.
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Ez¶ert gyakorlati szempontb¶ol a VaR-et ¶es az ES-t hasonl¶³tom Äossze az ¶un.
tÄort¶eneti ut¶otesztel¶es m¶odszer¶evel. A m¶odszerr}ol a harmadik fejezetben ¶³rok
r¶eszletesebben. Az elemz¶eshez a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde honlapj¶ar¶ol letÄoltÄott
r¶eszv¶eny¶arakat, illetve az azokb¶ol k¶epzett logaritmikus hozamokat haszn¶alom.
Az adatok alapvet}o statisztik¶ai, valamint a normalit¶asvizsg¶alat megtal¶alha-
t¶oak a m¶asodik fejezetben.

A negyedik fejezet tartalmazza a tÄort¶eneti szimul¶aci¶o futtat¶as¶aval kapott
eredm¶enyeket ¶es kÄovetkeztet¶eseket. A gyakorlati sz¶am¶³t¶asok is igazolni l¶atsza-
nak azt az elm¶eleti t¶enyt, hogy az ES seg¶³ts¶eg¶evel pontosabb k¶epet kaphatunk
a kock¶azatr¶ol.

2 Kock¶azat ¶es kock¶azati m¶ert¶ekek

A kÄozelm¶ult p¶enzÄugyi v¶als¶agai ¶es a p¶enzÄugyi piac egyre komplexebb volta
miatt egyre nagyobb szÄuks¶eg van a kock¶azat min¶el pontosabb m¶er¶es¶ere ¶es
sz¶amszer}us¶³t¶es¶ere. Tulajdonk¶eppen mi is a kock¶azat? Egy lehets¶eges megfo-
galmaz¶as szerint a kock¶azat annak a lehet}os¶egnek a m¶erlegel¶ese, hogy valami
¶ert¶ekkel b¶³r¶ot elvesztÄunk vagy megnyerÄunk (,,Risk is the potential of los-
ing something of value, weighted against the potential to gain something of
value." (Hubbard, 2014)). Ezt, a kock¶azatnak egy nagyon ¶altal¶anos meg-
fogalmaz¶as¶at term¶eszetesen sokf¶elek¶eppen ¶ertelmezhetjÄuk. ¶Altal¶aban, ha
kock¶azatr¶ol besz¶elÄunk, akkor a legtÄobben negat¶³v esem¶enyekre, vesztes¶egre
gondolnak. Ezzel szemben a kock¶azatot ¶ugy is lehet ¶ertelmezni, hogy annak
a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a befektet¶es hozama kÄulÄonbÄozik az elv¶art hozamt¶ol.
Teh¶at a kock¶azat mag¶aban foglalja a downside kock¶azat mellett (vagyis,
amikor a t¶enyleges hozam kisebb, mint az elv¶art hozam) az upside kock¶azatot
is (amikor a t¶enyleges hozam nagyobb, mint az elv¶art) (Damodaran, 2003).

Annak ellen¶ere, hogy a kock¶azat megfogalmaz¶asa nem teljesen egys¶eges ¶es
pontos, matematikai szempontb¶ol az a c¶el, hogy min¶el egyszer}ubb mutat¶ok-
kal, egyetlen m¶er}osz¶ammal jellemezzÄuk, fejezzÄuk ki azt. A p¶enzÄugyi eszkÄozÄok-
hÄoz ¶es portf¶oli¶okhoz rendelt, a kock¶azatot jellemz}o mutat¶osz¶amokat kock¶azati
m¶ert¶ekeknek nevezzÄuk (G¶all, 2010). Ahogy azt a kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶o is mu-
tatja, matematikai szempontb¶ol a kock¶azat m¶er¶ese tulajdonk¶eppen kapcso-
latot l¶etes¶³t a v¶eletlen v¶altoz¶ok ¶es a val¶os sz¶amok kÄozÄott (SzegÄo, 2002).

2.1 De¯n¶³ci¶o (Kock¶azati m¶ert¶ek). Legyen ( ;F ; P ) egy val¶osz¶³n}us¶egi mez}o,
¶es legyen X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶oknak (portf¶oli¶ok, p¶enzÄugyi eszkÄozÄok pro¯tj¶a-
nak) egy halmaza -n. Kock¶azati m¶ert¶eknek nevezÄunk minden X halmazon
¶ertelmezett val¶os ¶ert¶ekeket felvev}o funkcion¶alt: ½ : X ! IR.

L¶athat¶o, hogy a 2.1 de¯n¶³ci¶o egy nagyon t¶ag fogalom. Ahhoz, hogy a
kock¶azat ,,¶ertelmes" de¯n¶³ci¶oj¶ahoz jussunk, bizonyos korl¶atoz¶asokat, tulaj-
dons¶agokat meg kell fogalmazni a kock¶azati m¶ert¶ekekkel kapcsolatban.

Az irodalomban (Artzner et al., 1999) leggyakrabban el}ofordul¶o, legtÄobbet
haszn¶alt tulajdons¶agok a monotonit¶as, szubadditivit¶as, pozit¶³v homogenit¶as
¶es az eltol¶as invariancia.

� 

� 
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Monotonit¶as

Ha egy befektet¶es hozama sosem kisebb mint egy m¶asik¶e, akkor ez a befek-
tet¶es ne legyen kock¶azatosabb mint a m¶asik, azaz

X · Y ) ½(X) ¸ ½(Y ); 8X;Y 2 X : (1)

Szubadditivit¶as

A szubadditivit¶ast m¶as n¶even diverzi¯k¶aci¶os hat¶asnak is nevezik. Ez azt je-
lenti, hogy k¶et befektet¶es ered}o kock¶azata nem lehet nagyobb, mint az egyedi
kock¶azataik Äosszege, azaz

½(X + Y ) · ½(X) + ½(Y ); 8X;Y;X + Y 2 X : (2)

Pozit¶³v homogenit¶as

Ha megtÄobbszÄorÄozÄunk egy portf¶oli¶ot, de megtartjuk annak Äosszet¶etel¶et, akkor
elv¶arjuk, hogy a kock¶azat a nagys¶aggal ar¶anyosan v¶altozzon, azaz

½(¸X) = ¸½(X); 8X;¸X 2 X ; 8¸ ¸ 0 : (3)

Eltol¶as invariancia

Ha poz¶³ci¶onkhoz adott hozam¶u kock¶azatmentes eszkÄozt adunk, akkor a koc-
k¶azat ennek a p¶enz¶aramnak a nagys¶ag¶aval csÄokkenjen, azaz

½(X + a) = ½(X) ¡ a 8X;X + a 2 X ; 8a 2 IR : (4)

2.2 De¯n¶³ci¶o (Koherens kock¶azati m¶ert¶ek). Egy kock¶azati m¶ert¶eket koherens
kock¶azati m¶ert¶eknek nevezÄunk, ha teljes¶³ti a fent eml¶³tett mind a n¶egy tulaj-
dons¶agot, azaz monoton, szubaddit¶³v, pozit¶³v homog¶en ¶es eltol¶as invari¶ans.

Megjegyzend}o, hogy a pozit¶³v homog¶en tulajdons¶ag est¶eben, ha ¸ hely¶ere
null¶at helyettes¶³tÄunk, akkor ½(0) = 0, azaz, ha nem birtoklunk semmilyen
p¶enzÄugyi eszkÄozt, portf¶oli¶ot, akkor a kock¶azatunk nulla. Ezt a tulajdons¶agot
¶es az eltol¶as invarianci¶at felhaszn¶alva l¶athat¶o, hogy ha a 2 IR, akkor ½(a) =
½(0+a) = ½(0)¡a = ¡a: Ez azt jelenti, hogy a biztos p¶enz¶araml¶as kock¶azati
m¶ert¶eke (¡1)-szerese Äonmag¶anak, vagyis a biztos vesztes¶eg kock¶azata pozit¶³v
¶es a biztos nyeres¶eg kock¶azata negat¶³v (G¶all, 2010).

Az optimaliz¶aci¶o szempontj¶ab¶ol fontos tov¶abb¶a kiemelni a konvexit¶asi
tulajdons¶agot. Egy ½ : X ! IR kock¶azati m¶ert¶eket konvexnek nevezÄunk, ha
minden ¸ 2 [0; 1] ¶es X; Y; ¸X + (1 ¡ ¸)Y 2 X eset¶en:

½(¸X + (1 ¡ ¸)Y ) · ¸½(X) + (1 ¡ ¸)½(Y ): (5)

A pozit¶³v homogenit¶asb¶ol ¶es a szubadditivit¶asb¶ol kÄovetkezik a konvexit¶as:

½(¸X + (1 ¡ ¸)Y ) · ½(¸X) + ½((1 ¡ ¸)Y ) = ¸½(X) + (1 ¡ ¸)½(Y ): (6)
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Teh¶at ahhoz, hogy a kock¶azatot min¶el pontosabban ¶es ¶esszer}ubben m¶erni
tudjuk, olyan kock¶azati m¶ert¶ekre van szÄuks¶eg, amely kiel¶eg¶³ti a n¶egy alaptu-
lajdons¶agot, azaz koherens kock¶azati m¶ert¶ek.

A tov¶abbiakban az irodalomban ¶es a gyakorlatban legtÄobbet haszn¶alt
kock¶azati m¶ert¶ekeket mutatom be, valamint megvizsg¶alom, hogy a n¶egy tu-
lajdons¶ag kÄozÄul melyeket teljes¶³tik.

2.1 Variancia ¶es sz¶or¶as

A variancia, illetve a sz¶or¶as kock¶azati m¶ert¶ekk¶ent val¶o bevezet¶ese Marko-
witz (Markowitz, 1952) nev¶ehez f}uz}odik ¶es ¶³gy az egyik legr¶egebben haszn¶alt
kock¶azati m¶ert¶ek.

2.3 De¯n¶³ci¶o (Variancia). Az X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o varianci¶aj¶at az ¶atlag-
t¶ol val¶o ¶atlagos elt¶er¶essel m¶erhetjÄuk:

¾2(X) = E(X ¡ E(X))2 ;

ahol E(X) jelÄoli az X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et.

2.4 De¯n¶³ci¶o (Sz¶or¶as). Az X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o sz¶or¶asa a variancia
n¶egyzetgyÄoke:

¾(X) =
p

¾2(X) :

A gyakorlatban a hozamnak mint val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶onak a mintarealiz¶a-
ci¶oja ¶all rendelkez¶esre, azaz egy folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o adott, konkr¶et
¶ert¶ekei. JelÄolje ezt a mintarealiz¶aci¶ot ri; i = 1; . . . ; n ¶es legyen r = (r1; . . . ; rn).
Ebben az esetben a varianci¶at a kÄovetkez}o m¶odon kÄozel¶³thetjÄuk:

c¾2(r) =

Pn
i=1(ri ¡ r)2

n ¡ 1
; (7)

ahol teh¶at ri az i-edik (i = 1; . . . ; n) hozam-¶ert¶ek, m¶³g r ezen hozamoknak
az ¶atlaga.

Term¶eszetesen a sz¶or¶as a variancia n¶egyzetgyÄok¶evel kÄozel¶³thet}o:

b¾(r) =

q
c¾2(r) (8)

Mivel a kock¶azat m¶er¶es¶ere koherens kock¶azati m¶ert¶ekre van szÄuks¶eg, ¶er-
demes megvizsg¶alni, hogy a variancia illetve a sz¶or¶as kiel¶eg¶³ti-e a koherencia
n¶egy tulajdons¶ag¶at. Elmondhat¶o, hogy annak ellen¶ere, hogy a variancia az
egyik legr¶egebben ¶es legsz¶elesebb kÄorben haszn¶alt kock¶azati m¶ert¶ek, a n¶egy
tulajdons¶ag egyik¶et sem el¶eg¶³ti ki, azaz nem monoton, nem szubaddit¶³v, nem
pozit¶³v homog¶en ¶es nem eltol¶as invari¶ans (Joshi, 2013).

Tov¶abbi probl¶ema, hogy a variancia nem tesz kÄulÄonbs¶eget a vesztes¶egek
¶es nyeres¶egek kÄozÄott (Bug¶ar, 2006), hiszen ¾2(¡X) = (¡1)2¾2(X) = ¾2(X):
Teh¶at a variancia csak abban az esetben haszn¶alhat¶o a kock¶azat m¶er¶es¶ere, ha
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a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o (pro¯t, hozam, stb.) eloszl¶asa elliptikus (Eftekhari,
2000).

A sz¶or¶as a varianci¶at¶ol elt¶er}oen kiel¶eg¶³ti ugyan a szubadditivit¶asi ¶es a
pozit¶³v homogenit¶asi tulajdons¶agokat, de a varianci¶ahoz hasonl¶oan nem mo-
noton, nem eltol¶as invari¶ans, ¶es tov¶abbra sem tesz kÄulÄonbs¶eget a nyeres¶egek
¶es vesztes¶egek kÄozÄott (Joshi, 2013).

Az el}oz}oeket ¯gyelembe v¶eve, sem a variancia, sem pedig a sz¶or¶as nem
alkalmas a kock¶azat m¶er¶es¶ere, hiszen a variancia p¶eld¶aul (egyebek mellett)
megs¶erti a szubadditivit¶asi tulajdons¶agot, azaz az egyik minimum kÄovetel-
m¶enyt, hogy a diverzi¯k¶aci¶o nem nÄovelheti a portf¶oli¶o kock¶azat¶at. Tov¶abb¶a
a variancia ¶es a sz¶or¶as is szimmetrikus, azaz ugyan¶ugy ,,bÄunteti" a magas
hozamot, mint a nagy vesztes¶egeket.

2.2 Szemivariancia

A variancia ¶es a sz¶or¶as szimmetrikus tulajdons¶ag¶at tudjuk kikÄuszÄobÄolni a
szemivarianci¶aval. Ez a kock¶azati m¶ert¶ek az ¶un. downside kock¶azat m¶er¶es¶ere
szolg¶al, azaz a v¶arhat¶o ¶ert¶ekn¶el (v¶arhat¶o hozamn¶al) kisebb ¶ert¶ekeket veszi
¯gyelembe (Alexander, 2009).

2.5 De¯n¶³ci¶o (Szemivariancia). Az X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o szemivarianci¶a-
j¶at a kÄovetkez}ok¶eppen hat¶arozhatjuk meg:

SV(X) = E((minfX ¡ E(X); 0g)2):

Hasonl¶oan a varianci¶ahoz, a gyakorlatban term¶eszetesen a hozamnak,
mint val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶onak a mintarealiz¶aci¶oja ¶all rendelkez¶esre, azaz egy
folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o adott, konkr¶et ¶ert¶ekei. Ebben az esetben a
szemivariancia a kÄovetkez}o m¶odon kÄozel¶³thet}o:

cSV(r) =

Pn
i=1(min fri ¡ r; 0g)2

n
; (9)

ahol r = (r1; . . . ; rn), ri az i-edik (i = 1; . . . ; n) hozam ¶ert¶eke, m¶³g r ezeknek
az ¶atlaga.

Bebizony¶³that¶o, hogy a szemivariancia ugyan eltol¶as invari¶ans, de se nem
monoton, se nem pozit¶³v homog¶en ¶es a szubadditivit¶asi tulajdons¶agot sem
teljes¶³ti, ¶es ezzel a Markowitz elm¶elet minimum kÄovetelm¶eny¶enek a diverzi¯-
k¶aci¶os elvnek sem tesz eleget (Joshi, 2013). Igaz ugyan, hogy a szemivariancia
nem egy szimmetrikus kock¶azati m¶ert¶ek, azaz ebb}ol a szempontb¶ol pontosabb
k¶epet ad a kock¶azatr¶ol, mint a variancia, illetve a sz¶or¶as, viszont a n¶egy
legfontosabb tulajdons¶agb¶ol csak egyet teljes¶³t, teh¶at a szemivariancia sem
koherens, ¶³gy nem alkalmas a kock¶azat pontos m¶er¶es¶ere.

2.3 A kock¶aztatott ¶ert¶ek (VaR)

A kock¶aztatott ¶ert¶ek az ut¶obbi ¶evek leggyakrabban haszn¶alt m¶ert¶eke a koc-
k¶azat m¶er¶es¶ere. Haszn¶alata az 1980-as ¶evek v¶eg¶en, az 1987-es r¶eszv¶enypiaci
Äosszeoml¶as ut¶an v¶alt egyre elterjedtebb¶e (Jorion, 2006).
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A fejezet meg¶³r¶as¶an¶al legnagyobbr¶eszt G¶all (G¶all, 2010) kÄonyv¶ere t¶amasz-
kodtam, ahol tov¶abbi r¶eszletek ¶es bizony¶³t¶asok tal¶alhat¶oak a VaR-ra vonat-
koz¶oan. A VaR de¯ni¶al¶as¶ahoz szÄuks¶eg van a p-kvantilis fogalm¶ara.

2.6 De¯n¶³ci¶o (p-kvantilis). Legyen X egy val¶os ¶ert¶ek}u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o
FX eloszl¶asfÄuggv¶ennyel ¶es p 2 (0; 1). Ekkor azt a q ¶ert¶eket amelyre:

P (X · q) ¸ p

¶es
P (X < q) · p

teljesÄul, az eloszl¶as p-kvantilis¶enek nevezzÄuk.

A p-ed rend}u kvantilis teh¶at azt a sz¶amot jelenti, amelyn¶el az Äosszes el}o-
fordul¶o ism¶erv¶ert¶ekek p-ed r¶esze nem nagyobb ¶es (1¡p)-ed r¶esze nem kisebb.
M¶ask¶eppen kifejezve, a p-ed rend}u kvantilis az az ¶ert¶ek, ahol az eloszl¶asfÄugg-
v¶eny keresztezi vagy ¶atugorja a p ¶ert¶eket.

El}ofordulhat, hogy a kvantilis nem egy¶ertelm}u, illetve egy sz¶am tÄobb ¶er-
t¶eknek is a p-kvantilise. Mivel tÄobb kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ek is lehet p-kvantilis, ez¶ert
elt¶er}o jelÄol¶est vezetek be az ¶un. als¶o, vagy m¶as n¶even legkisebb ¶es a fels}o,
vagy m¶as n¶even legnagyobb kvantilis fogalm¶ara.

2.7 De¯n¶³ci¶o (Legkisebb ¶es legnagyobb p-kvantilis). Az X val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶o legkisebb p-kvantilise:

qp(X) = inffx 2 IRjFX(x) ¸ pg :

Az X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o legnagyobb p-kvantilise:

qp(X) = inffx 2 IRjFX(x) > pg :

Mivel fx 2 IRjFX(x) > pg ½ fx 2 IRjFX(x) ¸ pg, ¶³gy

inffx 2 IRjFX(x) > pg ¸ inffx 2 IRjFX(x) ¸ pg;

vagyis qp(X) · qp(X): Azaz p 2 (0; 1) eset¶en a p-kvantilisek halmaza egy
z¶art, korl¶atos intervallum: [qp(X); qp(X)]: Az als¶o ¶es fels}o kvantilisek akkor
¶es csak akkor egyenl}oek, ha az

fx 2 IRjFX(x) = pg =

½
[qp(X); qp(X)); ha P (X = qp(X)) > 0
[qp(X); qp(X)]; ha P (X = qp(X)) = 0

(10)

halmaz legfeljebb egyelem}u.
ÄOsszefoglalva, ez azt jelenti, hogy a p-hez tartoz¶o als¶o ¶es fels}o kvantilisek

abban az esetben nem azonosak, ha az eloszl¶asfÄuggv¶eny egy szakaszon kons-
tans ¶es ezen a szakaszon az ¶ert¶eke ¶eppen p.

Az als¶o ¶es a fels}o kvantilis fogalm¶anak felhaszn¶al¶as¶aval az egyik legsz¶e-
lesebb kÄorben alkalmazott kock¶azati m¶ert¶ek, a kock¶aztatott ¶ert¶ek (VaR), a
kÄovetkez}ok¶eppen de¯ni¶alhat¶o:
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2.8 De¯n¶³ci¶o (Kock¶aztatott ¶ert¶ek, Value at Risk). Legyen X egy val¶osz¶³n}u-
s¶egi v¶altoz¶o az ( ; F ; P ) val¶osz¶³n}us¶egi mez}on, ¶es ® 2 (0; 1). Ekkor X fels}o
®-ad rend}u kock¶aztatott ¶ert¶eke:

VaR®(X) = ¡q®(X) :

Hasonl¶oan, X als¶o ®-ad rend}u kock¶aztatott ¶ert¶eke:

VaR®(X) = ¡q®(X) :

A tov¶abbiakban az angol elnevez¶es ut¶an az esetek legnagyobb r¶esz¶eben a
VaR rÄovid¶³t¶est fogom haszn¶alni a kock¶aztatott ¶ert¶ek jelÄol¶es¶ere.

A kvantilishez anal¶og m¶odon az als¶o ¶es fels}o kock¶aztatott ¶ert¶ekek csak ab-
ban az esetben nem azonosak, ha az eloszl¶asfÄuggv¶eny egy szakaszon konstans,
¶es ezen a szakaszon az ¶ert¶eke ¶eppen ®.

A gyakorlatban a hozamoknak, mint folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶oknak
a mintarealiz¶aci¶oj¶at tudjuk felhaszn¶alni a sz¶amol¶asokhoz. JelÄolje ri az i-edik
hozam (i = 1; . . . ; n) mintarealiz¶aci¶oj¶at, r = (r1; . . . ; rn) ¶es r¤

i az ri elemek
nÄovekv}o sorrendbeli permut¶aci¶oj¶anak az i-edik elem¶et: r¤

1 · r¤
2 · . . . · r¤

n.
Ekkor az ®-kvantilis a k-adik elem, ahol k = [n®] = max fmjm · n®;m 2 INg.
Az als¶o VaR-et ennek az elemnek a (¡1)-szeres¶evel kÄozel¶³thetjÄuk. M¶ashogy
megfogalmazva a VaR ¶ert¶ek¶et az empirikus eloszl¶asfÄuggv¶eny ¶altal¶anos¶³tott
inverz¶enek (¡1)-szeres¶evel becsÄulhetjÄuk:

dVaR®(r) = ¡r¤
k = ¡ bFÃ

fr1;...;rng(®); (11)

ahol bFÃ
fr1;...;rng(x) := 1

n

Pn
i=1 1fri·xg ¶es 1A az A halmaz indik¶atorfÄuggv¶enye.

Ezek alapj¶an a fels}o VaR mintabeli becsl¶ese pedig:

dVaR®(r) = ¡r¤
l ; (12)

ahol l = min fmjm > n®;m 2 INg. A tov¶abbiakban ¶es a sz¶am¶³t¶asok elv¶egz¶e-
s¶ehez az als¶o VaR-t fogom haszn¶alni.

Teh¶at a kock¶aztatott ¶ert¶ek az a sz¶am, amelyn¶el nagyobb vesztes¶eg ®-n¶al
kisebb vagy egyenl}o val¶osz¶³n}us¶eggel fordul el}o.

Bel¶athat¶o, hogy a VaR (mind az als¶o, mind a fels}o) monoton, pozit¶³v
homog¶en ¶es eltol¶as invari¶ans kock¶azati m¶ert¶ek (G¶all, 2010). A VaR pozit¶³v
tulajdons¶aga, hogy a kock¶azatot egyetlen sz¶amban ¶es p¶enznemben m¶eri, ¶³gy
kÄonnyen ¶ertelmezhet}o ¶es a kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ekek kÄonnyen Äosszehasonl¶³that¶oak
(Acerbi et al., 2001). A VaR a szemivarianci¶ahoz hasonl¶oan downside koc-
k¶azati m¶ert¶ek. Viszont nagy probl¶ema a VaR-ral, hogy nem t¶amogatja a
diverzi¯k¶aci¶ot, azaz nem szubaddit¶³v. Tov¶abb¶a, annak ellen¶ere, hogy a VaR
megmutatja, hogy mely ¶ert¶ekn¶el nem fogunk tÄobbet vesz¶³teni ¶es mekkora va-
l¶osz¶³n}us¶eggel, de az ezen az ¶ert¶eken t¶uli vesztes¶egekkel nem foglalkozik, pedig
a s¶ulyos, extr¶em esem¶enyek ismerete fontos lenne. Teh¶at a VaR csak elliptikus
eloszl¶asok eset¶en alkalmas a kock¶azat m¶er¶es¶ere, nem elliptikus eloszl¶asok

� 
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eset¶en { ami a gyakorlatban nem ritka jelens¶eg { a kock¶azat t¶eves meg¶³t¶e-
l¶es¶ehez vezethet (Embrechts, 2000). Mindezeken felÄul, mivel a VaR nem
szubaddit¶³v, ¶³gy nem is konvex, amely lehetetlenn¶e teszi a haszn¶alat¶at opti-
maliz¶aci¶os probl¶em¶ak eset¶en (SzegÄo, 2002).

2.4 Expected Shortfall (ES)

L¶athat¶o, hogy a VaR sem el¶eg¶³tette ki a koherens kock¶azati m¶ert¶ekek alapvet}o
tulajdons¶agait. FelmerÄul teh¶at a k¶erd¶es, hogy l¶etezik-e koherens kock¶azati
m¶ert¶ek. A v¶alasz igen, p¶eld¶aul az expected shortfall (ES), ami magyarul
v¶arhat¶o vesztes¶eget jelent, de mivel a magyar irodalomban is angolul honosult
meg a kifejez¶es, ezt fogom haszn¶alni a tov¶abbiakban. A fejezet meg¶³r¶as¶aban
Acerbi (Acerbi et al. (2001), Acerbi and Tasche (2002), Acerbi and Szekely
(2014)) ¶es G¶all (G¶all, 2010) munk¶ait vettem alapul.

A VaR arra a k¶erd¶esre ad v¶alaszt, hogy mi az a minim¶alis vesztes¶eg, ami
az esetek legrosszabb ® ¤ 100 sz¶azal¶ek¶aban bekÄovetkezhet. TegyÄuk fel most
a k¶erd¶est egy kicsit m¶ask¶eppen: Mi az a v¶arhat¶o vesztes¶eg, ami az esetek
legrosszabb ® ¤ 100 sz¶azal¶ek¶aban bekÄovetkezhet (Acerbi et al., 2001)? A v¶a-
laszt az ES adja meg, amely teh¶at az esetek legrosszabb ®¤100 sz¶azal¶ek¶aban
mutatja a vesztes¶eg (pro¯t) v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et.

2.9 De¯n¶³ci¶o (Expected Shortfall, ES). Legyen X egy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o,
valamint ® 2 (0; 1) ¶es tegyÄuk fel, hogy E((X)¡) < 1, ahol (X)¡ az X negat¶³v
r¶esze. Ekkor X Expected Shortfall-ja ® szinten:

ES®(X) = ¡ 1

®

Z ®

0

qu(X) du = ¡ 1

®

Z ®

0

FÃ
X (u) du =

1

®

Z ®

0

VaRu(X) du :

Mivel az als¶o ¶es a fels}o kvantilisek csak egy nulla val¶osz¶³n}us¶egi halmazon
kÄulÄonbÄoznek egym¶ast¶ol, ¶es ¶³gy

R ®

0
qu(X)du =

R ®

0
qu(X)du; a de¯n¶³ci¶oban az

als¶o ¶es a fels}o kvantilisek kicser¶elhet}oek, azaz

ES®(X) = ¡ 1

®

Z ®

0

qu(X) du = ¡ 1

®

Z ®

0

qu(X) du : (13)

A gyakorlatban a hozamoknak, mint folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶oknak
a mintarealiz¶aci¶oj¶aval sz¶amolunk. Legyen ri az i-edik (i = 1; . . . ; n) hozam
¶ert¶eke ¶es r = (r1; . . . ; rn). Ekkor az ES kisz¶am¶³t¶as¶ahoz el}oszÄor nÄovekv}o sor-
rendbe kell rendezni az elemeket: r¤

1 · r¤
2 · . . . · r¤

n, ahol r¤
i jelÄoli az ri

mintarealiz¶aci¶o nÄovekv}o sorrendbeli permut¶aci¶oj¶anak i-edik elem¶et. Ekkor
az ®-kvantilis a k-adik elem, ahol k = [n®] = max fmjm · n®;m 2 INg, azaz
r¤
1; r

¤
2 ; . . . ; r¤

k a legrosszabb ® sz¶azal¶eknyi eset. Az ES-t ennek a k elemnek az
¶atlag¶aval kÄozel¶³thetjÄuk (Acerbi et al., 2001):

dES®(r) = ¡
Pk

i=1 r¤
i

k
: (14)
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A (14) kifejez¶est ¶atalak¶³tva:

dES®(r) = ¡
Pk

i=1 r¤
i

k
= ¡

Pn
i=1 r¤

i 1fi·kg
k

= ¡1

k

³ nX

i=1

r¤
i 1fr¤

i
·r¤

k
g ¡

nX

i=1

r¤
i 1fr¤

i
·r¤

k
g +

nX

i=1

r¤
i 1fi·kg

´

= ¡1

k

³ nX

i=1

r¤
i 1fr¤

i
·r¤

k
g ¡

nX

i=1

r¤
i

¡
1fr¤

i
·r¤

k
g ¡ 1fi·kg

¢´
:

(15)

Az 1fr¤
i
·r¤

k
g¡1fi·kg kÄulÄonbs¶eg ¶ert¶eke az esetek legnagyobb r¶esz¶eben nulla,

hiszen az fr¤
i · r¤

kg ¶es fi · kg halmazok megegyeznek. Ezen halmazok csak
akkor kÄulÄonbÄoznek egym¶ast¶ol, ha i > k eset¶en l¶etezik r¤

k-gal megegyez}o elem.
Ezekben az esetekben 1fr¤

i ·r¤
k
g = 1 ¶es 1fi·kg = 0; azaz a kÄulÄonbs¶eg ¶ert¶eke

1-gyel egyenl}o. ¶Igy a (15) egyenlet ¶atalak¶³t¶asa a kÄovetkez}ok¶eppen folytathat¶o:

dES®(r) = ¡ 1

k

³ nX

i=1

ri1fri·r¤
k
g ¡ r¤

k

nX

i=1

¡
1fri·r¤

k
g ¡ 1fi·kg

¢´

= ¡n

k

µ
1

n

nX

i=1

ri1fri·r¤
k
g ¡ r¤

k

³ 1

n

nX

i=1

1fri·r¤
k
g ¡ k

n

´¶
:

(16)

Mivel ®-t k
n -nel, a v¶arhat¶o ¶ert¶eket az ¶atlaggal, m¶³g a val¶osz¶³n}us¶eget a

kedvez}o/Äosszes kifejez¶esekkel kÄozel¶³thetjÄuk, illetve sz¶amolhatjuk ki, ez¶ert a
(16) k¶epletb}ol l¶athat¶o, hogy az ES a kÄovetkez}ok¶eppen is de¯ni¶alhat¶o:

2.10 De¯n¶³ci¶o. Legyen X egy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, melyre E((X)¡) < 1,
¶es legyen ® 2 (0; 1), ahol (X)¡ az X negat¶³v r¶esze. Ekkor X expected short-
fall-ja ®-szinten:

ES®(X) = ¡ 1

®

³
E(X1fX·q®(X)g) + q®(X)

¡
® ¡ P (X · q®(X))

¢´
:

Elmondhat¶o, hogy { ellent¶etben az eddig vizsg¶alt, ¶es igen gyakran hasz-
n¶alt kock¶azati m¶ert¶ekekkel { az ES monoton, szubaddit¶³v, pozit¶³v homog¶en
¶es eltol¶as invari¶ans, azaz koherens kock¶azati m¶ert¶ek (G¶all, 2010). Viszont
annak ellen¶ere, hogy az ES tÄobb pozit¶³v tulajdons¶aggal rendelkezik, ez sem
bizonyult tÄok¶eletesnek, hiszen p¶eld¶aul m¶³g a VaR mindig l¶etezik, addig az ES
l¶etez¶es¶ehez az E((X)¡) < 1 felt¶etelez¶essel kell ¶elni.

Az el}oz}oekben bemutatott kock¶azati m¶ert¶ekek tulajdons¶agait az 1. t¶abl¶a-
zatban foglaltam Äossze. A kock¶azat pontos m¶er¶es¶ere egy olyan kock¶azati m¶er-
t¶ekre lenne szÄuks¶eg, amely kiel¶eg¶³ti a monotonit¶as, szubadditivit¶as, pozit¶³v
homogenit¶as ¶es eltol¶as invariancia tulajdons¶agait, azaz koherens. L¶athat¶o,
hogy a legtÄobbet haszn¶alt kock¶azati m¶ert¶ekek kÄozÄul csak az ES koherens,
azaz elm¶eleti szinten a vizsg¶alt Äot kock¶azati m¶ert¶ek (variancia, sz¶or¶as, szemi-
variancia, VaR ¶es ES) kÄozÄul egyedÄul az ES alkalmas a kock¶azat m¶er¶es¶ere.
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Monotonit¶as Szubadditivit¶as Pozit¶³v homogenit¶as Eltol¶as invariancia
variancia ¡ ¡ ¡ ¡
sz¶or¶as ¡

p p
¡

szemivariancia ¡ ¡ ¡
p

VaR
p

¡
p p

ES
p p p p

1. t¶abl¶azat. N¶eh¶any ismert kock¶azati m¶ert¶ek tulajdons¶aga

3 Az adatok

A sz¶am¶³t¶asokhoz az adatokat a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde honlapj¶ar¶ol (bet.hu)
tÄoltÄottem le. H¶et r¶eszv¶eny, nevezetesen az FHB, MOL, MTELEKOM, OTP,
Pannergy, Raba ¶es Richter napi ¶arfolyam adataival dolgoztam 2005.07.01-
2015.06.29 kÄozÄott, azaz 10 ¶evre vonatkoz¶oan.

Ezen adatok megvizsg¶al¶as¶ahoz, elemz¶es¶ehez ¶es a sz¶am¶³t¶asokhoz az R/
Rmetrics programot haszn¶altam.

A tanulm¶anyban nem a konkr¶et r¶eszv¶eny ¶arakkal, hanem a hozamokkal,
pontosabban a logaritmikus hozamokkal sz¶amoltam. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert
a tov¶abbiakban, ha hozamot eml¶³tek, akkor mindig logaritmikus hozamra
gondolok.

A mell¶ekletben, a 2. ¶es 3. ¶abr¶akon l¶athat¶o a h¶et r¶eszv¶eny napi logarit-
mikus hozama ¶es azok eloszl¶asa. A hisztogramba rajzolt fÄugg}oleges vonal az
¶atlagot, m¶³g a piros gÄorbe az adatokb¶ol sz¶amolt ¶atlaggal ¶es sz¶or¶assal meg-
egyez}o ¶atlag¶u ¶es sz¶or¶as¶u norm¶alis eloszl¶ast jelenti.

A legtÄobb elm¶elet normalit¶ast felt¶etelez az adatok eloszl¶as¶ara vonatkoz¶oan.
Term¶eszetesen a gyakorlatban ez ritk¶abban val¶osul meg, ami t¶eves kÄovetkez-
tet¶esekhez vezethet. ¶Igy el}oszÄor az alapvet}o statisztik¶akat ¶es a normalit¶ast
vizsg¶alom meg. Alapvet}o statisztik¶ak alatt ¶ertem a minimumot, az els}o kvar-
tilist, a medi¶ant, az ¶atlagot, a harmadik kvartilist, a maximumot, a sz¶or¶ast ¶es
a ferdes¶eget, valamint a cs¶ucsoss¶agot. A sz¶azal¶ekban kifejezett logaritmikus
hozamokb¶ol sz¶amolt alapvet}o statisztik¶akat a 2. t¶abl¶azatban foglaltam Äossze.
L¶athat¶o, hogy az FHB r¶eszv¶eny hozama rendelkezik a legnagyobb minimum-
mal, a Raba r¶eszv¶eny hozama pedig a legnagyobb maximummal. Leolvasha-
t¶o tov¶abb¶a, hogy a h¶et r¶eszv¶eny kÄozÄul csak a Raba ¶es a Richter rendelkezik
pozit¶³v ¶atlaggal, valamint, hogy a sz¶or¶as az OTP eset¶eben a legnagyobb.

FHB MOL MTELEKOM OTP Pannergy Raba Richter
Minimum, % -19,720 -16,223 -12,573 -16,235 -16,138 -16,229 -12,189
1. kvartilis, % -1,140 -1,184 -0,905 -1,314 -0,786 -0,900 -0,954
Medi¶an, % 0 0 0 0 0 0 0
¶Atlag, % -0,025 -0,008 -0,031 -0,009 0,000 0,021 0,012
3. kvartilis, % 0,970 1,176 0,860 1,351 0,645 0,852 0,961
Maximum, % 20,891 14,027 11,680 20,916 13,961 24,701 9,074
Sz¶or¶as, % 2,385 2,268 1,701 2,686 1,931 2,131 1,821
Ferdes¶eg 0,248 0,153 -0,535 -0,059 0,294 0,689 -0,105
Lapults¶ag 8,860 5,966 6,379 6,128 12,359 15,446 3,533

2. t¶abl¶azat. A h¶et r¶eszv¶eny sz¶azal¶ekban kifejezett logaritmikus hozamaira vonatkoz¶o alapvet}o
statisztik¶ak
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A normalit¶as vizsg¶alat¶anak egyik m¶odja a ferdes¶eg ¶es a cs¶ucsoss¶ag meg-
vizsg¶al¶asa. A ferdes¶eggel tulajdonk¶eppen a szimmetri¶at¶ol val¶o elt¶er¶es m¶erhet}o.
A norm¶alis eloszl¶as ferdes¶ege p¶eld¶aul nulla, hiszen a Gauss-gÄorbe szimmetri-
kus, ¶es b¶armely egy¶eb szimmetrikus eloszl¶as ferdes¶ege szint¶en nulla. Negat¶³v
ferdes¶eg azt jelenti, hogy az eloszl¶as bal sz¶ele hosszabb, vastagabb, m¶³g a
pozit¶³v ferdes¶eg hosszabb, illetve vastagabb jobb farkat jelent. A vizsg¶alt
r¶eszv¶enyek kÄozÄul az OTP ¶es a Richter ¶allnak a legkÄozelebb a szimmetrikus
eloszl¶ashoz.

A lapults¶ag tulajdonk¶eppen azt mutatja meg, hogy az eloszl¶asfÄuggv¶eny
hogyan viszonyul a norm¶alis eloszl¶as¶ehoz. A norm¶alis eloszl¶as lapults¶aga
nulla, m¶³g az enn¶el cs¶ucsosabb s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek pozit¶³v, a kev¶esb¶e cs¶ucsos
s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek negat¶³v lapults¶agi mutat¶oval rendelkeznek. Az ¶altalam
elemezni k¶³v¶ant h¶et r¶eszv¶eny mind cs¶ucsosabb a norm¶alis eloszl¶asn¶al. A m¶e-
r}osz¶am a Raba illetve a Pannergy eset¶en a legmagasabb: a Raba eset¶eben
15,446, m¶³g a Pannergy eset¶eben 12,359.

Az el}obbiekben a hozamok eloszl¶as¶ara tett meg¶allap¶³t¶asok a 2. ¶es a 3.
¶abr¶ak hisztogramjain is meg¯gyelhet}oek. Mind a h¶et r¶eszv¶eny eset¶eben vi-
szonylag szimmetrikus eloszl¶asr¶ol van sz¶o, ¶es l¶athat¶o, hogy mindegyik hozam
eloszl¶asfÄuggv¶enye sokkal cs¶ucsosabb, mint a norm¶alis eloszl¶as¶e. Teh¶at az els}o
vizsg¶alatok alapj¶an egyik eloszl¶asr¶ol sem felt¶etelezek normalit¶ast.

Egy m¶asik lehet}os¶eg a normalit¶as megvizsg¶al¶as¶ara a hipot¶ezisvizsg¶alat.
TÄobbek kÄozÄott a Shapiro-Wilk ¶es a Kolmogorov-Szmirnov teszt alkalmas an-
nak a nullhipot¶ezisnek a tesztel¶es¶ere, hogy az adatok norm¶alis eloszl¶asb¶ol
sz¶armaznak-e. Mindk¶et tesztet lefuttattam a h¶et r¶eszv¶eny hozamainak tesz-
tel¶es¶ere, ¶es minden esetben a p-¶ert¶ek j¶oval kisebb volt, mint a v¶alasztott
kÄuszÄob¶ert¶ek (0,05). Ez azt jelenti, hogy mindk¶et teszt ¶es mind a h¶et r¶eszv¶eny
eset¶en elvetjÄuk a nullhipot¶ezist, vagyis a hozamok nem norm¶alis eloszl¶asb¶ol
sz¶armaznak.

Ezt t¶amasztja al¶a az ¶un. Q-Q plot (kvantilis-kvantilis ¶abra) is (Mell¶eklet
4. ¶abra), amely a minta tapasztalati kvantiliseit veti Äossze az illesztett eloszl¶as
kvantiliseivel. Amennyiben a k¶et eloszl¶as azonos, a pontok egy egyenesen {
a 45±-os egyenesen { helyezkednek el. Min¶el jobban r¶asimulnak a pontok
az egyenesre, ann¶al jobbnak mondhat¶o az illeszked¶es a k¶et eloszl¶as kÄozÄott.
A vizsg¶alt h¶et r¶eszv¶eny egyik¶enek eset¶eben sem illeszkednek a pontok az
egyenesre annyira, hogy normalit¶ast felt¶etelezhetn¶enk az eloszl¶asukr¶ol.

4 Ut¶otesztel¶es

Az ¶un. ut¶otesztel¶es (backtesting) m¶odszer¶et haszn¶alom annak megvizsg¶al¶as¶a-
ra, hogy melyik kock¶azati m¶ert¶ek bizonyul jobbnak a gyakorlatban. Jobbnak
akkor nevezek egy kock¶azati m¶ert¶eket a m¶asikn¶al, ha azzal pontosabban meg
lehet becsÄulni a kock¶azatot, azaz, ha a t¶enyleges ¶es a becsÄult ¶ert¶ekek kÄozÄott
kisebb elt¶er¶es tapasztalhat¶o.

A piaci kock¶azat kisz¶am¶³t¶as¶anak h¶arom f}obb m¶odszere ismert: a varian-
cia-kovariancia m¶odszer, a Monte Carlo szimul¶aci¶o ¶es a tÄort¶eneti szimul¶aci¶o
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(Embrechts et al., 2005). Ezen m¶odszerek tulajdonk¶eppen a hozam/veszte-
s¶eg (P&L) eloszl¶asfÄuggv¶eny becsl¶es¶enek m¶odszer¶eben kÄulÄonbÄoznek egym¶ast¶ol
(Bug¶ar, 2006). A tanulm¶anyban c¶elom a VaR ¶es ES Äosszehasonl¶³t¶asa tÄort¶eneti
szimul¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel, ¶³gy a m¶asik k¶et m¶odszerr}ol csak eml¶³t¶est teszek.

A variancia-kovariancia m¶odszer l¶enyege { ahogy a neve is mutatja { a
portf¶oli¶oban szerepl}o eszkÄozÄok varianci¶aj¶anak, valamint ezen eszkÄozÄok p¶a-
ronk¶enti kovarianci¶aj¶anak a kisz¶am¶³t¶asa. A variancia-kovariancia m¶atrixot
(a portf¶oli¶oban szerepl}o eszkÄozÄoknek megfelel}oen) s¶ulyozva kapjuk meg a
portf¶oli¶o varianci¶aj¶at. Ahhoz, hogy a variancia seg¶³ts¶eg¶evel kisz¶am¶³tsuk a koc-
k¶azatot, valamilyen felt¶etelez¶essel kell ¶elni a hozamok eloszl¶as¶ara vonatkoz¶oan.
Legk¶ezenfekv}obb (f}oleg sz¶amol¶asi szempontb¶ol) a normalit¶as felt¶etelez¶ese
(Damodaran, 2008). A hozamok normalit¶asa a legtÄobb esetben, f}oleg napi
illetve rÄovid id}ointervallumra vonatkoz¶o hozamok eset¶en, nem teljesÄul a gya-
korlatban, mint ahogy az ¶altalam bemutatott adatok eset¶en sem (4. fejezet).
Napi adatok eset¶en sokkal cs¶ucsosabb eloszl¶as tapasztalhat¶o, mint a norm¶alis
eloszl¶as¶e: a napi hozamokra jellemz}o eloszl¶as ,,kÄoz¶eps}o" r¶esze sokkal v¶eko-
nyabb, valamint j¶oval hosszabb ¶es vastagabb farokkal rendelkezik, mint a
norm¶alis eloszl¶as. Ez azt is jelenti, hogy tÄobb extr¶em ¶ert¶ek jellemz}o ezen
hozamokra, mint amit a norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez, ami a kock¶azat alul
becsl¶es¶ehez vezethet (Embrechts et al., 2005). Ezen probl¶ema orvosl¶as¶ara
az irodalomban tÄobb javaslatot is tal¶alhatunk, de a nem-norm¶alis modellek
alapj¶an, a param¶eterek becsl¶ese, valamint a kock¶azat kisz¶am¶³t¶asa igen bonyo-
lultt¶a v¶alhat. Tov¶abbi pontatlans¶agot okozhat az az ¶altal¶anos feltev¶es, hogy
a varianci¶ak ¶es a kovarianci¶ak id}oben ¶alland¶oak. Ezzel szemben a kÄulÄonbÄoz}o
GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) mo-
dellek seg¶³ts¶eg¶evel, az id}obeli v¶altoz¶ast ¯gyelembe v¶eve becsÄulhetjÄuk meg
a varianci¶at, ezzel egy pontosabb k¶epet alkotva arr¶ol, valamint a kock¶azatr¶ol
(Damodaran, 2008). Egy tov¶abbi kritik¶aja a variancia-kovariancia m¶odszer-
nek, hogy nemcsak a kock¶azati faktorok tÄobbdimenzi¶os norm¶alis eloszl¶as¶at,
hanem azt is felt¶etelezi, hogy az eloszl¶asfÄuggv¶eny a kock¶azati faktorok line¶aris
fÄuggv¶enye. Ezen feltev¶esek ¶altal¶aban a val¶os¶agban nem teljesÄulnek (Em-
brechts et al., 2005).

Egy m¶asik, igen gyakran haszn¶alt m¶odszer a piaci kock¶azat becsl¶es¶ere a
Monte Carlo szimul¶aci¶o. A Monte Carlo szimul¶aci¶o Äosszefoglal¶o neve min-
den olyan m¶odszernek, amelyben az eloszl¶asfÄuggv¶enyt szimul¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel
becsÄuljÄuk. A szimul¶aci¶o els}o l¶ep¶ese egy modell illeszt¶ese ¶es kalibr¶al¶asa a tÄor-
t¶eneti adatokra. M¶asodik l¶ep¶es a modell seg¶³ts¶eg¶evel, az adatokkal mege-
gyez}o eloszl¶as¶u, m (nagy sz¶am¶u) realiz¶aci¶o gener¶al¶asa. Ezen m szcen¶ari¶o
seg¶³ts¶eg¶evel meghat¶arozhat¶o az eloszl¶asfÄuggv¶eny, melyb}ol a kock¶azat m¶ar ki-
sz¶amolhat¶o. VegyÄuk ¶eszre, hogy a m¶odszer nem oldja meg a modell-illeszt¶esi
probl¶em¶at, ¶es a szimul¶aci¶o eredm¶enye az illesztett modell pontoss¶ag¶at¶ol fÄugg
(Embrechts et al., 2005). A gyakorlatban sokat el}ofordul¶o p¶elda a Monte
Carlo szimul¶aci¶ora, amikor a r¶eszv¶eny ¶arak v¶altoz¶as¶at az ¶un. geometriai
Brown-mozg¶assal (GBM) szimul¶alj¶ak. A GBM azzal a felt¶etelez¶essel ¶el, hogy
a logaritmikus hozamok norm¶alis eloszl¶ast kÄovetnek (Hull, 2006). Mint azt
m¶ar tÄobbszÄor megeml¶³tettem, az ¶altalam elemezni k¶³v¶ant adatok hozamai
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nem kÄovetnek norm¶alis eloszl¶ast, ¶³gy a GBM alkalmaz¶asa t¶eves eredm¶enyre
vezetne.

A fentieket ¯gyelembe v¶eve a kÄovetkez}oekben csak a tÄort¶eneti szimul¶a-
ci¶oval fogok foglalkozni. Ennek a m¶odszernek el}onye az el}oz}oekkel szemben,
hogy semmilyen el}ozetes felt¶etelez¶essel nem kell ¶elni az eloszl¶asfÄuggv¶enyekre
vonatkoz¶oan.

4.1 Ut¶otesztel¶es tÄort¶eneti szimul¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel

Az ut¶otesztel¶es v¶egrehajt¶as¶ahoz l¶etre kell hozni az ¶un. id}o-ablakokat (time
window). Az irodalomban ¶es a gyakorlatban is ennek ¶ert¶eke leggyakrab-
ban egy ¶ev, azaz 250 keresked¶esi nap (T = 250). Az els}o ablak ¶³gy az
1. napt¶ol a 250. napig tart. A m¶asodik ablak a 2. napt¶ol a 251. napig, ¶es ¶³gy
tov¶abb. Az els}o id}o-ablak adatait felhaszn¶alva ki lehet sz¶amolni a szÄuks¶eges
kock¶azati m¶ert¶ek ¶ert¶ek¶et az els}o 250 napra vonatkoz¶oan, amely egyben egy
el}orejelz¶es a 251. napra. Ha rendelkez¶esre ¶all a 251. napi hozam is, akkor
az els}o id}o-ablak alapj¶an sz¶am¶³tott becsÄult ¶ert¶ek Äosszehasonl¶³that¶o a val¶odi
hozam ¶ert¶ek¶evel. Ekkor m¶ar kisz¶amolhat¶o a m¶asodik id}o-ablakra vonatkoz¶o
kock¶azati m¶ert¶ek, amely egy becsÄult ¶ert¶ek lesz a kÄovetkez}o napra, azaz a 252.
napra vonatkoz¶oan. Ha rendelkez¶esre ¶all a 252. napi hozam, akkor a becsÄult
kock¶azat Äosszehasonl¶³that¶o a t¶enyleges ¶ert¶ekkel. ¶Es¶³gy tov¶abb, az Äosszes ada-
ton v¶egigl¶epkedve (3. t¶abl¶azat). Ezt a m¶odszert tÄort¶eneti m¶odszernek (histor-
ical simulation) nevezzÄuk, hiszen azzal a felt¶etelez¶essel ¶el, hogy a m¶ultban tÄor-
t¶ent esem¶enyekkel le tudjuk¶³rni, meg tudjuk becsÄulni a jÄov}obeli esem¶enyeket.

id}o-ablak els}o nap utols¶o nap becsl¶es
1. 1. 250. 251.
2. 2. 251. 252.
3. 3. 252. 253.
..
.

..

.
..
.

..

.
(N ¡ 249). (N ¡ 249). N: (N + 1).

3. t¶abl¶azat. A sz¶am¶³t¶asokhoz haszn¶alt id}o-ablakok

A fent bemutatott m¶odszert fogom teh¶at alkalmazni a k¶et leggyakrabban
haszn¶alt kock¶azati m¶ert¶ek, a VaR ¶es az ES Äosszehasonl¶³t¶as¶ara. Elm¶eleti szin-
ten m¶ar l¶athattuk, hogy csak az ES alkalmas a kock¶azat m¶er¶es¶ere, hiszen ez
az egy kock¶azati m¶ert¶ek koherens. Ez¶ert a tov¶abbiakban azt vizsg¶alom, hogy
a VaR vagy az ES bizonyul jobbnak a gyakorlatban.

A 3. fejezetben eml¶³tett h¶et r¶eszv¶eny logaritmikus hozamait haszn¶alom
t¶³z ¶evre vonatkoz¶oan. Egy olyan portf¶oli¶ot hozok l¶etre, amely mind a h¶et
r¶eszv¶enyb}ol pontosan egyet tartalmaz. Ennek a portf¶oli¶onak a logaritmi-
kus hozama a portf¶oli¶o ¶arakb¶ol sz¶amolt logaritmikus hozammal egyezik meg

(Petters and Dong, 2016), azaz rt := ln
³

Pt

Pt¡1

´
; ahol rt a portf¶oli¶o logarit-

mikus hozam¶at, m¶³g Pt a portf¶oli¶o ¶ar¶at jelenti a t-edik id}opillanatban. ¶Igy a
portf¶oli¶o hozamok egy N = 2606 elemb}ol ¶all¶o adatsort k¶epeznek (1. ¶abra).
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1. ¶abra. A portf¶oli¶o napi logaritmikus hozamai 2005.07.01 ¶es 2015.06.29 kÄozÄott

A sz¶am¶³t¶asokhoz { a kÄonnyebb ¶attekinthet}os¶eg v¶egett { el}oszÄor t¶abl¶azatba
rendezem a hozamokat, azaz az adatokat: az els}o oszlopba kerÄul az els}o 250
elem, a m¶asodikba a m¶asodik 250 elem ¶es ¶³gy tov¶abb (4. t¶abl¶azat). ¶Igy min-
den oszlop tulajdonk¶eppen egy id}o-ablak, ami az adott esetben megegyezik
az ¶un. szcen¶ari¶oval. JelÄolje rm

t az m-edik szcen¶ari¶ohoz ¶es t-edik id}opillanat-
hoz tartoz¶o hozam ¶ert¶ek¶et, ahol m = 1; . . . ; M ¶es t = 1; . . . ; T . Az elemezni
k¶³v¶ant adatok eset¶eben N = 2606, T = 250 ¶es ¶³gy M = 2357. VegyÄuk ¶eszre,
hogy a konstrukci¶o miatt p¶eld¶aul r1

2 = r2
1 vagy r1

3 = r2
2 = r3

1. A V aRm
® ¶es

az ESm
® jelÄolik az m-edik szcen¶ari¶o adataib¶ol sz¶amolt VaR ¶es ES ¶ert¶ekeket.

Term¶eszetesen, mivel mintarealiz¶aci¶or¶ol van sz¶o, a kock¶azati m¶ert¶ek kisz¶a-
m¶³t¶as¶ahoz a (11) ¶es (14) k¶epleteket haszn¶alom, azaz ha rm = (rm

1 ; . . . ; rm
250),

akkor

VaRm
® := ¡rm¤

k = ¡ bFÃ
frm

1 ;...;rm
250g; (17)

illetve

ESm
® := ¡

Pk
t=1 rm¤

t

k
; (18)

ahol rm¤
i jelÄoli az rm

i mintarealiz¶aci¶o nÄovekv}o sorrendbeli permut¶aci¶oj¶anak
i-edik elem¶et (i = 1; . . . ; 250) az adott m-edik szcen¶ari¶ora vonatkoz¶oan.

H
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Szcen¶ari¶o (m)
m = 1 m = 2 m = 3 ¢ ¢ ¢ m = 2356 m = 2357

t = 1 r11 r21 r31 ¢ ¢ ¢ r23561 r23571

t = 2 r12 r22 r32 ¢ ¢ ¢ r23562 r23572

t = 3 r13 r23 r33 ¢ ¢ ¢ r23563 r23573
.
..

.

..
.
..

.

..
. . .

.

..
.
..

t = 250 r1250 r2250 r3250 ¢ ¢ ¢ r2356250 r2357250

V aR1® VaR2® V aR3® ¢ ¢ ¢ VaR2356® V aR2357®

ES1® ES2® ES3® ¢ ¢ ¢ ES2356® ES2357®

4. t¶abl¶azat. Portf¶oli¶o hozamok

4.2 A VaR ut¶otesztel¶ese

Ahogy m¶ar fentebb eml¶³tettem, a VaR tesztel¶es¶ere id}o-ablakokat haszn¶alok.
Ezen id}o-ablakok adatait felhaszn¶alva ki lehet sz¶amolni a VaR ¶ert¶ek¶et ¶es ezt
az ¶ert¶eket Äossze lehet hasonl¶³tani a kÄovetkez}o napi val¶odi hozam ¶ert¶ek¶evel. Az
Äosszehasonl¶³t¶as azt jelenti, hogy minden egyes esetben megvizsg¶alom, hogy
az adott hozam ¶ert¶eke kisebb-e, mint az arra a napra becsÄult VaR ¶ert¶ek
(¡1)-szerese, majd Äosszesz¶amolom, hogy h¶any esetben volt ez tapasztalhat¶o,
azaz hogy h¶any esetben becsÄulte al¶a a VaR a t¶enyleges kock¶azat ¶ert¶ek¶et.
Ennek a val¶osz¶³n}us¶ege { a VaR de¯n¶³ci¶oja alapj¶an { meg kell, hogy egyezzen
a kon¯denciaszinttel, azaz ®-val (Danielsson, 2011).

JelÄolje Rm az m-edik szcen¶ari¶ohoz tartoz¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot ¶es rm
t az

Rm egy mintarealiz¶aci¶oj¶at, t = 1; . . . ; 250. A VaR de¯n¶³ci¶oja alapj¶an:

P (Rm+1 < ¡VaR®(Rm+1)) = ® (19)

¶es ¶³gy
® = P (Rm+1 < ¡VaR®(Rm+1))

= E
¡
1fRm+1<¡VaR®(Rm+1)g

¢
;

(20)

ahol 1fRm+1<¡VaR®(Rm+1)g az fRm+1 < ¡VaR®(Rm+1)g halmaz indik¶ator-
fÄuggv¶enye.

A mintarealiz¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel a v¶arhat¶o ¶ert¶ek a relat¶³v gyakoris¶aggal m¶³g
az (m + 1)-edik szcen¶ari¶ohoz tartoz¶o VaR az m-edik szcen¶ari¶ohoz tartoz¶o
empirikus eloszl¶asfÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel kÄozel¶³thet}o, ¶es ¶³gy:

b® =
1

M ¡ 1

M¡1X

m=1

1frm+1
T

<¡ VaRm
® g : (21)

Min¶el kÄozelebb van a becsÄult kock¶azat a t¶enylegeshez, azaz min¶el ponto-
sabban becsÄulhet}o meg a VaR-ral a kock¶azat, ann¶al kÄozelebb lesz ez az ¶ert¶ek
®-hoz.

4.3 Az ES ut¶otesztel¶ese

A B¶azeli Bizotts¶ag 2012-ben { az 1996 ¶ota haszn¶alt VaR kock¶azati m¶ert¶ek
helyett { az ES, mint ¶uj szab¶alyoz¶oi kock¶azati m¶ert¶ek bevezet¶es¶et javasolta.
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A probl¶ema csak az volt, hogy ellent¶etben a VaR-ral, ¶ugy gondolt¶ak, hogy
bizonyos matematikai tulajdons¶aga (elicitability) miatt az ES nem ut¶otesz-
telhet}o. (A de¯n¶³ci¶o ¶es r¶eszletes le¶³r¶as a t¶em¶aval kapcsolatban megtal¶alhat¶o
p¶eld¶aul Emmer et al. (2015) ¶es Acerbi and Szekely (2014) cikk¶eben.) ¶Igy a
B¶azeli Bizotts¶ag azt javasolta, hogy adapt¶alj¶ak az ES-t mint kock¶azati m¶ert¶e-
ket ¶es folytass¶ak az ut¶otesztel¶est a VaR haszn¶alat¶aval. A leg¶ujabb kutat¶asok
megoldani l¶atszanak ezt a probl¶em¶at is, hiszen kimutatt¶ak, hogy az ES is
ut¶otesztelhet}o.

Az ES ut¶otesztel¶es¶et Acerbi ¶es Sz¶ekely cikke (Acerbi and Szekely, 2014)
alapj¶an v¶egzem el. Bel¶athat¶o (Acerbi and Tashe, 2002), hogy az ES folytonos
esetben a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o:

ES®(X) = ¡ 1

®
E(X1fX<q®g) : (22)

Tov¶abbra is jelÄolje Rm az m-edik szcen¶ari¶ohoz tartoz¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶al-
toz¶ot ¶es rm

t az Rm egy mintarealiz¶aci¶oj¶at, t = 1; . . . ; 250, valamint VaRm
® ,

illetve ESm
® az m-edik szcen¶ari¶ohoz tartoz¶o mintarealiz¶aci¶ob¶ol sz¶amolt VaR

¶es ES ¶ert¶ekeket ®-szinten. Az Im := 1fRm<¡VaR®(Rm)g jelÄol¶essel, valamint
az X = Rm helyettes¶³t¶essel ¶elve

ES®(Rm) = ¡ 1

®
E(RmIm) : (23)

A (23) egyenletet, valamint a v¶arhat¶o ¶ert¶ek tulajdons¶agait felhaszn¶alva l¶at-
hat¶o, hogy:

0 = E

µ
RmIm

® ES®(Rm)
+ 1

¶
: (24)

Mindk¶et oldal M -szerinti ¶atlag¶at v¶eve:

1

M

MX

m=1

0 =
1

M

MX

m=1

E

µ
RmIm

® ES®(Rm)
+ 1

¶
: (25)

A (25) egyenlet ¶atrendez¶es¶evel kapjuk, hogy

0 = E

Ã
1

M

MX

m=1

RmIm

ES®(Rm)

!
+ ®; (26)

azaz

® = ¡E

Ã
1

M

MX

m=1

RmIm

ES®(Rm)

!
: (27)

Hasonl¶oan a VaR-hez a v¶arhat¶o ¶ert¶ek a relat¶³v gyakoris¶aggal kÄozel¶³thet}o, ¶es
¶³gy a mintarealiz¶aci¶ob¶ol sz¶amolt ® becsÄult ¶ert¶eke:

b® = ¡ 1

T

TX

t=1

1

M

MX

m=1

rm
t 1frm

t <¡ VaRm
® g

ESm
®

: (28)

Min¶el kÄozelebb van a becsÄult kock¶azat a t¶enylegeshez, azaz min¶el ponto-
sabban becsÄulhetjÄuk meg az ES-sel a kock¶azatot, ann¶al kÄozelebb lesz ez az
¶ert¶ek ®-hoz.
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5 Eredm¶enyek ¶es kÄovetkeztet¶esek

A sz¶am¶³t¶asokat a m¶ar bemutatott adatokon az R statisztikai program seg¶³t-
s¶eg¶evel v¶egeztem el. Az 5. t¶abl¶azatban l¶athat¶oak az ut¶otesztel¶es eredm¶enyei,
0; 5%; 1%, 2%, 2; 5% ¶es 5%-os szinteken, a VaR, valamint az ES eset¶eben. Az
b® oszlopokban tÄuntettem fel a tÄort¶eneti szimul¶aci¶oval kapott alfa ¶ert¶ekeket.
Az jb®¡®j oszlopokban l¶ev}o sz¶amok azt mutatj¶ak, hogy a t¶enyleges alfa ¶ert¶ek
mennyire t¶er el az el}orejelz¶esek alapj¶an sz¶am¶³tott alfa ¶ert¶ekt}ol.

VaR ES

® b® jb®¡ ®j b® jb® ¡ ®j
0,5 0,89 0,39 0,41 0,09
1 1,27 0,27 0,83 0,17
2 1,99 0,01 1,68 0,32
2,5 2,72 0,22 2,42 0,08
5 5,17 0,17 4,85 0,15

5. t¶abl¶azat. Az ut¶otesztel¶es eredm¶enye, %

A sz¶am¶³t¶asokhoz haszn¶alt adatok alapj¶an, az ut¶otesztel¶es eredm¶enyeib}ol
l¶athat¶o, hogy ® = 2%-os szinten a VaR sokkal jobbnak bizonyul az ES-n¶el.
KÄozeli eredm¶enyek szÄulettek ® = 5%-os szinten: a VaR eset¶eben az elt¶er¶es
0; 17%, m¶³g az ES eset¶eben 0; 15%, azaz ezen a szinten az ES bizonyult jobb-
nak. Hasonl¶oan az Äosszes tÄobbi alfa eset¶ehez. Ez azt jelenti, hogy ® = 2%
kiv¶etel¶evel minden vizsg¶alt alfa szinten az ES seg¶³ts¶eg¶evel sz¶am¶³tott alfa ¶ert¶ek
kÄozelebb volt az elm¶eleti ¶ert¶ekhez, mint a VaR seg¶³ts¶eg¶evel sz¶am¶³tott alf¶ak.

A k¶et kock¶azati m¶ert¶ek a kÄulÄonbÄoz}o alfa szinteken sz¶amolt abszol¶ut hib¶ak
vizsg¶alata mellett Äosszehasonl¶³that¶o a relat¶³v hiba seg¶³ts¶eg¶evel is. Vektorok
relat¶³v hib¶aj¶anak kisz¶am¶³t¶asa a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶essel tÄort¶enik (Pryce,
1984):

Ere =
k b® ¡ ® k

k ® k ; (29)

ahol b® = (b®1; b®2; . . . ; b®n) jelÄoli az elm¶eleti ¶ert¶ekekb}ol, m¶³g ® = (®1; ®2; . . . ; ®n),
n 2 IN a sz¶am¶³tott, m¶ert ¶ert¶ekekb}ol k¶epzett vektort. A VaR ¶es az ES relat¶³v
hib¶ainak Äosszehasonl¶³t¶as¶ahoz a leggyakrabban haszn¶alt norm¶at, az euklideszi
norm¶alt haszn¶alom:

Ere =

qP5
i=1 (b®i ¡ ®i)

2

qP5
i=1 ®2

i

: (30)

A (30) egyenlet alapj¶an a VaR relat¶³v hib¶aja az 5. t¶abl¶azatban bemutatott
alfa szinteket ¯gyelembe v¶eve EVaR

re = 0; 091, m¶³g az ES relat¶³v hib¶aja EES
re =

0; 068. Vagyis a tÄobbdimenzi¶os relat¶³v hib¶akat Äosszehasonl¶³tva elmondhat¶o,
hogy az ES-nek kisebb a relat¶³v hib¶aja, ¶³gy Äosszess¶eg¶eben jobb kock¶azati
m¶ert¶eknek bizonyul.

A fentebb bemutatott sz¶am¶³t¶asokat, valamint az elm¶eleti t¶enyeket is ¯-
gyelembe v¶eve ¶ugy gondolom, hogy az expected shortfall-lal pontosabb k¶epet
kaphatunk a kock¶azatr¶ol, mint a VaR kock¶azati m¶ert¶eket haszn¶alva.
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Mell¶eklet

2. ¶abra. Az FHB, MOL, MTELEKOM ¶es OTP r¶eszv¶enyek napi logaritmikus hozamai ¶es azok
eloszl¶asai 2005.07.01 ¶es 2015.06.29 kÄozÄott
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3. ¶abra. A Pannergy, Raba ¶es Richter r¶eszv¶enyek napi logaritmikus hozamai ¶es azok eloszl¶asai
2005.07.01 ¶es 2015.06.29 kÄozÄott
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4. ¶abra. A h¶et r¶eszv¶eny logaritmikus hozamainak kvantilis-kvantilis ¶abr¶aja
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COMPARING VALUE AT RISK AND EXPECTED SHORTFALL USING

HISTORICAL BACKTESTING

In this paper I deal with ¯nancial risk measures and their comparison. I describe
¯ve risk measures: variance, standard deviation, semivariance, Value at Risk (VaR)
and Expected Shortfall (ES). It can be proven that from these risk measures only
ES satis¯es the natural properties of so called coherence and according to this
it is the only `useable' risk measure. However, despite this fact, Value at Risk
is nevertheless the most often used risk measure in industry. Therefore in my
empirical study I compare VaR and ES. For the comparison I chose the method of
historical backtesting, which is described in detail individually for VaR and for ES.
The analysis has been carried out at several alpha levels, using price data of seven
stocks. Considering both the theoretical and the empirical results, I came to the
conclusion that ES provides a more precise picture of the risk than VaR.




