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A VALUE AT RISK ES AZ EXPECTED SHORTFALL
OSSZEHASONLITASA TORTENETI SZIMULACIO
SEGITSEGEVEL!

MISKOLCZI PANNA
Debreceni Egyetem Gazdasdgtudomdnyi Kar

Jelen tanulmanyban a pénziigyi kockazat mérésével, valamint a kiilénb6z6
kockazati mértékek Gsszehasonlitasaval foglalkozom. Ot kockazati mértéket
ismertetek, ezek a szdrds, a variancia, a szemivariancia, a kockaztatott érték
(VaR) és az expected shortfall (ES). Beldthat, hogy ezen kockazati mértékek
koziil csak az ES elégiti ki az un. koherens kockazati mértékekre vonatkozd
tulajdonsagokat, igy az ES az egyetlen mérték, amely alkalmas a kockazat
mérésre. Ennek ellenére a VaR a ma legtobbet hasznalt kockazati mérték, igy
gyakorlati szempontbdl ezt a két mértéket hasonlitom Sssze. Az dsszehasonli-
tashoz a torténeti utdtesztelés (backtesting) mdédszerét véilasztottam, melyet
részletesen ismertetek mind a VaR, mind pedig az ES esetében. Az elemzést
t6bb alfa szinten, hét részvény ar adatait felhasznédlva végeztem el. Az el-
méleti és a gyakorlati vizsgalatok alapjan is arra a megallapitasra jutottam,
hogy az ES pontosabb képet ad a kockazatrol, mint a VaR.

1 Bevezetés

A mai modern pénziigyi vildg egyik fontos kérdése, hogy hogyan tudjuk mér-
ni, illetve Gsszehasonlitani kiilonb6z6 pénzigyi eszkozok, példaul részvények,
portfoliock kockazatét.

A dolgozatomban mind elméleti, mind pedig gyakorlati szinten, arra ke-
resem a valaszt, hogy mar ismert kockazati mértékek kozil, melyikkel tudjuk
megbecsiilni pontosabban a pénziigyi kockézatot. Ot, sokat hasznalt kocka-
zati mértéket vetek gorcso ald, ezek: a variancia, a szoras, a szemivariancia, a
kockaztatott érték (Value at Risk) és az expected shortfall (ES). A gyakorlati
szamitasokhoz a torténeti utdtesztelés mdédszerét hasznalom.

Az elsé fejezetben tdargyalom a kockdzat, valamint a kockdzati mérték, a
szakirodalomban leginkabb elfogadott matematikai megfogalmazasat. Ossze-
foglalom tovabbd a fent emlitett kockazati mértékek definicidit és legfonto-
sabb tulajdonsagait. Belathatd, hogy elméleti szinten ezen kockazati mértékek
kozil csak az expected shortfall segitségével tudjuk megfeleléen mérni a
kockazatot, hiszen ez az egyetlen koherens kockazati mérték.

Annak ellenére viszont, hogy a kockéztatott értéket nagyon sok kritika
érte, a mai napig is a legtobbet alkalmazott kockdzati mértékrol van szo.
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Ezért gyakorlati szempontbdl a VaR-et és az ES-t hasonlitom 0Ossze az un.
torténeti utdtesztelés modszerével. A mddszerrdl a harmadik fejezetben irok
részletesebben. Az elemzéshez a Budapesti Ertékt6zsde honlapjardl letoltott
részvényarakat, illetve az azokbdl képzett logaritmikus hozamokat hasznélom.
Az adatok alapvetd statisztikdi, valamint a normalitdsvizsgdlat megtaldlha-
toak a masodik fejezetben.

A negyedik fejezet tartalmazza a torténeti szimuldcié futtatdsival kapott
eredményeket és kovetkeztetéseket. A gyakorlati szamitasok is igazolni latsza-
nak azt az elméleti tényt, hogy az ES segitségével pontosabb képet kaphatunk
a kockazatrol.

2 Kockazat és kockazati mértékek

A kozelmult pénziigyi valsagai és a pénziigyi piac egyre komplexebb volta
miatt egyre nagyobb sziikség van a kockdzat minél pontosabb mérésére és
szamszerisitésére. Tulajdonképpen mi is a kockazat? Egy lehetséges megfo-
galmazds szerint a kockdzat annak a lehet&ségnek a mérlegelése, hogy valami
értékkel birét elvesztiink vagy megnyeriink (,,Risk is the potential of los-
ing something of value, weighted against the potential to gain something of
value.” (Hubbard, 2014)). Ezt, a kockdzatnak egy nagyon &ltaldnos meg-
fogalmazésat természetesen sokféleképpen értelmezhetjiik. Altaldban, ha
kockazatrdl beszélink, akkor a legtobben negativ eseményekre, veszteségre
gondolnak. Ezzel szemben a kockazatot dgy is lehet értelmezni, hogy annak
a valészintisége, hogy a befektetés hozama kiilonbozik az elvart hozamtol.
Tehédt a kockdzat magdban foglalja a downside kockdzat mellett (vagyis,
amikor a tényleges hozam kisebb, mint az elvart hozam) az upside kockdzatot
is (amikor a tényleges hozam nagyobb, mint az elvart) (Damodaran, 2003).
Annak ellenére, hogy a kockazat megfogalmazasa nem teljesen egységes és
pontos, matematikai szempontbol az a cél, hogy minél egyszeriibb mutatok-
kal, egyetlen mérészammal jellemezziik, fejezziik ki azt. A pénziigyi eszkdzok-
hoz és portfolidkhoz rendelt, a kockazatot jellemz6 mutatészamokat kockazati
mértékeknek nevezziik (Gall, 2010). Ahogy azt a kovetkez6 definicié is mu-
tatja, matematikai szempontbdl a kockazat mérése tulajdonképpen kapcso-
latot 1étesit a véletlen valtozdk és a valds szdmok kozott (Szegd, 2002).

2.1 Definicié (Kockdzati mérték). Legyen (Q,F, P) egy valdszintdségi mezd,
és legyen X waldszindiségi vdltozéknak (portfolick, pénzigyi eszkézok profitjd-
nak) egy halmaza Q-n. Kockdzati mértéknek neveziink minden X halmazon
értelmezett valos értékeket felvevd funkciondlt: p: X — IR.

Lathatd, hogy a 2.1 definicié egy nagyon tag fogalom. Ahhoz, hogy a
kockazat ,,értelmes” definicidjahoz jussunk, bizonyos korlatozasokat, tulaj-
donsédgokat meg kell fogalmazni a kockazati mértékekkel kapcsolatban.

Az irodalomban (Artzner et al., 1999) leggyakrabban el6forduld, legtébbet
hasznélt tulajdonsagok a monotonitds, szubadditivitas, pozitiv homogenitas
és az eltolds invariancia.
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Monotonitas

Ha egy befektetés hozama sosem kisebb mint egy masiké, akkor ez a befek-
tetés ne legyen kockdzatosabb mint a masik, azaz

X<Y=pX)>pY), VX,YeEX. (1)

Szubadditivitas

A szubadditivitdst mas néven diverzifikdciés hatdsnak is nevezik. Ez azt je-
lenti, hogy két befektetés eredé kockazata nem lehet nagyobb, mint az egyedi
kockazataik Osszege, azaz

p(X +Y)<p(X)+p(Y), VXV, X+YeEX. 2)

Pozitiv homogenitas

Ha megtobbszoroziink egy portféliot, de megtartjuk annak osszetételét, akkor
elvarjuk, hogy a kockazat a nagysaggal aranyosan valtozzon, azaz

p(AX) =Ap(X), VX, AXEX,VA>0. (3)

Eltolas invariancia

Ha poziciénkhoz adott hozami kockazatmentes eszkozt adunk, akkor a koc-
kazat ennek a pénziaramnak a nagysigaval csokkenjen, azaz

pX+a)=p(X)—a VX, X+acX,VaeR. (4)

2.2 Definicié (Koherens kockazati mérték). Egy kockdzati mértéket koherens
kockdzati mértéknek nevezink, ha teljesiti a fent emlitett mind a négy tulaj-
donsdgot, azaz monoton, szubadditiv, pozitiv homogén és eltolds invaridns.

Megjegyzendo, hogy a pozitiv homogén tulajdonsag estében, ha A\ helyére
nulldt helyettesitiink, akkor p(0) = 0, azaz, ha nem birtoklunk semmilyen
pénziigyi eszkozt, portfolidt, akkor a kockazatunk nulla. Ezt a tulajdonségot
és az eltolds invariancidt felhasznélva lathat6, hogy ha a € IR, akkor p(a) =
p(0+a) = p(0) —a = —a. Ez azt jelenti, hogy a biztos pénzdramlés kockazati
mértéke (—1)-szerese onmagédnak, vagyis a biztos veszteség kockdzata pozitiv
és a biztos nyereség kockdzata negativ (Gall, 2010).

Az optimalizdcié szempontjabdl fontos tovabba kiemelni a konvexitdsi
tulajdonsagot. Egy p: X — IR kockazati mértéket konvexnek neveziink, ha
minden A € [0,1] és X, YV, AX + (1 — \)Y € X esetén:

P(AX + (1= N)Y) < Ap(X) + (1= A)p(Y). ()
A pozitiv homogenitasbdl és a szubadditivitdsbdl kdvetkezik a konvexitas:

POAX + (1= NY) < p(AX) + p((1 = N)Y) = Ap(X) + (1= N)p(Y).  (6)
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Tehat ahhoz, hogy a kockazatot minél pontosabban és ésszertibben mérni
tudjuk, olyan kockézati mértékre van sziikség, amely kielégiti a négy alaptu-
lajdonsagot, azaz koherens kockazati mérték.

A tovébbiakban az irodalomban és a gyakorlatban legtobbet hasznalt
kockazati mértékeket mutatom be, valamint megvizsgalom, hogy a négy tu-
lajdonsag koziil melyeket teljesitik.

2.1 Variancia és szoras

A variancia, illetve a szords kockdzati mértékként valé bevezetése Marko-
witz (Markowitz, 1952) nevéhez fiiz6dik és igy az egyik legrégebben hasznélt
kockazati mérték.

2.3 Definicié (Variancia). Az X valdszindiségi vdltozd variancidjat az dtlag-
tol valo dtlagos eltéréssel mérhetyiik:

0*(X) =E(X - E(X))*,
ahol E(X) jeldli az X wvaldszinidségi vdltozd vdrhatd értékét.

2.4 Definicié (Szérds). Az X wvaldszinidségi vdltozd szérdsa a variancia
négyzetgyoke:

A gyakorlatban a hozamnak mint valészintiségi valtozénak a mintarealiz&-
cidja all rendelkezésre, azaz egy folytonos valdsziniiségi valtozd adott, konkrét
értékei. Jelolje ezt a mintarealizaciot r;, ¢ = 1,...,néslegyenr = (ry,...,ry,).
Ebben az esetben a varianciat a kovetkez6 médon kozelithetjiik:

;3(7,) _ Z:L:I(Tt —7)? (7)

n—1 ’

ahol tehat r; az i-edik (¢ = 1,...,n) hozam-érték, mig 7 ezen hozamoknak
az atlaga.
Természetesen a széras a variancia négyzetgyokével kozelitheto:

5(r) = \/o¥(r) (8)

Mivel a kockazat mérésére koherens kockazati mértékre van sziikség, ér-
demes megvizsgdalni, hogy a variancia illetve a szoras kielégiti-e a koherencia
négy tulajdonsagat. Elmondhato, hogy annak ellenére, hogy a variancia az
egyik legrégebben és legszélesebb korben hasznalt kockazati mérték, a négy
tulajdonsag egyikét sem elégiti ki, azaz nem monoton, nem szubadditiv, nem
pozitiv homogén és nem eltolds invaridns (Joshi, 2013).

Tovébbi probléma, hogy a variancia nem tesz kiilonbséget a veszteségek
és nyereségek kozott (Bugdr, 2006), hiszen o?(—X) = (—1)20%(X) = 02(X).
Tehat a variancia csak abban az esetben hasznalhaté a kockazat mérésére, ha
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a valdsziniiségi valtozé (profit, hozam, stb.) eloszldsa elliptikus (Eftekhari,
2000).

A szérés a variancidtdl eltéréen kielégiti ugyan a szubadditivitasi és a
pozitiv homogenitasi tulajdonsagokat, de a variancidhoz hasonléan nem mo-
noton, nem eltolds invarians, és tovabbra sem tesz kiilonbséget a nyereségek
és veszteségek kozott (Joshi, 2013).

Az el6zbeket figyelembe véve, sem a variancia, sem pedig a szérds nem
alkalmas a kockdzat mérésére, hiszen a variancia példaul (egyebek mellett)
megsérti a szubadditivitasi tulajdonsagot, azaz az egyik minimum kovetel-
ményt, hogy a diverzifikdcié nem névelheti a portfolié kockazatat. Tovabba
a variancia és a széras is szimmetrikus, azaz ugyanuigy ,,biinteti” a magas
hozamot, mint a nagy veszteségeket.

2.2 Szemivariancia

A variancia és a szdras szimmetrikus tulajdonsdgat tudjuk kikiiszobdlni a
szemivarianciaval. Ez a kockazati mérték az in. downside kockazat mérésére
szolgél, azaz a varhaté értéknél (vérhaté hozamndl) kisebb értékeket veszi
figyelembe (Alexander, 2009).

2.5 Definicié (Szemivariancia). Az X valdszindségi vdltozé szemivariancid-
jat a kovetkezéképpen hatdrozhatjuk meg:

SV(X) = E((min{X — E(X),0})?).

Hasonléan a variancidhoz, a gyakorlatban természetesen a hozamnak,
mint valdszinliségi valtozénak a mintarealizacidja all rendelkezésre, azaz egy
folytonos valdszintiségi valtozo adott, konkrét értékei. Ebben az esetben a
szemivariancia a kovetkezé médon kozelitheto:

@(r) = i (min{r; =T, 0})2)

9)

ahol r = (ry,...,m), r; az i-edik (i = 1,...,n) hozam értéke, mig 7 ezeknek
az atlaga.

Bebizonyithatd, hogy a szemivariancia ugyan eltolds invaridns, de se nem
monoton, se nem pozitiv homogén és a szubadditivitasi tulajdonsagot sem
teljesiti, és ezzel a Markowitz elmélet minimum kovetelményének a diverzifi-
kécids elvnek sem tesz eleget (Joshi, 2013). Igaz ugyan, hogy a szemivariancia
nem egy szimmetrikus kockazati mérték, azaz ebbol a szempontbdl pontosabb
képet ad a kockazatrél, mint a variancia, illetve a széras, viszont a négy
legfontosabb tulajdonsidgbdl csak egyet teljesit, tehat a szemivariancia sem
koherens, igy nem alkalmas a kockdzat pontos mérésére.

n

2.3 A kockaztatott érték (VaR)

A kockaztatott érték az utébbi évek leggyakrabban haszndlt mértéke a koc-
kazat mérésére. Hasznalata az 1980-as évek végén, az 1987-es részvénypiaci
Osszeomlds utdn valt egyre elterjedtebbé (Jorion, 2006).
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A fejezet megirasanal legnagyobbrészt Géll (Gall, 2010) kényvére tdmasz-
kodtam, ahol tovabbi részletek és bizonyitasok talalhatéak a VaR-ra vonat-
kozban. A VaR definidldsdhoz sziikség van a p-kvantilis fogalmara.

2.6 Definicié (p-kvantilis). Legyen X egy valds értéki valdsziniiségi valtozo
Fx eloszlasfiiggvénnyel és p € (0,1). Ekkor azt a q értéket amelyre:

P(X<q)>p

P(X <q)<p
teljesiil, az eloszlds p-kvantilisének nevezzik.

A p-ed rendii kvantilis tehat azt a szamot jelenti, amelynél az ésszes el6-
fordulé ismérvértékek p-ed része nem nagyobb és (1 —p)-ed része nem kisebb.
Masképpen kifejezve, a p-ed rendi kvantilis az az érték, ahol az eloszlasfiigg-
vény keresztezi vagy atugorja a p értéket.

El6fordulhat, hogy a kvantilis nem egyértelmi, illetve egy szam t&bb ér-
téknek is a p-kvantilise. Mivel tobb kilénb6z6 érték is lehet p-kvantilis, ezért
eltéro jelolést vezetek be az un. alsd, vagy mas néven legkisebb és a felso,
vagy mas néven legnagyobb kvantilis fogalmara.

2.7 Definicié (Legkisebb és legnagyobb p-kvantilis). Az X wvaldsziniiségi
valtozo legkisebb p-kvantilise:

0,(X) = int{x € RIFx(x) > p} .
Az X walészintségi vdltozo legnagyobb p-kvantilise:

¢"(X) =inf{x € R|Fx(x) > p} .

Mivel {z € R|Fx(z) > p} C {z € R|Fx(z) > p}, igy
inf{x € R|Fx(x) > p} > inf{zx € R|Fx(z) > p},

vagyis ¢,(X) < ¢?(X). Azaz p € (0,1) esetén a p-kvantilisek halmaza egy
zéart, korlatos intervallum: [g,(X),¢"(X)]. Az als6 és felsé kvantilisek akkor
és csak akkor egyenloek, ha az

o(X), ?(X)), ha P(X = ¢?(X)) >0
{x € R|Fx(z) =p} = { {ZPEX;)ZPEX;])) ha PEX — ZPEX;; i 0 (10)

halmaz legfeljebb egyelemi.

Osszefoglalva, ez azt jelenti, hogy a p-hez tartozo alsé és felsé kvantilisek
abban az esetben nem azonosak, ha az eloszlasfiiggvény egy szakaszon kons-
tans és ezen a szakaszon az értéke éppen p.

Az alsé és a fels6 kvantilis fogalménak felhasznildsival az egyik legszé-
lesebb korben alkalmazott kockdzati mérték, a kockdztatott érték (VaR), a
kovetkezoképpen definidlhato:
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2.8 Definicié (Kockéztatott érték, Value at Risk). Legyen X egy valdszind-
ségi vdltozd az (Q, F, P) valdszintiségi mezén, és a € (0,1). Ekkor X felsé
a-ad rendi kockaztatott értéke:

VaR*(X) = —¢¥(X) .
Hasonléan, X alsé a-ad rendil kockdztatott értéke:

VaRq(X) = —¢o(X) .

A tovébbiakban az angol elnevezés utdn az esetek legnagyobb részében a
VaR roviditést fogom hasznalni a kockaztatott érték jelolésére.

A kvantilishez anal6g médon az alsé és felsé kockaztatott értékek csak ab-
ban az esetben nem azonosak, ha az eloszlasfiiggvény egy szakaszon konstans,
és ezen a szakaszon az értéke éppen a.

A gyakorlatban a hozamoknak, mint folytonos valészintiségi valtozéknak
a mintarealizaciéjat tudjuk felhasznalni a szamolasokhoz. Jeldlje r; az i-edik

hozam (i = 1,...,n) mintarealizaciéjat, r = (r1,...,7,) és 7} az r; elemek
névekvo sorrendbeli permutacidjanak az i-edik elemét: ri < r3 < ... <rp.

Ekkor az a-kvantilis a k-adik elem, ahol k = [na] = max {m|m < na,m € IN}.
Az alsé VaR-et ennek az elemnek a (—1)-szeresével kozelithetjitk. Méshogy
megfogalmazva a VaR értékét az empirikus eloszlasfiiggvény altalanositott
inverzének (—1)-szeresével becsiilhetjiik:

VaRa(r) = =1 = = Ff7, . (@), (11)

ahol F\:,n}(x) =L 3 1{,<q) és 14 az A halmaz indikétorfiiggvénye.
Eze{k alapjan a fels6 VaR mintabeli becslése pedig:

VaR®(r) = —r7, (12)

ahol [ = min {m|m > na,m € IN}. A tovdbbiakban és a szdmitasok elvégzé-
séhez az als6 VaR-t fogom hasznalni.

Tehat a kockaztatott érték az a szam, amelynél nagyobb veszteség a-nal
kisebb vagy egyenl6 valdszintiséggel fordul eld.

Beldthatd, hogy a VaR (mind az alsé, mind a fels§) monoton, pozitiv
homogén és eltolds invaridns kockdzati mérték (Gall, 2010). A VaR pozitiv
tulajdonsaga, hogy a kockazatot egyetlen szidmban és pénznemben méri, igy
konnyen értelmezhetd és a kiillonbozo értékek kénnyen oOsszehasonlithatéak
(Acerbi et al., 2001). A VaR a szemivariancidhoz hasonléan downside koc-
kazati mérték. Viszont nagy probléma a VaR-ral, hogy nem tamogatja a
diverzifikaciét, azaz nem szubadditiv. Tovabbd, annak ellenére, hogy a VaR
megmutatja, hogy mely értéknél nem fogunk tobbet vesziteni és mekkora va-
16szintiséggel, de az ezen az értéken tili veszteségekkel nem foglalkozik, pedig
a sulyos, extrém események ismerete fontos lenne. Tehdt a VaR csak elliptikus
eloszlasok esetén alkalmas a kockazat mérésére, nem elliptikus eloszlasok
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esetén — ami a gyakorlatban nem ritka jelenség — a kockazat téves megité-
1éséhez vezethet (Embrechts, 2000). Mindezeken feliil, mivel a VaR nem
szubadditiv, igy nem is konvex, amely lehetetlenné teszi a hasznalatat opti-
malizacids problémak esetén (Szegd, 2002).

2.4 Expected Shortfall (ES)

Lathatod, hogy a VaR sem elégitette ki a koherens kockazati mértékek alapveto
tulajdonsagait. Felmeriil tehdt a kérdés, hogy létezik-e koherens kockazati
mérték. A vélasz igen, példdul az expected shortfall (ES), ami magyarul
varhato veszteséget jelent, de mivel a magyar irodalomban is angolul honosult
meg a kifejezés, ezt fogom hasznalni a tovdbbiakban. A fejezet megirdsdban
Acerbi (Acerbi et al. (2001), Acerbi and Tasche (2002), Acerbi and Szekely
(2014)) és Gall (Gall, 2010) munkait vettem alapul.

A VaR arra a kérdésre ad valaszt, hogy mi az a minimélis veszteség, ami
az esetek legrosszabb a * 100 szazalékaban bekovetkezhet. Tegytik fel most
a kérdést egy kicsit masképpen: Mi az a varhatd veszteség, ami az esetek
legrosszabb a * 100 szdzalékdban bekovetkezhet (Acerbi et al., 2001)7 A va-
laszt az ES adja meg, amely tehat az esetek legrosszabb a * 100 szazalékaban
mutatja a veszteség (profit) varhat6 értékét.

2.9 Definicié (Expected Shortfall, ES). Legyen X egy valdszinidségi vdltozd,
valamint a € (0, 1) és tegyiik fel, hogy E((X)™) < oo, ahol (X)~ az X negativ
része. Fkkor X FExpected Shortfall-ja o szinten:

S (X) = —+ /Oa Gu(X) du = —l/oa Fie (u) du = l/oa VaRy(X) du

(0% (0%

Mivel az also és a fels6 kvantilisek csak egy nulla valdszintiségi halmazon
kiilonboznek egymastol, és igy [i* qu(X)du =[5 ¢“(X)du, a definiciéban az
alsé és a fels6 kvantilisek kicserélhetoek, azaz

ES.(X) = 1 /Oa qu(X) du = —l/oa ¢“(X)du . (13)

(0% (0%

A gyakorlatban a hozamoknak, mint folytonos valészinliségi valtozéknak
a mintarealizdciéjdval szdmolunk. Legyen r; az i-edik (i = 1,...,n) hozam
értéke és r = (r1,..., 7). Ekkor az ES kiszdmitdsdhoz elészér névekvo sor-
rendbe kell rendezni az elemeket: 77 < r5 < ... < ry, ahol 7 jeloli az r;
mintarealizacié novekv6 sorrendbeli permutaciéjanak i-edik elemét. Ekkor
az a-kvantilis a k-adik elem, ahol k = [na] = max {m|m < na,m € IN}, azaz
ri,75,..., 7% alegrosszabb « szdzaléknyi eset. Az ES-t ennek a k elemnek az
atlagdval kozelithetjiik (Acerbi et al., 2001):

ko

B, (r) = -2 (14)
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A (14) kifejezést atalakitva:

ETS\(X(T) _ Zf 17‘: _ Z: 1 t1{¢<k}
(ZT 1{,*<,*} —ZT‘ 1{,*<,>«} +Z7‘ 1{L<k}) (15)
(ZT 1grcry —ZT 1<y —1{L<k}))

Az1 {re<rsy— i<k kiillonbség értéke az esetek legnagyobb részében nulla,
hiszen az {rj <r;} és {i <k} halmazok megegyeznek. Ezen halmazok csak
akkor kiilonboznek egymastdl, ha 7 > k esetén létezik r}-gal megegyezd elem.
Ezekben az esetekben 1<y = 1 és 1gi<xy = 0, azaz a kiilonbség értéke

#I»—‘ #I

1-gyel egyenld. Igy a (15) egyenlet 4talakitésa a kovetkezéképpen folytathato:
— 1 n . n
Ba(r) =3 (Z rilgrry =i Y (Lri<rry — 1{i§k‘}))
=1 i=1
n (1 R .
=t i=1

(16)

Mivel a-t —-nel a varhato értéket az atlaggal, mig a valdszinliséget a
kedvezé /6sszes klfejezesekkel kozelithetjik, illetve szamolhatjuk ki, ezért a
(16) képletbdl lathatd, hogy az ES a kovetkez6képpen is deﬁniélhato’:

2.10 Definicié. Legyen X egy valdszinidségi vdltozd, melyre E((X)™) < oo,
és legyen a € (0,1), ahol (X)~ az X negativ része. Ekkor X expected short-
fall-ja a-szinten:

BSa(X) = = (B(X1{x2q.00)) + 4a(X) (0 P(X < ga(X))) )

Elmondhaté, hogy — ellentétben az eddig vizsgalt, és igen gyakran hasz-
nalt kockazati mértékekkel — az ES monoton, szubadditiv, pozitiv homogén
és eltolds invaridns, azaz koherens kockdzati mérték (G4ll, 2010). Viszont
annak ellenére, hogy az ES tobb pozitiv tulajdonsidggal rendelkezik, ez sem
bizonyult tokéletesnek, hiszen példaul mig a VaR mindig létezik, addig az ES
létezéséhez az E((X)7) < oo feltételezéssel kell élni.

Az elézéekben bemutatott kockdzati mértékek tulajdonsagait az 1. tdbld-
zatban foglaltam Ossze. A kockdzat pontos mérésére egy olyan kockazati mér-
tékre lenne sziikség, amely kielégiti a monotonitds, szubadditivitds, pozitiv
homogenitas és eltolas invariancia tulajdonsigait, azaz koherens. Lathato,
hogy a legtcbbet hasznalt kockazati mértékek koziil csak az ES koherens,
azaz elméleti szinten a vizsgalt 6t kockazati mérték (variancia, szérds, szemi-
variancia, VaR és ES) koziil egyediil az ES alkalmas a kockdzat mérésére.
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Monotonitds Szubadditivitds Pozitiv homogenitds Eltolds invariancia

variancia — — — —
szOrds — v v -
szemivariancia — — — v
VaR v - v v
ES v v v v

1. tabldzat. Néhany ismert kockdzati mérték tulajdonsiga

3 Az adatok

A szamitdsokhoz az adatokat a Budapesti Ertéktézsde honlapjardl (bet.hu)
toltottem le. Hét részvény, nevezetesen az FHB, MOL, MTELEKOM, OTP,
Pannergy, Raba és Richter napi arfolyam adataival dolgoztam 2005.07.01-
2015.06.29 kozott, azaz 10 évre vonatkozdan.

Ezen adatok megvizsgdldsdhoz, elemzéséhez és a szdmitdsokhoz az R/
Rmetrics programot hasznaltam.

A tanulmanyban nem a konkrét részvény arakkal, hanem a hozamokkal,
pontosabban a logaritmikus hozamokkal szamoltam. Az egyszeriiség kedvéért
a tovabbiakban, ha hozamot emlitek, akkor mindig logaritmikus hozamra
gondolok.

A mellékletben, a 2. és 8. dbrdkon lathatd a hét részvény napi logarit-
mikus hozama és azok eloszldsa. A hisztogramba rajzolt fliggbleges vonal az
atlagot, mig a piros gorbe az adatokbdl szamolt atlaggal és szérdssal meg-
egyez$ atlagi és szérdasu normaélis eloszlast jelenti.

A legtobb elmélet normalitést feltételez az adatok eloszlasara vonatkozoéan.
Természetesen a gyakorlatban ez ritkdbban valésul meg, ami téves kovetkez-
tetésekhez vezethet. fgy elOszor az alapveto statisztikakat és a normalitast
vizsgdlom meg. Alapvetd statisztikdk alatt értem a minimumot, az elsé kvar-
tilist, a medidnt, az atlagot, a harmadik kvartilist, a maximumot, a szorast és
a ferdeséget, valamint a csicsossagot. A szdzalékban kifejezett logaritmikus
hozamokbdl szamolt alapvetd statisztikakat a 2. tdbldzatban foglaltam Ossze.
Lathaté, hogy az FHB részvény hozama rendelkezik a legnagyobb minimum-
mal, a Raba részvény hozama pedig a legnagyobb maximummal. Leolvasha-
t6 tovabbd, hogy a hét részvény koziil csak a Raba és a Richter rendelkezik
pozitiv atlaggal, valamint, hogy a szoras az OTP esetében a legnagyobb.

FHB MOL MTELEKOM OTP Pannergy Raba Richter

Minimum, % -19,720 -16,223 -12,573 -16,235 -16,138 -16,229 -12,189
1. kvartilis, % -1,140 -1,184 -0,905 -1,314 -0,786 -0,900 -0,954
Medidn, % 0 0 0 0 0 0 0

Atlag, % -0,025 -0,008 -0,031 -0,009 0,000 0,021 0,012
3. kvartilis, % 0,970 1,176 0,860 1,351 0,645 0,852 0,961
Maximum, % 20,891 14,027 11,680 20,916 13,961 24,701 9,074
Széras, % 2,385 2,268 1,701 2,686 1,931 2,131 1,821
Ferdeség 0,248 0,153 -0,535 -0,059 0,294 0,689  -0,105
Lapultsig 8,860 5,966 6,379 6,128 12,359 15,446 3,533

2. tabldzat. A hét részvény szazalékban kifejezett logaritmikus hozamaira vonatkozé alapvets
statisztikdk
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A normalitds vizsgdlatdnak egyik médja a ferdeség és a csiicsossdg meg-
vizsgaldsa. A ferdeséggel tulajdonképpen a szimmetriatdl valé eltérés mérhetd.
A normalis eloszlds ferdesége példaul nulla, hiszen a Gauss-goérbe szimmetri-
kus, és barmely egyéb szimmetrikus eloszlas ferdesége szintén nulla. Negativ
ferdeség azt jelenti, hogy az eloszlas bal széle hosszabb, vastagabb, mig a
pozitiv ferdeség hosszabb, illetve vastagabb jobb farkat jelent. A vizsgalt
részvények koziil az OTP és a Richter allnak a legkozelebb a szimmetrikus
eloszlashoz.

A lapultsag tulajdonképpen azt mutatja meg, hogy az eloszlasfiiggvény
hogyan viszonyul a normaélis eloszldséhoz. A normaélis eloszlds lapultsdga
nulla, mig az ennél cstcsosabb striségfiggvények pozitiv, a kevésbé csiicsos
stirtiségfliggvények negativ lapultsagi mutatéval rendelkeznek. Az dltalam
elemezni kivant hét részvény mind csicsosabb a normalis eloszldasnal. A mé-
részam a Raba illetve a Pannergy esetén a legmagasabb: a Raba esetében
15,446, mig a Pannergy esetében 12,359.

Az elébbiekben a hozamok eloszldsara tett megallapitasok a 2. és a 3.
abrék hisztogramjain is megfigyelhetéek. Mind a hét részvény esetében vi-
szonylag szimmetrikus eloszlasrél van szé, és lathatd, hogy mindegyik hozam
eloszlasfiiggvénye sokkal csticsosabb, mint a normaélis eloszldsé. Tehat az elsé
vizsgalatok alapjan egyik eloszlasrdl sem feltételezek normalitast.

Egy masik lehet0ség a normalitds megvizsgdlasira a hipotézisvizsgdlat.
Tébbek kozott a Shapiro-Wilk és a Kolmogorov-Szmirnov teszt alkalmas an-
nak a nullhipotézisnek a tesztelésére, hogy az adatok normalis eloszlasbol
szarmaznak-e. Mindkét tesztet lefuttattam a hét részvény hozamainak tesz-
telésére, és minden esetben a p-érték jéval kisebb volt, mint a valasztott
kiiszobérték (0,05). Ez azt jelenti, hogy mindkét teszt és mind a hét részvény
esetén elvetjiik a nullhipotézist, vagyis a hozamok nem normalis eloszlasbodl
szarmaznak.

Ezt tdmasztja ald az in. Q-Q plot (kvantilis-kvantilis dbra) is (Melléklet
4. dbra), amely a minta tapasztalati kvantiliseit veti 6ssze az illesztett eloszlas
kvantiliseivel. Amennyiben a két eloszlds azonos, a pontok egy egyenesen —
a 45°-os egyenesen — helyezkednek el. Minél jobban rasimulnak a pontok
az egyenesre, annal jobbnak mondhaté az illeszkedés a két eloszlas kozott.
A vizsgdlt hét részvény egyikének esetében sem illeszkednek a pontok az
egyenesre annyira, hogy normalitast feltételezhetnénk az eloszlasukrdl.

4 Utodtesztelés

Az in. utbtesztelés (backtesting) mddszerét haszndlom annak megvizsgaldsa-
ra, hogy melyik kockazati mérték bizonyul jobbnak a gyakorlatban. Jobbnak
akkor nevezek egy kockazati mértéket a masikndl, ha azzal pontosabban meg
lehet becsiilni a kockazatot, azaz, ha a tényleges és a becsiilt értékek kozott
kisebb eltérés tapasztalhaté.

A piaci kockdzat kiszdmitdsanak hirom fébb mddszere ismert: a varian-
cia-kovariancia modszer, a Monte Carlo szimulacié és a torténeti szimulédcid
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(Embrechts et al., 2005). Ezen mddszerek tulajdonképpen a hozam/veszte-
ség (P&L) eloszlasfiggvény becslésének mddszerében kiilonboznek egyméstol
(Bugér, 2006). A tanulmédnyban célom a VaR és ES &sszehasonlitdsa torténeti
szimulacio segitségével, igy a masik két modszerrdl csak emlitést teszek.

A variancia-kovariancia médszer lényege — ahogy a neve is mutatja — a
portfélioban szerepld eszkozok variancidjanak, valamint ezen eszk6zok pé-
ronkénti kovariancidjanak a kiszdmitdsa. A variancia-kovariancia métrixot
(a portfélidban szerepl§ eszkozoknek megfeleléen) silyozva kapjuk meg a
portfélié variancigjat. Ahhoz, hogy a variancia segitségével kiszamitsuk a koc-
kazatot, valamilyen feltételezéssel kell élni a hozamok eloszlasara vonatkozodan.
Legkézenfekvébb (f6leg szémoldsi szempontbdl) a normalitds feltételezése
(Damodaran, 2008). A hozamok normalitdsa a legtobb esetben, f6leg napi
illetve rovid idéintervallumra vonatkozé hozamok esetén, nem teljestl a gya-
korlatban, mint ahogy az dltalam bemutatott adatok esetén sem (4. fejezet).
Napi adatok esetén sokkal csicsosabb eloszlas tapasztalhatd, mint a normalis
eloszlasé: a napi hozamokra jellemzo eloszlas ,,ko6zépsé” része sokkal véko-
nyabb, valamint jéval hosszabb és vastagabb farokkal rendelkezik, mint a
normalis eloszlds. Ez azt is jelenti, hogy tobb extrém érték jellemzo ezen
hozamokra, mint amit a normalis eloszlas feltételez, ami a kockazat alul
becsléséhez vezethet (Embrechts et al., 2005). Ezen probléma orvosldséra
az irodalomban tSbb javaslatot is taldlhatunk, de a nem-normalis modellek
alapjan, a paraméterek becslése, valamint a kockazat kiszamitdsa igen bonyo-
lultta valhat. Tovabbi pontatlansdgot okozhat az az altalanos feltevés, hogy
a varianciak és a kovarianciak idében allandéak. Ezzel szemben a kiilénb6z6
GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) mo-
dellek segitségével, az idGbeli valtozast figyelembe véve becsiilhetjiik meg
a varianciat, ezzel egy pontosabb képet alkotva arrdl, valamint a kockazatrol
(Damodaran, 2008). Egy tovabbi kritikdja a variancia-kovariancia médszer-
nek, hogy nemcsak a kockazati faktorok tobbdimenziés normalis eloszlasat,
hanem azt is feltételezi, hogy az eloszlasfliiggvény a kockazati faktorok linearis
fiiggvénye. Ezen feltevések dltaldban a valdsdgban nem teljesiilnek (Em-
brechts et al., 2005).

Egy masik, igen gyakran hasznalt mddszer a piaci kockazat becslésére a
Monte Carlo szimulécié. A Monte Carlo szimulacié &sszefoglalé neve min-
den olyan mddszernek, amelyben az eloszlasfiiggvényt szimulacio segitségével
becsiiljiik. A szimuldcié elsé 1épése egy modell illesztése és kalibralasa a tor-
téneti adatokra. Maésodik 1épés a modell segitségével, az adatokkal mege-
gyez6 eloszlast, m (nagy szadmu) realizdcié generdldsa. Ezen m szcendrié
segitségével meghatarozhato az eloszlasfiggvény, melybdl a kockazat mar ki-
szamolhaté. Vegyiik észre, hogy a mddszer nem oldja meg a modell-illesztési
problémat, és a szimulacié eredménye az illesztett modell pontossagatdl fiigg
(Embrechts et al., 2005). A gyakorlatban sokat eléfordulé példa a Monte
Carlo szimuldcidra, amikor a részvény arak valtozasat az un. geometriai
Brown-mozgéssal (GBM) szimuldljak. A GBM azzal a feltételezéssel él, hogy
a logaritmikus hozamok normélis eloszlast kovetnek (Hull, 2006). Mint azt
mar tobbszor megemlitettem, az altalam elemezni kivant adatok hozamai
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nem kovetnek normalis eloszlast, igy a GBM alkalmazasa téves eredményre
vezetne.

A fentieket figyelembe véve a kdvetkezéekben csak a torténeti szimuld-
ciéval fogok foglalkozni. Ennek a mddszernek elénye az el6zéekkel szemben,
hogy semmilyen elézetes feltételezéssel nem kell élni az eloszlasfiiggvényekre
vonatkozdan.

4.1 Utodtesztelés torténeti szimulacié segitségével

Az utétesztelés végrehajtdsihoz létre kell hozni az in. idé-ablakokat (time
window). Az irodalomban és a gyakorlatban is ennek értéke leggyakrab-
ban egy év, azaz 250 kereskedési nap (T = 250). Az els§ ablak igy az
1. naptdl a 250. napig tart. A mésodik ablak a 2. naptdl a 251. napig, és igy
tovabb. Az els§ idé-ablak adatait felhasznalva ki lehet szamolni a sziikséges
kockazati mérték értékét az elsé 250 napra vonatkozdan, amely egyben egy
elorejelzés a 251. napra. Ha rendelkezésre all a 251. napi hozam is, akkor
az els6 ido-ablak alapjan szamitott becsiilt érték Osszehasonlithaté a valodi
hozam értékével. Ekkor mar kiszamolhat6 a méasodik id6-ablakra vonatkozo
kockazati mérték, amely egy becsiilt érték lesz a kovetkezo napra, azaz a 252.
napra vonatkozoan. Ha rendelkezésre all a 252. napi hozam, akkor a becsiilt
kockazat 0sszehasonlithaté a tényleges értékkel. Es igy tovabb, az Gsszes ada-
ton végiglépkedve (3. tabldzat). Ezt a mdédszert torténeti médszernek (histor-
ical simulation) nevezziik, hiszen azzal a feltételezéssel él, hogy a miltban tor-
tént eseményekkel le tudjuk irni, meg tudjuk becsiilni a jovébeli eseményeket.

id6é-ablak elsé nap utolsé nap becslés
1. 1. 250. 251.
2. 2. 251. 252.
3. 3. 252. 253.

(N —249). (N — 249). N. (N +1).

3. tabldzat. A szdmitdsokhoz hasznalt idé-ablakok

A fent bemutatott médszert fogom tehét alkalmazni a két leggyakrabban
hasznalt kockazati mérték, a VaR és az ES Osszehasonlitasara. Elméleti szin-
ten mar lathattuk, hogy csak az ES alkalmas a kockazat mérésére, hiszen ez
az egy kockazati mérték koherens. Ezért a tovabbiakban azt vizsgadlom, hogy
a VaR vagy az ES bizonyul jobbnak a gyakorlatban.

A 3. fejezetben emlitett hét részvény logaritmikus hozamait hasznilom
tiz évre vonatkozéan. Egy olyan portféliét hozok létre, amely mind a hét
részvénybol pontosan egyet tartalmaz. Ennek a portfélionak a logaritmi-
kus hozama a portfélié arakbdl szamolt logaritmikus hozammal egyezik meg

Petters and Dong, 2016), azaz r, := In ( £ ), ahol r, a portfélié logarit-
P

mikus hozamat, mig P; a portfdlié arat jelenti a t-edik idopillanatban. fgy a
portfélié hozamok egy N = 2606 elembdl 4116 adatsort képeznek (1. dbra).
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1. d@bra. A portfélié napi logaritmikus hozamai 2005.07.01 és 2015.06.29 ko6zott

A szamitasokhoz — a konnyebb dttekinthetOség végett — elészor tablazatba
rendezem a hozamokat, azaz az adatokat: az elsé oszlopba kertil az els6 250
elem, a masodikba a mésodik 250 elem és igy tovabb (4. tdbldzat). gy min-
den oszlop tulajdonképpen egy id6-ablak, ami az adott esetben megegyezik
az un. szcendriéval. Jeldlje r{" az m-edik szcendridhoz és t-edik idépillanat-
hoz tartozé hozam értékét, aholm =1,..., M ést=1,...,T. Az elemezni
kivant adatok esetében N = 2606, T = 250 és igy M = 2357. Vegyiik észre,
hogy a konstrukcié miatt példaul rj = r# vagy ri = r3 = r}. A VaR™ és
az ES7 jelolik az m-edik szcenarié adataibdl szamolt VaR és ES értékeket.
Természetesen, mivel mintarealizaciorél van szd, a kockazati mérték kisza-

mitasdhoz a (11) és (14) képleteket haszndlom, azaz ha r™ = (r7*,...,r5%,),
akkor
VaR = =1 = —Ffpm  m 1, (17)
illetve
SO > L (18)
ahol rff”* jeloli az r]* mintarealizdcié novekvd sorrendbeli permutéciéjdnak

i-edik elemét (i = 1,...,250) az adott m-edik szcendriéra vonatkozdan.
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Szcendrié (m)

m=1 m=2 m=3 -+ m=2356 m = 2357
_ 1 2 3 2356 2357
t=1 T T 81 s 1 T
— 1 2 3 2356 2357
t=2 T3 5 T s 5 5
_ 1 2 3 . 2356 2357
t=3 T3 T3 T3 T3 T3
— 1 2 3 .. 2356 2357
t=250  ra50 250 250 250 250
VaRY VaR2 VaR3 .- VaR23%  VqR2357
1 2 3 2356 2357
ES, ES? ES} ... [ES2 ESZ

4. tabldzat. Portfélié hozamok

4.2 A VaR utdtesztelése

Ahogy mér fentebb emlitettem, a VaR tesztelésére id6-ablakokat hasznélok.
Ezen id6-ablakok adatait felhasznélva ki lehet szamolni a VaR értékét és ezt
az értéket Gssze lehet hasonlitani a kovetkezé napi valddi hozam értékével. Az
Osszehasonlitdas azt jelenti, hogy minden egyes esetben megvizsgalom, hogy
az adott hozam értéke kisebb-e, mint az arra a napra becsiilt VaR érték
(—1)-szerese, majd Gsszeszdmolom, hogy hany esetben volt ez tapasztalhatd,
azaz hogy hany esetben becsiilte ala a VaR a tényleges kockdzat értékét.
Ennek a valdszintisége — a VaR definicidja alapjan — meg kell, hogy egyezzen
a konfidenciaszinttel, azaz a-val (Danielsson, 2011).

m

Jelolje R™ az m-edik szcendri6hoz tartozé valészintliségi valtozét és ri’* az
R™ egy mintarealizdcidjat, t = 1,...,250. A VaR definicidja alapjén:
P(R™! < —VaR,(R™)) = (19)
és igy
a = P(R'rn-‘rl < — VaRa (R'rn-‘rl))
(20)

=E (1{rm+1<—vaRa(RmH1)}) 5
ahol 1{gmi1<_var, (rmi1y} 8z {R™T < —VaR,(R™!)} halmaz indikétor-
fliggvénye.
A mintarealizacié segitségével a varhato érték a relativ gyakorisaggal mig
az (m + 1)-edik szcendridhoz tartozé VaR az m-edik szcendridhoz tartozé
empirikus eloszlasfliggvény segitségével kozelitheto, és igy:

M-1
1

a = M—1 Z 1{7-;”+1<—VaRQ} : (21)

m=1

Minél kozelebb van a becsiilt kockazat a ténylegeshez, azaz minél ponto-
sabban becsiilheté meg a VaR-ral a kockdzat, annal kozelebb lesz ez az érték
a-hoz.

4.3 Az ES utotesztelése

A Bézeli Bizottsdg 2012-ben — az 1996 éta hasznalt VaR kockézati mérték
helyett — az ES, mint 1j szabalyozo6i kockazati mérték bevezetését javasolta.
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A probléma csak az volt, hogy ellentétben a VaR-ral, igy gondoltak, hogy
bizonyos matematikai tulajdonsdga (elicitability) miatt az ES nem utétesz-
telhetd. (A definicid és részletes lefrds a téméval kapcsolatban megtaldlhatd
példaul Emmer et al. (2015) és Acerbi and Szekely (2014) cikkében.) Igy a
Bazeli Bizottsag azt javasolta, hogy adaptaljak az ES-t mint kockazati mérté-
ket és folytassak az utétesztelést a VaR hasznalatdval. A legidjabb kutatasok
megoldani latszanak ezt a problémat is, hiszen kimutattdk, hogy az ES is
utotesztelheto.

Az ES utétesztelését Acerbi és Székely cikke (Acerbi and Szekely, 2014)
alapjan végzem el. Beldthaté (Acerbi and Tashe, 2002), hogy az ES folytonos
esetben a kovetkez6képpen irhato:

ES.(X) = —éE(Xl{XQIQ}) . (22)

Tovabbra is jelolje R™ az m-edik szcenaridhoz tartozd valdsziniiségi val-
tozdt és ] az R™ egy mintarealizacidjat, ¢ = 1,...,250, valamint VaR],
illetve ES) az m-edik szcendriéhoz tartozé mintarealizaciébdl szamolt VaR
és ES értékeket a-szinten. Az I™ := 1igm_var,(rm)} jeloléssel, valamint
az X = R™ helyettesitéssel élve

1

ES(X(RTTL) — __E(RTTLITTL) . (23)
e
A (23) egyenletet, valamint a varhat6 érték tulajdonsigait felhaszndlva lat-
haté, hogy:
RTTLI'”’L
0O=E|———+1]. 24
<aESa(R"”) * > (24)
Mindkét oldal M-szerinti atlagat véve:
M M
1 1 RTTLI'”’L
— 0=— El —————+1]. 25
7 2077 2B (e ) @)
A (25) egyenlet atrendezésével kapjuk, hogy
M
1 RTTLI'”’L
=E|[— —_— 26
(M Pt ES(X(R””)> +a, (26)
azaz "
1 RTTLI'”’L
= _E|— —|. 27
« (M — ES(X (R’rn)) ( )

Hasonléan a VaR-hez a varhato érték a relativ gyakorisaggal kozelitheto, és
igy a mintarealizaciobdl szamolt a becsiilt értéke:

1 T 1 M 7‘2” 1{ T VdRm}
~_ = — Tt _ ot 28
GTT t:zl M ES” (28)

m=1

Minél kozelebb van a becsiilt kockazat a ténylegeshez, azaz minél ponto-
sabban becsiilhetjiik meg az ES-sel a kockazatot, annal kozelebb lesz ez az
érték a-hoz.
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5 Eredmények és kovetkeztetések

A szamitdsokat a mar bemutatott adatokon az R statisztikai program segit-
ségével végeztem el. Az 5. tabldzatban lathatdak az utdtesztelés eredményei,
0,5%, 1%, 2%, 2, 5% és 5%-os szinteken, a VaR, valamint az ES esetében. Az
& oszlopokban tiintettem fel a torténeti szimuldciéval kapott alfa értékeket.
Az |a— a oszlopokban 1év6 szédmok azt mutatjik, hogy a tényleges alfa érték
mennyire tér el az elorejelzések alapjan szamitott alfa értéktdl.

VaR ES
a @ la — o a la — o
0,5 0,89 0,39 0,41 0,09
1 1,27 0,27 0,83 0,17
2 1,99 0,01 1,68 0,32

2,5 2,72 0,22 2,42 0,08
5 5,17 0,17 4,85 0,15

5. tdbldzat. Az utétesztelés eredménye, %

A szamitasokhoz hasznalt adatok alapjdn, az utétesztelés eredményeibél
lathatd, hogy o = 2%-o0s szinten a VaR sokkal jobbnak bizonyul az ES-nél.
Kozeli eredmények sziilettek o = 5%-0s szinten: a VaR esetében az eltérés
0,17%, mig az ES esetében 0, 15%, azaz ezen a szinten az ES bizonyult jobb-
nak. Hasonléan az Osszes tobbi alfa esetéhez. Ez azt jelenti, hogy a = 2%
kivételével minden vizsgélt alfa szinten az ES segitségével szamitott alfa érték
kozelebb volt az elméleti értékhez, mint a VaR segitségével szamitott alfak.

A két kockédzati mérték a kiillonbozé alfa szinteken szamolt abszolit hibak
vizsgalata mellett Osszehasonlithaté a relativ hiba segitségével is. Vektorok
relativ hibdjénak kiszdmitdsa a kovetkezd Osszefiiggéssel torténik (Pryce,
1984):

[a—al
Ere = —, (29)
" [ ol
ahol @ = (G, Qia, . . ., Q) jeloli az elméleti értékekbdl, mig o = (a1, az, . .., an),

n € IN a szamitott, mért értékekbol képzett vektort. A VaR és az ES relativ
hibdinak Osszehasonlitasdhoz a leggyakrabban hasznalt normat, az euklideszi
normalt hasznalom:
5 ~ 2
> i (@i — i)
Epe = et (30)
5
i1 of

A (30) egyenlet alapjén a VaR relativ hibdja az 5. tdblazatban bemutatott
alfa szinteket figyelembe véve £Y2R = 0,091, mig az ES relat{v hibaja £E5 =
0,068. Vagyis a tobbdimenziés relativ hibakat Gsszehasonlitva elmondhato,
hogy az ES-nek kisebb a relativ hibaja, igy Gsszességében jobb kockazati
mértéknek bizonyul.

A fentebb bemutatott szdmitdsokat, valamint az elméleti tényeket is fi-
gyelembe véve ugy gondolom, hogy az expected shortfall-lal pontosabb képet
kaphatunk a kockazatrél, mint a VaR kockazati mértéket hasznélva.
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2. dbra. Az FHB, MOL, MTELEKOM és OTP részvények napi logaritmikus hozamai és azok
eloszlasai 2005.07.01 és 2015.06.29 kozott
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COMPARING VALUE AT RISK AND EXPECTED SHORTFALL USING
HISTORICAL BACKTESTING

In this paper I deal with financial risk measures and their comparison. I describe
five risk measures: variance, standard deviation, semivariance, Value at Risk (VaR)
and Expected Shortfall (ES). It can be proven that from these risk measures only
ES satisfies the natural properties of so called coherence and according to this
it is the only ‘useable’ risk measure. However, despite this fact, Value at Risk
is nevertheless the most often used risk measure in industry. Therefore in my
empirical study I compare VaR and ES. For the comparison I chose the method of
historical backtesting, which is described in detail individually for VaR and for ES.
The analysis has been carried out at several alpha levels, using price data of seven
stocks. Considering both the theoretical and the empirical results, I came to the
conclusion that ES provides a more precise picture of the risk than VaR.





