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PAROS OSSZEHASONLITAS MATRIXOKBOL SZAMOLT
SULYVEKTOROK HATEKONYSAGA!

BOZOKI SANDOR -~ FULOP JANOS
MTA SZTAKI és BCE — MTA SZTAKI és Obudai Egyetem

A tobbkritériumi déntéshozatal mddszereiben gyakran alkalmaznak péros
Osszehasonlitdas matrixokat, amelyekbol megfelel6 mddszerekkel az Gsszeha-
sonlitasokban részt vevo alternativakra vonatkozoéan egy fontossagi sulyvektor
nyerheté ki. A vektoroptimalizalds terminoldgidjat alkalmazva egy silyvektor
hatékony, ha nem létezik egy méasik olyan silyvektor, amely minden kompo-
nensben legalabb olyan jol kozelit, s6t legaldbb egy poziciéban szigorian job-
ban. Egy sulyvektor gyengén hatékony, ha a paronkénti hanyadosokkal vald
kozelités nem javithaté meg egyszerre minden diagondlison kiviili poziciéban.
Megmutatjuk, hogy a sajatvektor mdédszer soran alkalmazott, a legnagyobb
sajatértékhez tartozé sajatvektor mindig gyengén hatékony, viszont numeri-
kus példakat mutatunk arra is, hogy lehet nem hatékony is. Linedris prog-
ramozasi feladatokat vezetiink be annak ellenérzésére, hogy egy adott sily-
vektor (gyengén) hatékony-e, és ha nem az, akkor egy (erdsen) domindld
hatékony sulyvektort is kapunk. Kitériink a pcmc.online helyen elérhetd,
bongészoben futtathaté Pairwise Comparison Matrix Calculator alkalmazésra
is, amelyben az itt bemutatott modszereket is implementaltuk.

Kulcsszavak: tobbszemponti dontési modellek, paros osszehasonlitas mat-
rix, hatékonysag, Pareto-optimalitas, linearis programozas

1 Bevezetés

1.1 Paros 0sszehasonlitas matrixok

A t6bbszemponti dontési feladatok — 1d. pl. Temesi Jozsef [19] — egyik kulcs-
lépése az egyes szempontok fontossdgi silyainak szdmszerisitése. A gyakor-
lati feladatokban ugyanis ritka az olyan dontési alternativa, amely minden
szempontbdl jobb a tobbinél. A szempontok silyozédsa nélkiil legfeljebb sziiki-
teni lehet az alternativak korét — példaul azon alternativak kizarasaval, ame-
lyeknél van (minden szerint legaldbb olyan jé, és legaldbb egy szempont sze-
rint szigortian) jobb alternativa. A hatékonység (Pareto-optimalitds) {gy mar
a dontési folyamat els6 fazisaban is megjelenik, de a dolgozatunk kozponti
témaja a dontési folyamat egy késobbi fazisaban felmeriil6 hatékonysag, a
sulyvektor hatékonysaga lesz.

Ha a dontéshozé nem tudja kozvetleniill megadni a szempontsilyokat
(pl. ot szempont esetén 35%, 15%, 20%, 5%, 25%), akkor jol alkalmazhatd

1Beérkezett: 2017. maércius 11. E-mail: bozoki.sandor@sztaki.mta.hu,
fulop.janos@sztaki.mta.hu.
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egyszerlibb kérdések sorozatan keresztiil felmérni a preferencidkat. Ezt az
alapgondolatot fejlesztette tovdbb Saaty 1977-ben [18]. Modelljében a péron-
kénti 6sszehasonlitasok tobb évszazados hagyomanyara és gyakorlatara épitve
a dontéshozot egyszerre egy kérdéssel szembesiti: a két adott szempont kozil
melyik a fontosabb és hanyszor. Hasonlbéan, a dontési alternativik értékelése,
pontozasa soran egy adott szempont szerint melyik alternativa erdsebb, és az
hényszor annyi pontot érdemel, mint a gyengébb. Az n > 3 elem (szempont,
alternativa, vagy akdr szavazéerd) Osszehasonlitdsdbdl az A n x n-es paros
6sszehasonlitds matrixot kapjuk, amelynek minden eleme pozitiv, a;; = 1/aj;
minden 1 < 4,5 < n esetén, specidlisan a féitléban 1-esek allnak. Abban
a leginkabb elméleti esetben, amikor fennall a kardinalis tranzitivitas, azaz
aijaj; = a;; minden ¢, 7, k indexharmasra, a paros sszehasonlitds matrixot
konzisztensnek, kiilonben pedig inkonzisztensnek nevezziik.

Egy, a dontéshozé altal kitoltétt A = [a;;] paros Osszehasonlitds métrix
ismeretében megfogalmazhaté a silyvektor szamitdsanak alapfeladata: ke-
ressiik azt a

w = (wl,wg,...,w”)T c R}

sulyvektort, amelyre teljesiil, hogy a w; /w; ardnyok jol kézelitik a déntéshozé
altal megadott a;; értékeket. Attdl fiiggden, hogy hogyan specifikdljuk a
jol kozelitést, szdmos sulyozdsi mddszer addédik. Saaty [18] az A matrix
legnagyobb sajatértékéhez tartozo jobb oldali sajatvektort javasolta, de a
min; ;(loga;; — log(w;/w;))?, azaz a logaritmikus legkisebb négyzetes cél-
fiiggvényt [9,10,13] minimalizdlé stlyvektor is a legnépszeriibb és a legtobbet
kutatott mdédszerek kozé sorolhaté. Tovabbi sulyozasi médszerek ismertetése
taldlhaté Rapesdk Taméds jegyzetének [17] 1.2.2. alfejezetében, valamint Ko-
méromi Eva cikkében [15]. A silyozasi médszereket szdmos alkalommal és
tobb szempont szerint Gsszehasonlitottak — mi csak Bajwa, Choo és Wedley
[3] tanulmany&t emlitjitk —, de a szakmai vita arrdl, hogy melyik mddszer
tekintheto a legjobbnak, ma is tart.

A péros 6sszehasonlitds métrixok inkonzisztencidjanak mérése szintén ak-
tiv kutatasi téma, a hazai eredmények koziil Kéri Gerzson grafelméleti meg-
kozelitésére [14] és Poesz Attila doktori értekezésére [16] hivjuk fel az Olvasd
figyelmét.

A péros Gsszehasonlitds méatrixok hagyoméanyos alkalmazési teriilete —
a mar emlitett tobbszemponti dontési modellezés — mellett megemlitjiik
Duleba Szabolcs [12] munkdjat trendek elérejelzésére, és Csaté Laszlé részle-
tes attekintését [11] a rangsoroldsi problémakra vonatkozdan.

Dolgozatunk 2. fejezetében a — paros Gsszehasonlitas matrixbdl szamolt —
sulyvektor hatékonysdganak alapfogalmait ismertetjiik. Mivel ebben a téma-
ban még nincs magyar nyelvii tanulmany, a szokasosnal hosszabb terjedel-
met szemléltetd szampéldakkal ellensilyozzuk. Az ezt kovetd fejezetekben a
sajat eredményeinket foglaljuk Ossze, kiilonos tekintettel a [6] publikdciéban
szereplékre. A hatékonysdg és a gyenge hatékonysdg harom definicigjanak
ekvivalencigjat a 3. fejezetben mutatjuk meg.
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2 A sulyvektor hatékonysaga

Ahogyan a bevezetében emlitettiik, a paros dsszehasonlitds matrixbol szamolt
sulyvektorok szamitasi modjaira szamos javaslat, elméleti és szamitasi ered-
mény sziiletett Saaty 1977-es cikkét kovetoen. Tudomanytorténeti szempont-
bdl is érdekesnek és meglepének tartjuk, hogy kozel 30 évnek kellett eltelnie
ahhoz, hogy a silyvektor hatékonysdganak kérdése felmeriiljon. Jelenlegi is-
mereteink szerint Blanquero, Carrizosa és Conde [4] foglalkozott el6szor e
problémaval. Adott A = [a;;]i j=1,...n DParos Osszehasonlitds matrix esetén
a sulyvektor szamitdsa egy olyan tobbcéli optimalizalasi feladat, amelynek
célfiiggvényei a minimalizdlandé |z;/z; — a;;|, 1 < @ # j < n fliggvények,

Osszesen n? — n darab.
min |— — a,-j‘ . (1)
x€RY 1T 1<i#j<n
Legyen w = (w1,w2,...,w,) | egy pozitiv silyvektor.

Definicié. A w sulyvektor hatékony, ha nem létezik olyan w' = (w},w},
., wh) T silyvektor, hogy

/
w;

aij — minden 1 < 4,5 < n esetén, és (2)

-7
j

w/

—F valamely 1 < k,{ < n esetén. (3)
¢

A

S

x>

S
|

‘akﬂ -

Ha a w sulyvektor nem hatékony, azaz 1étezik egy w’ stilyvektor a (2)—(3)
tulajdonsdgokkal, akkor azt mondjuk, hogy w’ dominélja w-t. A dominancia
tranzitiv relacié.

Egy hatékony sulyvektort tehdt nem lehet dominalni, azaz megjavitani
ugy, hogy legalabb egy poziciéban jobban kozelitse a dontéshozé altal meg-
adott értéket, mikozben egyetlen mas pozicioban sem keletkezik rosszabb
kozelités.

A definiciébdl kovetkezik, hogy egy silyvektor hatékonysaga nem fiigg a
normalizdlastdl, azaz a w és a cw sulyvektorok egyszerre hatékonyak vagy
nem hatékonyak barmely ¢ > 0 esetén. Ennek az észrevételnek a kés6bbiekben
szerepe lesz, mert egy nem hatékony sulyvektor és egy 6t dominald silyvektor
Osszehasonlitasat nem feltétleniil konnyiti meg, ha mindketten 1-re normali-
zaltak, azaz a komponensek Gsszege 1.

Példa. Tekintsiik az aldbbi 4 X 4-es paros Osszehasonlitds matrixot és
annak w sajatvektorat:

1 2 7 9 0.562646 0.562646
A2 1 2 8 w_ | 0200697 | 0281323
72 17 YT loaaes |0 Y T | 0141195
1/9 1/8 1)7 1 0.035463 0.035463
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Ahhoz, hogy a w sajatvektor nem hatékonysdgara ramutassunk, elegendé
mutatni egy 6t domindlé w’ stlyvektort. Esetiinkben legyen wh := wq/2 =
0.281323, w} := w;,i = 1,3,4. A w’ silyvektor ugyan nem 1-re normalizalt,
de a korabbiak szerint ennek nincs jelentOsége.

A w sajdtvektorbol, valamint a w’ stlyvektorbdl képzett

1 2.1582 3.9849 15.866
w; | [ 0.4633 1 1.8464 7.3513
| 0.2509 0.5416 1 3.9815 | 7

o
0.0630 0.1360 0.2512 1

1 2 3.9849  15.866
wil [ 05 1 1.9924 7.9329
w,| | 0.2509 0.5019 1 3.9815 |’

0.0630 0.1261 0.2512 1
konzisztens péros Gsszehasonlitds matrixok mutatjik, hogy a (2) egyenltlen-
ség minden 1 < 4, j < 4 indexpérra teljesiil, a (3) szigoru egyenlétlenség pedig
a(k,0) €{(1,2),(2,1),(2,3),(2,4),(3,2), (4,2)} indexpédrokra. Ak =1,{ =2
indexpdr esetén példdul | — a1z = (22| =0 < [ —ap] = [2.1582-2| =
2

0.1582.

Megjegyezziik, hogy els6ként Blanquero, Carrizosa és Conde [4, 3. fejezet]
mutatott példat arra, hogy a sajatvektor nem hatékony. Szintén Ok definial-
tak a sulyvektor lokalis hatékonysagat az alabbiak szerint.

Definicié. A w sulyvektor lokélisan hatékony, ha van olyan V(w) kérnyezet,

amelyben egyetlen w' = (w},wh, ..., wh) " silyvektorra sem teljesiil, hogy
!
w’i Wy . .. 7 7
aij — —I‘ < l|ay —— minden 1 <1¢,j < n esetén, és
7 J
!
‘au — —’,“ < ‘ake — —k‘ valamely 1 < k,¢ < n esetén.
We

£

A hatékonysag harmadik valtozatdt Bozoki Sandor [5] definidlta.

Definicié. A w sulyvektor beliilrdl hatékony, ha nem létezik olyan w' =
(wh,wh,...,w) T silyvektor, hogy

A
aij < — = a5 <— < —
wj w:; wj . .. , ,
J minden 1 <1, j <n esetén, és 4
W; ’LUI W 7] 9
aij > — = > — > —
wj wj wj
A
e < Wi Wy (A
— A
w w w ,
¢ ¢ ¢ valamely 1 < k,{ < n esetén. (5)
Wi Wy Wy
ape > — == —5 > —
Wy w, Wy



Paros 6sszehasonlitas matrixokbdl szamolt sulyvektorok hatékonysaga 7

A belsé hatékonysidg mogdtti intuicié az, hogy ha példaul a déntéshozd
altal adott matrixelem 4, amit egy adott sulyvektor feliilbecsiil, mondjuk 6-
tal, akkor minden 4 és 6 kozotti értéket jobb kozelitésnek tekintiink, mint
a 6, ugyanakkor nem foglalkozunk a 4 alatti becslések mindsitésével. Mig a
hatékonysdg definicigjaban a 3 is jobban kozeliti a 4-et, mint a 6, a belsd
hatékonysag definicidja kizardlag a 4 és 6 kozotti kozelitéseket engedi meg.

Vegyiik észre, hogy az el6z6 példdban szereplé w’ silyvektor nemcsak
dominélja w-t, hanem beliilr6l domindlja: az (5) szigori egyenlétlenségek a
2. sor, ill. oszlop féatlon kiviili elemeire teljesiilnek.

Példa. Az elézé példa folytatisaként érdemes megvizsgilni a

0.562646
» | 0.283701
0.141195
0.035463

sulyvektort is. A

1 1.9832 3.9849 15.866
wi' | _ [ 0.5042 1 2.0093 8
| 0.2509 0.4977 1 3.9815

w!!
0.0630 0.125 0.2512 1

szemlélteti, hogy a w' stlyvektor is domindlja w-t, de nem beliilrél.

A definiciékbdl kovetkezik, hogy egy hatékony silyvektor egytuttal lo-
kélisan és beliilrdl is hatékony. Blanquero, Carrizosa és Conde [4] pedig
megmutatta, hogy a hatékonysdg és a lokalis hatékonysdg ekvivalensek. Az
alabbi allitas alapjan a belsé hatékonysag is ekvivalens a hatékonysaggal.

Allitas. A w sulyvektor akkor és csak akkor hatékony, ha belilrol hatékony.

Bizonyitds. Amint azt tisztaztuk, elegendd azt belatni, hogy ha a w
sulyvektor nem hatékony, akkor beliilr6l sem hatékony. A hatékonysag és a
lokalis hatékonysag ekvivalencidja szerint ekkor w lokdlisan sem hatékony,
azaz w tetszOleges U(w) kornyezetében létezik olyan w’ € U(w) silyvektor,
ami dominélja w-t. Egy kelléen sziik U(w) kérnyezetben azonban

!
w; i o Wi
a; < — = ;< —<—
i - i T T

W LT W

w; Wi w;
Qjj > — = @ > —p 2 —, (6)

W wi T w,

w; w;w;

W wi o w,
amibdl kovetkezik, hogy w belilrél nem hatékony. |

Ko6vetkezmény. A hatékonysdg, a lokadlis hatékonysdg és a belsé haté-
konysdg ekvivalensek.
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Blanquero, Carrizosa és Conde [4, Remark 12], valamint Conde és Pérez
[8, Theorem 2.2] a hatékonysdg gyenge valtozatat is definidlta.

Definicié. A w silyvektor gyengén hatékony, ha nem létezik olyan w' =
s Y
(wh,wh,...,w) " sulyvektor, hogy

Wy
Q5 — ——

minden 1 <14 # j < n esetén. (7)
wj

Ha a w és w’ stilyvektorokra teljesiilnek a (7) egyenl6tlenségek, akkor azt
mondjuk, hogy w’ szigoriian domindlja w. A szigorti dominancia is tranzitiv.
A definiciékbdl koévetkezik, hogy minden hatékony sulyvektor egytttal gyen-
gén hatékony is, ugyanakkor nem minden gyengén hatékony silyvektor ha-
tékony.

Példa. Rogzitsiik az

1 2 4
A=[1/2 1 2
1/4 1/2 1

paros Osszehasonlitds matrixot. Ekkor a

sulyvektorbdl képzett [%}] konzisztens paros Gsszehasonlitds matrix minden
J

diagonalison kiviili poziciéban szigorian jobban kozeliti az A elemeit, mint

a

- 1 3 9
H: 13 1 3
Wi 1/9 1/3 1

matrix. A példdban rdadédsul %}] = A, tehdt minden matrixelem kozelitése

J
tokéletes, de ez dltaldban nem sziikségszeri.

Amint azt koradbban lattuk, a sajatvektor nem mindig hatékony. Megmu-
tathato azonban, hogy mindig gyengén hatékony.

Tétel ([6, 2. fejezet]). A sajatvektor gyengén hatékony.
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3 A hatékonysag és a gyenge hatékonysag ek-
vivalens definicidi

A hatékony esethez hasonléan a lokédlian és a beliilrél gyengén hatékony pon-
tokat is lehet explicit mddon, feladatspecifikusan definialni.

Jelolje E, Ep és E; a hatékony, lokalisa hatékony és beliilrél hatékony
megoldasok halmazat. Hasonldan, jelolje WE, WE}, és WE a gyengén haté-
kony, lokélisan gyengén hatékony és beliilrél gyengén hatékony megoldasok
halmazat.

A gyenge hatékonysdg definicidja alapjin

WE = {w > 0 | nincsen olyan w’ > 0, amelyre (7) teljesiilne} .
Hasonlé médon
WEL = {w > 0| van olyan U(w) kérnyezet, hogy
nincsen w’ € U(w), amelyre (7) teljesiilne}
és

WE; = {w > 0 | nincsen olyan w' > 0, amelyre az teljesiilne, hogy
!

a; <— = a;<—<— V1<i#j<n,
Wi w; w;
7
aijzj = az’jzw_,t>w—t VlSZ;ﬁ]Sn}_
J ki 7

A fenti 6sszefliggésekbdl azonnal kovetkezik, hogy ha egy adott w > 0
esetén van olyan (k,f),k # ¢ indexpdr, hogy are = 3£, akkor w € WE,
w e WE; éswe WE].

Nyilvanvald, hogy £ C WE, E;, C WE, és E; C WE;. Megmutatjuk,
hogy F = FEr = Ej és WE = WE = WEy is teljesiil. Ez azt jelenti, hogy
a hiarom definicié ekvivalens az er6sebb és a gyengébb hatékonysag esetén
egyarant. A szampéldak viszont arrdl tantuskodnak, hogy F # WE.

Vezessiik be az fi; : R}, — IR, i,j = 1,...,n figgvényeket az aldbbi
modon:

fii (%) =

Adott w > 0 esetén jelolje D(w) a w pontot domindlé pontok halmazt,
azaz

D(w) ={x>0] fij(x) < fi;(w) minden ¢ # j esetén, és
fre(x) < fre(w) valamely k # € esetén} .

Hasonléképpen, jelolje SD(w) a w pontot erdsen domindld pontok hal-
mazat, azaz

SD(w)={x>0] f;;(x) < fi;(w) minden ¢ # j esetén} .
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Konnyen lathatd, hogy ha SD(w) # 0, akkor SD(w) = int(D(w)) és
cl(SD(w)) = cl(D(w)), ahol int és cl egy adott halmaz bels6 pontjait, illetve
lezartjat jeloli.

Allitas. D(w) és SD(w) konvex halmazok, és ha valamelyikiik nem iires,
akkor w a halmaz hatdrdn fekszik.

Bizonyitds. A bizonyitast az egyszeriibb SD(w) esettel kezdjiik. Kénnyen
lathatd, hogy

x € SD(w) <~ < fif(w) Vi#j

T
— —ayj
Xy Y
xT; ZT; . .
= — —ai < fij(w), —— tai; < fij(w) Vi#]
Jij Jij

<~ z;+ (_aij — fU(W))JiJ < 0, —T; + (a,-j — fU(W))JiJ < 0,

Vi#j
Azon pontok halmaza, amelyek eleget tesznek az utébbi szigori egyenl6tlen-
ségek rendszerének véges szamu nyilt féltér metszete, tehat egy nyilt konvex
halmaz. Ugyanakkor x = w esetén a fenti linedris egyenlotlenségek egyenld-
ségként teljesiilnek, igy w a SD(w) halmaz hatdran fekszik, mar amennyiben
az nem iures.
Hasonl6 atrendezések utan azt kapjuk, hogy

X € D(W) <~ z; + (—ai]- — fl](W))CL‘] <0, —xz; + (ai]- — fl](W))CC] <0 Vi#j, és (8)

Tp + (—ake — fre(W))ze <0, —zp + (age — fre(w))ze < 0 valamely )
k # £ esetén.

Megmutatjuk, hogy D(w) konvex halmaz. Legyeny #z € D(w), 0 < A< 1
ésx =y + (1 —XN)z. A (8) linedris egyenlStlenségei teljesiilnek az X,y és z
pontokban.

Jeloljon (12;, é),l% # { egy olyan indexpért, amelyre (9) is teljestil az x =y
pontban. Ekkor x = % esetén (9) szintén teljesiil a (&, ¢) indexparra. Ebbél
azonnal kovetkezik X € D(w) és D(w) konvexitésa.

Az x = w pontra (8) egyenl6ségként teljesiil. Igy w & D(w), de w a
D(w) egy hatérpontja, ha a halmaz nem iires. |

Allités. E = E;, = E; és WE = WE;, = WE}.
Bizonyitds. Nyilvan
E={w>0|D(w) =0},

Er={w>0|D(w)nU(w) =0},

ahol U(w) egy megfelelGen kis kdrnyezet w koriil, és

Er={w>0|D(w)NnVi(w) =10},
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ahol Vy(w) ={x>0]a;; < iﬁ < %JL ha a;; < %;, Vi # g, illetve a;; > i@ >
%; ha a;; > %;, Vi # j} egy a w pontot tartalmazé konvex halmaz.

Ha w € E, akkor D(w) =0, {gy w € Ep és w € Er, kovetkezésképpen
FE g EL és B g E[.

Megmutatjuk, hogy E; C E is teljesiil. Legyen w € Ej, és tegyiik fel,
hogy w &€ E, azaz D(w) # . Legyen X € D(w). Mivel w a D(w) konvex
halmaz egy hatdrpontja, ezért az [k, w) félig nyilt szakasz minden pontja a
D(w) halmazban fekszik. Azonban [X,w) azon pontjai, amelyek elég kozel
vannak a w-hez, benne vannak U(w)-ben is. Ez ellentmond a w € Ej,
feltevésnek. mivel D(w)NU(w) # (). Tehdt w € E, {gy Er C F, ebbdl pedig
FE;, = E kovetkezik.

Az E; C FE bizonyitdsa hasonlé. Legyen w € FEj, és tegyiik fel, hogy
w ¢ E. Legyen % € D(w). Ha a;; = oy akkor a;; = £+ minden x € %, W]
esetén. Ha a;; < %, akkor a;; < - < 2t a w-hez elég kozel fekvé x € [%, w]
pontok esetén. Hasonlé teljesil a;; > %; esetén, csak ellenkezd elGjellel.
Ebbél [X,w) N D(w) N Vi(w) # 0 adédik, ez pedig djra ellentmondés. Ko-
vetkezésképpen Er C E, {gy Ef = E .

A WE = WE; = WE] bizonyitésa teljesen hasonld, egyszertien az SD(w)
halmazt kell haszndlni a D(w) helyett. A bizonyitds hatralevé részét igy az
Olvasora bizzuk. a

4 Hatékonysagi teszt és hatékony dominalo
sulyvektor keresése linearis programozas se-
gitségével

Mint kordbban is, legyen adott egy A = [ai;]i j=1,....n Paros Osszehasonlitds
métrix és egy w = (w1, ws, ..., w,) " pozitiv silyvektor. El6szor egy linedris
programozas feladatot allitunk fel annak ellenorzésére, hogy vajon w haté-
kony megoldasa-e az (1) feladatnak. Ezutan, ha az deriil ki, hogy w nem haté-
kony, megmutatjuk, hogy a linedris programozasi feladat optimalis megoldasa
olyan hatékony vektor, amely beliilr6l dominalja a w vektort.

Tekintsiik a belsé hatékonysig definiciéjdban szereplé (4) kettds egyen-
16tlenségeket. Minden pozitiv x = (z1, %9, ...,7,) " stlyvektor esetén

oy B S W (Bl g B )
Y= () wy -7

T; T; w; (<)

T Cwy 1
= (‘WCJ <1, Y% — <1 valamely 0 <ty 21 esetén),

)

ZT; T; w; tij < (10)
és
at]—m_i.zﬂ (.x.l.SLm_]:ii.Zl)
z; (>) w; Aij T x; wj (>)
; iw; 1
— ( Ti <q, B © <9 valamely 0<t;; > 1 esetén),
J
Qi T Ti Wj ti]' >)

(11)
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és
X Xy
— <

=1. (12)

Qi =
Jij a,-jxj

A fenti Osszefliggések alapjan allitjuk Ossze a kdvetkezd optimalizdlasi
feladatot. Legyen w,
1= {0 s < 5}

.. w; . .
Jz{(z,j)|aijza,z<j}.

j
Ha az I indexhalmaz tres, akkor az A matrix konzisztens. Ebben az esetben
a w silyvektor hatékony és |J| = n(n—1)/2. A tovdbbiakban feltessziik, hogy
I nem iires. A J indexhalmazra vonatkozéan nem éliink hasonlé feltevéssel.

min H tij

(G.g)el
L, <1 V(i) el
T
Tq Wy 1 P
———<1 v (i,j)el,
Ty W; ttJ - (Z J) (13)

0<t; <1 V(i,j)EI,

a;— =1 VY(i,j) e,

A feladat valtozdi z; > 0,1 <i <mnést;y, (4,5) € 1.

Allitas. A (13) optimalizdldsi feladat optimumértéke legfeljebb 1, és pon-
tosan akkor 1, ha a w sulyvektor az (1) tobbeélid optimalizdldsi feladat haté-
kony megolddsa. Jelolje (x*,t*) € BT_'” a (13) feladat optimdlis megolddsdt.
Ha w nem hatékony, akkor az x* sulyvektor hatékony és belilrél domindlja
a w vektort.

Bizonyitds. A (10)—(12) feltételeket egyszerii dtrendezéssel kaphatjuk
meg. Nyilvdnval6, hogy (10) f;% < 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha
létezik olyan 0 < ¢;;<1 skaldr, hogy f%% < 1. Réadasul a szigoru egyen-
16tlenségek egyszerre teljesiilnek a két oldalon. A (11) indokldsa hasonld, a
(12) pedig evidens.

A (13) feladatban csak az I és J halmazok indexpdarjaihoz tartozé feltéte-
lek jelennek meg. A reciprocitési tulajdonsadg miatt a t&bbi hasonlé feltétel
redundédns. Elészor azt mutatjuk meg, hogy a (13) feladat megengedett hal-
maza nem Uures és kompakt. Mivel a célfiiggvény folytonos, azt kapjuk, hogy
a (13) feladatnak van véges optimumértéke és optimélis megolddsa.

A (13) feladatnak van megengedett megolddsa, példdul x = iw ést;; =
1,V (i,7) € I teljesiti a feltételeket. Az xq = 1 normalizéldsi feltétel miatt
a tobbi x;, i # 1 valtozdnak pozitiv alsé és felsd korldtja van a megengedett
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tartoményon. Ezt dgy kapjuk, hogy minden i # 1 esetén (i,1) és (1,4)
koziil egy mindenképpen az I U J indexhalmaz eleme. A negyedik feltétel
rogziti x; értékét, az els6 és masodik feltételbdl pedig pozitiv alsé és felso
korlat szamolhaté ki ra vonatkozdéan. Mivel az x komponensei pozitiv alsd
és fels6 korlattal rendelkeznek, a masodik feltételbdl pozitiv alsé korlatok
hatdrozhatSk meg a t;;, (i, j) € I véltozokra is.

A célfiiggvény w bels6 hatékonysaga tesztelésére szolgal. Ertéke nem lehet
nagyobb, mint 1. Ha értéke kisebb, mint 1, akkor 1étezik olyan (ig, jo) index-
par, amelyre f“—%l < tigjo < 1, 18y %“— < %;— teljestil. Ebbdl, valamint a
(10) és (13) ekvivalens alakjaib6l kapjuk, hogy x beliilr6l domindlja a w vek-
tort. Forditva, tegytik fel, hogy x beliilr6]l dominélja a w vektort. Konnyen
lathaté, hogy az x normalizalt vektor és a t;; = f%, (i,7) € I kom-
ponensek (13) megengedett megolddsat alkotjik. Rdadédsul, minden olyan
(40, jo) indexpdrra, amelyre a belsé dominancia miatt J < AJL teljestl,

fennadll ¢;,;, < 1is. Ezért a tekintett megengedett megoldas celfuggvenyerteke
kisebb, mint 1, tehat az optimumérték szintén kisebb, mint 1.

Azzal az esettel kell még foglalkoznunk, amikor a w vektorrdl az deriil
ki, hogy nem hatékony. Nyilvanvald, hogy a (13) feladat (x*,t*) optimélis
megolddsdnak x-része belilrél domindlja a w vektort, és ¢}, = %_% minden
(i,7) € I esetén. Tegyiik fel, hogy x* nem hatékony. Ekkor van olyan X
vektor, amely beliilr6l dominalja ét. Ekkor a;; = %, Y(i,j) € J, tovabba

a;; < % < liL < %;, V(i,7) € I és létezik legaldbb egy olyan (ig,jo) € I
indexpar, amelynél a masodik egyenl6tlenség szigoru egyenlétlenségként tel-
jesiil. Legyen ¢;; = %ﬁ V(i,7) € I. Konnyen lathatd, hogy a normalizalds
utén (X,t) a (13) megengedett megolddsa. Azonban most ¢;; < ¢, V(4,7) € I
sty < t7 jo- Ebbol azt kapjuk, hogy a célfiiggvény értéke az (X, t) pontban

kisebb, mint az (x*,t*) pontban. Ez ellentmond annak, hogy (x*,t*) a (13)
feladat optimalis megoldasa. Kovetkezoleg, x* hatékony megoldas. |

Bér (13) egy nemlinedris optimalizéldsi feladat, egy ekvivalens linedris op-
timalizalasi feladattd alakithatd at. Legyen y; = logz;, v; = logw;, 1 < i <
n; sij = —logtsj, (i,7) € I; és by; =logasj, 1 <i,j <n. A szigorian mono-
ton névekvd logaritmus fiiggvényt alkalmazva a célfiiggvényre és a feltételek
két oldalara, a kovetkezo ekvivalens linearis optimalizalasi feladatot kapjuk:

(i,4)€el o
y_]_yi S_bu V(l,])EI,
Yi Z/J + Sij S U; U_] V(Z,j) € I, (14)
yt_yj_bu V(i,j)EJ,
sij 2 0 v (i,j) € I,
Y1 =0.

A feladat valtozéi y;, 1 <i<méss;; >0, (4,5) € I.
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Tétel. A (14) linedris programozdsi feladat optimumértéke legfeljebb 0, és
pontosan akkor 0, ha a w silyvektor az (1) tébbcéli optimalizdldsi feladat
hatékony megolddsa. Jeldlje (y*,s*) € IR"| a (14) feladat optimdlis megol-
dasat. Haw nem hatékony, akkor az exp(y™) stlyvektor hatékony és belilrdl
domindlja a w vektort.

A (14) linedris programozasi feladatot a Pairwise Comparison Matrix Cal-
culator programunkban implementdltuk. A pcmc.online cimen elérheté,
bongészobdl kozvetleniil futtathato kornyezetben szabadon tesztelheto a sily-
vektorok hatékonysdga, és ha az adott sulyvektor nem hatékony, akkor egy
Ot beliilr6l dominalé hatékony silyvektor is taldltatik.

5 Gyenge hatékonysagi teszt és gyengén haté-
kony dominalé sulyvektor keresése linearis
programozas segitségével

A gyenge hatékonysag ellenérzése és egy domindlé gyengén hatékony domindld
vektor keresése a hatékony esethez hasonléan torténik. Tekintsiink egy w > 0
vektort. Nyilvdn ha J # 0, azaz ha f;;(w) = 0 valamely ¢ # j indexpér
esetén, akkor w € WE, igy maris készen vagyunk a gyenge hatékonysag
ellenérzésével.

Most a J = () esetet vizsgaljuk meg. Ekkor |I| = n(n —1)/2. Ime néhdny
ekvivalens alak az erés nem-hatékonysdgra vonatkozéan. Minden (i,5) € T
esetén

a,-jgx—‘<—‘ = (Lgl —‘—J<1)

)
j UJJ €T; Jij w;

cws 1
<1, Bz o 0<t<1).
xZ; xjw,-

o (G (15)

A (15) utolsé alakja alapjén felallithatjuk a (13) feladat egy mddositasat
is, megfeleloen adaptédlva azt a gyenge hatékonysag esetére.

mint

La; <1 V(i) el
Jw; 1
%<1 V(g el (16)

Jij w; t
0<t<1
xr1 = 1.
A feladat valtozéi z; > 0,1 <i<mnést.

Allitas. A (16) optimalizdldsi feladat optimumértéke legfeljebb 1, és pon-
tosan akkor 1, ha a w stlyvektor az (1) tobbcéli optimalizdldsi feladat gyengén
hatékony megolddsa. Jeldlje (x*,t*) € IRT‘1 a (16) optimdlis megolddsdt.
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Ha a w erdsen nem-hatékony, akkor az x* sulyvektor gyengén hatékony és
szigoruan belilrél domindlja a w vektort.

Bizonyitas. Az éllitasok az el6zé fejezet dllitasanak bizonyitasdhoz ha-
sonlban igazolhatok. Az ottani indokldst hasznélva itt is, kénnyen megmu-
tathat6, hogy (16) megengedett halmaza nem ftires, valamint pozitiv alsé
és fels§ korlat hatdrozhaté meg minden valtozéra. Tehat a (16) feladatnak
szintén van optimalis megoldasa és egy véges t* < 1 optimumértéke.

Ha t* < 1, akkor f% < t* < 1 minden i # j esetén, kbvetkezésképpen x
beliilr6l er6sen dominalja a w vektort. Forditva, tegyiik fel, hogy x beliilrél
er6sen dominalja a w vektort. Kénnyen lathatd, hogy a normalizalt x vektor
al = max;.j fj% skaldrral kiegészitve a (16) egy megengedett megolddsat
alkotja. Nyilvan ennél a megengedett megoldasnal 0 < ¢t < 1, ezért az opti-
mumértékre is t* < 1 teljestil.

Tekintstik végiil azt az esetet, amikor a w vektorrél az deriil ki hogy
er6sen nem-hatékony, azaz erésen domindlt. A (16) feladat (x*,t*) op-
timélis megolddsanak x-része beliilrél erésen domindlja a w vektort és t* =
max;£; %;%ZL Tegyiik fel, hogy x* erGsen nem-hatékony. Ekkor 6t beliilrol

J
erésen domindlja egy X vektor. Nyilvan a;; < % < l—le < %; minden i # j
esetén. Legyen ¢ = max;x; %% Konnyen 14thaté, hogy a megfelelé nor-
malizdlds utdn kapott (X,t) vektor a (16) feladat megengedett megoldésa.
Nyilvdn ¢ < t*, ez pedig ellentmond (x*,¢*) optimalitdsanak. Kovetkezés-
képpen x* gyengén hatékony megoldas. |

.....

kaptuk a nemlineéris (13) feladatbél, (16) is linedris alakra transzformalhaté.
A korabbi jeloléseket haszndlva és bevezetve az s = —logt véltozot, kapjuk
a kovetkez6 ekvivalens linearis programozasi feladatot:

min —s
yi —yi < —by; (i, j) € I,
Yi—yj+s<v—u Y(i, j) €1, (17)
s>0,
y1 =0.

A véltozdk y;, 1 <i < néss.

Tétel. A (17) linedris programozdsi feladat optimumeértéke legfeljebd 0,
és pontosan akkor 0, ha a w sulyvektor az (1) tébbcéli optimalizaldsi feladat
gyengén hatékony megolddsa. Jellje (y*,s) € IR" ™' a (17) optimdlis meg-
oldisdt. Ha w erdsen nem-hatékony, akkor az exp(y*) sulyvektor gyengén
hatékony és belilrdl szigorian domindlja a w vektort.

Megjegyzés. Ha w az (1) tobbcéli optimalizalasi feladat egy er6sen nem-
hatékony megoldasa, akkor a fenti tétel alapjan kapott exp(y*) silyvektor
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gyengén hatékony, de nem feltétleniil hatékony. Az el6z6 fejezet (14) felada-
ta segitségével azonban tesztelhetjik, hogy a kapott vektor hatékony-e. Ha
nem az, akkor a (14) feladat taldl egy beliilrél dominélé hatékony megol-
dést, amely egyuttal belilrdl és szigorian dominalja a kiinduld, erésen nem-
hatékony w sulyvektort is.

A Pairwise Comparison Matrix Calculator (pcmc.online) a gyenge ha-
tékonysagot is vizsgalja. Ha a megadott silyvektor nem gyengén hatékony,
akkor a program keres egy Ot beliilrél és erésen dominal6 hatékony silyvektort.

6 Osszefoglalas és nyitott kérdések

A péros Osszehasonlitds méatrixbdl szamolt sulyvektorok hatékonysagdnak
vizsgdlatdval Blanquero, Carrizosa és Conde [4] foglalkozott el8szér. Az
altaluk a hatékonyséag tesztelésére javasolt linearis programozasi feladatokbol
kiindulva olyan lineéris programozasi feladatokat konstrualtunk, amely nem-
csak tesztelésre alkalmas, hanem ha a stlyvektor nem (gyengén) hatékony,
akkor egy 6t (erésen) domindlé hatékony sulyvektort is taldl.

A hatékonysag grafelméleti eszkozokkel is jellemezhetd, amelynek alapjait
szintén Blanquero, Carrizosa és Conde [4] dolgozta ki. Mivel a cikkiinkben
kidolgozott linedris programozasi feladatokhoz nem volt sziikség grafelméleti
megkozelitésre, a részleteket sem kozoltiik. Kidolgozasra var a linedris prog-
ramozasi és a grafelméleti modszerek ekvivalencidjanak megértése, amelytol
egyrészt a domindlé hatékony sulyvektorok halmazanak eléallitasa, masrészt
a sajatvektor hatékonysiaganak jellemzése remélhet6. Jelenleg csak néhany
nagyon specialis esetben sikeriilt bizonyitani, hogy a sajatvektor hatékony:
ha a péros Gsszehasonlitds matrix egy [1] vagy két [2] elemének megvaltozta-
tasdval konzisztenssé tehetd. Szintén nagyon speciélis az a matrixosztaly [5],
amely sajatvektora sosem hatékony.

Folyamatban van a 4 x 4-es paros Gsszehasonlitds matrixok sajatvektora-
nak hatékonysaganak numerikus vizsgalata is, amelybdl Gtletet vagy sejtést
merithetink. Jelenleg még az sem vilagos, hogy mennyire messze vagyunk az
altaldnos eset megértésétol.
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EFFICIENCY OF WEIGHT VECTORS DERIVED FROM PAIRWISE
COMPARISON MATRICES

Multi-criteria decision models and ranking methods often apply pairwise compar-
ison matrices in order to determine a weight vector. A weight vector is called
efficient if no other weight vector approximates the elements of the pairwise com-
parison matrix such without larger errors, but with strictly smaller error in at least
one position. A weight vector is called weakly efficient if the errors cannot be im-
proved in all non-diagonal positions. Some weight vectors, calculated by, e.g., the
least squares or logarithmic least squares methods, are always efficient. However,
the often applied eigenvector can be inefficient. We develop linear programs to
test whether an arbitrary weight vector is (weakly) efficient, and, if it is not, a
dominating efficient weight vector is found. A challenging open problem, on find-
ing sufficient and necessary conditions for the efficiency of the eigenvector, is also
proposed.



