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MERFOLDKOVEK A BEFEKTETESI KOCKAZAT
MODELLEZESEBEN!

BUGAR GYONGYI
PTE KTK

A tanulmédny a befektetési kockazat modellezésében napjainkig végbement
médszertani fejlédés fontosabb mérféldkoveit tekinti 4t. A befektetési kocké-
zat modellezése befektetés-kombindcidk, azaz portféliok kockazatdanak becs-
lését igényli. E folyamat két kritikus pontjat a kockazati mérték jo megva-
lasztésa és az egyes portfolié elemek kozotti kapcesolat szorossaganak korrekt
mérése képezi. A varianciatdl a varhaté tobbletveszteségig illetve a linedris
korrelacids egytitthatotol a kopulak alkalmazésaig tarté fejlodés fobb sajatos-
sagainak attekintését kovetéen megmutatjuk, hogyan alkalmazhatoé a kopula-
modszertan a varhato tobbletveszteség becslése soran.
Kulcsszavak: portfolié optimalizdlas, kockazati mérték, kopula

1 Bevezetés

Szegb (2004), a Journal of Banking and Finance folydirat egykori f&szer-
kesztéje a pénziigyi kutatdsok szaktertiletének ,harmadik forradalmaként”
emlitette a kockdzatmérés tertiletén az 1990-es évek végétol felgyorsult ku-
tatasi érdeklodést. Mindez jol érzékelteti, hogy a modern portfolié elmélet
kialakulasatél kezd6doen — de kiilonosen az utébbi két évtizedben — e téma-
korben szamos értékes hozzajarulas sziiletett.

A kockézat megfelel§ modellezése nemcsak a befektetési portf6liok opti-
malizdlasaban jatszik kulcsfontossdgu szerepet, hanem donté jelentéségl a
bankok szabalyozéi tékekovetelményének megallapitdsaban, valamint a biz-
tositasi tevékenységben is.

A jelen iras célja, hogy attekintse a befektetési portfélidk kockazatéanak
becslésében végbement modszertani fejlodés {6bb sajatossagait, és ramutasson
néhany jovoben megoldandé problémara is.

A tanulmédny az aldbbi médon épiil fel: a kévetkezd rész Markowitz mo-
dern portfolié elméletet megalapozé modelljét mutatja be, majd ratériink
a befektetési kockazat becslésével kapcsolatos problémakra. Ezek kozott
kiilon alfejezetekben tekintjik at a kockazati- és a fliggdségi mérték meg-
valasztasaval kapcsolatos fejlédés fontosabb dlloméasait. Ezt kovetéen meg-
mutatjuk, hogyan hasznalhaté a kopula moddszertan napjaink ,.favorizalt”
kockdzati mértékének, a vérhatd tobbletveszteségnek (ES) a becslésében. A
tanulmanyt rovid Osszefoglaldssal és néhany, a sziikséges jovobeli kutatési
irdnyokat felvazolé megjegyzéssel zarjuk.

IBeérkezett: 2017. februdr 4. E-mail: bugar@ktk.pte.hu.
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2 A modern portfélié elmélet megalapozasa

A kockézat 6nallé dontési valtozdként torténé alkalmazésa és a modern port-
f6li6 elmélet megalapozasa Markowitz nevéhez kotheto.

A modern portfélié-elmélet kezdete az 1950-es évekre tehetd. Markowitz
(1952) definidlta a varhat6é hozam-kockazat hatékonysdg fogalmdt és a koc-
kazatot célfiggvényként bevonta az optimélis befektetés-kombinacio kialaki-
tasanak folyamataba. Mind az egyedi befektetések rangsorolasaban, mind
pedig a portfélick optimalizaldsaban — azaz a portfoliot alkotd egyes befekte-
tések optimalis aranyanak meghatarozasaban — két dontési valtozot alkalma-
zott: a varhaté hozamot (E) és a hozamok variancidjat (V). Mig az elsével az
atlagos jovedelmezoséget, addig a masodikkal a befektetés kockazatat jelle-
mezte. A portféliét alkoté egyedi befektetések hozama kozotti kapcsolat
szorossaganak mérésére ugyanakkor a linedris korrelacids egytitthatét hasz-
nalta fel.

A Markowitz-féle E-V hatékony portf6lidk — a bemend paraméterek (p és
C) becslését kovetben — egy kvadratikus parametrikus programozasi feladat
megoldéasaval nyerhetok:

x'Cx =V — min

Tx=F
8 W
Ax=Db
x>0

Az (1) modellben szereplé x és u n-dimenzids vektorok megfelelé kom-
ponensei az egyes értékpapirokba fektetett tokehanyadot és az értékpapirok
varhato hozamat jelentik. A a portfélié kivalasztast korlatozé linearis fel-
tételrendszer egyiitthatémétrixa (m x n-es), C pedig a hozamok variancia-
kovariancia matrixa (n x n-es). E a létrehozott portf6lié varhaté hozaménak,
mig V a portfélihozam variancidjanak jelolésére szolgdl, a T szimbélum pedig
a megfeleld vektor transzponéltjara utal. A feladat megoldésa n értékpapirbdl
allé portfélié esetében az egyes (lehetséges) vérhaté hozamszintekhez tar-
tozd, minimalis variancidt biztosité befektetési ardnyok (x) meghatdrozdsit
célozza. Mint lathatd, a felirt modellben kizartuk a fedezetlen eladasokat
(short sales), azaz azt, hogy az egyes értékpapirokba torténé befektetési ara-
nyok negativak legyenek.

Az (1) modellben az egyes értékpapir-parok hozama kozotti kapcsolat
er0sségét a Pearson-féle linearis korrelacids egyiitthato méri:

C(T,',Tj) Cij . .
) = = 1,20, j=12,....n. (2
Prs) = ety ~ ooy o n @

A (2) osszefliggésben p(r;,r;) az i és j értékpapir-par hozama koézotti korre-
laciét, Cy; pedig a koztiik 16v6 kovarianciat jelenti (az (1) modellben szerepld
variancia-kovariancia métrix megfeleld eleme). o; az i értékpapir hozaménak
szérdsa, amelyre 07 = Cy; (i =1,2,...,n).
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Markowitz az E-V hatékony portfdlidk analitikus meghatarozasara — azaz
az (1)-ben szerepld probléma megolddsara a Kuhn-Tucker feltételeket alkal-
mazva — kidolgozta az Un. kritikus vonal algoritmust. Bebizonyitotta, hogy
az (1) modell megoldésait képezd hatékony portfélidk szakaszonként linedris
halmazt alkotnak az m-dimenziés térben. Ennek a szakaszonként linedris
halmaznak a megfeleld szakaszai a kritikus vonalak (innen az algoritmus el-
nevezése).2

Markowitz modelljét — amelynek kifejlesztéséért 1990-ben megkapta a
kozgazdasagi Nobel-dijat — sok kritika érte amiatt, hogy alkalmazasa csak
abban az esetben tekinthetd elméletileg teljesen megalapozottnak, ha a be-
fekteto hasznossagi fliggvénye kvadratikus vagy a befektetés hozama normalis
eloszldsi. Eftekhari és szerzétérsai (2000) az elliptikus eloszlast (amelynek
specidlis esete a normdlis eloszlds) emlitik annak feltételeként, hogy a koc-
kézat a variancia segitségével egzakt médon mérhetd legyen. Szegd (2005)
kimutatta, hogy a hozamok elliptikus eloszldsa minden olyan kockazati mu-
tato alkalmazhatésdganak alapfeltétele, amely a hozamok kozotti kapcsolat
mérésére a linearis korrelaciés egytitthatot hasznalja.

Markowitz (1991) a fent emlitett feltételeken tul djabb, empirikusan is alé-
tamaszthaté érveket hozott fel modellje elényeinek érzékeltetésére. Ramuta-
tott ugyanakkor arra is, hogy moédszere altalaban csak kozelité megoldast ad.
Az emlitett érvek mogott meghizédd alapgondolat, hogy mddszere dsszhang-
ban van a varhat6 hasznossag maximalizdlasaval. Igazolta, hogy a befekteto
hasznossagi fliggvényének masodfoki polinommal val6 kozelitése — bizonyos
hasznossagi fliggvényosztalyokra — kozel azonos eredményekhez vezet, mint
amelyekhez a Markowitz-modell alkalmazdsaval jutunk.?

3 Kritikus pontok a befektetési kockazat mo-
dellezésében

A befektetési kockdzat mérése egy befektetés-kombinacid, azaz portfélié koc-
kazatdnak becslését igényli. Ennek a folyamatnak két kritikus 6sszetevoje van
(Dowd, 2005). Az els6 egy megfeleld kockdzati mérészam azonositdsa és alkal-
mazdasa, mig a masodik a portfélioban szerepld kiilonféle egyedi befektetések
hozama egyiittmozgdsanak (statisztikai fiigg&ségének) szamszertisitése. Nap-
jainkra bebizonyosodott, hogy a kockazat becslésében széleskoriien hasznalt
mérészamok, mint példaul a variancia vagy a kockaztatott érték, megbiz-
hatatlanok. Egy tovabbi jelentos kihivas, hogy az egyes portfdlio elemek
hozama kozotti kapcsolatnak a linedris korreldcids egyiitthatora alapozott
becslése torz képet ad a hozamok kozotti kapcesolat er6sségérol.

2Az E-V hatékony portfélidk explicit szdrmasztatasdhoz kapcsolédéan Vorss Jézsefnek
jelentek meg értékes munkai. Lasd Voros (1986), Vorss (1987) és Voros et al. (1999).
3A fentieket lasd részletesen Bugér (1997).
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3.1 A varianciatdl a varhaté tobbletveszteségig

A kockézati mértékeket t&bb szempont szerint rendszerezhetjiik. Az egyik —
talan leginkabb elterjedt — csoportositas azon alapul, hogy valamihez viszo-
nyitva hatarozzuk-e meg kockazat értékét, vagy tun. abszolut médon. Ebben
az értelemben relativ és abszoltit mérészamokat kiillonboztethetiink meg. A
relativ kockazati mutatok egy elére meghatarozott értéktol vald eltérés nagy-
sagaként értelmezik a kockazatot, az abszolit kockazati mérészamok pedig
egy adott pénzligyi pozicié megteremtéséhez sziikséges tékenagysiggal mérik
azt.

A kockazati mutatdk csoportositdsa torténhet annak alapjan is, hogy csak
bizonyos kedvezétlen értékeket veszlink-e figyelembe a mutaté kiszamitasanal
(pl. egy célértéknél csak kisebb értékeket) vagy az ingadozdsra jellemz6 vala-
mennyi értéket. Ezen az alapon beszélhetiink egyoldali vagy kétoldali muta-
tokrol.

A variancia kockéazati mértékként torténé hasznalatdnak a legfébb elénye,
hogy segitségével a portféliok kockazata visszavezethetd az egyedi befekteté-
sek kockdzatdra. Ezzel a portf6lié optimalizélds — az (1) modell megolda-
saval — analitikusan konnyen elvégezhetd. A variancia elényei kozott fontos
hangsilyozni, hogy szubadditiv, igy tdmogatja a diverzifikaciét. Alkalma-
zasanak hatranya ugyanakkor, hogy kétoldali kockazati mérték, igy nincs
Osszhangban a befektetok altal a kockazatrdl alkotott intuitiv képpel, mi-
szerint csak azoknak az értékeknek a bekovetkezése kedvezotlen a befektetd
szamara, amelyek a varhaté értéknél kisebbek.

A kockazatott érték nevének VaR roviditése a mutaté angol nevének
(Value at Risk) kezdSbetiiibél ered. Altalinos hasznélata csak az 1990-es
években honosodott meg a szakirodalomban, annak ellenére, hogy a vilag
jelentésebb multinaciondlis bankjai méar az 1970-es évek végétol kezdodbGen
hasznaltak belsé kockazat elérejelzé modelljeikben. Emlitésre méltd, hogy a
mérészam alkalmazasa valdjaban sokkal korabbrol eredeztetheto: az aktua-
riusok mar a huszadik szdzad elején hasznaltdk a belsé tartalékok becslésére.
A VaR befektetés-elméletben torténé alkalmazdsa Baumol (1963) nevéhez
kotodik, aki a kockazat mérésére a y — ko értéket javasolta. Az elézéekben
w a befektetés (portfdlié) varhaté hozama, o a portf6lié hozamanak szérésa,
k pedig az a szubjektiv paraméter, amely a dontéshozo kockazattal szem-
beni attitlidjét (kockdzatérzékenységét) fejezi ki. A Baumol altal bevezetett
kockazati méroszam elliptikus hozameloszlas esetén egyenértékii a kockazta-
tott értékkel.

Adott o megbizhatdsigi szinthez tartozéan a VaR a veszteségeloszlds a-
kvantilise:

P(L<VaR,)=F(VaR,) = «a, (3)

amelybol
VaR,(L)=F (), O0<a<l. (4)

A fentiekben az F~(a) a veszteséget jelentd véletlen véltozé (L) F(z) elosz-
lasfiiggvényének altaldnositott inverze (lasd Embrechts és szerzétérsai, 1999),
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azaz:

F7(a)=inf{zr e R| F(x) > a}. (5)

A VaR 1j szemléletet képvisel a kockézatkezelés gyakorlatdban. Legfébb
elonye, hogy veszteség alapt, abszolut kockazati mérték. Egyoldali mutaté-
ként a kedvezétlen értékeken alapul. Ertelmezése egyszerl, mert egy el6re
meghatarozott megbizhatdsagi szinthez tartozd maximalis veszteséget szam-
szertsiti. Eredménye kozértheto, mert a befektetés pénznemében adja meg a
kockézatot.

A kockaztatott érték kockdzati mértékként torténé felhasznédlasival kap-
csolatos egyik legfontosabb probléma, hogy nem veszi figyelembe a VaR-t
meghaladod veszteségeket, ami vastagszéli eloszlasok esetében a kockazat ala-
becsléséhez vezet. A VaR maésik hidanyossdga, hogy nem teljesiti a szubaddi-
tivitas kovetelményét, ezért a kockaztatott értékkel mért portfélié-kockazat
magasabb lehet, mint a portféliét alkotd értékpapirok kockazatanak Osszege.
Harmadik nagy hatranya, hogy nem konvex, igy a VaR-t minimalizalé port-
f6li6 nem hatarozhaté meg egyértelmiien.

A Bézeli Bizottsag 2004 juniusdban hozta nyilvédnossagra Bazel II (BCBS,
2004) néven ismert ajanldsait, amelyek a piaci kockdzat VaR-ral torténd
becslését tamogattak. A Bézel II ajéanldsok 2006-ban keriiltek be az Eurdpai
Uni6 altal foganatositott, az egyes tagorszagokra — igy Magyarorszag szamara
is — egységesen alkalmazandd pénziigyi szabalyozasba.

A VaR alkalmazasdval kapcsolatos kétségeiket mar a 2000-es évek elejétdl
kezd6doen megfogalmaztak a kutatok és a kockéazati szakértok. Egy sor olyan
tanulmany jelent meg, amely ramutatott a VaR hidnyossdgaira, sét a ,,Jour-
nal of Banking and Finance” 2002-ben kiilon kotetet is szentelt a kocké-
zatkezelés teriiletén el6forduld statisztikai és mérési probléméknak. Szegd
(2002) a kotetben megjelent tanulmanyokat bemutaté szerkesztéi elészavénak
a ,,Soha t6bbé VaR (ez nem sajtéhiba)” provokativ cimet adta. Kiemelte,
hogy a VaR alkalmazasa mddszertani szempontbdl ,,aggalyos”, és leginkdbb
a ,,problémakeresésben bizonyult megoldasnak”. A figyelmeztetd jelzéseket
azonban a bankok szabdlyozasaért felelés dontéshozok nem vették komolyan.

Egy igazan figyelemremélté mérfoldko a kockazatelmélet fejlédésében a
kockazati mértékek axiomatikus felépitése, azaz a kockazati méroszamoktol
elvart sajatossagok megfogalmazdsa és rendszerbe foglaldsa. A kockazati
axiémarendszerek koziil a leginkabb elfogadott az Artzner és szerzétérsai
(1999) koherens mértékeket leir6 rendszere, amelyre a szerzék nevének kezdé-
betiiibél all6 ADEH réviditéssel szokds hivatkozni. A rendszer négy axiémat
foglal magaba, a transzlaciés invariancia, a szubadditivitas, a pozitiv ho-
mogenités és a monotonitds tulajdonsigok megfogalmazdséra (1dsd bévebben:
Bugér, 2015).

A koherens kockazati mértékek nevezetes képviseléje a varhatd tobblet-
veszteség (ES — Expected Shortfall) vagy més néven feltételes kockazatott
érték (CVaR — Conditional Value at Risk). Meghatdrozott oz megbizhatGsagi
szinthez tartozéan ES a VaR-t meghaladd veszteségek varhaté értéke:

ES.(L)=E(L|L>VaR,). (6)
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Folytonos veszteségeloszldsra (6) a kovetkez alakot 6lti (Embrechts, 2014):
1 1

:l—a

ES. (L) VaR,(L)dx . (7)

(6%

Az ES olyan kockédzati mérték, amely egyrészt kikiiszobdli a VaR-ral kapcso-
latos mdédszertani problémék nagy részét, masrészt wjakat is felvet. Az ES
mindenekel6tt — a VaR-hoz hasonléan — egyoldali, abszolit mutaté. A VaR-
t meghaladd atlagos veszteségként értelmezhetd, ami kiilonos jelentéséggel
bir vastagszélli eloszlasok esetén. Mint mar emlitettiik, koherens kockazati
mérték, azaz eleget tesz az ADEH axiémarendszer kbvetelményeinek. A fenti-
eken tul emlitésre mélto technikai sajatossaga, hogy konvex. Ez utébbi tulaj-
donsag nagy jelentéséggel bir a portfélié-optimalizaldsban. A varhaté hozam-
varhato tobbletveszteség hatékony portfélidk eléallitasa — ahogy Rockafellar
és Uryasev (2000) megmutatta — egy linedris programozési feladat megoldésat
igényli.

Az ES becslésének pontossiagaban nagy szerepet jétszik az eloszldsfiigg-
vény szélének modellezése. Nem megfelel6 modell haszndlata esetén az ES
alkalmazdsa félrevezeto lehet, hiszen a VaR-ndl joval érzékenyebb a becslési
hibakra (Sarykalin és szerzétarsai, 2008). Adott konfidencia-szinten a VaR-
becslések altalaban stabilabbak, mint az ES becslések. Az eltérés a vastagszéli
eloszlasok esetén a legjelentosebb és elhanyagolhaté a normélishoz kozeli
eloszlas esetén. A mintaméret névelése csokkenti az ES becslésének hibajabdl
ered6 modellkockdzatot (Yamai és Yoshiba, 2002). A nagy minta elemszamot
azonban csak Monte Carlo szimuldciéval tudjuk biztositani.

Az ES alkalmazdsanak leginkabb vitatott pontja visszatesztelhetdségével
(back-testing) kapcsolatos. A visszatesztelés célja, hogy a kockézati mérték
elérejelzéseinek pontossagat értékeljiik multbeli adatok alapjan. Létezik egy
statisztikai tulajdonsag, az eliszitabilitas, amely lehetové teszi az elorejelzd
modellek rangsoroldsat. A kockdzat r(L) becsléfiiggvénye eliszitabilis, ha
egyértelmi megoldasa az alabbi egyenletnek:

r(L) = arg mlmE[s(x, Lyj, (8)

ahol s : IR? — [0, 00) szigorian konzisztens értékelé-fiiggvény.

Gneiting (2011) bizonyitotta, hogy az ES — a VaR-ral ellentétben — nem
eliszitabilis kockazati mérték. Egyes vélemények szerint az eliszitabilitas hi-
anya lehetetlenné teszi az ES alkalmazdsara épiilé modellek visszatesztelését
(ldsd példaul Carver, 2013). Mds szerzék kidllnak az ES-modellek visszatesz-
telhet8sége mellett. Acerbi és Székely (2014)* kifejlesztettek harom modell-
fliggetlen, nem parametrikus visszatesztelési eljardst. A biztaté eredmények
ellenére még sok ezen a teriileten a tennivalé addig, amig az alkalmazandd
modszertan tekintetében kielégité szakmai konszenzus sziiletik.

A pénziigyi szektor dinamikus fejlédése, az jonnan megjelend piaci in-
novacidk tjabb és tjabb megoldando kérdéseket vetnek fel a szabalyozdk sza-
méra. A médsodrendii jelzaloghitel-piaci vélsag felhivta a figyelmet a VaR-ral

4Kiilon érdekesség, hogy az emlitett szerz6k rdmutattak arra, hogy habar a VaR elisz-
itabilis, visszatesztelése sordn sohasem hasznaltak ki ezt a tulajdonsdgét.
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torténé kockdzatmérés tarthatatlansagara. A valsdg idején a bankok veszte-
ségei 1ényegesen meghaladtak a VaR-ral kalibralt minimalis tokekovetelmény
értékét. Ennek hatasara — csaknem egy évtizeddel a valsag kitorése utan —
2016 januarjaban — gyckeres valtozas kovetkezett be a bazeli szabédlyozasban:
a kereskedési konyvben szerepld, piaci kockazatnak kitett poziciok utan kép-
zend6 szabalyozoi tokekovetelmény megallapitasanal a VaR helyett az ES al-
kalmazdsét frtdk eld az in. belsé modellt hasznalé bankok szdméra (BCBS,
2016). Ezzel mintegy elismerést nyert az a sok er6feszités, amellyel az akadé-
miai szféra a kockdzati mértékek kutatdsdhoz hozzajdrult. Az ehhez fiizédé
euforikus képet némiképp arnyalja az ES visszateszteléséhez fiiz6do, fent
emlitett bizonytalansag. A szabdlyozas ezt gy igyekezett athidalni, hogy a
bels6 kockazatértékelé modell validitdsanak ellenérzésére tovabbra is a VaR
alkalmazdasat irja eld.

3.2 A linearis korrelaciotél a kopulakig

A linedris korrelacids egyiitthatéval kapcesolatos legfébb probléma, hogy kizé-
rélag a linedris fliggéséget méri. A korreldlatlansig csak akkor jelent fiigget-
lenséget, ha a valtozok egyiittes eloszlasa elliptikus. Napjainkban a pénziigyi
valtozok eloszlasa altalaban nélkiilozi a szimmetriat és vastagszélii. Ez utébbi
egylitt jar azzal, hogy a normalis eloszlasnal jelzetthez képest nagyobb a nagy
veszteségek egylittes bekovetkezésének az esélye. Mindez felveti a valtozdk
kozotti kapcsolatnak a linedris korreldciora alapozott becslésétol eltéré mo-
dellezésének igényét.

A linedris korrelaciés egyiitthaté alkalmazdsat az is korldtozza, hogy ki-
zarélag véges varianciaval rendelkezd valdsziniiségi valtozokra értelmezhetd.
Nem definialhaté példaul 2-nél nem nagyobb szabadsagfoki kétdimenzids t-
eloszlasra (Dowd, 2005).

Tovabbi jelentés probléma, hogy a linearis korrelacids egytitthaté nem
invaridns a valdsziniiségi valtozok szigorin monoton névekvo, nem linedris
T : IR — IR transzformécidjaval szemben, azaz:

p(T(X), T(Y)) # p(X,Y) . 9)

Ha példaul a befektetések hozamait logaritmikus hozamokksd alakitjuk, akkor
az egyes hozamparok kozotti korreldcié megvaltozik. Embrechts és szerzétar-
sai (2002) a linedris korrelaciéval kapcsolatos gyakori tévhitek elemzése sordn
két eltéré modellre tamaszkodva elvégezték két azonos peremeloszldssal ren-
delkez6 valdszinliségi valtozo egyiittes bekovetkezésének szimulalasat. Mind-
két modellben azonos volt a véaltozdk kozotti linearis korrelacié mértéke. A
kapott eredményeket az 1. dbra mutatja.
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1. dbra. Két azonos peremeloszldssal és megegyez8 korreldciés egyiitthatéval rendelkezé
eloszlas szimuldciéja. Forrds: Embrechts et al. (2002), 177. o.

A két modell &ltal reprezentdlt fiiggdségi struktira szemmel lathatéan
eltéré. Ha az igy szimulalt ponthalmaz két befektetésen elért veszteséget jel-
képez, akkor nyilvanvalé, hogy a masodik eset sokkal kedvezotlenebbiil érinti
a befektetdt, hiszen ebben az esetben nagyobb a nagy veszteségek egyiittes
bekdvetkezésének esélye. A példa meggy6zden mutatja, hogy a linedris kor-
relacié félrevezetd eredményeket adhat két véletlen valtozd kozotti kapcesolat
modellezésében.

A fenti problémaéra a kopula-mddszertan kinal megoldést.

Az n-dimenziés kopula az n-dimenziés egységkockdn értelmezett, n-val-
tozds C : [0,1]" — [0, 1] eloszlasfiiggvény, amelynek mindegyik marginélisa
egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumon.

A fenti meghatédrozashoz a kovetkezoképpen lehet eljutni: tekintsiink egy
véletlen (valdszintiségi) valtozokbdl allé n-dimenzids (X1, Xa, ..., X,) vek-
tort. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt n véletlen véltozé mindegyike folytonos,
azaz az

Fi(z;)=P(X; <z;) i=1,2,...,n (10)

egyvaltozés eloszlasfliiggvények folytonosak. A valdsziniliségi integrél-transz-
formécié alkalmazdsaval az eredeti véletlen véltozék mindegyike a [0, 1] in-
tervallumon egyenletes eloszlasuva valik, azaz

(U1, Ugy...,Up) = (F1(X1), Fa(Xa2), ..., Fh(Xy)) (11)

n-dimenzids vektor valamennyi komponense a [0, 1] intervallumon egyenletes
eloszldst valdsziniiségi véltozé. Az (X1, Xo, ..., X,)-hez tartozé kopula nem
més, mint az (U, Us,...,U,) egylittes eloszlasfiiggvénye:

C(ul,uQ,...,un) = P(Ul S ul,Ug S u2,...,Un S u”) . (12)
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Az alkalmazdsok szempontjabdl nagy jelentésége van Sklar (1959) tételének:

Ha H(z1,x2,...,Tn) egy n vdltozds eloszlasfiggvény, Fi,Fs,...,F, mar-
gindlisokkal, akkor létezik olyan n-dimenzios C kopula, amelyre:

H(le,.rg, e ,JJ”) - C(Fl(lil), FQ(-T;Q); v )Frb(‘r’rb)) . (13)

Amennyiben az Fy, Fs, ..., F, margindlisok mindegyike folytonos, akkor a C
kopula egyértelmiien meghatdrozott. Megforditva, ha C egy n-dimenzids kopu-
la és F1, Fy, ..., F, egyvdltozos eloszldsfligguények, akkor a tételben szerepld
H egy n-vdltozds eloszlasfiigguény Fi, Fs, ..., F, margindlisokkal.

Sklar fenti tétele lehetové teszi a margindlis eloszlasok és a fliggbségi struk-
tura szétvalasztasat. Igy a fliggdségi struktira ,,feltérképezése” két, jol elkii-
16nitheto 1épést foglal magaba:

1. A marginalis eloszldsok becslését, ami egyszeriibb feladat, mint az egyfit-
tes eloszlas becslése;

2. A kivant fligg&ségi struktira margindlis eloszlasokra torténd illesztését.

A kopula, mint a fiigg6ség altaldnos ,,mértéke” nagyfoki rugalmassigot
biztosit a modellezésben, mert az egyes kockazati tényezokre akar eltéré mar-
gindlis eloszlast is illeszthetiink. Sklar tételének felhasznaldsaval tetszoleges
eloszlds (amelynek margindlisai folytonosak) kopula fiiggvénye el6éllithaté az
alabbi médon:

Clur,uz, ... up) = H(Fy (wn), Fy (u2), - F (un)) (14)
ahol F,L-_1 (u;)i=1,2,...,n kifejezések a marginélis eloszlasfiiggvények inverz
fliggvényeit jelolik. A fent definidlt kopula stirliségfiiggvénye az aldbbi médon
értelmezheto:

5’”C(u1,u2, e ,u”)
5’u1 8“2 ce au” '

c(ug,ug, ... Uy) = (15)

4 A kopulak alkalmazasa a kockazat model-
lezésében

A tovabbiakban — a kétdimenzids esetre szoritkozva — azt mutatjuk be, hogyan
lehetséges egy portfélié ES-sel mért kockazatat becsiilni. A portfélié hoza-
meloszlasa — az dltalunk meghatarozott marginalis hozamokra és a hozamok
fiiggdségét jellemzd kopuldra (Bouyé és szerzétdrsai, 2000) tdmaszkodva —
Monte Carlo szimulaciéval allithaté el6.

A szimulécié 1épései a kovetkezdk:

1. Generélunk két, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldst valdsziniiségi
valtozét: vy, vs.
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2. Legyen u; = v;.

3. uy realizalt értéke alapjan szimulaljuk uy értékét a

GC(ul,uQ)
C =0 % = 16
(uz | u1) ou, vy (16)
feltételes eloszlasra tamaszkodva.
4. A (16) egyenletet megoldjuk ug-re.
5. u; (i = 1,2) segitségével generdljuk a kivant margindlisok egy-egy
értékét:
Flu)=r, (i=12). (17)

6. A fentiek alapjan egy szimulalt portfélié hozam:

R=wri+ (1 —w)ry. (18)

7. Az 1-6. 1épéseket m-szer ismételve m szami portfélidhozamhoz jutunk.

8. A kapott empirikus hozameloszldsbdl meghatéarozhaté ES (a kivint «
konfidenciaszinten).

A (18) Gsszefiiggésben szerepl6 w portfdlié sily véltoztatdsival az ES becslése
tetszbleges portfolio-allokaciéra elvégezhetd.

Az el6zbekben leirt szimulacié valédi tézsdei adatsorokon torténd meg-
valositdsanak eredményét a 2. dbra szemlélteti. Az elemzés elvégzéséhez
a londoni tézsdeindex (FTSE100) két, itt nem nevesitett Osszetevéjének,
2008. janudr 3. és 2010. januar 4. kozotti, napi bontasu arfolyam-idésorat
vettitk alapul. A két idésorbdl szarmaztatott napi hozamok felhasznéldsaval
becstltiik a két értékpapir varhaté hozamat, szorasat és a hozamaik kozotti
korrelaciét. Mig a hozamokra normalis marginalisokat illesztettiink, addig
a fiiggdségi kapcsolatot kétféle modon modelleztitk. Egyrészt Gauss-kopu-
laval, ami jelen esetben annak felel meg, hogy a hozamok kozotti kapcsolat
er0sségét a linearis korrelaciés egyiitthatoval mérjiik. Masrészt a normalis
marginalisokra Clayton-kopulat iiltettiink. Ez a tapasztalatok szerint kiilo-
nosen hasznosnak bizonyul befektetési portfoliok esetében, amikor a hozamok
viszonylag erds fliggdséget mutatnak a negativ széleken, azaz a nagy veszte-
ségek tartomdnydban (Breymann és szerzOtarsai, 2003).

A Clayton-kopula eloszlasfiiggvénye:

Co(ur,uz) = max(uy? +uy? —1,0)71/7 (19)

ahol 6 € [~1,00) \ {0} a kopula paramétere.®

59 az adatokbdl kénnyen becsiilhetd.
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2. dbra. Két értékpapirbdl 4llé portfélick kockdzat—varhaté hozam profilja két eltérd fiiggbségi
struktira esetén. Forrds: Bugar-Uzsoki (2013), 48. o.

A 2. abrardl leolvashatd, hogy minden olyan esetben aldbecsiiljiik a koc-
kazatot, amikor az egyes portfoliéelemek ko6zotti kapcsolat modellezésénél
— a nagy veszteségek egylittes bekovetkezését hangsilyozé Clayton-kopula
helyett — a linedris korrelacids egyiitthatéra tamaszkodunk. A fiiggéségi kap-
csolat eltéré modellezése 0,1%-0s vdrhaté hozamszint mellett — napi szin-
ten — példaul kozel egy 1 szazalékpontos névekedést okozott az ES becsiilt
értékében.

A kopuldk megjelenése és tulajdonsagaik kutatdsa nagyban hozzajarult
a véletlen valtozok fiiggdségének eredményes modellezéséhez. Fontos azon-
ban hangsilyozni, hogy hatékony felhasznaldsukhoz fontos kovetelmény al-
kalmazhatésaguk verifikalasa.

A kétdimenzids kopuldk tébb dimenziéra térténd lehetséges kiterjesztését
képviselik a Vine-kopuldk. JelentGségiik abban keresendo, hogy ezek lehetévé
teszik a tobbvaltozos fliggdségi kapcsolatok par-kopuldkkal — azaz magasabb
dimenziés kopulak alkalmazasa helyett kétdimenzids fiiggdségi strukturdkkal
— torténd hierarchikus modellezését (Aas et al., 2006).

5 Osszegzés

A tanulményban a befektetési kockazat mérésében a modern portfélié elmélet
kialakulasiaval kezd6d6 fejlodés fontosabb allomasait tekintettiik at. Kiilon-
kiilon tértiink ki a megfelel6 kockdzati mérték megvalasztasaval és a portfolio
elemek hozama ko6zotti kapcsolatot kifejezd fliggdségi mérték modellezésével
kapcsolatos megoldési javaslatokra.

Gyakorlati szempontbdl nagy jelentoségi az a dontés, amellyel a Bézeli
Bankfeliigyeleti Bizottsdg (BCBS) a varhaté tobbletveszteséget (ES) — a belsd
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modellben alkalmazandé kockazati mértékként — 2016 januarjaban beemelte a
szabalyozasba. Némiképp rontja a képet, hogy habar a kereskedési konyvben
szereplO, piaci kockazatnak kitett poziciok utan képzendd szabalyozdi toke-
kovetelmény megallapitasanal az ES hasznalatat irjak eld, a bels6 kockazatér-
tékel6 modell validitasanak ellenorzésére tovabbra is a VaR-t kell alkalmazni.

Donté jelentOségii tehat a jovore nézve, hogy a Feliigyelet megnyugtatd
modon ellendrizni tudja a bankok altal kifejlesztett belsé kockazatmérési mo-
dellek hitelességét. Ez megkivanja az ES-re vonatkozé visszatesztelési eljara-
sok fejlesztését és a lehetséges tesztek koziil annak a kivalasztasat, amely a
fenti kivanalmat képes teljesiteni.

Véleményem szerint egy masik fontos kutatdsi irany a Vine-kopuldk fel-
hasznalasa a portfélié-elemek fiiggdségi kapcsolatanak modellezésében. Nagy-
méretli portfélidkra e mddszertan alkalmazdsanak nehézségét az jelenti, hogy
a tobbdimenzids fiiggdségi struktira par-kopuldkra torténé felbontasa nem
egyértelmii és nagy a vizsgalando lehet6ségek szama.

Fontos megjegyezni, hogy a kopula-moddszertan lehetéséget kindlhat eltérd
kockazati tényezOknek — elsGsorban piaci és hitelkockazatnak — kitett banki
portfélio elemek fliggdségi kapcsolatanak modellezésében is.
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MILESTONES IN MODELLING INVESTMENT RISK

This paper reviews the most important milestones of the methodological develop-
ment in modelling investment risk. This process requires the estimation of portfolio
risk, and it has two critical points. The first one is the proper selection of risk mea-
sure and the second one is the correct modelling of dependency between different
portfolio elements. After reviewing the most important features characterizing the
development from variance to expected shortfall in measuring risk and from lin-
ear correlation to copula approach in modelling dependency, it will be shown how
copula methodology can be used in estimating expected shortfall.

Keywords: portfolio optimization, risk measure, copula



