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M¶ERFÄOLDKÄOVEK A BEFEKTET¶ESI KOCK¶AZAT
MODELLEZ¶ES¶EBEN1

BUG¶AR GYÄONGYI
PTE KTK

A tanulm¶any a befektet¶esi kock¶azat modellez¶es¶eben napjainkig v¶egbement
m¶odszertani fejl}od¶es fontosabb m¶erfÄoldkÄoveit tekinti ¶at. A befektet¶esi kock¶a-
zat modellez¶ese befektet¶es-kombin¶aci¶ok, azaz portf¶oli¶ok kock¶azat¶anak becs-
l¶es¶et ig¶enyli. E folyamat k¶et kritikus pontj¶at a kock¶azati m¶ert¶ek j¶o megv¶a-
laszt¶asa ¶es az egyes portf¶oli¶o elemek kÄozÄotti kapcsolat szoross¶ag¶anak korrekt
m¶er¶ese k¶epezi. A varianci¶at¶ol a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶egig illetve a line¶aris
korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ot¶ol a kopul¶ak alkalmaz¶as¶aig tart¶o fejl}od¶es f}obb saj¶atos-
s¶againak ¶attekint¶es¶et kÄovet}oen megmutatjuk, hogyan alkalmazhat¶o a kopula-
m¶odszertan a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶eg becsl¶ese sor¶an.

Kulcsszavak: portf¶oli¶o optimaliz¶al¶as, kock¶azati m¶ert¶ek, kopula

1 Bevezet¶es

SzegÄo (2004), a Journal of Banking and Finance foly¶oirat egykori f}oszer-
keszt}oje a p¶enzÄugyi kutat¶asok szakterÄulet¶enek ,,harmadik forradalmak¶ent"
eml¶³tette a kock¶azatm¶er¶es terÄulet¶en az 1990-es ¶evek v¶eg¶et}ol felgyorsult ku-
tat¶asi ¶erdekl}od¶est. Mindez j¶ol ¶erz¶ekelteti, hogy a modern portf¶oli¶o elm¶elet
kialakul¶as¶at¶ol kezd}od}oen { de kÄulÄonÄosen az ut¶obbi k¶et ¶evtizedben { e t¶ema-
kÄorben sz¶amos ¶ert¶ekes hozz¶aj¶arul¶as szÄuletett.

A kock¶azat megfelel}o modellez¶ese nemcsak a befektet¶esi portf¶oli¶ok opti-
maliz¶al¶as¶aban j¶atszik kulcsfontoss¶ag¶u szerepet, hanem dÄont}o jelent}os¶eg}u a
bankok szab¶alyoz¶oi t}okekÄovetelm¶eny¶enek meg¶allap¶³t¶as¶aban, valamint a biz-
tos¶³t¶asi tev¶ekenys¶egben is.

A jelen ¶³r¶as c¶elja, hogy ¶attekintse a befektet¶esi portf¶oli¶ok kock¶azat¶anak
becsl¶es¶eben v¶egbement m¶odszertani fejl}od¶es f}obb saj¶atoss¶agait, ¶es r¶amutasson
n¶eh¶any jÄov}oben megoldand¶o probl¶em¶ara is.

A tanulm¶any az al¶abbi m¶odon ¶epÄul fel: a kÄovetkez}o r¶esz Markowitz mo-
dern portf¶oli¶o elm¶eletet megalapoz¶o modellj¶et mutatja be, majd r¶at¶erÄunk
a befektet¶esi kock¶azat becsl¶es¶evel kapcsolatos probl¶em¶akra. Ezek kÄozÄott
kÄulÄon alfejezetekben tekintjÄuk ¶at a kock¶azati- ¶es a fÄugg}os¶egi m¶ert¶ek meg-
v¶alaszt¶as¶aval kapcsolatos fejl}od¶es fontosabb ¶allom¶asait. Ezt kÄovet}oen meg-
mutatjuk, hogyan haszn¶alhat¶o a kopula m¶odszertan napjaink ,,favoriz¶alt"
kock¶azati m¶ert¶ek¶enek, a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶egnek (ES) a becsl¶es¶eben. A
tanulm¶anyt rÄovid Äosszefoglal¶assal ¶es n¶eh¶any, a szÄuks¶eges jÄov}obeli kutat¶asi
ir¶anyokat felv¶azol¶o megjegyz¶essel z¶arjuk.

1Be¶erkezett: 2017. febru¶ar 4. E-mail: bugar@ktk.pte.hu.
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2 A modern portf¶oli¶o elm¶elet megalapoz¶asa

A kock¶azat Äon¶all¶o dÄont¶esi v¶altoz¶ok¶ent tÄort¶en}o alkalmaz¶asa ¶es a modern port-
f¶oli¶o elm¶elet megalapoz¶asa Markowitz nev¶ehez kÄothet}o.

A modern portf¶oli¶o-elm¶elet kezdete az 1950-es ¶evekre tehet}o. Markowitz
(1952) de¯ni¶alta a v¶arhat¶o hozam-kock¶azat hat¶ekonys¶ag fogalm¶at ¶es a koc-
k¶azatot c¶elfÄuggv¶enyk¶ent bevonta az optim¶alis befektet¶es-kombin¶aci¶o kialak¶³-
t¶as¶anak folyamat¶aba. Mind az egyedi befektet¶esek rangsorol¶as¶aban, mind
pedig a portf¶oli¶ok optimaliz¶al¶as¶aban { azaz a portf¶oli¶ot alkot¶o egyes befekte-
t¶esek optim¶alis ar¶any¶anak meghat¶aroz¶as¶aban { k¶et dÄont¶esi v¶altoz¶ot alkalma-
zott: a v¶arhat¶o hozamot (E) ¶es a hozamok varianci¶aj¶at (V ). M¶³g az els}ovel az
¶atlagos jÄovedelmez}os¶eget, addig a m¶asodikkal a befektet¶es kock¶azat¶at jelle-
mezte. A portf¶oli¶ot alkot¶o egyedi befektet¶esek hozama kÄozÄotti kapcsolat
szoross¶ag¶anak m¶er¶es¶ere ugyanakkor a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ot hasz-
n¶alta fel.

A Markowitz-f¶ele E-V hat¶ekony portf¶oli¶ok { a bemen}o param¶eterek (¹ ¶es
C) becsl¶es¶et kÄovet}oen { egy kvadratikus parametrikus programoz¶asi feladat
megold¶as¶aval nyerhet}ok:

xTCx = V ! min

¹Tx = E

Ax = b

x ¸ 0

(1)

Az (1) modellben szerepl}o x ¶es ¹ n-dimenzi¶os vektorok megfelel}o kom-
ponensei az egyes ¶ert¶ekpap¶³rokba fektetett t}okeh¶anyadot ¶es az ¶ert¶ekpap¶³rok
v¶arhat¶o hozam¶at jelentik. A a portf¶oli¶o kiv¶alaszt¶ast korl¶atoz¶o line¶aris fel-
t¶etelrendszer egyÄutthat¶om¶atrixa (m £ n-es), C pedig a hozamok variancia-
kovariancia m¶atrixa (n£n-es). E a l¶etrehozott portf¶oli¶o v¶arhat¶o hozam¶anak,
m¶³g V a portf¶oli¶ohozam varianci¶aj¶anak jelÄol¶es¶ere szolg¶al, a T szimb¶olum pedig
a megfelel}o vektor transzpon¶altj¶ara utal. A feladat megold¶asa n ¶ert¶ekpap¶³rb¶ol
¶all¶o portf¶oli¶o eset¶eben az egyes (lehets¶eges) v¶arhat¶o hozamszintekhez tar-
toz¶o, minim¶alis varianci¶at biztos¶³t¶o befektet¶esi ar¶anyok (x) meghat¶aroz¶as¶at
c¶elozza. Mint l¶athat¶o, a fel¶³rt modellben kiz¶artuk a fedezetlen elad¶asokat
(short sales), azaz azt, hogy az egyes ¶ert¶ekpap¶³rokba tÄort¶en}o befektet¶esi ar¶a-
nyok negat¶³vak legyenek.

Az (1) modellben az egyes ¶ert¶ekpap¶³r-p¶arok hozama kÄozÄotti kapcsolat
er}oss¶eg¶et a Pearson-f¶ele line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o m¶eri:

½(ri; rj) =
C(ri; rj)

¾(ri)¾(rj)
=

Cij

¾i¾j
i = 1; 2; . . . ; n; j = 1; 2; . . . ; n : (2)

A (2) ÄosszefÄugg¶esben ½(ri; rj) az i ¶es j ¶ert¶ekpap¶³r-p¶ar hozama kÄozÄotti korre-
l¶aci¶ot, Cij pedig a kÄoztÄuk l¶ev}o kovarianci¶at jelenti (az (1) modellben szerepl}o
variancia-kovariancia m¶atrix megfelel}o eleme). ¾i az i ¶ert¶ekpap¶³r hozam¶anak
sz¶or¶asa, amelyre ¾2

i = Cii (i = 1; 2; . . . ; n).
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Markowitz az E-V hat¶ekony portf¶oli¶ok analitikus meghat¶aroz¶as¶ara { azaz
az (1)-ben szerepl}o probl¶ema megold¶as¶ara a Kuhn-Tucker felt¶eteleket alkal-
mazva { kidolgozta az ¶un. kritikus vonal algoritmust. Bebizony¶³totta, hogy
az (1) modell megold¶asait k¶epez}o hat¶ekony portf¶oli¶ok szakaszonk¶ent line¶aris
halmazt alkotnak az n-dimenzi¶os t¶erben. Ennek a szakaszonk¶ent line¶aris
halmaznak a megfelel}o szakaszai a kritikus vonalak (innen az algoritmus el-
nevez¶ese).2

Markowitz modellj¶et { amelynek kifejleszt¶es¶e¶ert 1990-ben megkapta a
kÄozgazdas¶agi Nobel-d¶³jat { sok kritika ¶erte amiatt, hogy alkalmaz¶asa csak
abban az esetben tekinthet}o elm¶eletileg teljesen megalapozottnak, ha a be-
fektet}o hasznoss¶agi fÄuggv¶enye kvadratikus vagy a befektet¶es hozama norm¶alis
eloszl¶as¶u. Eftekhari ¶es szerz}ot¶arsai (2000) az elliptikus eloszl¶ast (amelynek
speci¶alis esete a norm¶alis eloszl¶as) eml¶³tik annak felt¶etelek¶ent, hogy a koc-
k¶azat a variancia seg¶³ts¶eg¶evel egzakt m¶odon m¶erhet}o legyen. Szeg}o (2005)
kimutatta, hogy a hozamok elliptikus eloszl¶asa minden olyan kock¶azati mu-
tat¶o alkalmazhat¶os¶ag¶anak alapfelt¶etele, amely a hozamok kÄozÄotti kapcsolat
m¶er¶es¶ere a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ot haszn¶alja.

Markowitz (1991) a fent eml¶³tett felt¶eteleken t¶ul ¶ujabb, empirikusan is al¶a-
t¶amaszthat¶o ¶erveket hozott fel modellje el}onyeinek ¶erz¶ekeltet¶es¶ere. R¶amuta-
tott ugyanakkor arra is, hogy m¶odszere ¶altal¶aban csak kÄozel¶³t}o megold¶ast ad.
Az eml¶³tett ¶ervek mÄogÄott megh¶uz¶od¶o alapgondolat, hogy m¶odszere Äosszhang-
ban van a v¶arhat¶o hasznoss¶ag maximaliz¶al¶as¶aval. Igazolta, hogy a befektet}o
hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶enek m¶asodfok¶u polinommal val¶o kÄozel¶³t¶ese { bizonyos
hasznoss¶agi fÄuggv¶enyoszt¶alyokra { kÄozel azonos eredm¶enyekhez vezet, mint
amelyekhez a Markowitz-modell alkalmaz¶as¶aval jutunk.3

3 Kritikus pontok a befektet¶esi kock¶azat mo-
dellez¶es¶eben

A befektet¶esi kock¶azat m¶er¶ese egy befektet¶es-kombin¶aci¶o, azaz portf¶oli¶o koc-
k¶azat¶anak becsl¶es¶et ig¶enyli. Ennek a folyamatnak k¶et kritikus Äosszetev}oje van
(Dowd, 2005). Az els}o egy megfelel}o kock¶azati m¶er}osz¶am azonos¶³t¶asa ¶es alkal-
maz¶asa, m¶³g a m¶asodik a portf¶oli¶oban szerepl}o kÄulÄonf¶ele egyedi befektet¶esek
hozama egyÄuttmozg¶as¶anak (statisztikai fÄugg}os¶eg¶enek) sz¶amszer}us¶³t¶ese. Nap-
jainkra bebizonyosodott, hogy a kock¶azat becsl¶es¶eben sz¶eleskÄor}uen haszn¶alt
m¶er}osz¶amok, mint p¶eld¶aul a variancia vagy a kock¶aztatott ¶ert¶ek, megb¶³z-
hatatlanok. Egy tov¶abbi jelent}os kih¶³v¶as, hogy az egyes portf¶oli¶o elemek
hozama kÄozÄotti kapcsolatnak a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ora alapozott
becsl¶ese torz k¶epet ad a hozamok kÄozÄotti kapcsolat er}oss¶eg¶er}ol.

2Az E-V hat¶ekony portf¶oli¶ok explicit sz¶armaztat¶as¶ahoz kapcsol¶od¶oan VÄorÄos J¶ozsefnek
jelentek meg ¶ert¶ekes munk¶ai. L¶asd VÄorÄos (1986), VÄorÄos (1987) ¶es VÄorÄos et al. (1999).

3A fentieket l¶asd r¶eszletesen Bug¶ar (1997).
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3.1 A varianci¶at¶ol a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶egig

A kock¶azati m¶ert¶ekeket tÄobb szempont szerint rendszerezhetjÄuk. Az egyik {
tal¶an legink¶abb elterjedt { csoportos¶³t¶as azon alapul, hogy valamihez viszo-
ny¶³tva hat¶arozzuk-e meg kock¶azat ¶ert¶ek¶et, vagy ¶un. abszol¶ut m¶odon. Ebben
az ¶ertelemben relat¶³v ¶es abszol¶ut m¶er}osz¶amokat kÄulÄonbÄoztethetÄunk meg. A
relat¶³v kock¶azati mutat¶ok egy el}ore meghat¶arozott ¶ert¶ekt}ol val¶o elt¶er¶es nagy-
s¶agak¶ent ¶ertelmezik a kock¶azatot, az abszol¶ut kock¶azati m¶er}osz¶amok pedig
egy adott p¶enzÄugyi poz¶³ci¶o megteremt¶es¶ehez szÄuks¶eges t}okenagys¶aggal m¶erik
azt.

A kock¶azati mutat¶ok csoportos¶³t¶asa tÄort¶enhet annak alapj¶an is, hogy csak
bizonyos kedvez}otlen ¶ert¶ekeket veszÄunk-e ¯gyelembe a mutat¶o kisz¶am¶³t¶as¶an¶al
(pl. egy c¶el¶ert¶ekn¶el csak kisebb ¶ert¶ekeket) vagy az ingadoz¶asra jellemz}o vala-
mennyi ¶ert¶eket. Ezen az alapon besz¶elhetÄunk egyoldali vagy k¶etoldali muta-
t¶okr¶ol.

A variancia kock¶azati m¶ert¶ekk¶ent tÄort¶en}o haszn¶alat¶anak a legf}obb el}onye,
hogy seg¶³ts¶eg¶evel a portf¶oli¶ok kock¶azata visszavezethet}o az egyedi befektet¶e-
sek kock¶azat¶ara. Ezzel a portf¶oli¶o optimaliz¶al¶as { az (1) modell megold¶a-
s¶aval { analitikusan kÄonnyen elv¶egezhet}o. A variancia el}onyei kÄozÄott fontos
hangs¶ulyozni, hogy szubaddit¶³v, ¶³gy t¶amogatja a diverzi¯k¶aci¶ot. Alkalma-
z¶as¶anak h¶atr¶anya ugyanakkor, hogy k¶etoldali kock¶azati m¶ert¶ek, ¶³gy nincs
Äosszhangban a befektet}ok ¶altal a kock¶azatr¶ol alkotott intuit¶³v k¶eppel, mi-
szerint csak azoknak az ¶ert¶ekeknek a bekÄovetkez¶ese kedvez}otlen a befektet}o
sz¶am¶ara, amelyek a v¶arhat¶o ¶ert¶ekn¶el kisebbek.

A kock¶azatott ¶ert¶ek nev¶enek VaR rÄovid¶³t¶ese a mutat¶o angol nev¶enek
(Value at Risk) kezd}obet}uib}ol ered. ¶Altal¶anos haszn¶alata csak az 1990-es
¶evekben honosodott meg a szakirodalomban, annak ellen¶ere, hogy a vil¶ag
jelent}osebb multinacion¶alis bankjai m¶ar az 1970-es ¶evek v¶eg¶et}ol kezd}od}oen
haszn¶alt¶ak bels}o kock¶azat el}orejelz}o modelljeikben. Eml¶³t¶esre m¶elt¶o, hogy a
m¶er}osz¶am alkalmaz¶asa val¶oj¶aban sokkal kor¶abbr¶ol eredeztethet}o: az aktu¶a-
riusok m¶ar a huszadik sz¶azad elej¶en haszn¶alt¶ak a bels}o tartal¶ekok becsl¶es¶ere.
A VaR befektet¶es-elm¶eletben tÄort¶en}o alkalmaz¶asa Baumol (1963) nev¶ehez
kÄot}odik, aki a kock¶azat m¶er¶es¶ere a ¹ ¡ k¾ ¶ert¶eket javasolta. Az el}oz}oekben
¹ a befektet¶es (portf¶oli¶o) v¶arhat¶o hozama, ¾ a portf¶oli¶o hozam¶anak sz¶or¶asa,
k pedig az a szubjekt¶³v param¶eter, amely a dÄont¶eshoz¶o kock¶azattal szem-
beni attit}udj¶et (kock¶azat¶erz¶ekenys¶eg¶et) fejezi ki. A Baumol ¶altal bevezetett
kock¶azati m¶er}osz¶am elliptikus hozameloszl¶as eset¶en egyen¶ert¶ek}u a kock¶azta-
tott ¶ert¶ekkel.

Adott ® megb¶³zhat¶os¶agi szinthez tartoz¶oan a VaR a vesztes¶egeloszl¶as ®-
kvantilise:

P (L · V aR®) = F (V aR®) = ® ; (3)

amelyb}ol

V aR®(L) = F Ã(®) ; 0 < ® < 1 : (4)

A fentiekben az FÃ(®) a vesztes¶eget jelent}o v¶eletlen v¶altoz¶o (L) F (x) elosz-
l¶asfÄuggv¶eny¶enek ¶altal¶anos¶³tott inverze (l¶asd Embrechts ¶es szerz}ot¶arsai, 1999),



M¶erfÄoldkÄovek a befektet¶esi kock¶azat modellez¶es¶eben 23

azaz:
F Ã(®) = inffx 2 IR j F (x) ¸ ®g : (5)

A VaR ¶uj szeml¶eletet k¶epvisel a kock¶azatkezel¶es gyakorlat¶aban. Legf}obb
el}onye, hogy vesztes¶eg alap¶u, abszol¶ut kock¶azati m¶ert¶ek. Egyoldali mutat¶o-
k¶ent a kedvez}otlen ¶ert¶ekeken alapul. ¶Ertelmez¶ese egyszer}u, mert egy el}ore
meghat¶arozott megb¶³zhat¶os¶agi szinthez tartoz¶o maxim¶alis vesztes¶eget sz¶am-
szer}us¶³ti. Eredm¶enye kÄoz¶erthet}o, mert a befektet¶es p¶enznem¶eben adja meg a
kock¶azatot.

A kock¶aztatott ¶ert¶ek kock¶azati m¶ert¶ekk¶ent tÄort¶en}o felhaszn¶al¶as¶aval kap-
csolatos egyik legfontosabb probl¶ema, hogy nem veszi ¯gyelembe a VaR-t
meghalad¶o vesztes¶egeket, ami vastagsz¶el}u eloszl¶asok eset¶eben a kock¶azat al¶a-
becsl¶es¶ehez vezet. A VaR m¶asik hi¶anyoss¶aga, hogy nem teljes¶³ti a szubaddi-
tivit¶as kÄovetelm¶eny¶et, ez¶ert a kock¶aztatott ¶ert¶ekkel m¶ert portf¶oli¶o-kock¶azat
magasabb lehet, mint a portf¶oli¶ot alkot¶o ¶ert¶ekpap¶³rok kock¶azat¶anak Äosszege.
Harmadik nagy h¶atr¶anya, hogy nem konvex, ¶³gy a VaR-t minimaliz¶al¶o port-
f¶oli¶o nem hat¶arozhat¶o meg egy¶ertelm}uen.

A B¶azeli Bizotts¶ag 2004 j¶unius¶aban hozta nyilv¶anoss¶agra B¶azel II (BCBS,
2004) n¶even ismert aj¶anl¶asait, amelyek a piaci kock¶azat VaR-ral tÄort¶en}o
becsl¶es¶et t¶amogatt¶ak. A B¶azel II aj¶anl¶asok 2006-ban kerÄultek be az Eur¶opai
Uni¶o ¶altal foganatos¶³tott, az egyes tagorsz¶agokra {¶³gy Magyarorsz¶ag sz¶am¶ara
is { egys¶egesen alkalmazand¶o p¶enzÄugyi szab¶alyoz¶asba.

A VaR alkalmaz¶as¶aval kapcsolatos k¶ets¶egeiket m¶ar a 2000-es ¶evek elej¶et}ol
kezd}od}oen megfogalmazt¶ak a kutat¶ok ¶es a kock¶azati szak¶ert}ok. Egy sor olyan
tanulm¶any jelent meg, amely r¶amutatott a VaR hi¶anyoss¶agaira, s}ot a ,,Jour-
nal of Banking and Finance" 2002-ben kÄulÄon kÄotetet is szentelt a kock¶a-
zatkezel¶es terÄulet¶en el}ofordul¶o statisztikai ¶es m¶er¶esi probl¶em¶aknak. SzegÄo
(2002) a kÄotetben megjelent tanulm¶anyokat bemutat¶o szerkeszt}oi el}oszav¶anak
a ,,Soha tÄobb¶e VaR (ez nem sajt¶ohiba)" provokat¶³v c¶³met adta. Kiemelte,
hogy a VaR alkalmaz¶asa m¶odszertani szempontb¶ol ,,agg¶alyos", ¶es legink¶abb
a ,,probl¶emakeres¶esben bizonyult megold¶asnak". A ¯gyelmeztet}o jelz¶eseket
azonban a bankok szab¶alyoz¶as¶a¶ert felel}os dÄont¶eshoz¶ok nem vett¶ek komolyan.

Egy igaz¶an ¯gyelemrem¶elt¶o m¶erfÄoldk}o a kock¶azatelm¶elet fejl}od¶es¶eben a
kock¶azati m¶ert¶ekek axiomatikus fel¶ep¶³t¶ese, azaz a kock¶azati m¶er}osz¶amokt¶ol
elv¶art saj¶atoss¶agok megfogalmaz¶asa ¶es rendszerbe foglal¶asa. A kock¶azati
axi¶omarendszerek kÄozÄul a legink¶abb elfogadott az Artzner ¶es szerz}ot¶arsai
(1999) koherens m¶ert¶ekeket le¶³r¶o rendszere, amelyre a szerz}ok nev¶enek kezd}o-
bet}uib}ol ¶all¶o ADEH rÄovid¶³t¶essel szok¶as hivatkozni. A rendszer n¶egy axi¶om¶at
foglal mag¶aba, a transzl¶aci¶os invariancia, a szubadditivit¶as, a pozit¶³v ho-
mogenit¶as ¶es a monotonit¶as tulajdons¶agok megfogalmaz¶as¶ara (l¶asd b}ovebben:
Bug¶ar, 2015).

A koherens kock¶azati m¶ert¶ekek nevezetes k¶epvisel}oje a v¶arhat¶o tÄobblet-
vesztes¶eg (ES { Expected Shortfall) vagy m¶as n¶even felt¶eteles kock¶azatott
¶ert¶ek (CVaR { Conditional Value at Risk). Meghat¶arozott ® megb¶³zhat¶os¶agi
szinthez tartoz¶oan ES a VaR-t meghalad¶o vesztes¶egek v¶arhat¶o ¶ert¶eke:

ES®(L) = E(L j L > V aR®) : (6)
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Folytonos vesztes¶egeloszl¶asra (6) a kÄovetkez}o alakot Äolti (Embrechts, 2014):

ES®(L) =
1

1 ¡ ®

Z 1

®

V aRx(L) dx : (7)

Az ES olyan kock¶azati m¶ert¶ek, amely egyr¶eszt kikÄuszÄobÄoli a VaR-ral kapcso-
latos m¶odszertani probl¶em¶ak nagy r¶esz¶et, m¶asr¶eszt ¶ujakat is felvet. Az ES
mindenekel}ott { a VaR-hoz hasonl¶oan { egyoldali, abszol¶ut mutat¶o. A VaR-
t meghalad¶o ¶atlagos vesztes¶egk¶ent ¶ertelmezhet}o, ami kÄulÄonÄos jelent}os¶eggel
b¶³r vastagsz¶el}u eloszl¶asok eset¶en. Mint m¶ar eml¶³tettÄuk, koherens kock¶azati
m¶ert¶ek, azaz eleget tesz az ADEH axi¶omarendszer kÄovetelm¶enyeinek. A fenti-
eken t¶ul eml¶³t¶esre m¶elt¶o technikai saj¶atoss¶aga, hogy konvex. Ez ut¶obbi tulaj-
dons¶ag nagy jelent}os¶eggel b¶³r a portf¶oli¶o-optimaliz¶al¶asban. A v¶arhat¶o hozam-
v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶eg hat¶ekony portf¶oli¶ok el}o¶all¶³t¶asa { ahogy Rockafellar
¶es Uryasev (2000) megmutatta { egy line¶aris programoz¶asi feladat megold¶as¶at
ig¶enyli.

Az ES becsl¶es¶enek pontoss¶ag¶aban nagy szerepet j¶atszik az eloszl¶asfÄugg-
v¶eny sz¶el¶enek modellez¶ese. Nem megfelel}o modell haszn¶alata eset¶en az ES
alkalmaz¶asa f¶elrevezet}o lehet, hiszen a VaR-n¶al j¶oval ¶erz¶ekenyebb a becsl¶esi
hib¶akra (Sarykalin ¶es szerz}ot¶arsai, 2008). Adott kon¯dencia-szinten a VaR-
becsl¶esek ¶altal¶aban stabilabbak, mint az ES becsl¶esek. Az elt¶er¶es a vastagsz¶el}u
eloszl¶asok eset¶en a legjelent}osebb ¶es elhanyagolhat¶o a norm¶alishoz kÄozeli
eloszl¶as eset¶en. A mintam¶eret nÄovel¶ese csÄokkenti az ES becsl¶es¶enek hib¶aj¶ab¶ol
ered}o modellkock¶azatot (Yamai ¶es Yoshiba, 2002). A nagy minta elemsz¶amot
azonban csak Monte Carlo szimul¶aci¶oval tudjuk biztos¶³tani.

Az ES alkalmaz¶as¶anak legink¶abb vitatott pontja visszatesztelhet}os¶eg¶evel
(back-testing) kapcsolatos. A visszatesztel¶es c¶elja, hogy a kock¶azati m¶ert¶ek
el}orejelz¶eseinek pontoss¶ag¶at ¶ert¶ekeljÄuk m¶ultbeli adatok alapj¶an. L¶etezik egy
statisztikai tulajdons¶ag, az eliszitabilit¶as, amely lehet}ov¶e teszi az el}orejelz}o
modellek rangsorol¶as¶at. A kock¶azat r(L) becsl}ofÄuggv¶enye eliszitabilis, ha
egy¶ertelm}u megold¶asa az al¶abbi egyenletnek:

r(L) = arg min
x

E
£
s(x; L)

¤
; (8)

ahol s : IR2 ! [0; 1) szigor¶uan konzisztens ¶ert¶ekel}o-fÄuggv¶eny.
Gneiting (2011) bizony¶³totta, hogy az ES { a VaR-ral ellent¶etben { nem

eliszitabilis kock¶azati m¶ert¶ek. Egyes v¶elem¶enyek szerint az eliszitabilit¶as hi-
¶anya lehetetlenn¶e teszi az ES alkalmaz¶as¶ara ¶epÄul}o modellek visszatesztel¶es¶et
(l¶asd p¶eld¶aul Carver, 2013). M¶as szerz}ok ki¶allnak az ES-modellek visszatesz-
telhet}os¶ege mellett. Acerbi ¶es Sz¶ekely (2014)4 kifejlesztettek h¶arom modell-
fÄuggetlen, nem parametrikus visszatesztel¶esi elj¶ar¶ast. A biztat¶o eredm¶enyek
ellen¶ere m¶eg sok ezen a terÄuleten a tennival¶o addig, am¶³g az alkalmazand¶o
m¶odszertan tekintet¶eben kiel¶eg¶³t}o szakmai konszenzus szÄuletik.

A p¶enzÄugyi szektor dinamikus fejl}od¶ese, az ¶ujonnan megjelen}o piaci in-
nov¶aci¶ok ¶ujabb ¶es ¶ujabb megoldand¶o k¶erd¶eseket vetnek fel a szab¶alyoz¶ok sz¶a-
m¶ara. A m¶asodrend}u jelz¶aloghitel-piaci v¶als¶ag felh¶³vta a ¯gyelmet a VaR-ral

4KÄulÄon ¶erdekess¶eg, hogy az eml¶³tett szerz}ok r¶amutattak arra, hogy hab¶ar a VaR elisz-
itabilis, visszatesztel¶ese sor¶an sohasem haszn¶alt¶ak ki ezt a tulajdons¶ag¶at.
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tÄort¶en}o kock¶azatm¶er¶es tarthatatlans¶ag¶ara. A v¶als¶ag idej¶en a bankok veszte-
s¶egei l¶enyegesen meghaladt¶ak a VaR-ral kalibr¶alt minim¶alis t}okekÄovetelm¶eny
¶ert¶ek¶et. Ennek hat¶as¶ara { csaknem egy ¶evtizeddel a v¶als¶ag kitÄor¶ese ut¶an {
2016 janu¶arj¶aban { gyÄokeres v¶altoz¶as kÄovetkezett be a b¶azeli szab¶alyoz¶asban:
a keresked¶esi kÄonyvben szerepl}o, piaci kock¶azatnak kitett poz¶³ci¶ok ut¶an k¶ep-
zend}o szab¶alyoz¶oi t}okekÄovetelm¶eny meg¶allap¶³t¶as¶an¶al a VaR helyett az ES al-
kalmaz¶as¶at ¶³rt¶ak el}o az ¶un. bels}o modellt haszn¶al¶o bankok sz¶am¶ara (BCBS,
2016). Ezzel mintegy elismer¶est nyert az a sok er}ofesz¶³t¶es, amellyel az akad¶e-
miai szf¶era a kock¶azati m¶ert¶ekek kutat¶as¶ahoz hozz¶aj¶arult. Az ehhez f}uz}od}o
euforikus k¶epet n¶emik¶epp ¶arnyalja az ES visszatesztel¶es¶ehez f}uz}od}o, fent
eml¶³tett bizonytalans¶ag. A szab¶alyoz¶as ezt ¶ugy igyekezett ¶athidalni, hogy a
bels}o kock¶azat¶ert¶ekel}o modell validit¶as¶anak ellen}orz¶es¶ere tov¶abbra is a VaR
alkalmaz¶as¶at ¶³rja el}o.

3.2 A line¶aris korrel¶aci¶ot¶ol a kopul¶akig

A line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval kapcsolatos legf}obb probl¶ema, hogy kiz¶a-
r¶olag a line¶aris fÄugg}os¶eget m¶eri. A korrel¶alatlans¶ag csak akkor jelent fÄugget-
lens¶eget, ha a v¶altoz¶ok egyÄuttes eloszl¶asa elliptikus. Napjainkban a p¶enzÄugyi
v¶altoz¶ok eloszl¶asa ¶altal¶aban n¶elkÄulÄozi a szimmetri¶at ¶es vastagsz¶el}u. Ez ut¶obbi
egyÄutt j¶ar azzal, hogy a norm¶alis eloszl¶asn¶al jelzetthez k¶epest nagyobb a nagy
vesztes¶egek egyÄuttes bekÄovetkez¶es¶enek az es¶elye. Mindez felveti a v¶altoz¶ok
kÄozÄotti kapcsolatnak a line¶aris korrel¶aci¶ora alapozott becsl¶es¶et}ol elt¶er}o mo-
dellez¶es¶enek ig¶eny¶et.

A line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o alkalmaz¶as¶at az is korl¶atozza, hogy ki-
z¶ar¶olag v¶eges varianci¶aval rendelkez}o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okra ¶ertelmezhet}o.
Nem de¯ni¶alhat¶o p¶eld¶aul 2-n¶el nem nagyobb szabads¶agfok¶u k¶etdimenzi¶os t-
eloszl¶asra (Dowd, 2005).

Tov¶abbi jelent}os probl¶ema, hogy a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o nem
invari¶ans a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok szigor¶un monoton nÄovekv}o, nem line¶aris
T : IR ! IR transzform¶aci¶oj¶aval szemben, azaz:

½(T (X); T (Y )) 6= ½(X;Y ) : (9)

Ha p¶eld¶aul a befektet¶esek hozamait logaritmikus hozamokk¶a alak¶³tjuk, akkor
az egyes hozamp¶arok kÄozÄotti korrel¶aci¶o megv¶altozik. Embrechts ¶es szerz}ot¶ar-
sai (2002) a line¶aris korrel¶aci¶oval kapcsolatos gyakori t¶evhitek elemz¶ese sor¶an
k¶et elt¶er}o modellre t¶amaszkodva elv¶egezt¶ek k¶et azonos peremeloszl¶assal ren-
delkez}o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o egyÄuttes bekÄovetkez¶es¶enek szimul¶al¶as¶at. Mind-
k¶et modellben azonos volt a v¶altoz¶ok kÄozÄotti line¶aris korrel¶aci¶o m¶ert¶eke. A
kapott eredm¶enyeket az 1. ¶abra mutatja.
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1. ¶abra. K¶et azonos peremeloszl¶assal ¶es megegyez}o korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval rendelkez}o
eloszl¶as szimul¶aci¶oja. Forr¶as: Embrechts et al. (2002), 177. o.

A k¶et modell ¶altal reprezent¶alt fÄugg}os¶egi strukt¶ura szemmel l¶athat¶oan
elt¶er}o. Ha az ¶³gy szimul¶alt ponthalmaz k¶et befektet¶esen el¶ert vesztes¶eget jel-
k¶epez, akkor nyilv¶anval¶o, hogy a m¶asodik eset sokkal kedvez}otlenebbÄul ¶erinti
a befektet}ot, hiszen ebben az esetben nagyobb a nagy vesztes¶egek egyÄuttes
bekÄovetkez¶es¶enek es¶elye. A p¶elda meggy}oz}oen mutatja, hogy a line¶aris kor-
rel¶aci¶o f¶elrevezet}o eredm¶enyeket adhat k¶et v¶eletlen v¶altoz¶o kÄozÄotti kapcsolat
modellez¶es¶eben.

A fenti probl¶em¶ara a kopula-m¶odszertan k¶³n¶al megold¶ast.
Az n-dimenzi¶os kopula az n-dimenzi¶os egys¶egkock¶an ¶ertelmezett, n-v¶al-

toz¶os C : [0; 1]n ! [0; 1] eloszl¶asfÄuggv¶eny, amelynek mindegyik margin¶alisa
egyenletes eloszl¶as¶u a [0; 1] intervallumon.

A fenti meghat¶aroz¶ashoz a kÄovetkez}ok¶eppen lehet eljutni: tekintsÄunk egy
v¶eletlen (val¶osz¶³n}us¶egi) v¶altoz¶okb¶ol ¶all¶o n-dimenzi¶os (X1; X2; . . . ;Xn) vek-
tort. TegyÄuk fel, hogy a vizsg¶alt n v¶eletlen v¶altoz¶o mindegyike folytonos,
azaz az

Fi(xi) = P (Xi · xi) i = 1; 2; . . . ; n (10)

egyv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyek folytonosak. A val¶osz¶³n}us¶egi integr¶al-transz-
form¶aci¶o alkalmaz¶as¶aval az eredeti v¶eletlen v¶altoz¶ok mindegyike a [0; 1] in-
tervallumon egyenletes eloszl¶as¶uv¶a v¶alik, azaz

(U1; U2; . . . ; Un) = (F1(X1); F2(X2); . . . ; Fn(Xn)) (11)

n-dimenzi¶os vektor valamennyi komponense a [0; 1] intervallumon egyenletes
eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o. Az (X1; X2; . . . ;Xn)-hez tartoz¶o kopula nem
m¶as, mint az (U1; U2; . . . ; Un) egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enye:

C(u1; u2; . . . ; un) = P (U1 · u1; U2 · u2; . . . ; Un · un) : (12)
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Az alkalmaz¶asok szempontj¶ab¶ol nagy jelent}os¶ege van Sklar (1959) t¶etel¶enek:

Ha H(x1; x2; . . . ; xn) egy n v¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny, F1; F2; . . . ; Fn mar-
gin¶alisokkal, akkor l¶etezik olyan n-dimenzi¶os C kopula, amelyre:

H(x1; x2; . . . ; xn) = C(F1(x1); F2(x2); . . . ; Fn(xn)) : (13)

Amennyiben az F1; F2; . . . ; Fn margin¶alisok mindegyike folytonos, akkor a C
kopula egy¶ertelm}uen meghat¶arozott. Megford¶³tva, ha C egy n-dimenzi¶os kopu-
la ¶es F1; F2; . . . ; Fn egyv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyek, akkor a t¶etelben szerepl}o
H egy n-v¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny F1; F2; . . . ; Fn margin¶alisokkal.

Sklar fenti t¶etele lehet}ov¶e teszi a margin¶alis eloszl¶asok ¶es a fÄugg}os¶egi struk-
t¶ura sz¶etv¶alaszt¶as¶at. ¶Igy a fÄugg}os¶egi strukt¶ura ,,felt¶erk¶epez¶ese" k¶et, j¶ol elkÄu-
lÄon¶³thet}o l¶ep¶est foglal mag¶aba:

1. A margin¶alis eloszl¶asok becsl¶es¶et, ami egyszer}ubb feladat, mint az egyÄut-
tes eloszl¶as becsl¶ese;

2. A k¶³v¶ant fÄugg}os¶egi strukt¶ura margin¶alis eloszl¶asokra tÄort¶en}o illeszt¶es¶et.

A kopula, mint a fÄugg}os¶eg ¶altal¶anos ,,m¶ert¶eke" nagyfok¶u rugalmass¶agot
biztos¶³t a modellez¶esben, mert az egyes kock¶azati t¶enyez}okre ak¶ar elt¶er}o mar-
gin¶alis eloszl¶ast is illeszthetÄunk. Sklar t¶etel¶enek felhaszn¶al¶as¶aval tetsz}oleges
eloszl¶as (amelynek margin¶alisai folytonosak) kopula fÄuggv¶enye el}o¶all¶³that¶o az
al¶abbi m¶odon:

C(u1; u2; . . . ; un) = H(F¡1
1 (u1); F

¡1
2 (u2); . . . ; F

¡1
n (un)) ; (14)

ahol F¡1
i (ui) i = 1; 2; . . . ; n kifejez¶esek a margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyek inverz

fÄuggv¶enyeit jelÄolik. A fent de¯ni¶alt kopula s}ur}us¶egfÄuggv¶enye az al¶abbi m¶odon
¶ertelmezhet}o:

c(u1; u2; . . . ; un) =
@nC(u1; u2; . . . ; un)

@u1@u2 . . .@un
: (15)

4 A kopul¶ak alkalmaz¶asa a kock¶azat model-
lez¶es¶eben

A tov¶abbiakban { a k¶etdimenzi¶os esetre szor¶³tkozva { azt mutatjuk be, hogyan
lehets¶eges egy portf¶oli¶o ES-sel m¶ert kock¶azat¶at becsÄulni. A portf¶oli¶o hoza-
meloszl¶asa { az ¶altalunk meghat¶arozott margin¶alis hozamokra ¶es a hozamok
fÄugg}os¶eg¶et jellemz}o kopul¶ara (Bouy¶e ¶es szerz}ot¶arsai, 2000) t¶amaszkodva {
Monte Carlo szimul¶aci¶oval ¶all¶³that¶o el}o.

A szimul¶aci¶o l¶ep¶esei a kÄovetkez}ok:

1. Gener¶alunk k¶et, a [0; 1] intervallumon egyenletes eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶ot: v1; v2.
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2. Legyen u1 = v1.

3. u1 realiz¶alt ¶ert¶eke alapj¶an szimul¶aljuk u2 ¶ert¶ek¶et a

C(u2 j u1) =
@C(u1; u2)

@u1
= v2 (16)

felt¶eteles eloszl¶asra t¶amaszkodva.

4. A (16) egyenletet megoldjuk u2-re.

5. ui (i = 1; 2) seg¶³ts¶eg¶evel gener¶aljuk a k¶³v¶ant margin¶alisok egy-egy
¶ert¶ek¶et:

F¡1(ui) = ri (i = 1; 2) : (17)

6. A fentiek alapj¶an egy szimul¶alt portf¶oli¶o hozam:

R = wr1 + (1 ¡ w)r2 : (18)

7. Az 1-6. l¶ep¶eseket m-szer ism¶etelve m sz¶am¶u portf¶oli¶ohozamhoz jutunk.

8. A kapott empirikus hozameloszl¶asb¶ol meghat¶arozhat¶o ES (a k¶³v¶ant ®
kon¯denciaszinten).

A (18) ÄosszefÄugg¶esben szerepl}o w portf¶oli¶o s¶uly v¶altoztat¶as¶aval az ES becsl¶ese
tetsz}oleges portf¶oli¶o-allok¶aci¶ora elv¶egezhet}o.

Az el}oz}oekben le¶³rt szimul¶aci¶o val¶odi t}ozsdei adatsorokon tÄort¶en}o meg-
val¶os¶³t¶as¶anak eredm¶eny¶et a 2. ¶abra szeml¶elteti. Az elemz¶es elv¶egz¶es¶ehez
a londoni t}ozsdeindex (FTSE100) k¶et, itt nem neves¶³tett Äosszetev}oj¶enek,
2008. janu¶ar 3. ¶es 2010. janu¶ar 4. kÄozÄotti, napi bont¶as¶u ¶arfolyam-id}osor¶at
vettÄuk alapul. A k¶et id}osorb¶ol sz¶armaztatott napi hozamok felhaszn¶al¶as¶aval
becsÄultÄuk a k¶et ¶ert¶ekpap¶³r v¶arhat¶o hozam¶at, sz¶or¶as¶at ¶es a hozamaik kÄozÄotti
korrel¶aci¶ot. M¶³g a hozamokra norm¶alis margin¶alisokat illesztettÄunk, addig
a fÄugg}os¶egi kapcsolatot k¶etf¶ele m¶odon modelleztÄuk. Egyr¶eszt Gauss-kopu-
l¶aval, ami jelen esetben annak felel meg, hogy a hozamok kÄozÄotti kapcsolat
er}oss¶eg¶et a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval m¶erjÄuk. M¶asr¶eszt a norm¶alis
margin¶alisokra Clayton-kopul¶at ÄultettÄunk. Ez a tapasztalatok szerint kÄulÄo-
nÄosen hasznosnak bizonyul befektet¶esi portf¶oli¶ok eset¶eben, amikor a hozamok
viszonylag er}os fÄugg}os¶eget mutatnak a negat¶³v sz¶eleken, azaz a nagy veszte-
s¶egek tartom¶any¶aban (Breymann ¶es szerz}ot¶arsai, 2003).

A Clayton-kopula eloszl¶asfÄuggv¶enye:

Cµ(u1; u2) = max(u¡µ
1 + u¡µ

2 ¡ 1; 0)¡1=µ ; (19)

ahol µ 2 [¡1; 1) n f0g a kopula param¶etere.5

5µ az adatokb¶ol kÄonnyen becsÄulhet}o.
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2. ¶abra. K¶et ¶ert¶ekpap¶³rb¶ol ¶all¶o portf¶oli¶ok kock¶azat{v¶arhat¶o hozam pro¯lja k¶et elt¶er}o fÄugg}os¶egi
strukt¶ura eset¶en. Forr¶as: Bug¶ar-Uzsoki (2013), 48. o.

A 2. ¶abr¶ar¶ol leolvashat¶o, hogy minden olyan esetben al¶abecsÄuljÄuk a koc-
k¶azatot, amikor az egyes portf¶oli¶oelemek kÄozÄotti kapcsolat modellez¶es¶en¶el
{ a nagy vesztes¶egek egyÄuttes bekÄovetkez¶es¶et hangs¶ulyoz¶o Clayton-kopula
helyett { a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ora t¶amaszkodunk. A fÄugg}os¶egi kap-
csolat elt¶er}o modellez¶ese 0,1%-os v¶arhat¶o hozamszint mellett { napi szin-
ten { p¶eld¶aul kÄozel egy 1 sz¶azal¶ekpontos nÄoveked¶est okozott az ES becsÄult
¶ert¶ek¶eben.

A kopul¶ak megjelen¶ese ¶es tulajdons¶agaik kutat¶asa nagyban hozz¶aj¶arult
a v¶eletlen v¶altoz¶ok fÄugg}os¶eg¶enek eredm¶enyes modellez¶es¶ehez. Fontos azon-
ban hangs¶ulyozni, hogy hat¶ekony felhaszn¶al¶asukhoz fontos kÄovetelm¶eny al-
kalmazhat¶os¶aguk veri¯k¶al¶asa.

A k¶etdimenzi¶os kopul¶ak tÄobb dimenzi¶ora tÄort¶en}o lehets¶eges kiterjeszt¶es¶et
k¶epviselik a Vine-kopul¶ak. Jelent}os¶egÄuk abban keresend}o, hogy ezek lehet}ov¶e
teszik a tÄobbv¶altoz¶os fÄugg}os¶egi kapcsolatok p¶ar-kopul¶akkal { azaz magasabb
dimenzi¶os kopul¶ak alkalmaz¶asa helyett k¶etdimenzi¶os fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶akkal
{ tÄort¶en}o hierarchikus modellez¶es¶et (Aas et al., 2006).

5 ÄOsszegz¶es

A tanulm¶anyban a befektet¶esi kock¶azat m¶er¶es¶eben a modern portf¶oli¶o elm¶elet
kialakul¶as¶aval kezd}od}o fejl}od¶es fontosabb ¶allom¶asait tekintettÄuk ¶at. KÄulÄon-
kÄulÄon t¶ertÄunk ki a megfelel}o kock¶azati m¶ert¶ek megv¶alaszt¶as¶aval ¶es a portf¶oli¶o
elemek hozama kÄozÄotti kapcsolatot kifejez}o fÄugg}os¶egi m¶ert¶ek modellez¶es¶evel
kapcsolatos megold¶asi javaslatokra.

Gyakorlati szempontb¶ol nagy jelent}os¶eg}u az a dÄont¶es, amellyel a B¶azeli
BankfelÄugyeleti Bizotts¶ag (BCBS) a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶eget (ES) { a bels}o
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modellben alkalmazand¶o kock¶azati m¶ert¶ekk¶ent { 2016 janu¶arj¶aban beemelte a
szab¶alyoz¶asba. N¶emik¶epp rontja a k¶epet, hogy hab¶ar a keresked¶esi kÄonyvben
szerepl}o, piaci kock¶azatnak kitett poz¶³ci¶ok ut¶an k¶epzend}o szab¶alyoz¶oi t}oke-
kÄovetelm¶eny meg¶allap¶³t¶as¶an¶al az ES haszn¶alat¶at¶³rj¶ak el}o, a bels}o kock¶azat¶er-
t¶ekel}o modell validit¶as¶anak ellen}orz¶es¶ere tov¶abbra is a VaR-t kell alkalmazni.

DÄont}o jelent}os¶eg}u teh¶at a jÄov}ore n¶ezve, hogy a FelÄugyelet megnyugtat¶o
m¶odon ellen}orizni tudja a bankok ¶altal kifejlesztett bels}o kock¶azatm¶er¶esi mo-
dellek hiteless¶eg¶et. Ez megk¶³v¶anja az ES-re vonatkoz¶o visszatesztel¶esi elj¶ar¶a-
sok fejleszt¶es¶et ¶es a lehets¶eges tesztek kÄozÄul annak a kiv¶alaszt¶as¶at, amely a
fenti k¶³v¶analmat k¶epes teljes¶³teni.

V¶elem¶enyem szerint egy m¶asik fontos kutat¶asi ir¶any a Vine-kopul¶ak fel-
haszn¶al¶asa a portf¶oli¶o-elemek fÄugg}os¶egi kapcsolat¶anak modellez¶es¶eben. Nagy-
m¶eret}u portf¶oli¶okra e m¶odszertan alkalmaz¶as¶anak neh¶ezs¶eg¶et az jelenti, hogy
a tÄobbdimenzi¶os fÄugg}os¶egi strukt¶ura p¶ar-kopul¶akra tÄort¶en}o felbont¶asa nem
egy¶ertelm}u ¶es nagy a vizsg¶aland¶o lehet}os¶egek sz¶ama.

Fontos megjegyezni, hogy a kopula-m¶odszertan lehet}os¶eget k¶³n¶alhat elt¶er}o
kock¶azati t¶enyez}oknek { els}osorban piaci ¶es hitelkock¶azatnak { kitett banki
portf¶oli¶o elemek fÄugg}os¶egi kapcsolat¶anak modellez¶es¶eben is.
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MILESTONES IN MODELLING INVESTMENT RISK

This paper reviews the most important milestones of the methodological develop-
ment in modelling investment risk. This process requires the estimation of portfolio
risk, and it has two critical points. The ¯rst one is the proper selection of risk mea-
sure and the second one is the correct modelling of dependency between di®erent
portfolio elements. After reviewing the most important features characterizing the
development from variance to expected shortfall in measuring risk and from lin-
ear correlation to copula approach in modelling dependency, it will be shown how
copula methodology can be used in estimating expected shortfall.

Keywords: portfolio optimization, risk measure, copula


