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KORRELACIO, TORLODASI JATEKOK, A GYAVA NYUL
JATEK!

FORGO FERENC
Budapesti Corvinus Egyetem

Komlési Sandor 70-ik sziletésnapjdra

Az n-személyes, kétkiszolgalds, egyszerli, vegyes, linearis torlédési jatékok
osztalyat vizsgdljuk abbdl a szempontbdl, hogy mennyire képes a puha kor-
reldlt egyensily (Forgé 2010) &ltal biztositott tédrsadalmi hasznossdg meg-
kozeliteni a tarsadalmi hasznossidg abszolit maximumat. FErre a célra a
kényszeritési érték mérészamat (Ashlagi et al. 2008) hasznaljuk. Bebizonyit-
juk, hogy a vizsgdlt jatékosztalyra a kényszeritési érték pontosan 2. Ennek a
jatékosztalynak egy alosztalyat alkotjdk az n-személyes gyava nyul jatékok,
amelyek esetében a kényszeritési érték ugyancsak 2. Ugyanakkor, han =2 (a
klasszikus gyava nytl jaték) vagy n = 3, akkor a kényszeritési érték % Egy
kornyezetvédelmi példan illusztraljuk, hogy miként miikodik a puha korrelalt
egyensuly protokollja.

Kulcsszavak: korrelalt egyensily, puha korrelalt egyensily, torlodasi jaté-
kok, gyava nyul jaték, kényszeritési érték

1 Bevezetés

A jatékelméletben egészen a kezdetektdl lathatd az a cél, hogy minél na-
gyobb tarsadalmi hasznossdgot (social welfare, SW) tudjunk elérni gy, hogy
ez lehetbleg a jatékosok egyéni torekvéseinek eredményeképpen jéjjon létre.
Sokféle eszkoz all rendelkezésre, amelyekben kozos az eredeti tisztan nem-
kooperativ és egyszeri szimultdan dontéseken alapulé modell médositasa, ki-
egészitése, dltaldnositdsa. Neumann Janos 6ta (1928) vildgos a kevert bovités
jelentosége. Enélkiil a legérdekesebb véges jatékok esetében altaldban még
az egyensulyt sem tudjuk biztositani. Nem véletlen, hogy Nash hires egzisz-
tencia tétele is erre vonatkozik, Nash (1950).

Az altaldnositdsok koziil ebben a cikkben a ,.klasszikus” korreldlt egyen-
sillyal (CE), Aumann (1974, 1987), illetve ennek is egy speciélis altaldno-
sitasdval foglalkozunk, amit puha korrelélt egyensilynak (SCE) neveziink,
Forgd (2010). A korreldlt egyensily egyes valtozataiban kozos vonds, hogy
az ,egyensuly” interpretalasaban nagy szerepet jatszik egy szemléletes for-
gatokonyv (protokoll). Ennek a forgatékonyvnek a részleteiben kiilonboznek
a C'E egyes altalanositasai.

1A kutatdst az NKFI K-119930 tdmogatta. Beérkezett: 2017. februar 24. E-mail:
ferenc.forgoQuni-corvinus.hu.
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Fontos, hogy egy adott jatékosztalyban mennyire képes pl. az SCE javi-
tani az SW-n. Erre a célra Ashlagi et al. (2008) kétféle mérdszamot java-
soltak és haszndltak. A medidcids érték (mediation value, M'V') azt mutatja
meg, hogy az SC'E hanyszorosara tudja névelni a legjobb esetben az SW-t
valamilyen referencia szinthez képest. Ilyen lehet pl. a legjobb Nash egyen-
silypont (NEP), vagy akér a legjobb tiszta Nash egyenstlypont (PN EP).
A mésik a kényszeritési érték (enforcement value, EV'), ami azt mutatja meg,
hogy az SW abszolut maximuma hanyszorosa az SCE altal elérhet6 maxi-
mélis SW-nek. Az MV egy ,,legjobb eset” (best case), mig az EV egy ,,leg-
rosszabb eset” (worst case) mérdszam. Az EV egy koltségmodell keretében
megfelel a ,,stabilitds dra (price of stability)” mutatészamnak, Roughgarden
and Tardos (2002), amikor is a viszonyitdsi alap a legjobb NEP. Ebben
a cikkben a vizsgdlt jatékosztdly a kétszemélyes egyszeri linearis torlodasi
jatékok osztalya és els6sorban az E'V érdekel benntinket.

Megmutatjuk, hogy minden 2 x 2-es szimmetrikus bimatrix jaték ekvi-
valens egy kétkiszolgalds, kétszemélyes egyszerii linedris torlodasi jatékkal.
Ezek kozott kitiintetett figyelmet érdemelnek a tarsadalmi dilemmak. Leg-
tobbet a fogolydilemmaval és n-személyes dltalanositasaival foglalkoztak, Car-
rol (1988) és Hamburger (1973). Kozismert, hogy az (n-személyes) fogoly-
dilemma esetében egyetlen C'E van és ez egybeesik az egyetlen NEP-el. Az
SCE azonban képes Pareto-javitani a N EP kifizetésen, Forgé (2010), Forgd
(2016). Ebben a cikkben a tarsadalmi dilemmadk kozil a ,,gydva nydl” (game
of chicken) jétékkal és n-személyes dltaldnositdséval foglalkozunk. Egy kiting
referencia Szilagyi and Somogyi (2010). Megmutatjuk, hogy az EV pontos
értéke a vegyes kétkiszolgdlds egyszeri linearis torlodasi jatékok osztalyan
2, az ennek alosztalyat alkoté m-személyes gyava nyul jatékok osztalyan ez
az érték szintén 2. A két- és hiaromszemélyes gydva nyil jatékok osztalydn
viszont jobb a helyzet, EV = % Az SW-t maximalizalé SCF kiszdmitasét
egy négyszemélyes gyava nyul jatékon illusztraljuk.

A cikk szerkezete a kovetkezd. A maésodik fejezetben az SCE-vel kap-
csolatos legfontosabb definicidkat és elézményeket targyaljuk. A harmadik
fejezetben a kétkiszolgalds torlodasi jatékokkal foglalkozunk és ezeknek a
tarsadalmi dilemmakkal valé kapcsolatat vizsgdljuk. A negyedik fejezetben
meghatarozzuk az EV értékét a ,,gyava nyul” tipusd vegyes kétkiszolgalos
egyszerl linedris torlodasi jatékok, valamint a két- és haromszemélyes gyava
nyul jatékok osztalydn. Az 6todik fejezetben egy példdt ismertetiink. A ha-
todik fejezetben osszefoglaljuk az eredményeket és tovabbi kutatési iranyokat
jeloliink ki.

2 Fogalmak és el6zmények

A Nash-egyensily egy fontos altaldnositdsdéhoz vezet, ha a kevert stratégia
fogalmét tdgabban értelmezziik. Legyen N = {1,...,n} a jatékosok halmaza
és G ={S1,...,8n; f1,--, fn} egy véges jaték. Amikor G kevert bovitésérsl
beszéliink, akkor legalabbis a leggyakoribb interpretacioban, feltessziik azt,
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hogy a jatékosok egymastdl fiiggetlentil, kevert stratégiajuk altal meghataro-
zottan, véletlenszertien valasztanak tiszta stratégiat, amit sokszor akcionak is
neveznek. Ehhez mindegyik jatékos kiilon-kiilon egy véletlen mechanizmust
(random device, RD) haszndl. Ezek az eloszldsok egy valdszintiségeloszldst
generdlnak az S = x}_;5; akcidprofilok véges halmazédn. Ha félretessziik azt
a feltételezést, hogy az egyéni randomizalasok egymastdl fiiggetlenek, akkor
boviilnek a lehetGségek: tetszoleges valdszintiségeloszlast hasznalhatunk S-
en egy akcioprofil véletlenszeri kivalasztasara. Ez tulajdonképpen az akcio-
vélasztdsok Osszehangoldsa (korreldldsa), amit ugy kell megvaldsitani, hogy
ne kelljen valamilyen szerz6désben a jatékosokat az Gsszehangolt cselekvésre
kotelezni.

Az egyszerliség kedvéért el6szor kétszemélyes (bimétrix) jatékokat tekin-
tliink, a tobb személyre vald kiterjesztés csak jelolésbeli kellemetlenségeket
okozna, a lényeg ugyanaz. Jeloljiik az elsé (sor)jétékos akcidinak halmazat I-
vel, a masodikét (oszlop) J-vel, az elsé jatékos kifizetéseit a;;, a masodikét b, ;-
vel,i € 1,j € J. Jelolje A = [a;;] és B = [b;;] a két jatékos kifizet6matrixat.
Legyen p;; az (i,7) akciéprofil valasztdsdnak valészintisége. A p;; valészind-
ségeket rendezziik el egy nemnegativ P matrixban, amely elemeinek Osszege
1. A P matrix koztudott. Ezt a valdszinliségeloszlast és az azt reprezentald
P matrixot korreldlt stratégianak nevezziik. Ez mar nem a sz6 eredeti értel-
mében vett stratégia, és taldan az elnevezés sem szerencsés, de altalaban ez
hasznalatos.

A véletlen vélasztast, az RD-t |, egy ,,jatékvezeté” miikodteti. Amint a
valasztds megtortént, a jatékvezeto az elsé jatékosnak, gy, hogy a masodik
ezt ne tudja, javasolja, hogy az ¢ akciot jatssza. Ugyanigy javasolja a masodik
jatékosnak, hogy a j akcidt jatssza. A korreldlt stratégidt korrelalt egyensily-
nak hivjuk, ha varhaté értékben egyik jatékosnak sem érdeke a jatékvezeto
javaslatat elutasitani és valami mast jatszani, mint az éppen javasolt akcid,
feltéve, hogy a masik jatékos megfogadja a jatékvezeto javaslatat. Itt tulaj-
donképpen a jaték lejatszasanak egy forgatdokonyvét adtuk meg. Ez a for-
gatokonyv a korreldlt egyensily feltaldléjanak, Aumannak (1974) a nevéhez
flizédik.

A fentiek alapjdan a korreldlt egyensilyok halmaza egyenld az aldbbi li-
nearis egyenlOtlenségrendszer 6sszes megolddsainak halmazaval

> D pi=1

il jeJ
Z(aij —ag;)pij >0, kel (1)
JjeJ

Z(bij —bu)pi; 20, jled.

il

Ezt az egyenl6tlenségrendszert hasznalhatjuk a korrelalt egyensily formalis
definici6jéra is. Az egyenlGtlenségeket szokds ,,0szt6nzé feltételeknek” (in-
centive constraints) nevezni.
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1. Definicié. A P = [p;;] valdsziniségeloszldst a G = (A, B) bimdtriz jaték
korreldlt egyensilydnak (CE) nevezziik, ha kielégiti az (1) egyenlbtlenségrend-
szert.

A korreldlt egyensily valéban altaldnositdsa a Nash-egyenstlynak, amit
a kovetkez6 egyszertien igazolhato tételben fogalmazunk meg.

1. Tétel (Aumann 1974). Ha (z,y) a G = (A, B) bimdtrixz jaték N EP-je,
akkor a pi; = x5, © € I, j € J korreldlt stratégia CE. Ha viszont p;;
egy olyan CE, amelyre fenndll, hogy p;; = w;v;, @ € I, j € J valamely u,v
valdszindségi vektorokra (vagyis a p;; valdszinidségekbdl dsszedllitott P mdtrix
rangja 1), akkor az (u,v) stratégiaprofil eqy NEP.

A CFE-t nemcsak bimatrix jatékokra, hanem akarhdny személyes véges jé-
tékokra is lehet definidlni, mint azt a kés6bbiekben meg is fogjuk tenni. A CFE
itt is egy eloszlds a jaték lehetséges kimenetelein. Az interpretédcié teljesen
ugyanaz: a jatékvezetd kisorsol egy akcidé n-est, majd minden jatékosnak
titokban javasolja, hogy jatssza a kisorsolt akciét. Ekkor egyetlen jatékos
sem tudja javitani a varhaté kifizetését azzal, hogy eltér a jatékvezeto altal
javasolt akciétol.

A CFE-k halmaza sokkal egyszerlibb szerkezetli, mint a N FEP-eké: egy
konvex politép. Altalaban végtelen sok C'E létezik. Ezek kozil lehet ugy
vélasztani (pl. a jatékvezetd valaszthat), hogy valamilyen célt reprezentdld
fliggvényt maximalizalunk a C'E-k halmazan és a kivélasztott C'E-t majd
a jatékvezeto implementalja egy megfelel6 RD segitségével. Ha a jatékosok
hasznossagai 6sszeadhatok, akkor egy ilyen cél lehet a hasznossagok Osszegé-
nek a maximalizdlasa. Az igy kapott C'E egyszerre valdsit meg , kollektiv”
hasznossagot és stabilitast, abban az értelemben, hogy a kollektiv ,,optimum”
onmegvaldsité (self enforcing), ha a jatékosok hajlanddk a jéték szabdlyait
elfogadni (azt tehdt, hogy a mindenki altal ismert eloszlds szerint sorsol a
jatékvezetd és a leirt titoktartdsi szabélyokat betartjak).

Felmeriilt az a kérdés, hogy a C'E tovabbi altalanositdsaval lehetne-e még
nagyobb SW-t elérni. A tovdbbiakban, hacsak nem jelezziik, SW-n automa-
tikusan az egyes jatékosok hasznossigainak (kifizetéseinek) az dsszegét értjiik.
Vilagos, hogy ez egyéltalan nem magatdl értet6do, de mivel az irodalomban
az egyes egyensulytipusok Osszehasonlitasanal altalaban ezt hasznéljak, nem
érdemes ettol eltérni.

Moulin és Vial (1978) tértek el elészor az Aumann-féle protokolltdl. Csak
bimatrix jatékokat vizsgaltak. Nagyobb elkotelezettséget kovetelnek a jaté-
kosoktdl: Legel6szor dontenitik kell, hogy vakon kovetik-e a jatékvezetd ja-
vaslatat a sorsolds megtorténte utan, vagy nem akarjak elkotelezni magukat,
amikor is nem kapnak semmilyen javaslatot, de azt csindlhatnak, amit akar-
nak. Valami olyasmire gondolhatunk, mint amikor valakinek dontenie kell,
hogy szabad kezet adjon-e a brokerének a befektetés kivalasztdsahoz, vagy
pedig sajat maga hozza meg a befektetési dontést.

Szemléletes, ha a forgatokényvet a kovetkezéképpen képzeljiik el. A jé-
tékvezeto elvégzi a sorsolast az adott, kozismert valoszintiségeloszlas szerint.
A kisorsolt akcidkat (illetve egy papirt, amire az akci6 fel van {rva) beteszi az
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egyes jatékosok szamdra kijelolt piros boritékokba. A jétékosok valamennyi
akcidjat, azt is, amelyik a piros boritékban van, beteszi egy fehér boritékba.
A jatékosok egyméstol fiiggetleniil (szimultdn) valasztanak a piros és a fehér
boriték koziil. Ha egy jatékos a pirosat valasztotta, akkor azt az akciét
kell végrehajtania, ami a boritékban van. Ha a fehéret valasztotta, akkor
szabadon valaszt a boritékban 1év6 akcidk koziil, vagyis az akcidhalmazabdl
barmelyiket valaszthatja. A valészintiségeloszlast, amely szerint a jatékvezetd
a sorsoldst végzi, gyenge korreldlt egyensiilynak (weak correlated equilibrium,
W C E)-nek nevezziik, ha egyik jatékos sem tudja névelni a varhaté kifizetését
azzal, ha a piros boriték helyett a fehéret vélasztja, feltéve, hogy mindenki
mas a pirosat valasztotta.

Moulin és Vial (1978) mutattak példat arra, amikor a WCE nagyobb
SW-t ad, mint barmelyik CE.

Felmeriil a kérdés, hogy nem lehet-e a C'E protokolljat masképpen meg-
valtoztatni ugy, hogy tovabbra is a CE altalanositasat kapjuk, de olyan jaté-
kok esetében is (nem mindegyiknél természetesen) el tudunk érni Pareto-jobb
kifizetéseket, amelyeknél a WC'E ezt nem tudja megtenni. A kovetkez6 pro-
tokoll alapjan Forgd (2010) a C'E egy 1j altaldnositdsét vezette be, amelyet
,,puha korreldlt egyensilynak” (soft correlated equilibrium, SC'E) nevezett.
A protokoll lefraséandl célszerti ismét a ,,boritékos” interpretéaciét hasznalni a
szemléletesség kedvéért.

Most is azzal kezdiink, hogy a jatékvezeto egy koztudott valdsziniiség-
eloszlas szerint kisorsol egy akciéprofilt. Minden jatékos szamara a sajat piros
boritékjaba teszi a kivélasztott akcidt. A fehér boritékjaba a tobbi akcidkat.
Vegyiik észre a WCE-t6l valo eltérést: mig ott minden akciét elhelyezett a
jatékvezetd a fehér boritékba, itt a kivdlasztott (piros boritékban 16v6) akcidt
nem. Innentdl kezdve a protokoll ugyanaz. A jatékosok szimultédn valaszta-
nak a piros és a fehér boritékok koziil. A valdsziniiségeloszlast SC E-nek
nevezziik, ha varhaté értékben egyik jatékosnak sem érdeke a fehér boritékot
valasztani, feltéve, hogy az Osszes tobbi a pirosat valasztotta.

Nézziik meg, hogy miképpen tudjuk jellemezni a hdromféle korrelalt egyen-
sulyt, a CE-t, a WCE-t és az SCFE-t egy linedris egyenlotlenségrendszer
segitségével n-személyes véges jatékok esetében. Az egyenlétlenségek az ugy
nevezett ,,6sztonzé feltételek”, amelyek annak a varhato hasznat, hogy egy
jatékos engedelmeskedik a jatékvezetének, hasonlitja Ossze azzal, amikor ezt
nem teszi meg, mindig feltéve, hogy a tobbi jatékos koveti a jatékvezeto
utasitasait.

Legyen G = {S1,...,Su; f1,--, fu} €gy n-személyes jaték normél formés-
ban, az 51, ..., .S, véges akcibhalmazokkal és az f1, ..., f, kifizetofiiggvények-
kel. Az 6sztonzo feltételeket az i régzitett jatékosra irjuk fel és az egyszeriiség
kedvéért ezt az indexet elhagyjuk ott, ahol ez nem okoz félreértést.

A kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

N ={1,...,n}: a jatékosok halmaza.

I ={1,...,m}: az i jatékos akci6halmaza, amelyeket az akcidk indexei
reprezentalnak.

S_: az 1 jatékos kivételével az Osszes tobbi jatékos akcidhalmazainak
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Descartes-szorzata (a csonka akciéprofilok halmaza).

s_ € S_: egy csonka akcioprofil.

(Jys-),7 € 1,5 € S_: egy (teljes) akcidprofil.

S={(,s-):jel,s_ €S_}: a (teljes) akciéprofilok halmaza.

f(4,s_): az i jatékos kifizetése, ha 6 a j akcidt jatssza, a tobbiek pedig
Ss_-t.

p: egy valbszinliségeloszlas S-en.

p(j,s—): az a valésziniiség, amelyet a p eloszlds a (j, s—) akcidprofilhoz
rendel.

A CF olyan p valésziniiségeloszlds, amely minden i-re (i € N) kielégiti
az alabbi 0sztonz6 feltételt

> fGosop(is=) = > fkys-)p(j.s-)

s_€S_ s_€S_

minden j, k € I-re, vagy, ami ezzel ekvivalens

Pl s L plis)
Z fj) Zt eS_ p]) Z fk Zt eS_ p(]) )

s_€S_ s_€S_

minden j,k € I-re, feltéve, hogy > .o p(j,5-) > 0. Itt a bal oldalon
a kifizetés varhato értéke szerepel akkor, ha az i jatékos engedelmeskedik a
jatékvezetdnek, a jobb oldalon pedig annak a kifizetésnek a varhato értéke, ha
a k € I stratégiat valasztja fiiggetlentl attdl, hogy mi a jatékvezeto javaslata.

A WCE olyan p valésziniiségeloszlas, amely kielégiti minden i (i € N)
jatékos alabbi 0sztonzo feltételeit

Z Z [ s=)p(jss-) ZZ Z f(k,s-)p(4,s—) minden k € I-re.

jeEl s_€S_ jeEl s_eS_

A bal oldalon annak a kifizetésnek a varhaté értéke van, amit az ¢ jatékos
kap, ha elkotelezi magat, hogy mindig végrehajtja a jatékvezeto javaslatat, a
jobb oldalon pedig az a varhato kifizetés szerepel, amelyet az i jatékos akkor
kap, ha nem kotelezi el magat és a k € I akciét valasztja. Vilagos, hogy
a WCFE altalanositasa a C' E-nek, hiszen 6sztonzé feltételei a CE bizonyos
Osztonzo feltételeinek Gsszegzésével alltak elo.

Az SCE definidlaséhoz kell némi el6késziilet. Egy rogzitett j € I-re
tekintsiik az alabbi feltételeket:

Z f(,s-)p(, s Z f(l;s-)p(j,s—) minden [ € I-re,

s_€S_ S_ES_

és nevezziik ezeket j-halmaznak. Vildgos, hogy a j-halmazok egyesitése min-
den j € I-re pontosan a C'E 6sztonzé feltételeinek a halmazat adja az ¢
jatékosra. A WCE 6sztonzé feltételeit az i jatékosra gy kapjuk, hogy min-
den j-halmazbdl a k indexti feltételeket Osszegezziik, k € 1.
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Ugyanezt tessziik az SCE esetében, azzal a kiilonbséggel, hogy a j-hal-
mazbdl mas feltételeket adunk Ossze, mint a WCE esetében. Tekintsiuk a
kovetkez6 halmazt

m

K=[[a\{} -

j=1

A K elemeit megengedett (index)halmazoknak nevezziik. Péld4ul, ha m = 3,
akkor (2, 3,2) megengedett, mig (1, 3,2) nem megengedett. Az SCE 6szténzd
feltételeit az ¢ € N jatékos szamara az alabbi egyenl6tlenségekkel definialjuk

Z Z f(jas—)p(jas—)zz Z f(kj7s—)p(jas—)

jeEIl s_€S_ jeEl s_eS_

minden (ki,...,k») € K megengedett halmazra.

Valéban, az SC'E 6szt6nzo feltételei az i jatékos szamara m egyenlétlenség
Osszes lehetséges 0sszegei, amelyek mindegyikét egy-egy j-halmazbodl vessziik
azzal a megkotéssel, hogy azokat az egyenlotlenségeket, amelyeket a WCFE
definidlasakor hasznaltunk, nem vélaszthatjuk. Mar a WCE és az SCE
definicijabol is latszik, hogy a C'E két kiilonbozé altaldnositasardl van szd,
és ezek egyike sem &ltalanositasa a masiknak.

Az SCFE 6s7t6nz6 feltételeinek szdma az i jatékosra (m —1)". Ez nagyon
sok, Osszehasonlitva azzal, hogy ugyanez a WCFE esetében m, mig a CE
esetében m?. Ezek kozott az egyenlStlenségek kozott sok redundédns van,
amelyek kikiiszobolése nehéz feladat, de még a redundancia megsziintetése
utén is til sok marad ahhoz, hogy nagy m esetében barmit is lehessen vele
kezdeni. A probléma azonban megoldhaté. Lehet ugyanis egy olyan ekvi-
valens egyenlGtlenségrendszert definidlni, amely esetében a feltételek szama
csak kvadratikusan novekszik m noévekedésével.

2. Tétel (Forg6 2010). Minden i € N jdtékos esetében van olyan linedris
egyenldtlenségrendszer, amelynek mérete (a vdltozdk és feltételek szdma) kvad-
ratikusan né az akciok szdmdnak novekedésével, és az dltala meghatdrozott
lehetséges tartomdny alkalmas vetitése megegyezik az SC E-k halmazdval.

Mivel az SCE (és a WCE) fogalomalkotdsnak a legfébb célja az, hogy
,,jobb” varhato kifizetéseket érjlink el, mint a C'E-vel, az dltalanositas erejét
azzal lehet demonstralni, hogy mutatunk olyan fontos jatékosztéalyokat, ahol
az SCE jobban teljesit. A bindris jatékokban (minden jatékosnak csak
két lehetséges akcidja van), ahol a WCE-ek halmaza megegyezik a CE-
ek halmazaval, az SCFE jobban teljesithet, de nem binaris jatékokban is
lehet hatdsos, Forgé (2010). A kés6bbiekben ezt a torldédési jatékok egyes
osztalyaira tessziik majd meg.

Hogyan interpretalhatjuk az SCE-t &ltaldban? (Az egyes konkrét j&-
tékokban konkrétabb értelmezést is adhatunk.) Gondoljunk az egész for-
gatokonyvre ugy, hogy van egy klub, és a jatékosok szabadon doénthetnek
arrol, hogy belépnek-e. Tudjak, hogy a klubtagsag elonyokkel és hatranyokkal
is jarhat. Elény, hogy a sorsolds utan a kisorsolt akcidk csak a klubtagok
szamara lehetOségek, a kiviil maradottaknak nem. Hatrany, hogy ha belépnek



54 Forgé Ferenc

a klubba, a klub szabalyzata kimondja, hogy feltétleniil engedelmeskedni kell
és azt az akciét kell végrehajtani, amely ki lett sorsolva. SCE-ben senki-
nek sem érdeke a klubbdl kilépni, ha a tobbiek benn maradnak. Kiilonb6zo
jatékokban konkrét format 6lt a ,,klub”, a ,,szabalyok”, az ,,akciok” stb.

Milyen jatékosok hajlanddk részt venni olyan jatékokban, amelyeket a
WCE vagy az SCE protokollja szerint jatszanak? Azt varhatjuk, hogy
a minél nagyobb varhaté kifizetésben érdekelt, szabalykoveto, intelligens
jatékosok hajlandok részt venni olyan jatékban, amiben megvan a lehet6sége
nagyobb kifizetés elérésének, amennyiben mindenki betartja a szabalyokat
és/vagy megvan az eszkoz a szabélyok betartatdsénak. A WCE és az SCE
ebbdl a szempontbdl is hasonldak, csak a szabalyok kiilonboznek valamennyi-
re. A legtobb sportidgban alkalmaznak és betartatnak sokszor teljesen 6n-
kényesnek tiné szabalyokat, amelyek egyik célja, hogy a jatékot érdekessé
tegyék. A sport népszeriisége nem kérddjelezheté meg.

A korrelécién kiviil vannak més eszk6zok is a hatékonysdg novelésére. Az
egyik experimentdlis kutatds, amelyet Bracht and Feltovich (2008) végzett
el, azt mutatja, hogy a jatékosok az elvarhaté moddon cselekszenek olyan
jatékokban, ahol az elozetes elkotelezettség lehetGsége integrans része a ja-
téknak, és azt a célt szolgdlja, hogy a varhaté kifizetéseket névelni lehessen.
Egy mésik kisérletben Cason and Sharma (2006) azt taldlta, hogy a C'E rea-
lizalhato, ha a jatékosok biztosak abban, hogy masok is kovetik a jatékvezeto
ajanlasait. Ez azt sugallja, hogy a kritikus kérdés nem annyira a szabalyok
és a protokoll, hanem a jatékosok kolcsonos bizalma. Természetesen ezt a
bizalmat csak gy lehet tesztelni, ha a szabdlyok és a protokoll mindenki
szamara vilagosak.

3 Puha korrelalt egyensiily egyszeri, kétki-
szolgalds, linearis torlédasi jatékokban

Ha kiilonb6z6 korrelélt egyensiily koncepciok (CE, WCE, SCE) ,erejét” sze-
retnénk 6sszehasonlitani abbdl a szempontbdl, hogy mennyire néveli az SW-t
a NEP-hez képest, tobbféle megkozelitést alkalmazhatunk. A szdmitdstu-
doményban j6l bevélt az in. legrosszabb eset elemzés (worst case analy-
sis) és az &dtlagos eset elemzés (average case analysis). Az el6bbit hasznélva
azt hatarozzuk meg, hogy egy problémaosztilyon beliil a legrosszabb eset-
ben mennyire javul az SW értéke abszolut vagy relativ értelemben valamely
korreldlt egyensily forgatékonyvének alkalmazasdval. Az utébbit hasznalva
a problémaosztalybdl véletlenszertien, egyenletes eloszlas szerint valasztunk
egy problémat, arra alkalmazzuk a korrelaciét, és a korrelaciéo eredménye-
képpen kapott atlagos javulast tekintjiik mértéknek. Ezen kiviil még vannak
mas megkozelitések is.

Az els6 és taldn a legszebb példaja a legrosszabb eset elemzésnek jaték-
elméleti kontextusban Roughgarden és Tardos (2002) munkéja, akik a kolt-
ségalapu torlodasi jatékok egy osztalyan hataroztdk meg az ,,anarchia arat”
(price of anarchy), ami a legrosszabb N E P tarsadalmi koltségének és a mini-
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mélis tdrsadalmi koltségnek a hanyadosa. A | stabilitds dra” (price of stabil-
ity) ugyanez a hanyados azzal kiilénbséggel, hogy a legjobb N EP tarsadalmi
koltsége a viszonyitasi alap.

Ha nem a NEP a viszonyitasi alap, hanem a korreldlt egyensily valami-
lyen fajtdja és ugyanezt a megkozelitést alkalmazzuk, akkor egy ,,alacsonyabb
szint” irdnyitott stabilitds arat kaphatjuk meg. Christodoulou és Koutsou-
pias (2005) kiszdmitottdk a C'E esetében a stabilitds drat a torldédasi jatékok
egy osztalydra. Ashlagi et al. (2008) tarsadalmi koltségek helyett a tarsadal-
mi joléttel szamoltak. Els6 latasra gy tlnik, mintha ez nem lenne 1ényeges
kiilonbség, de az emlitett szerzék meggy6z6 példakat mutatnak arra, hogy
egészen eltéré eredményeket kaphatunk a két megkozelitéssel. Mi a kovet-
kez6kben ez utobbit valasztjuk, tehat a jatékosok kifizetdfiiggvényeinek 0sz-
szegeként értelmezett ST -t haszndljuk. A mérészédmok formélis definicidit
kicsit késébbre halasztjuk.

A jatékosztaly, amit tekintiink, a torléddsi jatékok egy alosztélya. Az
egyszerl torlodasi jatékokban a jatékosok valaszthatnak bizonyos kiszolgalék
kozott, amelyeknek a szolgédlatait szeretnék igénybe venni. Egy jatékos hasz-
nossaga (kifizetése) csak attdl fiigg, hogy hdnyan hasznéljak (valasztottak) az
illet6 kiszolgalét. Példaul ha a kozlekeddk valaszthatnak két alternativ itvo-
nal k6zott, amelyek A varost B varossal kotik 6ssze, akkor, ha sok kézlekedd
valasztja az egyik utat, ezaltal torlodast és lassulast okozva, akkor az ezen
tuton haladdok hasznossaga csokken a haszndlok szamanak novekedésével. Mi
csak két-kiszolgalés torlodasi jatékokkal foglalkozunk.

Eloszor az altalanos esetet nézziik, amikor a jatékosok szama n > 2. Egy
ilyen jatékot a legegyszeriibben egy ,,torlédési alakkal” (congestion form) ad-
hatunk meg, ami két nemnegativ n komponensii vektor: a = (a,...,a,),
b= (b,...,b,). A jelentése a kiévetkezd: ha j darab jétékos vilasztja az
F'1 els6 kiszolgaldt, akkor mindegyik jatékos a; hasznossighoz jut, és ha k
darab jatékos valasztja az F'2 masodik kiszolgalét, akkor ezek mindegyike
by, hasznossdghoz jut. A torlédési alakbdl konstrualni tudunk egy torlédési
jatékot. A jatékosok halmaza N = {1,...,n}, minden jatékos akcidhalmaza
{F1, F2}, amelyet réviden {1, 2}-vel jeloliink, a kifizetéseket pedig az a és b
hasznossagvektorok hatérozzédk meg. Egy akciéprofil (iq,...,1,), ahol i; €
{1,2}, 7 € N. Példdul, ha n = 4, akkor (1,1,2,1) azt a helyzetet je-
lenti, amikor az 1,2, 4 jatékosok az F'1 kiszolgaldt, a 3 jatékos pedig az F2
kiszolgdldt vélasztja. Jeloljiik az akcioprofilok halmazéat S-el.

Legyen I1(i1,...,i,) = {k € N : 4y = 1}, és I, = N\ I, amelyek azoknak
a jatékosoknak a halmazai, akik rendre az F'1 és F'2 kiszolgalokat valasztottak
az (i1,...,4,) € S akciéprofilban. Jeldlje p;, . ;, annak a valészintiségét,
hogy a jétékvezetd az (i1, ..., i) akcidprofilt vélasztja, |T'| pedig egy T véges
halmaz elemeinek szamat. Az f;(i1,...,%,) hasznossg, amit a j jatékos kap,
irhat6 a kovetkezdképpen:

haijzl,

(4 c N ) (i) g
fJ(Zla-..;Z'rL) {bllz(’h,---,in)la ha i —9.
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Definidljuk a g; fiiggvényt

: e, had; =2,
(i1, in) = .
gJ( 1 rb) {b|12(’i1,---,’in)|+1 , ha Zj — 1 .
gj(i1,...,1,) az a hasznossdg, amelyet a j jatékos kapna, ha az F'2 kiszol-

galordl az F'l-re valtana, vagy az F2-rél Fl-re, feltéve, hogy senki mas nem
valtoztatja meg a valasztasat.

Ebben a specidlis esetben (két kiszolgal van) a torl6dési jaték egy bindris
jaték, amelyben az SCE-k halmazat definialé 6sztonzé feltételek igen egy-
szerli formét Oltenek. A j jatékos 6sztonzé feltétele (csak egy ilyen van!) az
aldbbi médon irhaté fel

Z i, oo in)Piy,in = Z 901,y in)Di,i -

(’i17...7in)es (’i17...7in)es

Az SW véarhaté értéke

n
Z Z fj(ila---)in)pil,...,in .

J=1 (i1,...,in)ES

Ha az SW-t maximalizalni akarjuk az SCE-k halmazan, akkor egy LP fel-
adatot kapunk, amelyet ,,teljes méretti LP”-nek fogunk nevezni. Az a tény,
hogy a torlédési jatékban a kifizetéseket csak az hatarozza meg, hogy hanyan
valasztjak az F'1 és F2 kiszolgalokat, lehetové teszi egy olyan LP feladat
hasznalatat, amelynek a nemnegativitasi és a normalizdlé feltételeken kiviil
csak egy feltétele van. Ezt fogjuk , kisméretii LP”-nek nevezni. Jelolje ¢
azoknak a jatékosoknak a szamat, akik az F2 kiszolgdlot valasztottak, ¢ =
0,1,...,n. Legyen tovdbbd S; = {(i1,...,i,) € S : |I2(i1,...,0,)| =t} azok-
nak az akcioprofiloknak a halmaza, amelyekben ¢ jatékos valasztotta F2-t.
Tegyiik fel, hogy valamennyi p;, . ;, valésziniiség egyenlé, (i1,...,4,) € Si,
és jeloljik ezt ps-vel.

Ennek a jelolésnek a haszndlataval minden jatékos 6sztonzo feltétele az
aldbbi

n—1

(an —b1)po + tzzl [(?: 11> (bt — an—t+1) + <n ; 1> (@p—t — bt+1)] P+

+ (bn - al)pn 2 0.
3)

A normalizalé feltétel és a nemnegativitasi feltételek

i(?)pt=l,

=0 (4)

Po,P1y---3Pn 2 0 )
és az SW

n

O <Tt‘> (bet + an—i(n —t))p; -

t=
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Igy a kisméretii LP az a feladat, amely az SW-t maximalizalja a (3) és (4)
feltételek mellett. Ez egy ,,konnyd” feladat, a jatékosok szamaban linearis
id6 alatt oldhaté meg, Dyer (1984). Nem nehéz megmutatni, hogy ha pf, p7,
..., Py, a kisméreti LP egy optimalis megolddsa, akkor a

Pi i, =Pt (i1, ,00) €8, t=0,1,...,n (5)

a teljes méretli LP egy (nem az egyetlen!) optimalis megolddsa, amely
ugyanakkora SW értéket szolgaltat, mint a kisméretii LP optimalis célfiige-
vényértéke.

Az SCFE erejének mérésére altalaban két mutatészamot hasznalnak, ame-
lyeket Ashlagi et al (2008) javasoltak a C'E-re. Ezek a ,,medidcids érték”
(MV) és a ,kényszeritési érték” (E'V). Mi ebben a cikkben csak az EV-vel
foglalkozunk, ami kéltségmodellben a stabilitas aranak felel meg.

Legyen C a véges jatékok egy osztdlya és G € C. Jelolje P(G) a G
akciéprofiljain értelmezett Gsszes valdsziniiségeloszldsok halmazat, és S(G)
az SCE-k halmazat. Jeloljik SW(p)-vel a p eloszlashoz tartozé varhatd
tarsadalmi hasznossdgot (a jatékosok vérhaté hasznossigainak az Gsszege).
Definidljuk az EV(G) kényszeritési értéket az aldbbi médon

max,cpa) SW(p)
max,es(c) SW(p)

EV(G) =

Az EV kényszeritési értéket a C jatékosztalyon pedig igy definidljuk

EV = sup EV(G) .
GeC
Az EV egy valédi ,,legrosszabb-eset” elemzés eredménye, és azt mutatja, hogy
(relativen) maximum mennyit veszithetiink az ST maximuméhoz képest az
SCFE protokolljat alkalmazva. Nyilvan az EV =1 a legjobb érték.

Ha ezeket az értékeket konkréten ki szeretnénk szamolni, illetve becslést
adni rdjuk, a legegyszertibb esetre, a két-kiszolgalds, linedris torlodasi jaté-
kokra kell szoritkozunk, illetve, ha még egyszeribb esetet akarunk elemezni,
akkor a jatékosok szamat is a leheto legkisebbnek, kettének kell venniink.
Persze ez utébbi esetben a linearitas automatikusan teljestil. Ezek a jatékok
szoros kapcsolatban vannak a tdrsadalmi dilemma (social dilemma, SD)
jatékokkal.

Egy SD olyan szimmetrikus kétszemélyes bindris bimatrix jaték, amely-
nek valamely ,.dilemma tipusi” tulajdonsiga van (4ltaldban intuicidellenes
vagy problémds N E P létezése) A leghiresebb SD a fogolydilemma (prisoners’
dilemma, PD). Més példdk: nemek héborija, gydva nyil, szarvasvaddszat,
galamb-héja stb.). Bevezet jatékelmélet konyvekben lehet olvasni a hozzajuk
tartozé torténetekrdl (példaul Osborne and Rubinstein (1994), Forgé et al.
(1999)). A szimmetrikus kétszemélyes bindris bimdatrix jatékok és az egyszerii
torlédasi jatékok kapcsolatat két, szinte trividlis allitas formajaban fogalmaz-
zuk meg.

1. Allitas (Forgd 2016). Minden szimmetrikus bindris bimdtriz jaték egy

/////
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Bizonyitds. Egy szimmetrikus binaris bimatrix jatékot az a,b, ¢,d para-
méterek hataroznak meg

A B

A a,a bd

B d,b cc

Az ehhez tartozo torlédési alak
F1 F2
Haszndlok széma A B (6)

1 b d
2 a c

Példaul a generikus PD a 0 < b < ¢ < a < d paraméterekkel adhaté meg.
A hozzétartozé torlédasi alakban A reprezentélja a ,.kooperdl”, B pedig a
,,iem kooperal” | kiszolgalékat”. Ez egy vegyes torlédasi jaték, amennyiben
az egyik kiszolgalénal novekszik, mig a mésikndl csokken a jatékosok hasznos-
sdga a torlédas névekedésével. Az sem mindegy, hogy a legalacsonyabb hasz-
nossag annal a kiszolgdlénal van-e, amelynél a hasznossagok novekszenek a
,,torlédas” novekedésével gy, mint a PD esetében, vagy ott van a legalacso-
nyabb hasznossag, ahol a hasznossidgok csckkennek a torlédas novekedésével,
Ugy, mint a ,,gydva nyul” (GN) jatéknal, amit a kévetkezo fejezetben fogunk
vizsgalni.

Az 1. Allitss megforditdsa is igaz.

2. Allitas (Forgé 2016). Minden kétszemélyes kétkiszolgdlds torlodasi jaték
reprezentdlhato egy szimmetrikus bimdtrix jatékkal.

Bizonyitds. Ha a torlddasi alak a (6) formaban van megadva, akkor mind-
két jatékosnak F'1 és F'2 a vélasztasi lehetGsége, és a jatékot az alabbi szim-
metrikus bimatrix jatékként adhatjuk meg:

F1 F2
Fl1 a,a b,d
F2 d,b cc

4 ,,Gyava nyul” tipusu, vegyes, kétkiszolgalos,
egyszeru, linearis torlédasi jatékok

Az n-személyes G N-tipusu vegyes kétkiszolgalds egyszerii linedris torléddasi
jatékot (ezentul réviden csak GN-tipusu jaték) az aldbbi torlddési alakkal
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adjuk meg.
F1 2
a =(n-1z b=y
as =(n—2)z by=y+=z
a=(n—t)x b=y+(t—1)z (™)
ap—1 =T bn_1 :y—l—(n—2)z
a, =0 bp=y+(n—1)z.

A lineéris torlédési fiiggvényeket meghatdrozéd x,y, z nem-negativ para-
méterekrol feltessziik, hogy x > 0, y és z koziil legaldbb az egyik nem 0. Az
F1 elso kiszolgalo esetében nem novekszik, az F'2 mésodik kiszolgdld esetében
nem csokken egy haszndlé hasznossaga. Kissé sérti az altaldanossagot, de
nagymértékben megkonnyiti az elemzést, ha a legalacsonyabb hasznossagot
0-ra normalizaljuk.

El6szor meghatarozzuk ezen a jatékosztalyon az E'V értékét. Ha bevezet-
jik a ¢4 = ("Z)pt, t=0,1,...,n 4j véltozdkat, a kisméretli LP feladat (SW
maximalizaldsa a (3), (4) feltételek mellett) a (7) tdbldzatot felhaszndlva némi
atalakitas és egyszertsités utan a kovetkezo format Olti, miutan bevezetjik
a kovetkezd jeloléseket, amelyekben explicitté tessziik a paraméterektol vald
fluggdséget.

C(n,z,y,z,t) =t(n —2t+ x4+ 2t —n)y +t(2t —n— 1)z
W(n,z,y,z,t) =t(n —t)x +t(y + (t — 1)z) .

A kisméreti LP

n

P: maXZW(n,x,y,Z,t)qt
t=0

Zc(naxayazat)(h 2 0 (8)
t=0

n
ZQtzla %20» tzoala"'an'
t=0

Emlékeztetink arra, hogy korabbi jeloléseinkkel Gsszhangban t jatékos
vélasztja F2-t, n — t jatékos pedig Fl-et. Az n,x,y,z paraméterek adott
értékei mellett a P feladat optimalis célfiiggvényértéke adja meg azt a ma-
ximalis SW-t, amit az SCFE segitségével realizélni lehet. Hasznos lesz a ko-
vetkezOkben az alabbi egyszerti lemma. Jeloljik P(n,z,y, z)-vel P optimélis
célfiiggvényértékét.

1. Lemma. Ha A > 0, akkor W(n,\x, Ay, Az,t) = AW (n,z,y,z2,t) és
P(n, Az, \y, \z) = AP(n,x,y, z) minden n,x,y, z,t-re.

Bizonyitas. A P feladat célfiiggvényébe és feltételeibe valé behelyettesi-
téssel azonnal kapjuk a lemma allitasat. a
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1. Kovetkezmény. EV értékét nem befolydsolja az x,y, z paramétereknek
egy A > 0 faktorral valo dtskdldzdsa.

2. Kovetkezmény. Az dltaldnossdg megsértése nélkil feltehetjik, hogy y és
z kozil valamelyik értéke 1.

3. Tétel. A GN-tipusu jatékok osztilydra EV < 2.

Bizonyitds. Két esetet kiillonboztetiink meg.

a) < z. Ekkor W a t valés szdm konvex (linedris, ha x = z) kvadratikus
fiiggvénye a [0,n] intervallumon. Igy maximumét az intervallum valame-
lyik (vagy mindkettd) végpontjdban veszi fel. Mivel W(n,z,y,z,0) = 0
és W(n,z,y,z,n) > 0, a maximumpont ¢ = n. Mivel C(n,z,y,z,n) =
n(n —1)(z —z) + ny > 0, ezért ¢, = 1, ¢: = 0, t # n kielégiti a (8) feltételt,
és ezaltal lehetséges megoldasa P-nek, ezért EV = 1.

b) x > z. Tegyiik fel, hogy n pédros. Ekkor gz =1, ¢; =0, i # § egy
SCE, amit ellendrizhetiink a P feltételeibe valé behelyettesitéssel. Valoban

n, n
C(n,x,y,z,i) = E(x—z) >0.

A W(n,x,y,z,t) egész szdmegyenesen vett ¢ szerinti abszolit maximuma a

*_y—l—nx—z
b= 2(x —z) ©)

pontban van. Azonnal latszik, hogy t* > 4. Ha t* > n, mivel W a t konkév
kvadratikus fliggvénye és ezért monoton noévekvo a maximumpontjaig, ezért
a [0, n] intervallumon a maximumét a ¢t = n pontban veszi fel. Igy az aldbbi
becslést kapjuk EV-re

-1
py < Wz nly+ (=12
W(naxayazaﬁ) %(.f—FZ)—%Z—F%y

<2. (10)
Tekintsiik most azt az esetet, amikor t* < n. Ekkor (9)-bél az aldbbi
egyenl6tlenséget kapjuk
y<nzx—(2n-1)z. (11)
Ha z > 0, akkor a 2. Kovetkezmény miatt feltehetjiik, hogy z = 1. fgy
W(n,x,y,1,t*)

PV < —X" = =
- W(naxayalag)
(y+nz—1)2
) B (y 4+ nx —1)?

S H@t) -3y @ - DD -0

Ha a jobb oldal y szerinti derivaltjat vessziik, akkor konnyt latni, hogy az
pozitiv minden n > 2-re, vagyis y névekvo fliggvénye. A z = 1 behelyettesi-
téssel (11)-bél azt kapjuk, hogy

y<l+nzr—2n. (12)
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Igy W( 1 2n,1 ) 4
n,x,l +nxr —2n,1,n
EV < S L ==<2. 13
-~ Wn,z,1+nz —2n,1,2) 3= (13)

) ’ 2

Ha z = 0, akkor y > 0 és a 2. K6vetkezmény miatt y = 1 felteheto. Ekkor
(11) az aldbbi egyszerii format olti

1< nx

és
o2
BV < W(n,z,1,0,t*) %L _ (1+nx)? (14)
-~ W(n,2,1,0,2) %x—l-% C n222 4 2nx ]

ami kisebb, mint % ha nz > 1.

A bizonyitas hasonld, ha n paratlan. Az egyetlen kiilénbség, hogy ebben
az esetben qu_; = %, qui1 = %, q = 0,1 37— 1,5 +1 SCE-vel kell
szamolnunk a (10), (13) és (14) nevezéiben. O

4. Tétel. A GN-tipusi jatékok osztalydra EV > 2.

Bizonyitds. Tekintsiink egy n-személyes G N-tipust jatékot az o = 14 2 =,
y = 0, z = 1 paraméterekkel, és tegyiik fel, hogy n > 4 és paros. ElGszor
meghatérozzuk maxqer, >y W(n,1+ 2,0,1,t)q; pontos értékét, ahol Lp
a P kisméreti LP lehetséges tartoméanya. Azt allitjuk, hogy a gz = 2”5:_22,
q3+1 = 3730 ¢ = 0,14 5,5 + 1 SCE optimdlis megolddsa az aldbbi
formaban felirt kisméretii L P-nek

P maXZWn l—l- ,0,1,t)q;
[#=0

—ch1+ ,0,1,)g: <0 (15)

ZQtzla %20» tzoala"'an

Behelyettesitéssel lathatjuk, hogy a megadott megoldas lehetséges, és a cél-
fiiggvény értéke 2 1 A P dudlisa az aldbbi kétvaltozds LP

D: minwv
v > C(n, 1+ ,0, 1, t)u + W(n, 1+ ,0,1,¢8) (t=0,1,...,n) (16)
u>0.
Azt allitjuk, hogy u =2 —1, v = "(';;12 —1 a (16) egy lehetséges megoldésa.

Egyszeri szamolassal (kvadratikus fiiggvény maximalizaldsa) lathatjuk, hogy
a kovetkezd konkav kvadratikus fliggvény

Q(t) = C(n, 1+ ,0, 1, t)u + W(n, 1+ ,0,1,%)
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t szerinti folytonos maximumpontja t = %"—1, amely nem egész, de pontosan
a [§,% + 1] egész végponti szakasz felez6pontja. A kvadratikus fiiggvény
szimmetridja miatt az egészértékii maximum a két végpontban van és a fligg-
vényérték lmindkét por'ltbaln "(';;12 — 1, amely egyenlo 2 P-nek aqg = 27;4-227
93+1 = 3753, ¢ = 0, i # 5,5 + 1 lehetséges megolddsédban (ami egy SCE)

felvett célfiiggvényértékével. fgy a linedris programozas gyenge dualitas tétele
értelmében ez az SCE a P optimalis megoldasa. Most tehdt éppen azt mu-
tattuk meg, hogy

t=n

P 1
max S W(n, 1+ =,0,1,t)q = nnt D)
geLp n 2

—-1.

AW(n,1+4+ %, 0,1,t) fiiggvény a t-szerinti abszolit folytonos maximumét
a [0, 00) tartoméanyon a
o on(l+ %) -1
=—7n

n

*

pontban veszi fel. Ez nem lehet kisebb, mint n, ha n > 4, amit viszont
feltettiink. Igy W(n,1+ 2,0,1,t) t-szerinti folytonos maximuma a [0,n]

tartomanyon Wi(n,1 + %,Ort 1,n) = n(n —1). Ezért a kovetkezd becslést
kapjuk EV-re
n(n —1) 2n(n —1)
EV > = . 17
- ”(”2‘*‘1 —1 nn+1)-2 (17

Az egyenlétlenség jobb oldala n novekvd fliggvénye, amely 2-héz tart, ha
n — oo paros n-eken keresztiil. |

3. Kovetkezmény. A GN -tipusi jatékok osztdlydra EV = 2.

Tekintstik most azt a specidlis esetet amikor n = 2 és
y+z<x<2y+2z. (18)

Ez a j6l ismert gydva nyul jaték (GN-jaték), amelyik bimétrix formdban a
kovetkezo
y+tzytz y,x
T,y 0,0

Mindkét jétékos elsd stratégidja egy alacsony kockédzati akeié (L), a mésodik
pedig egy magas kockdzati (H). Két NEP van a tiszta stratégidk kozott:
(L,H) és (H,L). Az SW maximuma 2(y+z), amely az (L, L) stratégiapdros-
hoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy ha barmelyik jatékos egyediil valasztja H-t,
akkor a legmagasabb hasznossagot éri el, mig ha mindketten H-t valasztjak,
az katasztrofalis szdmukra. Abbdl a célbdl, hogy egy GN-tipusu jaték egy
n-személyes G N-jatékot adjon, ezeknek a tulajdonsagoknak a megmaraddsat
koveteljiikk meg, vagyis a torlodasi alakban specifikaltakon kivil feltessziik a
kovetkezoket:

(i) egy jétékos a maximalis hasznossdgot akkor éri el, ha egyediil jétssza
H-t, mig mindenki més L-et,
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(ii) a maximélis SW-t az L kollektiv vélasztdsa adja.

A torlédasi alakban most F'1 a H szerepét, mig F'2 az L-ét jatssza. fgy a
torlédasi alakbdl, a kordabbi jeloléseket hasznélva a két kovetelmény:

(i) (n—1z>y+(n—-1)z
(ii) W(n) > W(t), minden t =0,1,...,n — 1 esetében.

Amint azt a 3. Tétel bizonyitdsdban lattuk, (ii) fenndll, ha < z. Ha pedig
x > z, akkor a

. y+nr—=z
=——-—2>n
2 —2) —
vagy az ezzel ekvivalens
y>nxr—(2n—1)z (19)

egyenlStlenség teljesiilése esetén (ii) fenndll. Felmeriil a kérdés, hogy jobb
EV-t kapunk-e, ha a GN-jatékok osztdlydra korlatozzuk magunkat? A fele-
letet a kovetkezo tétel adja meg.

5. Tétel. A GN-jdtékok osztdlydra EV = 2.

Bizonyitds. Mivel a GN jatékok egyuttal GN-tipusu jatékok is, ezért
a 3. Tétel éllitdsa szerint EV < 2. Annak beldtdsdhoz, hogy EV > 2, azt
fogjuk megmutatni, hogy a 4. Tétel bizonyitdsaban szereplé x = l—l-%, y=0,
z =1 (n > 4 és paros) paraméterekkel adott GN-tipusu jéték egyittal egy
GN j4ték is. Ha a paramétereket behelyettesitjiik (i)-be és (19)-be, akkor
azt kapjuk, hogy

2
(=11 +2) > (1),
2
n(l+=)—-2n+1<0,
n
ami konnyen igazolhatéan fennall, ha n > 3. |

Kis n-ekre 2-nél lényegesen jobb értékeket kapunk. Kiilonésen fontos
maga a ,,klasszikus” GIN-jaték esete, amikor n = 2.

6. Tétel. A 2-személyes GN -jdtékokra EV = %
Bizonyitds. Elegendé a 3. Tétel bizonyitdsabol a b) esetet és abbdl is azt

az alesetet tekinteni, amikor t* = % > 2, mivel a bizonyitdsban azt mar

belattuk, hogy ha t* < 2, akkor EV < % < % A maximélis SW a (18)

feltétel szerint 2(y + 2z). Az SW maximumat az SCE-k halmazdn az aldbbi
L P optimélis célfliggvényértéke adja
max (z + y)p1 + 2(y + 2)p2
2ypgo + (z — )@ +2(x —y — 2)g2 <0
Qo+qa+e=1
g0, q1, g2 = 0.
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Konnyl megmutatni egyszeri behelyettesitéssel, hogy qo = 0, ¢1 = %, q2 = %
a (20) egy lehetséges megolddsa. Ebbél kapjuk az aldbbi becslést, felhasznélva
a (18) egyenl6tlenséget
2(y + 2) 2z
Fa+y)+3W+2) " F@ty 3

3
< —=.
-2

Tekintsik most az x = 1+ ¢, y = 0, z = 1 paraméterekkel definidlt G N-
jatékot, ami nyilvanvaléan kielégiti a (18) feltételt, ha e elég kicsi. Kénnyen
2 L a (20) feladat egy optimélis megol-
2
3

igazolhatd, hogy qo = 0, ¢1 = 3 =3
dasa, és a célfiiggvény értéke £(1+¢) 4 5. Az SW abszolit maximuma 2.
Igy
lim g = 2
=0 2(1+¢e)+2 27
amivel a tétel allitasat bebizonyitottuk. O

Erdekes, hogy az EV nem romlik, ha a jatékosok szamat eggyel noveljik.
7. Tétel. A 3-személyes GN -jdatékokra EV = %

Bizonyitds. Az SW maximumat az SCFE-k halmazan az aldbbi LP op-
timalis célfiiggvényértéke adja:

max (2z +y)q1 +2(z + y + 2)q2 + (3y + 62)g3

3yqo + (—2x +y +22)q1 — yg2 + (6 — 3y — 62)q3 <0, (21)
Go+q+q@+tg=1

40,91,G2,q93 > 0.

Az SW maximuma vagy 2(x + y + z) vagy 3y + 6z. Az els6 esetben g =1,
qi =0,i# 2egy SCE és EV = 1. A mésodik esetben a 2(z+y+2) < 3y+62
egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy x > z + % Mivel g5 =1, ¢; =0, i # 2
egy lehetséges megoldas, az alabbi becsléshez jutunk
BV < 3y + 62 3y + 62 _ 3y + 6z
20+2y+2z  2z+3)+2y+22  2y+4z+1

< g . (22)

Tekintstuk ismét azt a GN-jatékot, amelynek paraméterei xt = 1+ ¢, y = 0,
z = 1. Konnyen beldthatd, hogy g2 = 1, ¢; = 0, ¢ # 2 egy SCE és optimélis
megolddsa a (21) feladatnak, az optimalis célfiiggvény érték pedig 4 +2¢. Az
SW abszolit maximuma 6. fgy

3

> 1 ==
BV =lm =3 (23)

A (22)-t és (23)-at Osszevetve azt kapjuk, hogy EV = 2, ami a tétel 4llitdsa. O

Mar n = 8-tdl kezdve a (17) egyenlStlenséghdl egy ennél nagyobb alsé
korlatot (EV > 1,6) kapunk, majd ez az als6 korlat a (17) egyenlétlenség
szerint n novekedésével (paros n-eken keresztiil) monoton névekedve tart 2-
hoz.
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5 Egy példa

Van négy vallalat, amelyek koziil mindegyik donthet, hogy egy téba az ipari
vizet tisztitatlanul, vagy tisztitva ereszti be. Kétoldalu szerzodéseik van-
nak egymadssal, amelyekben megigérik, hogy a vizet tisztitjak miel6tt a téba
eresztik. Ha barmelyikiik is megszegi az igéretét, akkor biintetést kell fizetnie.
A biintetés mértéke fiigg a téba bekeriilé karos anyagok teljes mennyiségétél,
amely aranyos a szerz6dést megszegé vallalatok szaméval. fgy tehat mind-
egyik véllalat szdmdra két cselekvési lehet8ség van: tisztitani (7)) vagy nem
tisztitani a vizet (P). A hasznossigok az elérhetd nyereségb6l vezetheték le
és olyanok, hogy minden vallalat egy gyava nyul jatékot jatszik mindegyik
masikkal. Tegyiik fel, hogy a hasznossiagok az alabbi tablazatban talalhatoak.
(Az egyik vallalat a sor- a masik az oszlopjatékos.)

T P
T (6,6) (2,7)
P (7,2) (0,0)

Ebbdl egy torlodasi jaték konstrualhaté az alabbi torlédési alakkal:

vallalatok szama 1T M

1 21 6
2 14 10
3 7 14
4 0 18

Lathatjuk, hogy ez egy 4-személyes GN-jaték. Az SW maximalizdlé SCE-
ket a kovetkez6 (kisméreti) L P megolddsival kapjuk:

max 27q; + 48q2 4 63q3 + 72q4

feltéve, hogy
24q0 + 3q1 — 692 — 3g3 + 1294 <0

QO+ +et+eata=1

90, ¢1,92,93,q4 = 0.
Az optimalis megoldas: go =0, g1 =0, g2 =0, g3 = 0,8, ¢4 = 0,2 az SW =
64,8 optimélis célfiggvényértékkel. A legjobb (tiszta) NEP esetében SW =
63. Igy az SCE protokoll alkalmazésival 2,86%-os térsadalmi hasznossag
javulds érhet6 el a Nash-egyensiillyal 6sszehasonlitva.

Ennek az SCFE-nek az implementélasiara létesithetiink egy ,klub”-ot,
amelyhez barmely vallalat csatlakozhat, vagy kiviil maradhat. A csatlakozdk
visszavonhatatlanul elkctelezik magukat, hogy a klub vezetésének utasitasait
kovetik, barmi legyen is az. Miel6tt barki is belépne a klubba, a vezetdség
nyilvanossagra hozza, hogy 0,2 valdsziniisége van annak, hogy egyontetiien
minden klubtagnak tisztitani kell és 0,8 valdszinliséggel haromnak tisztitani
kell, egynek pedig nem. Hogy melyik legyen az, akinek nem kell tisztitani,
azt egy tovabbi sorsolds donti el. Logikus a szimmetridra valo tekintettel,
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hogy mindegyik véllalat azonos valésziniiséggel (0,25) részesiiljon ebben a
kedvezményben. fgy végeredményben a sorsolas olyan lehet, hogy 6t cédulat
tesziink egy urndba a kovetkezd megjelolésekkel (ez a tisztitasi kotelezettségre
vonatkozik):

Valészinliség
Mindenki 0,2
Mindenki az 1. vallalat kivételével 0,2
Mindenki a 2. vallalat kivételével 0,2
Mindenki a 3. vallalat kivételével 0,2
Mindenki a 4. vallalat kivételével 0,2

)

Ez az SCFE stabil abban az értelemben, hogy ha mindenki csatlakozik a klub-
hoz, akkor egyetlen vallalat sem érdekelt abban, hogy egyediil elhagyja azt.

6 (")sszefoglalés

Megmutattuk, hogy az n-személyes, vegyes, egyszerii, kétkiszolgalds linea-
ris torlédasi jatékok egy osztdlydban, az n-személyes ,,gyava nyudl’-tipusu
jatékok korében a korreldlt egyensily egy altalanositdsa, a puha korrelalt
egyensuly még a legrosszabb esetben is biztositani tudja, hogy a tarsadalmi
jolét (a vizsgdlt modellben a jatékosok hasznossdgainak Osszege) abszolit
maximuménak legalabb a felét elérjiik, vagyis a kényszeritési érték 2. A gy&-
va nyul jatékokra, amelyek a gyava nyul tipusu jatékok egy alosztdlya és
természetes altalanositasa n jatékosra a klasszikus kétszemélyes gyava nytl
jatéknak, ugyanez a garancia vonatkozik. A két- és hdromszemélyes gydva
nyul jatékokra megmutattuk, hogy a kényszeritési érték % A puha korrelalt
egyensuly protokolljat egy kornyezetvédelmi példan illusztraltuk.

Tovébbi kutatomunkara sokféle iranyban mutatkozik lehetség. Elsosor-
ban azt érdemes megnézni, mi torténik, ha a kiszolgalohelyek szama legaldbb
3. Ebben az esetben a gyenge korreldlt egyensuly is novelheti a tarsadalmi
hasznossagot és igy lehetéség nyilik a korrelalt egyensily, a gyenge- és puha
korrelalt egyensily teljesitményének Gsszehasonlitasara, illetve annak elem-
zésére, hogy mikor melyik dltaldnositds a legmegfelelébb. A tarsadalmi hasz-
nossagot is lehetne a hasznossdgok Gsszege (utilitaridnus megkozelités) helyett
a legkisebb hasznossdggal (egalitaridnus megkozelités) definidlni és az ered-
ményeket Gsszehasonlitani. At lehet térni, megvaltoztatva a megvaltozta-
tanddkat, tarsadalmi hasznossagrol a tarsadalmi koltségekre, és ugyanazokat
a kérdéseket feltenni. fgy ,,stabilitas ara” tipusu eredményeket kaphatunk a
puha korrelalt egyenstlyra, amelyet mar kozvetlentil tudunk 6sszehasonlitani
a Nash-egyensilyra és a klasszikus korrelalt egyensilyra vonatkozo eredmé-
nyekkel. Egy masik irdny lehet a legrosszabb eset elemzés mellett az atlagos
eset vizsgalata. Ekkor a szimuldcié jon els6sorban széba, munkéat adva ezen
teriilet kutatdinak is.
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CORRELATION, CONGESTION GAMES, CHICKEN GAME

We study the class of n-person, two-facility, simple, mixed, linear congestion games
and determine how close the social welfare achievable by soft correlated equilibria
(Forgé 2010) can get to the absolute maximum of social welfare. For this purpose
we use the enforcement value (Ashlagi et al. 2008). We prove that the enforcement
value for the class of games under study is exactly 2. For the class of n-person
chicken games that form a subclass of n-person, two-facility, simple, mixed, linear
congestion games the enforcement value is also 2. For the special case n = 2
(the classical chicken game) and n = 3, however, the enforcement value is % We
illustrate the working of the protocol of soft correlated equilibrium in an example
of environmental background.

Keywords: correlated equilibrium, soft correlated equilibrium, congestion games,
chicken game, enforcement value



