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A KESZLETGAZDALKODASI MODELLEK
IRANYZATAINAK RENDSZEREZO ATTEKINTESE!

HAUCK ZSUZSANNA
PTE KTK

Jelen munka célja a készletgazdalkodas alapmodelljeinek, valamint kiterjesz-
tési irdnyzatainak rendszerezé bemutatasa. Alapmodellnek tekintjiik a keres-
kedékre vonatkozé Economic Order Quantity (EOQ), valamint a termelSkre
vonatkozé Economic Production Quantity (EPQ) modelleket. A kiterjesz-
tési lehetGségeket targyaljuk tartalmuk szerint: nyolc iranyzatot sorolunk a
kiils6, tovabbi hatot pedig a bels6 korlatokbdl adodé kiterjesztésekhez. Kiilon
szakaszban foglalkozunk emellett a kiilénb6z6 médszertani megkozelitésekkel.
Lehet6ségeinkhez mérten osszevetjiik az elméletet a gyakorlat Gsszefliggéseivel,
koztik a Toyota Termelési Rendszerrel.

Kulcsszavak: gazdasdgos sorozatnagysdg, készletezési koltség, sorozat-
kezdési koltség, hatralék

1 Bevezetés

Jelen munkaval Komlési Sandort szeretném koszonteni 70.  sziletésnapja
alkalmabdl. Nagy oromomre szolgal, hogy nemcsak hallgatéja, de kollégdja
is lehettem, lehetek Komldsi professzornak, akire mind szakmailag, mind
emberileg maximalisan felnézek. A tanulmény doktori értekezésem (Hauck,
2015) szakirodalmi attekintésének atdolgozott, tovabbfejlesztett valtozata,
melynek apropdjat az adja, hogy az iinnepelt biztatasara nyujtottam be disz-
szertaciomat egy nemzetkozi megmérettetésre. Szeretném megmutatni, hogy
a latott jé példa alapjan nem allok meg a dij elnyerése utan, hanem igyekszem
ugyanolyan aldzattal és elszantsdggal folytatni a munkat, ahogy azt téle is
mindig lathatom.

A készletgazddlkodds modellezésének sziikségességét mi sem bizonyitja
jobban, hogy minden vallalat rendelkezik kisebb-nagyobb mennyiségi kész-
lettel. A készletek képzésének, keletkezésének f6 oka, hogy a kereslet és a
kindlat idében sok esetben nem egyszerre meriilnek fel. A készletek jellemz6
jelenlétét igazolja tovabbd, hogy Heizer et al. (2010) szerint az anyagédramlési
idonek csak mintegy 6t szdzalékaban torténik tényleges megmunkdlas, a fenn-
maradé idében a termékek, félkész termékek, alkatrészek, nyersanyagok kész-
let formajaban varakoznak.

A készletgazdalkodasi modellek kozos célja, hogy megtalaljak az optimu-
mot a til- és az alulkészletezés kockazatai mellett, azaz a leheto legmagasabb
fogyasztd-kiszolgdlasi szintet érjék el a lehetd legalacsonyabb koltség mellett.

IBeérkezett: 2017. januar 20. E-mail: hauckzs@ktk.pte.hu.
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Ennek megfeleléen 1éteznek a profit maximumat keres6 modellek, de sokkal
jellemz6bb a koltségminimum céljanak kitlizése. Készletgazdalkodasi model-
leket az International Journal of Production Economics (LJPE) és a European
Journal of Operational Research (EJOR) cimii szakfolydiratok publikdlnak a
leggyakrabban. Az IJPE t6bb mint 600, az EJOR t6bb mint 500 tanulmanyt
jegyez a készletgazdalkoddsban alapmodellnek szamité EOQ (Economic Or-
der Quantity, 1d. 2.1.) témakorében. Ezek kozil 500, illetve 350 feletti
szamu cikket publikaltak az ezredfordulé 6ta. Az 1. dbra ezek éves szintii
megoszlasat mutatja, feltiintetve az EPQ (Economic Production Quantity, 1d.
2.2.) modell eléforduldsat is. Mivel az EPQ modellbdl viszonylag kénnyen
szarmaztathaté az EOQ valtozat, ezért az EPQ-t tartalmazé tanulmanyok
gyakran hasonlitjak ossze a két modell eredményét egymassal. Az dbran is jol
latszik, hogy kevés az olyan cikk, amely csak 6nmagaban foglalkozik termel6
vallalat modelljével, azaz EPQ-val.

120
100
80
60 EEOQ
EPQ
40 = EOQ és EPQ
20 =
0 .".'.'.'.'.[ IIIII Al

P> S L
LHFLEFTE S
DA A AP

1. dbra. EOQ és EPQ modellek el6forduldsa a 2000-2016 idészak IJPE és EJOR szamaiban
(2016. december 31-ig)

EOQ/EPQ téméban a legtobb tanulmény a két lapban 2014-ben sziiletett,
melynek oka, hogy EOQ modell széz éves évforduléja alkalmabdl az IJPE
kiilonszamban valé publikédlasi lehetGséget hirdetett, és ezen tanulmanyok
2014-ben jelentek meg. A mésodik legtobb publikédciét 2008-ban kényvelhette
el a két folydirat. Az dsszesen 96 cikkbol 73 csak EOQ, 2 csak EPQ, tovabbi
21 pedig EOQ és EPQ modellekkel egyarant foglalkozott. Ezt kovetéen némi
visszaesést mutat a grafikon, ami nagyrészt azzal magyarazhato, hogy 2008-
tol kezdve egyre tobb készletgazdalkodasi témaju cikket kozolnek olyan neves
lapok (gyakorisdgi sorrendben), mint a Computers & Industrial Engineer-
ing, a Computers & Operations Research, az Applied Mathematical Modelling
vagy az Omega.

A kovetkez6 szakaszokban bemutatjuk a készletgazdalkodés két alapmo-
delljét, majd tizenhdrom, tartalom szerinti kiterjesztési iranyzatukat vessziik
sorra. A negyedik részben mdédszertani megkozelitésekkel foglalkozunk. Az
ezt koveto Osszegzésben roviden kitériink a tovabbfejlesztési lehet&ségeire is.
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Toreksziink a modellek gyakorlati relevancidjanak hangsilyozasara, ennek
érdekében az arra alkalmas eseteket Osszevetjik példaul a Toyota Termelési
Rendszer (TTR) gyakorlatéval.

2 A két alapmodell

2.1 Az Economic Order Quantity (EOQ) modell

A készletgazdalkodas alapmodellje nemrég iinnepelte szazadik sziiletésnapjét.
Harris (1913a és 1913b) alapgondolatédnak lényege, hogy a sorozatkezdési
(rendelési vagy &téllasi) és készletezési koltségek, valamint a kereslet ismere-
tében hatarozzuk meg a gazdasigos sorozatnagysagot. Annal tébb terméket
érdemes egyszerre legyartani, illetve rendelni, minél dragabb a rendelés, ma-
gasabb a kereslet és olcsébb a készlettartds. A modell optimaélis készletezési
politikat hatdroz meg, nem veszi figyelembe a gyartashoz, elosztashoz, szal-
litashoz kapcsolodd koltségeket, ahogy az arbevételt sem.

Harris (1913a és 1913b) Economic Order Quantity (EOQ) modellje értel-
mezhetd kereskeddkre és termel6 cégekre egyarant. Legegyszertibb valtozata
a 2. dbra készletalakulasi diagramjabol indul ki. A gyakran flirészfoghoz ha-
sonlitott modell készletezési ciklusokra osztja a tervezési idGintervallumot.
Minden ciklus elején egy () mennyiségii termékbdl allé sorozat érkezik a rak-
tarba. Ezek lehetnek késztermékek, félkész termékek, de akar nyersanyagok
is. A beérkezett mennyiséget feltételezéseink szerint egyenletes kereslet emész-
ti fel. A kovetkezd egy év keresletét D-vel jelolve (a jelolések jegyzékét 1d. az
1. tdbldzatban) egy sorozat Q/D id6 alatt fogy el, ennyi tehét egy peridédus
hossza. A vizsgalt idSintervallumban (egy év) eléfordulé ciklusok szdma en-
nek reciproka, vagyis D/Q. Minden készletezési peridédus elején s sorozat-
kezdési koltség mertl fel, amely kereskedd esetén a rendelésfeladas, gyarto
esetén az atallas koltsége. Ez a koltség fix, és fliggetlen a sorozatnagysagtol.
Az alapmodellben feltételezziik, hogy az dtfutdsi id6 nulla, tehat amikor el-
fogy a raktarkészlet, gy azonnal be tud érkezni egy 1j sorozat. Erre azért is
sziikség van, mert hidny nem megengedett.

Jelolés  Jelentése

napi kereslet (db/nap)

termelési rata (db/nap)

sorozatkezdési koltség (ciklusonként mertiil fel)
egy termék készleten tartdsanak napi koltsége
termékenkénti napi hatralékkoltség
sorozatnagysag (db), dontési viltozd

Qoo 30

1. tdbldzat. A tanulmanyban alkalmazott jel6lések jegyzéke
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Keészletszint
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2. dbra. Az EOQ alapmodell készletalakulasi diagramja
Forrds: Harris (1913a, 1913b) alapjin sajat szerkesztés

A fentiek alapjan egy év alatt sD/Q sorozatkezdési koltség meriil fel,
melyhez hozzaadddnak még a készlettartasi és a termékkel kapcsolatos kolt-
ségek. A fajlagos készlettartdsi koltség (h) dllandd, és mivel a kereslet is
allandd, eloszlasa pedig egyenletes, ezért ()/2 atlagos készletszint utdn meriil
fel. Gyartas esetén a c el6allitasi koltség a keresletnek megfelelé mennyiségben
meriil fel, amely kereskedd esetén a beszerzési arat jelenti. Az Gsszkoltség
fliggvény tehat:

TCFOR(Q) =sD/Q + hQ/2+ ¢cD . (1)

Mivel a dontéshozé szamara adott a kereslet, valamint a sorozatkezdési, a
fajlagos készlettartési és a termékkel kapcsolatos koltségek, ezért a sorozat-
nagysig az egyetlen dontési véltozd. A cél az 6sszkoltség minimalizéldsa,
melyhez a gazdasigos sorozatnagysdgot a Q = 1/2sD/h Wilson-formuldval
(Wilson, 1934) hatdrozhatjuk meg. Erre a formuldra lesz ugyanis nulla az
els6 derivalt, a masodik derivélt pedig pozitiv. Az 6sszkoltség fliggvény szer-
kezetét a 3. dbra bal oldala mutatja be.

Koltségek Koltségek
e
C /
_/ hy=h
S 2 S
h,0
y s-D/Q
hQ sD'Q \
cD cD

EOQ 0 EOQ, < EOQ 0

3. dbra. Az 6sszkoltség fliggvény szerkezetének szerepe a sorozatnagysag valtoztatasdban
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A 3. dbra jobb oldala azt mutatja meg, hogyan lehet alacsonyabb gazdasé-
gos sorozatnagysagot elérni. Erre azért keressiik a valaszt, mert a kivalé mi-
néség eléallitasardl is hires Toyota Termelési Rendszerben (TTR) a kivédnatos
sorozatnagysag egységnyi. A Wilson-formula alapjin egyik megoldas lehetne
a kereslet csokkentése, ez azonban nyilvdn nem célja a véllalatnak. A hei-
junka elv alkalmazdsdnak (a termel8sor kiegyensiilyozdsa) koszonhetéen JIT
rendszerekben a keresletet konstansnak tekinthetjiik, mivel a szerzédéseket
bizonyos idészakra elére kotik.

A sorozatkezdési koltség csokkentése azonban célja a vallalatnak, és ebben
a Toyota rendkiviili eredményeket ér el. A folyamatos fejlesztésnek koszon-
het6en ugyanis 6rakrél masodpercekre tudja csokkenteni az atallasi idoket.
Hasonléan sikeres ebben szolgaltatdsok terén a Southwest Airlines, hiszen
akar negyed ora elég a dolgozdinak arra, hogy fogadjanak egy gépet, és tel-
jes mértékben felkészitsék azt a kovetkezd felszalldsra (1d. Oliva és Gittel,
2007). Ezzel radikélisan cs6kkenthetd s, aminek koszonhetSen a sorozatkez-
dési koltségeket mutaté gorbe az origéhoz kézelebb tolédik (1d. 3. dbra), igy
korabban metszi a készletezési koltség egyenesét, vagyis csokken a gazdasidgos
sorozatnagysag. A Wilson-formula nevez&jében 8116 h fajlagos készlettartasi
koltséget emellett a Toyota magasabbnak tekinti, mint a vallalkozasok al-
taldban. A TTR filozéfia szerint ugyanis a készletek eltakarjdk a hibédkat,
problémékat. A készlettartasi koltségek linedris egyenese ennek megfeleléen
sokkal meredekebb a 3. dbra jobb oldalan, tovabb csckkentve ezzel a gaz-
dasdgos sorozatnagysagot. Amennyiben a fajlagos készlettartdsi koltséget és
a keresletet adottsagnak tekintjiik, ugy az egységnyi sorozatnagysagot ugy
tudja elérni a véllalat, ha a sorozatkezdési koltséget s = h/2D mértékiire
tudja leszoritani. Ennek a gyakorlati megvaldsithatésdga meglehetésen kor-
latozott, mégis kevés olyan tanulmany sziletett, amely kisérletet tett volna a
TTR-ben alkalmazandé gazdasdgos sorozatnagysag meghatarozasara. Voros
és Rappai (2016) publikéciéja 1j irdnyzatot indithat el a témakorben. A szer-
zOparos altal felvetett probléma azért is érdekes, mert bar a kereslet konstans,
az ellatas sztochasztikus természetii ebben a termelési rendszerben.

2.2 Az Economic Production Quantity (EPQ) modell

A fenti EOQ problémét gondolta tovdbb Taft (1918a és 1918b), feltételezve,
hogy a termékek nem a készletezési peridédus elején, egyszerre, hanem folya-
matosan érkeznek a raktarba. Ezt értelmezhetjiik ugy is, hogy a termelési
rata véges. A modell neve Economic Production Quantity-re valtozott, mivel
leginkébb termeld cégekre értelmezhetd. A kereslet itt is dllandé és egyenle-
tes, hidny tovabbra sem megengedett. A termelési ratdat m-mel jeloljiik, mely-
nek meg kell haladnia a D keresletet, igy idSegységenként (m — D) termék
érkezik a raktarba. Amikor a termelés ledll, a készletszint eléri a maximumaét.
A termelés akkor indul be tjra, amikor a kereslet teljesen felemészti ezt a
készletszintet (Id. 4. dbra).
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4. dbra. Az EPQ alapmodell készletalakuldsi diagramja. Forrds: Taft (1918a, 1918b) alapjin
sajat szerkesztés

Az EOQ modellhez hasonléan D /@ periédus van egy évben, igy a termék
eloallitasanak koltsége mellett a teljes sorozatkezdési koltség is valtozatlan
az EPQ modellben. A kiilénbség a készleten tartott mennyiségben van,
igy a készletezés fajlagos koltségét most nem a sorozatnagysdg, hanem a
maximalis készletszint fele utan szamoljak fel, ennyi ugyanis az atlagosan
készletezett mennyiség. A maximalis készletszint meghatérozasahoz aranyba
kell allitanunk egymadssal a cikluson belil azt a szakaszt, amikor torténik
termelés, illetve amikor a termelés sziinetel. A 4. dbra jeloléseit alkalmazva
t ideig termel a vallalat. Mivel a készletalakulas pozitiv meredekségének
mértéke (m — D), ezért ¢ id6 elteltével t(m — D) lesz a készletszint, ami a ma-
ximum, hiszen ettdl kezdve a ciklus végéig a készlet elfogyasztasa torténik.
A kovetkezd (T — t) ideig a készletszint D meredekséggel csokken nulldig,
vagyis az gy elfogyasztott mennyiség (T — t) D, melynek meg kell egyeznie a
t(m — D) maximalis készletszinttel. Egyenlévé téve a két kifejezést, valamint
felhasznalva, hogy T' = Q/D, azt kapjuk, hogy t = Q/m id§ alatt késziil el
egy sorozat, és mivel addig (m — D) meredekséggel keriiltek a termékek a
raktarba, ezért a maximalis készletszint (m — D)Q/m.

Az 6sszkoltség fliggvény tehat:

TCEPQ(Q) = sD/Q + h(m — D)Q/2m + cD (2)

amely a QFF? = /25D /h\/m/(m — D) sorozatnagység mellett veszi fel mi-
nimumé&t. A Wilson-formulat a /m/(m — D) mdédosité faktor noveli, mivel
az nagyobb egynél. A gazdasidgos sorozatnagysag annal kozelebb keriil az
EOQ modell eredményéhez, minél magasabb a termelési rata. A mddositd
faktor igy tudja elérni az elméleti egyes szintet, ha a termelési rata végtelen.

Az EPQ modellben mar sokkal redlisabbak az esélyek a TTR &ltal el6-
irdnyzott egységnyi optimalis sorozatnagysag elérésére, ugyanis a termelési
rata célszerl valtoztatdasa kézenfekvs dontési lehetGség a véllalat eszkOztara-
ban. A kereslet, a sorozatkezdési koltség, valamint a fajlagos készlettartasi
koltség ismeretében m = Dh/(h — 2sD) termelési rdta mellett lesz QFF?
egységnyi.
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Megjegyezziik, hogy az EOQ és EPQ modellekben eléforduld koltségele-
mek mérése a gyakorlatban jelentés kihivas elé éllitja a vallalatot. A fajlagos
készlettartasi koltségek kiszamitasara is léteznek kiilénbozo eredményt add
modszerek, de sokkal problémésabb a sorozatkezdési (rendelési) koltségek
kalkulalédsa.

3 Kiterjesztési iranyzatok tartalom szerint

A két bemutatott készletgazdalkodasi alapmodellnek szamos kiterjesztési ird-
nyét jegyzi a szakirodalom. Az ezeket elindité alapgondolatok épiilhetnek a
korabbi modellekben konkrétan megfogalmazott vagy kimondatlan feltevé-
sekre. Andriolo et al. (2014) a modellek fejlédésének tizenot mérfoldkovés
definidlta, melyeket a 2. tdbldzat idérendben listdz. A két alapmodell pub-
likalasat kovetden az elsé komolyabb attorést Wagner és Whitin (1958) di-
namikus készletgazddlkodasi modellje hozta. Az optimalizdlas célja itt is a
sorozatkezdési és készlettartasi koltségek minimalizadldsa volt, de a termék
kereslete nem konstans, hanem iddben vdltozd. A készletezési politika kiala-
kitéasa tehat keresleti elorejelzésre alapszik.

A szakirodalmi Elsé publikdcié Altaldnos érvényt, szemléletbeli

ujdonsig tartalma megjelenése jelentdsége a készletgazdédlkoddsban

EOQ alapmodell 1913 A készletgazddlkodas egyszerl
matematikai modellezése

EPQ modell 1918

Idében valtozo kereslet 1958 Piaci valtozasok és dinamika

Romlandé termékek 1963

Mennyiségi kedvezmény 1963

Inflacié 1975

Valtozé atfutdsi idé 1979 A termelésre vonatkozé korlatok,
valtozék

Kereskedelmi hitel 1985

Folyamatingadozas 1986

Hidny és hatralék 1987*

Javitds és djrahasznositds 1996

Korlatozott szallitéi kapacitas 1999 A beszerzésre vonatkozé korlatok,
valtozék

Hibés termékek 2000

Kornyezeti fenntarthatésag 2011 Fenntarthatdsag

Tarsadalmi fenntarthatésag 2012

* Pentico és Drake (2011) alapjdn 1967

alapjén sajat szerkesztés

Az eredeti EOQ modellhez képest az EPQ tulajdonképpen méar utal ra,
hogy a termékek nem a sorozatkezdés pillanatdban késziilnek el. Az dtfutdsi
iddt az els6k kozott vette figyelembe Hadley és Whitin (1963), Gross és So-
riano (1969), valamint Vinson (1972). Ezeknek és a hasonlé modelleknek
kozos alapja, hogy az egyes sorozatok bizonyos leszallitasi id6 utan, nem
pedig az igény jelzésének pillanataban érkeznek meg a raktarba, legyen szé
akar termeld, akar keresked$ vallalatrél. A leszéllitdsi id6 mértékének is-
meretében meghatarozzak, mikor kell rendelést feladni ahhoz, hogy a sorozat
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akkor érkezzen be, amikor éppen lenulldzddik a készletszint. A rendelési pont
annal a készletszintnél van, amennyi éppen a leszallitasi idére esé kereslet
mértéke.

A modellek nagy része dltaldban nem &ll meg ennél az \jitdsnal, hanem a
magyar modellnek (Ziermann, 1964 és Prékopa, 1965) megfelelen szdmolnak
mind az atfutdsi id6 (els6ként Liberatore, 1979), mind a kereslet varhatd
értékével és szorasaval. A leszéllitdsi id6re es6 kereslethez képest ezért biz-
tonsagi készletet adnak, és ezen Gsszegnek megfeleld készletszinten allapitjak
meg a rendelési pontot. Biztonsagi készlet képzésével a véllalat a fogyasztd-
kiszolgalasi szintet tudja novelni, csokkentve ezzel a készlethiany el6fordula-
sanak valdszinliségét.

A kereslet, valamint az dtfutdsi idé ingadozédsaira a készletgazdalkodasi
politikat kialakité termelési funkciénak nincsen koézvetleniil befolydsa. A ke-
resletre leginkdabb a marketing funkcié tud hatéssal lenni. Az atfutdsi idét a
vallalat alkuereje, sajat eloallitas esetén innovacids képessége csokkentheti,
bizonyos mértékli volatilitds jelenléte azonban természetes. Ezek mellett
egyértelmiien adottsig a vallalat szdméra az inflicid mértéke (1d. 5. dbra).
Az arszinvonal dltaldnos novekedése, igy a vésarlderd csokkenése nem marad-
hat ki a vallalatok ar- és koltségkalkuldciéibdl, ennek megfeleléen jelentos
hatédssal van a készletgazddlkoddsra is. Els6ként Buzacott (1975) vizsgélta
meg, hogy kiilonb6z6 arazasi médszerek mellett hogyan befolyasolja a pénz
értékének idébeli romlasa a készletezési politikat.

A készletgazdalkodasra hatd

kiilsd tényezdk, korlatok

Az ellatasi lanc
szereplOinek hatdsa

Kiilsd adottsdg a termelési
funkci6 szdmara

Fogyaszt6i, tarsadalmi
elvarasok

Mennyiségi

Il Iddben valtozo
kedvezmény

kereslet

Kornyezeti
fenntarthat6sig

Kereskedelmi
hitel

Az atfutasi id6
volatilitasa

Téarsadalmi
fenntarthat6sig

Beszerzési

Inflacioé korlatok

5. dbra. A készletgazdalkoddasra haté kiils6 tényez8kbdl, korlatokbdl kiindulé kiterjesztési
irdnyzatok
Az 5. dbra a modellek kiterjesztési iranyzatainak azon részét rendszere-
zi, melyek alapgondolata kiilsé tényezdk, korldtok megfigyelésébdl ered. A
kereslet és az atfutdsi id6 volatilitdasa, valamint az inflacié kiils6 adottsagnak
tekinthet6. Ugyancsak a vallalaton kiviilrol erednek az ellatasi lanc szerep-
16inek hatasai, melyek el6fordulasat tovabbi harom 6 csoportba soroltuk,
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ezek a mennyiségi kedvezmény, a kereskedelmi hitel, valamint a korlatozott
szallitoi kapacitas jelenségét figyelembe vevo modellek.

Az alapmodellekben feltételeztiik, hogy a véllalat rogzitett beszerzési dron
jut hozzé készleteihez. Eladasosztonzés céljabdl az ellatasi lanc szereploi
gyakran ajanlanak fel mennyiségi kedvezményt, ami azt jelenti, hogy a soro-
zatnagység (@) novelésével a termék dra, vagyis az (1), ill. (2) egyenletek
¢ paramétere csokkenhet. Ez a kedvezmény kiilonb6z6 mennyiségi inter-
vallumokra értendd. Mivel a fajlagos készletezési koltségeket altalaban az
aru onkoltségének szazalékdban szoktak meghatarozni, ezért a ¢ paraméter
csokkenése h paraméter csokkenését is maga utédn vonja. Az EOQ alapmodell
Osszkoltség fiiggvénye a kovetkezSképpen modosul tehat:

TCYO(Q) = sD/Q + hQ/2 + ¢;D . (3)

A minimélis 6sszkoltség kiszamitdsanak maédjat kutatva Hadley és Whitin
(1963) arra a megallapitdsra jutottak, hogy a gazdasdgos sorozatnagység
megszokott médon torténo kiszamitasat kvetéen az annal magasabb mennyi-
ségekre vonatkozé artorési pontok 0sszkoltségét kell Osszevetni az addig ka-
pott Osszkoltségekkel. Ennek az az oka, hogy a magasabb mennyiségi in-
tervallumba lépve @) novekedése miatt a sorozatkezdés, ¢; csokkenése miatt
pedig a termékhez jutéds koltségei csokkennek, melyhez a h;Q/2 készletezési
koltséget hozzdadva nem egyértelmii az 0sszkoltség véltozdsdnak irdnya. A
h;Q szorzat tagjai ugyanis eltér6 iranyban mozognak.

Benton és Park (1996) irodalomrendszerezé tanulmanyukban két £6 cso-
portra osztjak az ardiszkontélast megengedd modelleket attdl fliggéen, hogy
a kereslet fligg-e az id6t6l vagy sem. Mindkét csoporton beliil két alcso-
portot kiilonboztetnek meg, mivel a mennyiségi kedvezmény vonatkozhat a
teljes sorozatra (pl. San-José és Garcia-Laguna, 2009; Taleizadeh és Pentico,
2014) vagy csak az artorési mennyiségen feliili készletre (pl. Rubin és Benton,
2003). Az igy kapott négy alcsoportban tjabb két-két kategdridt hatdroznak
meg aszerint, hogy csak a beszerz6 vagy a beszerzé és a beszallité szempont-
jait egyiitt veszi-e figyelembe a modell. Megjegyezziik, hogy 1éteznek a két
lehetdséget Osszehasonlité modellek is (pl. Archetti et al., 2014); a kedvez-
mény pedig vonatkozhat a szallitasi koltségekre (Ertrogral et al., 2007), és
el6fordulhat idészakos formdban is (pl. Sari et al., 2012).

A készletgazddlkoddsi modelleket rendszerez$ munkijdban Glock et al.
(2014) definidlja a modellek egy olyan csoportjét, amelyek figyelembe vesznek
vallalatok kozotti 6sztonzési mddszereket. A mennyiségi kedvezmény mel-
lett a kereskedelmi hitel nyujtasat soroljak ebbe a kategéridba. A Goyaltdl
(1985) szérmazé alapgondolat 1ényege, hogy a beszallit6 lehet6vé teszi a vevd
szamara, hogy ne a teljesités pillanataban, hanem bizonyos kés6bbi idopont-
ban egyenlitse ki a szamlat. A felajanlott kereskedelmi hitel kamatmentes
vagy rendkiviil kedvezé kamatozdsi. A vevd egyrészt befektetheti a hitel
mennyiségét a fizetési hataridoig, masrészt alacsonyabb készletezési koltsé-
gekkel szamolhat, mivel a kereskedelmi hitel csokkenti a készletekbe fektetett
toke atlagos mennyiségét.
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A beszerzésre vonatkozd korldtok és bizonytalansdg Hariga és Haouari
(1999) éta vannak jelen a készletgazdédlkodas szakirodalméban. Ezek a mo-
dellek nem az ellatési lanc szerepléinek 6sztonzési mddszereibdl indulnak ki,
hiszen a beszallitoknak jellemzden érdeke a kereslet kielégitése. A beszallitok
kapacitasat azonban befolydsolhatjak véletlen tényezok, melyek sztochaszti-
kus modellek felirasat kovetelik meg. A beszéllitékkal kapcsolatos kockédza-
tokkal foglalkozé modellekben jellemzéen nagy szerepet kap az atfutdsi ido
(pl. Louly és Dolgui, 2009; Noblesse et al., 2014).

A vallalati miikodést, azon beliill a készletgazdalkodést is befolyasoljak
olyan aktudlis fogyasztdi és tarsadalmi elvarasok, melyek figyelmen kiviil ha-
gyésa a versenyben térténd lemaradast eredményezik. A vallalatok tarsadalmi
felelésségvéllaldsa (corporate social responsibility, CSR) napjaink kiemelt
jelentOségii kérdése, amely a marketing funkcién keresztiil a termelésre is
hatassal van. Ennek megfeleléen a készletgazdalkoddsi modellekben egyre
gyakrabban jelennek meg kornyezeti és tdrsadalmi fenntarthatdsdgi célok. A
fenntarthatdsdg problémakore Bonney és Jaber (2011) 6ta terjedt el a kész-
letgazdalkodas irodalmaban. Ok vettek el6szor figyelembe olyan kornyezeti
kérdéseket, mint a karosanyag-kibocsatas, a csomagolas, a létesitmények elhe-
lyezkedése vagy a hulladék. Ez logisztikai szempontbdl djdonsdgnak szamit,
ugyanakkor ahogy Andriolo et al. (2014) utal ra, kornyezeti kérdések mar
jéval kordbban megjelentek Richter (1997), valamint Richter és Dobos (1999)
munkaiban, akik bevezették az ijrahasznositds, valamint a javitas lehet&ségét
a modellekbe. Utébbi két lehetGséggel a vallalatok belsé korlataibdl kiin-
dul6 csoportositasban foglalkozunk, mivel a hibas termékek javitasat inkabb
koltségesokkentd, mint CSR célnak tekintjiik.

A vallalat bels6
korlatai
1
I 1
A termék jellegébol A termelés soran Az eldrejelzés
eléfordul6 hibak korlatai
Romlandé és Bl Folyamat- I_ Hiany és
elavul6 termékek ingadozas hatralék
Helyettesithet6 =l Hibiés termékek
termékek
Bl Javitas és
Ujrahasznositas

6. dbra. A készletgazddlkoddsra haté belsé tényez8kbdl, korlatokbdl kiindulé kiterjesztési
irdnyzatok
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A legijabb modellekben megjelend tdarsadalmi fenntarthatésdg azt jelenti,
hogy a vallalat célja az emberek életmindségének emelése és fenntartasa, min-
den érintett mentalis és fizikai egészségének védelme, valamint a méltanyossag.
Ennek megfeleléen Bouchery et al. (2012) modellje tartalmaz olyan paraméte-
reket, mint a készletgazdalkodédsbdl (sorozatkezdés és készlettartas) kovetkezd
tarsadalmi terhek, illetve az ezen a teriileten dolgozék munkakoriilményei.

A készletgazdilkoddsi modellek belsé vallalati korlatokbdl kiinduld dgat
foglalja rendszerbe a 6. dbra. A kiterjesztési iranyzatokat aszerint csoporto-
sitottuk, hogy a termék, a termelés vagy a tervezés sajatossagai kovetelik-e
meg az adott probléma specidlis megkozelitését. Mindharom esetben cél a
készletezéssel kapcsolatos koltségek minimalizélasa, de tovabbi versenyprio-
ritdsi tényezok is jelentds szerepet kapnak a modellekben. A termék jellege
leginkabb az id6zités, a termelési hibak a mindség, mig az elérejelzési korlatok
a megbizhatdsag szempontjabdl fontosak.

A termékek jellegét tekintve a fentiekben targyalt készletgazdalkodasi
modellek feltételezik, hogy minden készlet végtelen idéhorizonton tarolhato.
Felmeriilhet azonban a készlet elavuldsinak kockdzata (pl. Jaarsveld és Dek-
ker, 2011), illetve lehetnek a termékek romlanddak is (pl. Thangam, 2012).
Az irdnyzatot Ghare és Schrader (1963) inditotta el, akik megfigyelték, hogy
bizonyos arucikkek romlédsa jol becsiilhet6 az idének egy negativ exponencialis
fliggvényével. Ennek megfeleléen konstans elavulasi ratat alkalmaztak a je-
lenség vizsgédlatara. Covert és Philip (1973) szerint azonban ez a rita az
id6ében valtozhat. Az irdnyzatrdl irodalmi attekintést publikalt Bakker et
al. (2012), melyet Janssen et al. (2016) a legfrissebb tanulmanyokkal aktu-
alizalt. Megjegyezziik, hogy problémas tarolhatésidga miatt az energia mint
termék is jelentOsen csokkenti a vallalatok mozgasterét. A 2015-ben indult
Journal of Energy Storage a kozelmiltban kézolt olyan tanulményt (Schnei-
der et al. (2016)), amely készletgazdalkoddsi modellt tartalmaz, s taldn egy
4j interdiszciplinaris iranyzatot indit el.

A termékek helyettesithetdsége lehet korlat, de lehetéség is a véllalatok
szdmdra. Shin et al. (2015) rendszerezi a vonatkozé készletgazdalkodasi és
arazasi modelleket, melyekben vagy a beszallité vagy a fogyaszté donthet a
helyettesités mellett. Az is eléfordulhat, hogy valamelyik termék helyettesi-
toje a masiknak, viszont ez a masik irdnyban mér nem igaz.

Eladhatatlanna nemcsak az eléallitast kovetGen valhatnak a termékek, ha-
nem a termelési folyamat kdzben is el6fordulhatnak hibdak. A termelési folya-
mat bizonyos mértékii ingadozisa természetes jelenség. A folyamat-ellendr-
zés statisztikai mddszereinek segitségével megdllapithatjuk, hogy a termelési
rendszer kontroll alatt van-e vagy sem. Mivel a folyamat sordn felmeriilé
hibakat nem ismeri elore a véllalat, ezért a jelenséget modellez6 tanulmanyok
Porteus (1986) 6ta a hibdk el6forduldsdnak bizonyos valdszintiségét feltéte-
lezik. Rosenblatt és Lee (1986) a probléma kapcsén arra a kovetkeztetésre
jutott, hogy selejtes termékek el6forduldsa esetén kisebb sorozatokban cél-
szerli gyartani. Lee és Rosenblatt (1987) vették figyelembe elészor, hogy a
vallalatoknak lehet6sége van a termelési folyamat ellenérzésére a hibak mi-
el6bbi kisziirése érdekében. Voros (1999) a Toyota Termelési Rendszerbdl ki-
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indulva feltételezte, hogy a termelési ratat csokkenthetik a folyamat minéségi
problémai. Ha ugyanis min6ségi hibat talalnak a dolgozdk, akkor megallithat-
jak a termel6szalagot. Hiany keletkezését nem megengedé EP(Q modelljében
arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a folyamat minéségének romldsa noveli
a gazdasagos sorozatnagysagot és csokkenti az atallas és készlettartas éves
koltségeit. Noveli ugyanakkor a javitas koltségeit, igy meghatarozhato az
optimdlis folyamatminGség szintje.

Mivel selejt termékek az eléallitasi, a szallitasi vagy a készletezési folya-
mat soran keletkeznek, ezért ebbdl a folyamatingadozast figyelembe vevo
irdnyzatbdl indult ki a késztermékek mindségét, illetve annak ellendrzését fi-
gyelembe vevé irdnyzat, melynek elinditdsa Salameh és Jaber (2000) nevéhez
fliz6dik. A hibds termékek kisziirésére tett erbfeszitéseket feltételezé modellek
els6 példdjaban az atvizsgalasi periddus végén a selejtes termékek egyszerre
tdvoznak a raktarbdl, alacsonyabb dron értékesitik éket. A Salameh-Jaber
modellben a kereslet kielégitése a minoség-ellendrzési folyamattal parhuzamo-
san torténik, minden idépillanatban rendelkezésre all a kereslet kielégitését
szolgalé mennyiségii, bevizsgalt, j0 mindségi termék. Nem keletkezik tehat
hidny. Papachristos és Konstantaras (2006) azonban rdmutatnak, hogy mivel
a selejtarany véletlen valtozo, ezért ez a feltétel nem elégséges a nem tervezett
hidny elkeriiléséhez.

Salameh és Jaber (2000) az EOQ alapmodell logikdjénak megfeleléen tigy
hatarozta meg a sorozatnagysagot, hogy a készlettartasi és sorozatkezdési
koltségek Gsszegének minimuméat kereste a tervezési idohorizonton. Mivel a
selejtarany valoszintségi valtozd, és befolyasolja a koltségeket, ezért a szél-
séérték kiszamitdsahoz az 6sszkoltség varhato értékét hasznalja fel a szerzo-
paros. Maddah és Jaber (2008) modelljében emellett a készletezési ciklusok
hossza helyett is annak varhaté értéke szerepel. Ha alacsonyabb a jo mindségli
termékek aranya egy sorozatban, akkor azt hamarabb emészti fel a kereslet,
igy a ciklus elobb ér véget, és forditva. Megallapitasaik szerint a gazdasdgos
sorozatnagysagot noveli a selejtarany ingadozasa.

Salameh és Jaber (2000) megkozelitése szerint a rendszer az els6 periddus-
ban felveszi a selejtarany valdszintiségi valtozo aktualis értékének megfeleld
szintet, és ettdl kezdve minden egyes ciklusban ugyanigy viselkedik. Maddah
és Jaber (2008) azonban megengedi, hogy minden 1j ciklus elején 1j értéket
vegyen fel a valészintiségi véltozé. Voros (2013) ezt a két megkozelitést Gssze-
fiiggd (connected), valamint egymdstdl fiiggetlen ciklusoknak (independent
cycles) nevezi. Megéllapitdsai szerint a két megkozelités meglehetésen kiilon-
b6z6 eredményekhez vezethet, egymaésnak akar végtelenszeresei is lehetnek a
gazdasagos sorozatnagysagok.

Hidny akkor keletkezik, ha adott iddegység alatt magasabb a kereslet,
mint a jo mindségil kindlat, és a vallalatnak nem allnak rendelkezésére bizton-
ségi készletek. Voros (2013) modelljében a hidny nem tervezett, hanem vélet-
lenszertien fordul el6. Mégpedig a keresletet konstansnak tekintve olyankor,
amikor selejtardny a vartnal magasabb. Khan et al. (2010) tanulményaban
nem a véletlen, hanem a lassi mindség-ellenorzés miatt all el6 hasonlé helyzet.
Az atvizsgilds sebessége tanuldsi (felejtési) gorbe szerint véltozhat. Em-
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pirikus adatokbdl kiindulva Jaber et al. (2008) szerint a beszallitott termékek
selejtaranya jellemzéen egy bizonyos tanulasi gérbének megfeleloen csokken.
Ez a megéllapitas alapfeltevéssé valt tovabbi modellekben. A tanulési gérbe
Khan et al. (2014) egy késébbi munkéjaban is megjelenik, mégpedig a ter-
melési ratara vonatkozéan. A szerzék a teljes ellatasi lancra értend6 optimalis
sorozatnagysagot kivanjak meghatarozni, figyelembe véve, hogy hibdk az at-
vizsgalds soran is eléfordulhatnak. A teljes elldtasi lancra vonatkozé optimali-
z4lds Khan et al. (2011) rendszerezé munkéja szerint a Salameh-Jaber modell
kiterjesztéseinek egyik {6 iranya. Kiilon fejezetet szentel a hibas termékeknek,
a mindség kérdésének, a hidny eléforduldsanak, valamint a fuzzy logikat al-
kalmazo irdsoknak.

Az EOQ/EPQ modellek dltaldban a készletezéssel kapcsolatos 6sszkoltség
vagy annak varhaté értékének minimumat keresik. Jaber et al. (2013) mo-
dellje azonban profitmaximumot keres, mivel a kereslet nem konstans, és két
magyardazé valtozdja a mindség és az ar. A mindség-ellenérzési irdnyzatban is
taldlunk példat mennyiségi kedvezményekre, ilyen Hsu és Yu (2009) munkéja.
A hidnyt megengedd tanulményok koziil Wee et al. (2007) a hidny pdtldsat
hibatlannak feltételezi, Eroglu és Ozdemir (2007) azonban azzal is szdmol,
hogy a pétlas soran is el6fordulhatnak minéségi problémak. Az eddig emlitett
tanulmanyokban a megtermelt vagy megvasarolt kotegeket a vallalatok nem
kiildték vissza beszéllitéiknak. Skouri et al. (2014) modelljében ez azonban
lehetséges, ha a teljes sorozat hibas.

A szakirodalomban fellelheté modellek jellemzéen a gazdasdgos sorozat-
nagysag meghatarozasaval probéljak minimalizalni a készletezéssel kapcso-
latos Gsszkoltséget. Hauck (2014a) azonban olyan modellt ir fel, melyben
minderre a vallalatnak az atvizsgaldsi sebesség valtoztatdsanak eszkoze is
rendelkezésére all. Hauck és Voros (2015) tanulmanydban ugyancsak dontési
valtozo6 az atvizsgalasi sebesség. A selejtardny valdszintiségi valtozd, és Voros
(2013) alapjdn kiilon vizsgdljék azt a két esetet, amikor a selejtardny ciklusrdl
ciklusra valtozhat, illetve ugyanannyi marad, mint ahogy az az elsé periddus-
ban kialakult. A modell EPQ véltozata a jelen folyéiratban publikalt Hauck
(2014).

A mindség-ellendrzést is folyamatnak tekintve, hibdk az atvizsgédlas sordan
is el6fordulhatnak. Az els6- és mésodfaju hiba elséként Yoo et al. (2009)
modelljében jelenik meg. A masodfaji hibabdl kévetkezden a fogyasztok
hozzdjuthatnak hibas termékhez, melyet visszajuttatnak a vallalathoz.

Chan et al. (2003) a hibés termékek kezelésének hdrom kategérigjat kiilon-
bozteti meg. Ezek a leselejtezés, az alacsonyabb aron torténo eladés, valamint
a javitas. Ut6bbi alatt érthetiink egyszert javitdst (repair) vagy tjrafeldol-
gozdst (remanufacturing), melynek sordn a termék minéségét olyan szintre
javitjak fel, mintha eredetileg is tokéletesen sikeriilt volna a gyartas. Kiilon
irdnyzatként kezeljiik, és ide soroljuk az wjrahasznositds lehetGségét figyelem-
be vevé modelleket is, melyekben a vallalat szamit arra, hogy a fogyasztok
altal hasznélatba vett termékek visszakeriilnek a véllalathoz, majd transz-
formécié utan ismét a fogyasztékhoz jutnak. A témédban els6ként Richter
(1996) foglalkozott azzal a kérdéssel, hogy konténerek mint termékek milyen
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aranyat érdemes megjavitani, illetve hogy mekkora az el6allitds és a javitas
gazdasagos sorozatnagysaga. Mivel egy id6 utan nem lehet ujrahasznositani
a terméket, ezért a szerz6 az optimalis hulladékkezelési ratat is meghatéarozta.

A modellt tovébbfejlesztve Dobos és Richter (2003) arra a kérdésre ke-
resték a valaszt, hogy miként célszerl a termelés és a javitas kozott elosztani
az eréforrdsokat. Megallapitdsaik szerint a tiszta stratégidk alkalmazésa (az
Osszes termék javitdsa vagy az Osszes termék javitds nélkiili termelése) vezet
a kapcsolddo koltségek minimumahoz. Ugyanerre az eredményre jutottak ab-
ban az esetben is, amikor a hulladékkezelési rata is dontési valtozo volt. Meg-
jegyzik tovabba, hogy a tiszta stratégia alkalmazasdnak vannak technolégiai
korlatai, és arra sem lehet szamitani, hogy minden egyes terméket visszahoz-
nak ujrahasznositasra a fogyaszték. A témédban magyar nyelvii publikécid
is sziiletett (Richter és Dobos, 2003). A szerzék szerint a tiszta stratégia
dominans voltanak a gyakorlatban az lehet a kovetkezménye, hogy a koltségek
megfelel$ valtoztatasa az egyébként gazdasagi elven miikodo vallalatokat kor-
nyezettudatosabb gazdalkodésra Osztonzi.

Az emlitett forditott logisztikai modellt altalanosabb formédban térgyalja
és oldja meg Dobos és Richter (2004). Megerésitik kordbbi problémafelve-
téstiket, miszerint a tiszta stratégiadk nem megvaldsithatdak, a termékek egy
része nem keril vissza a vallalathoz, némelyikiik pedig nem hasznélhato fel
djra. A probléma modellezéséhez a visszavasdrlasi rata egynél kisebb felsé
korlatjat javasoljak bevezetni. Ennek kévetkeztében kevert stratégia lesz op-
timélis, ahogy azt egy késébbi tanulmanyukban (Dobos és Richter, 2006)
be is mutatjak a szerzék. Az j modell a mindséget is figyelembe veszi, és
lényeges megallapitdsa, hogy a mindség-ellenérzést érdemes kiszervezni. Az
irdnyzat jelent6ségét mutatja, hogy Bazan et al. (2016) t6bb mint 250, listds
nemzetkozi folydiratban megjelent cikk felhasznalasaval készitett irodalmi
attekintést.

A véllalatoknak megfelel$ idében kell a megfelel6 minéségii és mennyiségii
kinalatot biztositani fogyasztéik szamara. Hibdk nemcsak a termelés soran
fordulhatnak el6, de nehéz jol elorejelezni a jovobeni keresletet is. Ha nem &ll
elég késztermék rendelkezésre, ugy hidny keletkezhet, melynek el6forduldsat
elsként vette figyelembe Hadley és Whitin (1963). Ezen kiterjesztési irdnyzat-
rél ad attekintést Cérdenas-Barrén (2011), aki a szerzOpdros mellett Naddor
(1966), valamint Johnson és Montgomery (1974) {résat tekinti uttérének a
témaban. Amennyiben hidny (hatralék) keletkezik, azt a modellek tobblet-
koltséggel bilintetik. Ennek oka lehet, hogy a fogyasztok a versenytarsak
kinalataval elégitik ki igényeiket, az igy elvesztett kereslet visszaszerzéséért
tett erdfeszitések pedig rendkivil koltségesek lehetnek. Ha a vallalat nem
vesziti el a keresletet, azaz hatralék keletkezik, tgy valamilyen formaban
novelnie kell kapacitasait. Ez lehet tuléra, harmadik miiszak bevezetése,
beruhazas vagy mas piaci szereplok segitségének igénybevétele. Mindegyik
megoldds tobbletkoltségekkel jar a vallalat szaméra. Vords (2013) szerint a
hidny lehet elére tervezett (pl. Konstantaras et al., 2012) és nem tervezett.
Utébbi azt jelenti, hogy véletlenszerlien, elére nem lathaté korilményekbol
kovetkezben (pl. a kereslet nem vart felfutdsatdl vagy termelési, logisztikai
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problémak miatt) fordul el8, hogy az aktudlis kereslet meghaladja a kinalatot.
A tervezett hidany esetében ugyanakkor a véllalat tudatosan hagyja, hogy egy
bizonyos ideig hidny forduljon elé. Ez leginkabb akkor ésszerii magatartas,
ha el6re ismert tény, hogy a vallalat nem fog emiatt kereslettdl elesni, igy
a hidny tulajdonképpen hatraléknak tekinthets. Eléfordulhat az is, hogy az
elvesz6 kereslet miatt kies6 hozam jéval alacsonyabb, mint a készlettartas
koltsége, ezért gazdasigilag indokolt bizonyos mennyiségii hiany fenntartasa.
Hidny gy is keletkezhet, hogy a véllalat kisziiri és nem kinélja eladdsra a nem
megfeleld mindségili termékeket. A keletkezett hidanyt vagy teljes egészében
pétoljék (pl. Rezaei, 2005; Wee et al., 2007) vagy egy részét pétoljak, masik
részébél elveszett kereslet lesz (pl. Yu et al., 2005; Wee et al., 2006).

Természetszeriileg a hatralék keletkezése a gyakorlatban, igy a készlet-
gazdalkodési szakirodalomban is gyakran el6fordul, ezért bemutatjuk az ezt
megengedé alapmodellt. A 7. dbra hatralék el6forduldsa esetén mutatja a
készletszint alakuldsat. A ciklus elején raktérba érkez6 mennyiség @@, melybél
B darab terméket a hatralék pdétlasara fordit a vallalat. A raktdrban tehat
addig van készlet, ameddig a megmaradé (Q — B) mennyiséget a D kereslet fel
nem emészti, vagyis (Q — B)/D ideig. Ezt kovetéen hétralék halmozddik fel
a hétralék nélkiili esettel egyezéen (/D hosszisagu ciklus végéig, amikorra
a potolandé mennyiség eléri a B szintet.

Az dbra vizszintes tengelyét a B szint vonaldba képzelve, a szitudcio fel-
foghaté gy is, mintha (Q— B)/D id6 utén a raktérban levs termékek fajlagos
készlettartasi koltsége a kovetkezd ciklus elejéig h-rél b-re néne. A hidnybdl
ered6 fajlagos koltségek (b) meghaladjak a (til)készletezés fajlagos koltségét
(h). Azt kell tehdt kiszdmolnunk, hogy ezek milyen ardnyban meriilnek fel.

Készletszint
0l
O-B
D -D
B 1 N AN ”
(O-BYD B/D 1do
/D

7. dbra. Az EOQ modell készletalakuldsi diagramja hatralék esetén. Forrds: Voros (2010),
278. oldal alapjan sajat szerkesztés
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Fajlagos készlettartdsi koltség ciklusonként (Q — B)/D egységnyi ideig,
tlagosan (Q — B)/2 termék utdn meriil fel. Ez ciklusonként h(Q — B)?/2D
koltséget jelent. Fajlagos hatralék koltség B/2 mennyiség és B/D idéegység
utdn szamitandd, ami Osszesen bB? /2D koltséget tesz ki egy periédusban.
Mivel a tervezési id6horizonton a ciklusok szdma D/Q), ezért a készlettartds és
a hatralék egyiitt h(Q— B)?/2Q+bB?/2Q pénzegységébe keriil a villalatnak.
A héatralék nélkiili esethez képest nem véltozott sem a sorozatkezdés, sem a
termék eléallitasanak koltsége, igy az 0sszkoltség:

TCFOR(Q, B) = sD/Q + h(Q — B)?/2Q + bB?/2Q + ¢D . (4)

A gazdasdgos sorozatnagysig a Wilson-formula médositott, azt meghaladd
mértékil valtozata Q;EOQ =+/2sD/h-+/(b+ h)/b, ugyanis mivel h és b poziti-
vak, ezért a médosité faktor egynél nagyobb. A véllalat a hatralék mértékérsl
is donthet, csokkentheti azt példaul a rendelések korabbi leadasaval, a cik-
lusok roviditésével. A hatralék optimalis mértéke a modell szerint QOEP?Q =
V/2sD/b-\/h/(b+ h). Mivel a hétralék fajlagos koltsége a szorzat tagjainak
nevezdiben taldlhatd, ezért annak novelése csokkenti az optimalis hatralék-
szintet. Ha a fajlagos hatralékkoltség a végtelenbe tart, akkor az optimalis
hétralékszint zérus, a gazdasagos sorozatnagysig pedig az eredeti Wilson-
formulat adja vissza.

Az EPQ modell hatralék esetén fenndllé 6sszkoltség fiiggvényének felird-
séhoz a (2) és (4) egyenletek megfontoldsait kell alkalmaznunk, igy a (5)

formula ezekhez meglehetésen hasonlé:

TC;"(Q.B) = sD/Q + h(Q — B)*(m — D)/2mQ +bB*/2Q + D . (5)

Az 6sszkoltség fiiggvény alapjan szarmaztathatd gazdasdgos sorozatnagysag

képlete
b ¢ =V2sD/h/m[(m =D/ b+h)/b,

amely a fentiekben bemutatott Wilson-formula, valamint a véges termelési
rata és a hiany miatt fenndll6 médosité faktorok szorzata.

A fentiekben bemutatott kiterjesztési iranyzatokat lehetéségeinkhez mér-
ten kilon targyaltuk, azonban megjegyezziik, hogy az egyes modellekben
jellemzéen keverednek ezek a modelljegyek. Természetesen nincs olyan ta-
nulmany, amely mindegyik modellfeltevést figyelembe venné, az azonban
altalanos, hogy egy 1j modell t6bb irdnyzathoz is sorolhato.

4 Moébdszertani megkozelitések

Médszertani szempontbdl csoportosithatjuk a modelleket azok input adatai-
nak tulajdonsdga szerint, igy megkiilénboztethetiink determinisztikus, szto-
chasztikus, valamint fuzzy modelleket. A készletgazdalkodasi modellek nagy
része determinisztikus, melynek oka az eldre ismert input adatok jo kezel-
hetésége. Szadmossigukat érzékelteti, hogy Pentico és Drake (2011) a deter-
minisztikus készletgazdalkodasi modellek azon sziik agardl készitett irodalmi
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attekintést, melyekben a hiany pétlasa csak részben torténik meg, s a szerzok
igy is tobb mint 150 tanulményt jeloltek meg a hivatkozasok kozott. Ezek a
modszerek jellemzoen egy optimalizalasi feladatra adnak dltalanos megoldast
vagy megolddsi algoritmust. A kdvetkeztetések levondsakor ligyelni kell a de-
terminisztikus jellegb6l ad6dé gyakorlati alkalmazhatdsagi korlatokra. Meg-
jegyezziik azonban, hogy a Toyota Termelési Rendszerben a szerzddéseket
eldre kotik (Mishina és Takeda, 1992), igy a kereslet tulajdonképpen deter-
minisztikusnak és konstansnak tekintheto.

Altaldban kézelebb &llnak a valésaghoz a sztochasztikus modellek, mivel
figyelembe veszik a véletlent, és az input adatoknak valamilyen eloszlasaval
szamolnak. A probléma jellegétol és a modell viselkedésétdl fiiggben az egyen-
letes, illetve a normalis eloszlds feltételezése a leggyakoribb. Egyes tanulma-
nyok el6re nem ismert eloszlast engednek meg, novelve ezzel az altalanos
érvényl kovetkeztetések levonasanak lehetoségét.

A fentiekben utaltunk Voros (2013) médszertani tjitdsara, melynek lénye-
ge, hogy a készletezési ciklusok lehetnek Gsszefliggbek, azaz az els6 periddus-
ban sztochasztikusan kialakulé helyzetet kovetéen determinisztikusak vagy
fliggetlenek, vagyis minden periédusban sztochasztikusak. A mér szintén
emlegetett tanulasi gorbe ,,szabalyszertisége” szintén lehet determinisztikus
vagy sztochasztikus.

Készletgazdalkodas témakorben viszonylag kis ardnyban talalhatunk a
fuzzy logikat alkalmazo6 tanulmanyokat. FEzek alapfeltevése, hogy bizonytalan
informécidk allnak rendelkezésre az inputokrol, igen és nem valaszok helyett
a ketté kozotti, nem egyértelmii adatokkal, véleményekkel kell szdmolni. A
fuzzy maédszer hatranya annak viszonylag bonyolult volta, ugyanis Andriolo
et al. (2014) szerint a modellek sokszor feleslegesen komplexek, ami egyrészt
csokkenti az eredmények hitelességét, masrészt nem igazan teszik lehetévé a
gyakorlatban térténé alkalmazast.

A modellek gyakorlati tesztelését neheziti, hogy a sziikséges adatok egy ré-
szét — nagyrészt annak nehézségei miatt — a véallalatok nem mérik. Hasonléan
gyakori probléma, hogy az iizleti titoktartas nem teszi lehetévé az adatokhoz
valé hozzaférést. Ezen nehézségek athidalasara jo megoldast adnak a szimu-
lacidk. J6 példa erre Vords et al. (in press) modellje, melyben a TTR futé-
szalagjanak kibocsatasa béta eloszlasu valdsziniségi valtozd, tovabb névelve
ezzel az dltalanossagot.

A harmadik szakaszban vazolt modellek célja jellemzéen az 6sszkoltség
minimalizalasa. Az 6sszkoltség fliggvények a modell feltevéseitdl fliggben kii-
16nb6z6 elemekbol allhatnak 6ssze, de kozos benniik a sorozatkezdéssel és a
készlettartassal kapcsolatos koltségek megjelenése. A sorozatnagysdg dontési
valtozd, és az optimumszamitds legfébb eredménye ennek meghatirozasa. A
modelltdl fliggéen tovabbi dontési valtozok mentén is torténhet optimalizalas,
de azok altalaban nem fliggetlenek a sorozatnagysagtol.

Az 6sszkoltség minimumadanak megtalaldsahoz a leggyakrabban a derivdlds
modszerét alkalmazzak a szerzék. A staciondrius pont(ok) megtaldldsat ko-
vetden ellendrzik a masodik derivalt viselkedését, melybol kovetkeztetnek az
optimumra. Ugyanez a modszer alkalmazhaté profitmaximumot keres6 szél-
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sOérték-szamitas esetén. Grubbstrom (1996) derivdlds nélkiil jutott a Wilson-
formuldhoz, majd Grubbstrom és Erdem (1999) a hétralékot figyelembe vevé
eset algebrai megolddsat is bemutattdk. Céardenas-Barrén (2007) médszerét a
fentiekben felirt 6sszkoltség fliggvényekre alkalmazva, a (6) egyenletnek meg-
felel6 altalanos alak a @ = \/l/_k; helyen veszi fel minimumat, igy szamithato
ki tehat a gazdasagos sorozatnagysag.

TCQ) = kQ + é +¢D. (6)

A minimum értékét pedig megkaphatjuk a TCuy, = 2kl + ¢D képletbe
valé behelyettesitéssel, tehat a gazdasidgos sorozatnagysag ismerete nélkiil is
kiszamithatjuk. Az EOQ és EPQ modellekre torténé alkalmazast mutatjik
be a &. tdblizat hatralék nélkili oszlopai. Ez az Osszegzés is jol mutatja,
hogy a két modell kozott az (m — D)/m mddositéd faktor tesz kiilonbséget.
Ez a szorzé csokkenti a készletezend6 mennyiséget, hiszen nem a ciklus elején,
egyszerre, hanem folyamatosan érkeznek a raktarba a legyartott termékek.
A sorozatkezdések szama és koltsége megegyezik. Az elébbi mdédositéd fak-
tor négyzetgyoke jelenik meg a koltségminimum, reciprokdnak négyzetgyoke
pedig gazdasigos sorozatnagyséag képletében. Az (m—D)/m hanyados értéke
kisebb egynél, igy ugyanazon feltételek mellett az EPQ modell 6sszkoltsége
kisebb, gazdasdgos sorozatnagysaga pedig magasabb, mint az EOQ esetében.
A két modell kozotti osszefiiggést jOl mutatja a szorzd, hiszen amennyiben
minden hatdron til noveljik a termelési ratat, azaz m — oo, akkor a hanya-
dos értéke egységnyi, vagyis az EOQ modellt kapjuk vissza.

Nem keletkezhet hatralék Hatralék lehetdségét figyelembe véve
EOQ EPQ EOQ, EPQ,
k L hm—D L h m—D
2 2 m 2 2 m
! sD D sD + btk g2 sD+4B? + LD p?

S
2sD 2sD 2sD b+h 2sD b+h
Qopt == VSN e VSV T VS wEV v
— — 2sD h 2sD h
Bopt B=0 B=0 VP 7 Vo bV ar: RV Ar=un
TCpmin VZhsD +cD /2hsDZ=D 4 cp /2RREM) o\ op | f2:D00EN D) 4 .p

Grubbstrom Grubbstrom Grubbstrom & Erdem Céardenas-Barrén
(1996) (1996) (1999) (2001)

3. tdbldzat. Derivalas nélkiili optimumszamitas EOQ és EPQ modellekben

A hatralék keletkezését megengedd modellek (1d. 3. tabldzat) vizsgélata
tovabbi tanulsdgokat rejt magdban. Az (m — D)/m mdédosité faktor, illetve
reciprokanak négyzetgycke a hatralék nélkili esethez hasonléan viselkedik,
az j szamitdsban azonban mar a hatralékhoz is kapcsolédik. A gazdasigos
sorozatnagysag képletét mindkét modelltipusban a /(b + h)/b szorzé médo-
sitja. Mivel b és h pozitivak, ezért a hanyados és annak négyzetgyoke nagyobb
egynél. Hatralékot feltételezve tehat né a gazdasigos sorozatnagysag. Mivel



A készletgazdalkoddsi modellek irdnyzatainak rendszerezé attekintése 87

ugyanez a faktor médositja az 6sszkoltség minimumat, ezért azt is megallapit-
hatjuk, hogy nem meglepé médén a hatralékot megengedd esetben magasabb
az 0sszkoltség minimuma, mint a hatralék nélkiili esetben. Ezek a megalla-
pitésok pedig mind az EOQ, mind az EPQ modellekre igazak.

A hétralékot megengedd esetekben Osszevetve egymadssal az optimaélis so-
rozatnagysag és az optimalis hatralékszint mértékét, azt kapjuk, hogy az
ardny Qopt/Bopt = (b+ h)/h. A szakirodalom alapjan feltételezzik, hogy a
hatralék fajlagos koltsége magasabb a készletezés fajlagos koltségénél, vagyis
b > h, ezért (b+ h)/h > 2. Ebbédl pedig arra kovetkeztethetiink, hogy az
atlagos készletszintnek legalabb kétszer akkoranak kell lennie, mint az atlagos
hétralékszintnek Qopi/2 > 2Bp/2, egyébként biztosan nem optimalis a
készletgazdalkodasi politika.

5 Osszegzés, tovabbfejlesztési iranyok

A tanulmanyban az elmult to6bb mint szédz év készletgazdalkodési modell-
jeinek irodalmat igyekeztiink rendszerve dttekinteni. A két alapmodell (EOQ
és EPQ) mellett a hatralék (hidny) el6forduldsat megengedé kiterjesztést mu-
tattuk be részletesebben, mivel a készletgazdalkodasban a készlettobblet mel-
lett annak ellentéte a masik gyakori eset. Bizonyos mennyiségu készlet vagy
hatralék ugyanis még a Just-In-Time rendszerben miik6do véllalatoknal is
jelen van.

Tartalmilag két csoportra osztottuk a modelleket. Nyolc olyan iranyzatot
kiilonboztettiink meg, melyek egy-egy olyan tényezét vesznek figyelembe a
modellfeltevésben, amely kiils6 adottsdg a vallalat szamara. Tovabbi hat
irdnyzat pedig a vallalat bels6 korlataibdl kiindulva gondolkodik. Utaltunk
az egyes irdnyzatok elinditéira, valamint az & alapvetéseikre. Megjegyeztiik
azonban, hogy az egyes tanulmanyok jellemzéen tobb feltevést is tartalmaz-
nak, igy egyszerre tébb irdnyzat irodalmat is gazdagitjdk. A mddszertani
megkozelitések esetében is hasonld a helyzet, annal is inkabb, mivel 1éteznek
azonos problémakat kiilonb6z6 mddszerekkel megoldd, majd azokat Gsszeha-
sonlité miivek.

Az irodalmi irdnyzatok szdmossiga is jelzi, mennyire kiterjedt a készlet-
gazdalkodasi modellek szakirodalma, nem lehetetlen azonban tjat alkotni a
téméban. A legtobb 1dj modell a kordbbiakat fejleszti tovabb, kis médositasok
(pl. mésik eloszlds alkalmazdsa) segitségével, illetve a tartalmi és/vagy méd-
szertani iranyzatok kombinaldsaval. Uj modellfeltevések leginkabb a gya-
korlat fejlddésével (pl. egy 1j termelési rendszer), egy-egy specidlis termék
(pl. energia) készletezésének igényével, 1ij kiils6 elvardsokkal (pl. tarsadalmi
felel8sségvéllalds) meriilnek fel. Sziilethetnek azonban j megkézelitések 1j
dontési véltozok (pl. mindség-ellenérzési sebesség, 1d. Hauck és Vorss, 2015)
bevezetésével is.

Reméljiik, hogy a készletgazdalkodasi modellek fenti bemutatdsa gondo-
latébreszto lesz tobb magyar kutatd szaméra, lehetOséget adva ezzel arra,
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hogy egy kovetkez6 irodalmi osszefoglalé még tobb magyar hivatkozast, akar
1j irdnyzato(ka)t is tartalmazzon.

6
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SURVEY ON MODELS OF INVENTORY MANAGEMENT

This paper aims to provide a survey on the basic models and key topics of models of
inventory management. Economic Order Quantity (EOQ) and Economic Produc-
tion Quantity (EPQ) models are considered as the basic ones. Key topics include
eight categories that are based on external barriers of the company, and six cat-
egories on internal ones. One chapter is summarizing different types of methods
used in these fields. As far as possible, theory and practice meet in the context,
amongst which the Toyota Production System is analyzed.

Keywords: lot size, holding cost, setup cost, backlog
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Komlosi Sandor 70. sziiletésnapjdra

Optimalis irdnyitasi feladatok egzisztencia kérdéseinél a szakirodalom tilnyo-
mo részében a konvexitds fontos szerepet jatszik. Az aldbbiakban nemkonvex
problémak egy érdekes osztalyara igazoljuk az optimdlis irdnyitas létezését
differencidltartalmazasok technikdjanak felhasznaldsaval.

Mathematics Subject Classifications: 34A60, 49K15, 93D15

1 Bevezetés
Tekintsiik a kovetkez6 egyszert alakd optimalis iranyitasi feladatot:

Hzu) = /O h(z(t), u(t)) dt — min
() = wu), x(0)=um (1)

K majdnem mindeniitt.

S
—
=

m

A Pontrjagin-féle maximumelv (14sd [5]) sziikséges feltételt fogalmaz meg az
optimalis u irdnyitdsra, de semmilyen tdmpontot nem ad arra, hogy valéban
létezik-e optimalis irdnyitds. Altaldban az egzisztencia kérdése csak igen
mély, a halmazértékii analizisen alapuld technikaval kezelhetl, és a szak-
irodalom &ltaldban konvexitdsi feltételeket alkalmaz a feladatban szereplo
fiiggvényekre. Itt utalunk példdul Rockafellar [7] dttekinté munkajara, vagy
Aubin és Frankowska [2] eredményeire.

Az aldbbi dolgozatban megmutatjuk, hogy a differencidltartalmazasok
technikajanak alkalmazasaval optimalis irdanyitasi feladatok egy érdekes osz-
talyara igazolhatjuk a megoldas létezését differencidlhatdségi és konvexitasi
feltételek felhasznélasa nélkiil.

2 Konjugalt fiiggvények

Legyen a tovabbiakban X egy valés Hilbert-tér, X* a dudlistérés f : X — IR
adott fliggvény.

1Beérkezett: 2017. janudr 9. E-mail: kannai@uni-corvinus.hu.
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1. Definicié. Az f fliggvény konjugdlt figguényén azt az f* : X* — IR
fliggvényt értjik, amelyre

f*(p) = sup {(p,z) — f(2)}

zeX
minden p € X* mellett.

2. Definicié. Az f fliggvény szubdifferencidlja az x pontban

Of (@) ={pe X" : f(z) - f(y) < (pz —y) Vy € X},
amely az X* konvex részhalmaza.
A konjugdlt fiiggvények és a szubdifferencial tulajdonsagait illetéen uta-
lunk Aubin és Cellina [1] monografidjéra.
1. Allitas. Bdrmely f(z) € R ésp € Of (x) esetén x € df*(p).
Bizonyitdas: A szubdifferencidl értelmezése alapjdn tetszoleges y € X mel-

lett (p,y—x) < f(y)— f(x), ezért (p,y) — f(y) < (p,x) — f(x). Innen adddik,
hogy f*(p) = (p, ) — f(x), tehat

f(@) = (p,x) — f*(p) < [ (2) .

Igy a Fenchel-egyenlétlenség szerint f**(z) = f(x) és f**(x) = (p,x) — f*(p).
Tehat barmely y € X esetén

(y,z) — f*(y) < (p,x) — f*(p),

ami éppen azt jelenti, hogy = € 9 f*(p). O

3 Differencialtartalmazasok

Tekintstink az X valos Hilbert-téren egy F' halmazértéki leképezést, amely-
nek értékei az X nem fires, zart részhalmazai. Tegyiik fel, hogy F' feliilrél
félig folytonos, és keressiink olyan = abszolut folytonos fiiggvényt,amelyre

w'(t) € F(x(t)) (2)

majdnem mindeniitt a [0, 7] id6intervallumon.

Jol ismert, hogy a fenti autoném differencidltartalmazas megoldhatd, ha
F értékei konvex halmazok, és egyszeru ellenpélda mutatja, hogy a kon-
vexitdsi feltétel dltaldban nem hagyhaté el (lasd példdul Aubin és Cellina [1]).
A konvexitds azonban gyengitheté alkalmas potencialfiiggvény létezésének
feltételezésével (lasd Bressan, Cellina és Colombo [3]).

1. Tétel. Tekintsik a fenti nemkonver értékd F halmazértéki leképezést.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan V : X — IR alulrdl félig folytonos, konver
potencidlfiigguény, amelyre

F(z) C 8V (x) (3)
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minden x € X esetén. Akkor a (2) differencidltartalmazdsnak létezik megol-
dasa a [0,T] intervallumon.

A fenti tétel kiterjeszthetd faziskorlatozasos feladatokra is, ldsd Kénnai
és Tallos [6], rdadasul a V potencidlfiiggvény konvexitdsa helyett elegend az
alulrél regularitas feltételezése. Ez utébbi eredmény a halmazértéki leképezés
regularizdlasaval atviheté a nem-autoném feladat megoldédsara, itt utalunk a
Tallos és Kénnai [8] dolgozatra.

4 Egy optimalis iranyitasi feladat

Legyen K az X valds Hilbert-tér valamely nem iires, kompakt részhalmaza,
és ¢ > 0 adott konstans. Tekintsilk az X téren az f és g valds értéki
fliggvényeket, és tegyiik fel, hogy f folytonos és konvex, tovabba g tetszoleges
folytonos fiiggvény.

Vezesstik be az alabbi halmazértéki leképezést az X téren:

F(z)={ue K : f(u) — ¢(z,u) + g(xr) minimalis } . 4)
Koénnyen ellenérizhetd, hogy F' értékei nem iires, kompakt halmazok X-ben,

tovabbé a Berge-tételbdl (lasd Aubin és Cellina [1]) adédik, hogy F feliilrél
félig folytonos leképezés.

2. Alljtas. Bdrmely x € X mellett

Fz) 8(%]“4—6;()*(1;)

ahol 6 a K halmaz indikdtorfiggvénye.
Bizonyitds. Legyen u € F(z) tetsz6leges. Ekkor barmely v € K esetén

fu) = ez u) +g(x) < fv) — c(z,0) + g(x)
azaz
(2,0 ) < < () = )
v~ u) < - - .
Tehét tetszoleges v € X mellett
1 1
(w0 =) < (2f + 01 ) (@) = (F + 6 ) ().
Innen a szubdifferenciél definiciéja szerint
1
xe 8(;f+6K)(u) :

ahonnan az 1. Allit4s alapjan adodik, hogy

ue@(%f—l—éK)*(x). O
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A fenti feltételek mellett tekintsiik ezutén a kovetkez6 irdnyitési feladatot:

JT(Fut) — e(a(t), u(t)) + g(x(t))) dt — min
2'(t) = u(t), =(0)=ux
u(t) € K majdnem mindeniitt ,

amely az = allapotvaltozéban nem feltétleniil konvex.
2. Tétel. A fenti optimdlis irdnyitdsi feladatnak létezik megolddsa.

Bizonyitds. Készitsik el a (4) alatti F' halmazértékii leképezést, és te-
kintsiik az

differencidltartalmazast. Vilagos, hogy e differencidltartalmazas minden meg-
oldasa egyuttal a fenti optimalis irdanyitasi feladatnak is megoldédsa, hiszen a
pontonkénti minimum egyben az integral minimumat is szolgaltatja.

Mésrészt a 2. Allitas értelmében az F' leképezésre teljesiil a (3) potencidl-
feltétel, azaz a

Vi) = (17 +8¢) @)

(x € X) vélasztéssal F kielégiti az 1. Tétel feltételeit, ezért a differencidltar-
talmazasnak létezik megoldédsa a [0, T intervallumon. O

Hasonlé nemkonvex optimdlis irdnyitasi feladatok megoldhatosaganak
vizsgdlata szerepel Kannai [4] dolgozataban.
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NONCONVEX OPTIMAL CONTROL PROBLEMS

Existence of optimal control in nonlinear control problems is mainly proved under
certain convexity assumptions. In this paper we show the existence of optimal con-
trol in a nonconvex control problem by using the technique of differential inclusions.
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Ebben a cikkben a végtelen linearis programokra vonatkozo erds dualitastételt
vizsgaljuk meg. Kimondjuk és bizonyitjuk a Farkas-lemma végtelen dimenzids
valtozatat, majd annak segitségével kimondjuk és bizonyitjuk a végtelen
linedris programokra vonatkozé erés dualitdstételt (Anderson és Nash, 1987).
Ismertetjiik a tertilet alapvetd fogalmait és példakkal megvilagitjuk a fogal-
mak és a tételek mogott meghuvo intuicidkat.

Kulcsszavak: végtelen LP, Farkas-lemma, er6s dualitastétel

1 Bevezeto

A véges linedris programokra (LP-k) vonatkozé dualitastételek, gy mint a
gyenge dualitastétel és az erds dualitastétel, az egyetemi alapképzések bevett,
kikeriilhetetlen és fontos részei. A dualitds fogalma és a dualitastételek olyan
nyilvanvaléan alapvetoek, mind az alkalmazdsok, mind koncepcionélis szem-
pontbdl, hogy fel sem mertilhet kihagyasuk egy operaciékutatas targy tema-
tikajabol.

A végtelen LP-k vizsgilata nem része a sztenderd operacidkutatési kurzu-
soknak, pedig az mind az alkalmazdsok szempontjdbdl (Isd. pl. Anderson és
Nash (1987), Pintér (2011)), mind pusztan elméleti szempontbél érdekes és
fontos.

Ebben a cikkben a végtelen linearis programokra vonatkozo erds duali-
tastételt vizsgaljuk meg. Kimondjuk és bizonyitjuk a Farkas-lemma végtelen
dimenziés valtozatat, majd annak segitségével kimondjuk és bizonyitjuk a
végtelen linedris programokra vonatkozé erés dualitdstételt (Anderson és
Nash, 1987). Ismertetjiikk a teriilet alapvetd fogalmait és példakkal megvi-
lagitjuk a fogalmak és a tételek mogott megbuvéd intuiciokat.

Az alternativa tételek (ilyen a Farkas-lemma) és a dualitdstételek irodalma
széles, Isd. pl. Farkas (1894, 1902), Fan (1956), Tucker (1956), Good (1959),
Gale (1960), Chernikov (1968), Anderson és Nash (1987), Dax (1993), Dax
és Sreedharan (1997), Broyden (1998), Roos és Terlaky (1999), Bartl (2007),
Kannai (2008), Bartl (2008). Ez a cikk reményeink szerint abban gazdagitja
az alternativa tételek és a dualitastételek irodalmat, hogy felhivja a figyelmet
az analizis szemponti megkozelités erejére és elegancidjara.

1A szerzé koszoni David Bartl-nak a kozds gondolkodast. Ez a cikk Nemzeti Ku-
tatdsi, Fejlesztési és Innoviciés Hivatal (NKFIH, K 101224, K 115538 és K 124631) és a
Pécsi Tudomdnyegyetem Kivdlésagi Centrum pélydzatdanak anyagi tamogatasdval késziilt.
Beérkezett: 2017. januar 9. E-mail: pinterm@ktk.pte.hu.
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A cikk felépitése a kovetkezé. A 2. fejezetben bevezetjiik a cikkben hasz-
nalt alapfogalmakat, a 3. fejezetben kimondjuk a cikkben hasznalt kulcs-
tételt, egy szeparicids tételt, a 4. fejezetben a végtelen dimenziés Farkas-
lemmat targyaljuk, majd az 5. fejezetben a végtelen LP-kre vonatkozé erds
dualitastétel keriil gorcsd ald. Az utolsé fejezet egy révid Osszefoglaldsa az
ismertetett eredményeknek.

2 Alapfogalmak

Ebben a fejezetben attekintjiik és bevezetjik a végtelen LP-khez kapcsol6do
alapveto fogalmakat.

Legyenek X és Y topologikus vektorterek a valds test felett, X’ az X
algebrai dudlja, azaz, az X-en értelmezett linearis funkcionalok tere, Y* az Y
topologikus dudlja, azaz, az Y-on értelmezett folytonos linearis funkcionalok
tere. Az (Y,Y) dudlis pdr, ha ¥ C Y*-ra teljesiil, hogy ha f € Y és f # 0,
akkor létezik olyan y € Y, hogy y(f) # 0. Vildgos, hogy (Y, Y*) egy dualis
par.

Legyen A : X — Y egy linedris leképezés, ekkor A’ : Y* — X' az A
leképezés adjungdltja, azaz minden x € X-re és y € Y*ra (A'(y))(z) =
y(A()).

A P C X konvex kip, ha tetszOleges z,y € P pontokra és nem negativ
a, B € IR, skalarokra ax + By € P. Tetsz6leges f,g : X — IR funkcionédlokra
f >p g, haminden z € P pontra f(x) > g(x).

Legyen adott A : X — Y linedris funkciondl, b € Y pont, P C X konvex
kip és ¢: X — IR lineéris funkcional. Tekintsiik a kévetkezd LP feladatpéart
(1d. Anderson és Nash (1987), Section 3.3):

(P): c(x) — sup (D): y(b) — inf
fhe A(x) = b fho Aly) >p ¢ (1)
z e P Y e Y

Az (1) LP feladatparnak a véges LP feladatparokkal valé hasonlésiga
nyilvanvald, ranézésre lathaté. A f6bb kiilonbségek okaira a kovetkezé példa
segitségével mutatunk ra.

1. példa. Tekintsiik a kdvetkezd LP feladatpart, ahol ¢! az abszolit konver-
gens sorok tere, azaz, (' = {x € RN : Y |z,| < oo}, értelmezziik ('-en a

kovetkezd normat: ||z]| =3, |z, © €
oo 9 .
(Py): > =r, — sup (Dp) : Y2 — inf
751 1 0o 1 0o 0o 5
fhe > =5z, = 0 Fhe yr D0 s5@n+y2 Y T 2 Y 2y,
n=1 n=1 n=1 n=1
o0
Z T, = 1
n=1
T € éi_ y € IR
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Vegyiik észre, hogy a (P,) feladatnak nincs lehetséges megolddsa, hiszen
a Y, 2xx, =0 feltétel csak akkor teljesiilhet, ha z = 0 (z € 1), de akkor
S e =0#1.

Ugyanakkor a (D)) feladatnak van lehetséges megoldésa, pl. (v, yg) =

(0,1) egy lehetséges megoldéb Vegyiik észre tovabbd, hogy az y1 > o ; ”2 T+
Y2 D orq Ty > o Yo nxn feltételt fel lehet irni a kovetkezSképpen:
o 2
ylz x,b—l—yQZx,L Zp Zﬁx”, x € {e1,ea,...}
n= 1 n=1 n=1
azaz
L 2 1,2 3)
— -, n=12...
N Thz=g
Kénnyen ldthaté tovdbbé, hogy tetszdleges y1 € IR szdmra y1 57 1 = n=

1,2,..., tehdt yo pozitiv. Az is ldthaté tovabbd, hogy az (m 1 /m) =
1,2,... sorozat minden eleme kielégiti a (3) egyenl8tlenséget, tehat a ( )
feladat megolddsa 0, de nincs olyan megengedett megoldédsa (D,)-nek, ahol
a célfiiggvényérték 0.

Az 1. példa t6bb szempontbdl is tanulsdgos. Egyrészt mutatja, hogy a
feladatok végtelen jellege miatt le kell mondanunk a max-rél és a min-rol,
helyettiik rendre sup-ot és inf-ot haszndlhatunk. Ezek a médositasok nagyon
kézenfekviek, természetesek. Azt is lathatjuk azonban, hogy egy erés duali-
tastételhez ennél tobb kell.

Ahhoz, hogy lassuk, hogy mi az a t&bb, ami kell egy erés dualitastételhez,
bele kell nézniink az erés dualitdstétel bizonyitdsdba. A bizonyitds (véges
esetben is) szepardcids tétellel megy a feladatpar (P,) részében. A szeparicids
tételben zart konvex halmazt erésen szeparalunk egy kiilsé ponttdl, tehat
hangsilyosan zart konvex halmazra van sziikségiink és csak a feladatpér (P,)
részében.

Az is konnyen 14thaté (1d. a 4. példét), hogy a lezérdst alkalmazva van
(P,)-nek megoldésa, és az optimalis célfiiggvényérték 0. Vegyiik észre, hogy a
(D,) feladatnak is ez az optimalis célfiiggvényértéke, tehdt igy tiinik, hogy az
er0s dualitastétel a megfelelé modositasokkal kiterjesztheto végtelen LP-kre.

Lassuk a moédositasokat:

2. definicidé. Tekintsik az (1) feladatpdrt. Azt mondjuk, hogy a (D) f ladat
konzisztens, ha létezik olyan y € Y* linedris funkciondl, hogy (A'(y )
c(x) minden x € P-re. A (D) konzisztens program értéke inf{ y(b) : A'(y) >

cy€eY*}.

A fent emlitett lezdrdshoz definidlnunk kell a topolégidt amiben a lezardst
értjiikk. Vegyik az (Y, f/) dudlis part. Az Y altal indukalt gyenge topoldgia
Y-on a kovetkez6: az U C Y halmaz az fo € Y pont gyenge kérnyezete, ha
létezik olyan n természetes szam és olyan yq,...,y, € Y linedris funkciondlok,
hogy j_, { feY: ly; (f) —y;(fo)| <1} CU. Magyarén szélva, az Y &ltal
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Y-on indukélt gyenge topoldgia bazisa a kovetkezo:

{ﬂ{fEY: |yJ(f)_yJ(fO)| <1}:n€]]\7,y1,...,yn€}>, fQEY}.
j=1

3. definicié. Tekintsik az (1) feladatpdrt. Legyen D = { (A(z), c(x)) : x €
P } Azt mondjuk, hogy a (P) program szuperkonzisztens, ha létezik olyan z €
IR szdm, hogy (b,z) € D, ahol D a D halmaz lezdrtja az Y x IR-en értelmezett
szorzattopolégidban. A (P) szuperkonzisztens program szuperértéke sup{ Z:
(b,z) e D}.

Azt mondjuk, hogy (I, <) jobbra irdnyitott halmaz, ha (I, <) egy olyan
elorendezett halmaz, hogy tetszoleges i,7 € I eleméhez létezik egy olyan
k € I eleme, hogy i < k és j < k. (x;);cr egy altaldnositott sorozat az X
halmazbdl, ha (I, <) egy jobbra irdnyitott halmaz és x; € X minden i € I-
re.

Most mér &t tudjuk fogalmazni 3. definiciét. A (P) program pontosan
akkor szuperkonzisztens, ha létezik egy olyan P-beli altalanositott sorozat
(7;)icr, hogy A(x;) — b, azaz, A(x;) konvergal b-hez a gyenge topoldgidban,
és c(z;) korlatos. Tovdbba, a z* szdm pontosan akkor a (P) szuperkonzisztens
program szuperértéke, ha az a legkisebb felsé korlatja azon z szamok hal-
mazanak amikhez létezik olyan P-beli (z;);c; altaldnositott sorozat, hogy
A(x;) 5 b és c(x;) — 2.

4. példa. Az 1. példaban a (P,) feladat nem konzisztens, de szuperkonzisztens,
hiszen (e,,) C ¢} sorozatot tekintve azt lathatjuk, hogy egyrészt 37 e,,; =1
minden n-re, masrészt 221 ,L.%em- — 0, azaz az @_ halmaz a feltételek linedris
leképezéssel vett képének lezértjaban benne van a (0,1) pont. Tehét a leza-
rast alkalmazva kapunk lehetséges megoldést, azaz a feladat szuperkonzisz-
tens. Vegyiik észre, hogy mivel (1] -||) metrikus tér, {gy elég hagyoméanyos
sorozatokat tekinteni.

Koénnyen ldthaté az is, hogy tetszéleges olyan (x,,) C ¢* sorozatra, amire
S s Ty — 068 Yoo Ty, — 1 azt kapjuk, hogy Yooy 22y, — 0.
Azaz a szuperkonzisztens (P,) feladat szuperértéke 0.

3 Szeparald hipersikok

Azt mondjuk, hogy az f linedris funkciondl erésen szeparilja az A és B
halmazokat, ha létezik olyan « € IR és ¢ > 0, hogy minden = € A-ra f(z) > «
és minden z € B-re f(z) < a—e.

Egy (X, ) topologikus vektortér lokélisan konvex, ha a 0 pontnak van
konvex halmazokbdl all6 kornyezetbézisa, azaz, ha tetszoleges U kornyezetére
0-nak van K C U konvex kornyezete 0-nak. Vegyiik észre, hogy ha (Y, Y) egy
dualis par, akkor az Y-on értelmezett gyenge topolégia egy lokdlisan konvex
(Hausdorff-) topoldgia.
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A kovetkez6 tételt nem bizonyitjuk, a bizonyitasa jol ismert, megtaldlhatéd
pl. Aliprantis és Border (2006)-ban (Theorem 5.79, 207. old.).

5. tétel. Legyen A C X eqy zdrt konvex halmaz, és B C X eqy kompakt
konvex halmaz az X lokdlisan konvex topologikus vektortérben, hogy AN B =

(0. FEkkor létezik olyan folytonos linedris funkciondl, ami erdsen szepardlja
A-t és B-t.

Amint a késébbiekben latni fogjuk az 5. tétel bijik meg mind a Farkas-
lemma, mind az erés dualitastétel mogott.

4 Farkas-lemma

Ebben a fejezetben a Farkas-lemma (Farkas, 1894, 1902) végtelen dimenzids
valtozatat vizsgaljuk. A kovetkezd tétel egy végtelen dimenziés Farkas-
lemma.

6. tétel (Farkas-lemma). Legyen X egy vektortér, P C X egy konvex kip, Y
egy lokdlisan konvex valds vektortér, b € Y, A: X — Y egy linedris leképezés.
Ekkor a kovetkezd dllitdsok kozil mindig pontosan egy igaz:

1. be A(P),

2. létezik olyan f folytonos, Y-on értelmezett linedris funkciondl, hogy
minden x € P-re A'(f) (z) >0 és f(b) <O0.

Bizonyitds. b € A(P) : minden 2 € X-re, f € Y*-ra A'(f) (z) = f(A(x)),
és 1étezik (z;)icr C P olyan &ltaldnositott sorozat, hogy f(A(x;)) — f(b).
Tehdt, ha tetszéleges x € P-re A’(f) (z) > 0, akkor f(b) > 0, ami ellentmond
f(b) < O-nak.

b¢ A(P) : A(P) egy konvex zért halmaz, tehat az 5. tételbdl kévetkezik,
hogy létezik f folytonos linearis funkcional Y-on, és a € IR, hogy minden
y € A(P)-re f(y) > aés f(b) < a.

Mivel P egy kip, igy A(P) is egy kip, és 0 € A(P) (f(0) = 0), igy
minden x € P-re, 3 € IR, -ra Sz € P, BA(z) = A(Sz), azaz minden z € P-re
A(f)(z) = f(A(x)) > ﬁlin;o% = 0; tehdt o = 0. O

A Farkas-lemma a 6. tétel formédban az 5. tétel kozvetlen kdvetkezménye,
mig — konnyen lathatéan — az 5. tétel nem kovetkezik a 6. tételbol. Magyaran
sz6lva a Farkas-lemma (6. tétel) a szepardcios tétel (5. tétel) egy gyengitett
(konvex, zart halmaz ponttdl valé erds szeparacidja), speciélis véltozataként
(is) értelmezhetd.

5 Az eros dualitastétel

Ebben a fejezetben kimondjuk és bizonyitjuk a végtelen LP-kre vonatkozo
erts dualitastételt. Miel6tt kimondanank az er6s dualitastételt, kimondunk
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és bizonyitunk egy masik, dualitashoz kéthetd allitdst, az un. gyenge dualitds-
tételt.

7. tétel (Gyenge dualitdstétel). Tekintsik a kovetkezd LP pdrt:

P: c¢(z) — sup D: y(b) — inf
fho Alx) = b fho Aly) >p ¢
z e P Y e Y
Ekkor
sup z < inf y(b) .

boEAa(P)  YEY A W)zre

Bizonyitds. Ha (P) nem szuperkonzisztens, akkor SUP ) TA (B) 2 =
—00, ha (D) nem konzisztens, akkor inf ey« 7(y)>pc y(b) = 00, tehdt ezekben
az esetekben all a bizonyitandé egyenlotlenség.

Legyen y € Y* a D feladat egy megengedett megoldasa. Ekkor

Al(y) ZP c,
azaz minden x € P-re A'(y) (v) >p c(x).
Legyen (b, z) € (A4, ¢) (P) tetszélegesen valasztott. Ekkor 1étezik (z;);er C

P &ltaldnositott sorozat, hogy A(w;) = b és c(x;) — 2. Mivel y folytonos,

fgy y(A(z:)) — y(b), és (A'(y) () = y(A()))

lim e(z;) < limy(A(x;)) = y(b) .

Tehat
sup z < inf y(b) .
(b,2)E(A,c) (P) yeEY =, A'(y) 2 pe

O
A kovetkezé tétel a fejezet és a cikk f6 eredménye, az tin. er6s dualitds-

tétel. Ez az eredmény Anderson és Nash (1987)-re (Theorem 3.3, p. 41) épiil,
gyakorlatilag Anderson és Nash eredményének tjra- és atfogalmazdsa.

8. tétel (Erds dualitastétel). Tekintsik a kdvetkezd LP-pdrt:

(P): c(xr) — sup (D): yb) — inf
fh. A(lx) = b fho Ay >p ¢
z e P Y e Y

Ekkor kovetkezd négy eset lehetséges:

1. A (P) program szuperkonzisztens és z* a véges szuperértéke, és a (D)
program konzisztens €s z* a véges értéke.

2. A (P) program nem szuperkonzisztens, a (D) program konzisztens és
nincs véges értéke.

3. A (P) program szuperkonzisztens és nincs véges szuperértéke, a (D)
program nem konzisztens.
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4. A (P) program nem szuperkonzisztens, és a (D) program nem konzisz-
tens.

Bizonyitds. 1. pont: Tegyiik fel, hogy a (P) program szuperkonzisztens és
a véges szuperértéke z*. Legyen 2’ > z*, és legyen d = (b,2'), a B : X —
Y x IR lineéris leképezés pedig a kévetkezSképpen definidlt: minden x € X-re
B(z) = (A(z), c(x)).

Ekkor B(P) egy zért, konvex kip a gyenge (Y-on) és az euklideszi (IR-en)
topoldgidk szorzattopolégidjaban, és d ¢ B(P). A Farkas-lemmé&bdl (6. tétel)
kovetkezik, hogy létezik egy olyan f folytonos linearis funkcional, hogy min-
den x € B(P) pontra f(z) >0 és f(d) <O0.

Ekkor 1étezik olyan 3 € IR, hogy minden (y, z) € B(P)-re

f((y,2)) = f((3,0) + £((0,2)) = fly (y) + Bz = 0, (4)
és
fld) = f((b,2") = f((0,0)) + f((0,2)) = [y (b) + B2 <O,  (5)
ahol fly az f linedris funkciondl megszoritdsa Y x {0}-ra, tehat (valdjdban)
fly egy folytonos lineéris funkcional Y-on.
Mivel a (P),feladat szuperkonzisztens és z* a véges szuperértéke, igy
(b, z*) € B(P). Irjuk be (b, 2*)-t a (4) egyenlétlenségbe

F((b,27)) = £((6,0)) + f((0,27)) = fly(b) + 82" > 0. (6)
Az (5) és (6) kiilonbségét véve
Bz —2z") <0,
azaz (3 < 0.
Legyen yp = —flTy. Ekkor g folytonos linearis funkciondl Y-on, és minden

x € P-re a (4) egyenlStlenséget alkalmazva kapjuk, hogy
fly (A(2)) + Be(x) 20,

azaz

(@) = -0 > o).

Az yo(A(z)) = A (yo) (x) Gsszefiggésbdl kovetkezik tehat, hogy A'(yo) >p ¢,
azaz, yo megengedett megolddsa (D)-nek, igy a (D) feladat konzisztens. Az
(5) egyenl6tlenséghdl kovetkezik tovabbd, hogy wo(b) < 2’

Osszefoglalva a fentieket, és alkalmazva a gyenge dualitdstételt (7. tétel,
ahol (A4, c) = B) azt kapjuk, hogy

su z < inf b) < yo(b) < 7. 7
(W)EE(P) < er*7A,(y)2pcy( ) < o(b) < (7)

Mivel 2’ > 2* tetszblegesen vélasztott volt, igy

sup Z = inf Y b .
(b,2)€B(P) yeEY*,A'(y)>pc (b)
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Tegyiik fel, hogy a (D) program konzisztens és van véges értéke. Ekkor
a gyenge dualitastételbdl (7. tétel) kovetkezik, hogy a (P) feladat nem lehet
szuperkonzisztens véges szuperérték nélkiil (kiilénben a (D) programnak nem
lenne megengedett megoldédsa). Tovébbd, ha (P) nem lenne szuperkonzisz-
tens, akkor a fenti bizonyitdsban z'-t tetszdlegesen kis értéknek lehetne vé-
lasztani, tehdt a (7) egyenlStlenség miatt a (D) feladatnak nem lenne értéke,
ami ellentmondds. Tehét a (P) program szuperkonzisztens és van véges szu-
perértéke.

A 2. pont: A gyenge dualitdstétel (7. tétel) miatt, ha a (D) feladat
konzisztens és nincs értéke, akkor a (P) feladat nem lehet szuperkonzisztens.

A 3. pont: A gyenge dualitdstétel (7. tétel) miatt, ha a (P) feladat szu-
perkonzisztens és nincs vége szuperértéke, akkor a (D) feladat nem lehet
konzisztens.

A 4. pont: Tekintsiik a kdvetkezd feladatpart:

(Py): (1,z) — max (Dpi): (-1,y) — min
f.h. 0(z) = -1 f.h. oy) > 1
T € Bi Y € R

ahol 0 egy d-ed rendii csupa nullakbdl allé kvadratikus matrix. Ekkor sem
(Pp) nem (szuper)konzisztens (véges esetben a konzisztencia és a szuperkon-
zisztencia ekvivalensek) sem (D,,;) nem konzisztens. 0

Erdemes dsszevetni az erds dualitéstételt a Karush-Kuhn-Tucker—tétellel
(Karush, 1939; Kuhn és Tucker, 1951). Mindkét tétel az operdcidkutatds
f6 tételei kozé tartozik, és mindkét tétel bizonyitasdban kulcsszerepe van
a Farkas-lemmaéanak. Azt mondhatjuk tehat, hogy mindkét tétel mogott egy
konvex, zart halmaz ponttol vald erds szeparalasara vonatkozo tétel, a Farkas-
lemma bijik meg.

6 (")sszefoglalés

A cikkben ismertettiik a végtelen LP-kre felirhaté primél-dudl-péarokat, ki-
mondtuk és bizonyitottuk a végtelen LP-kre vonatkozo erés dualitdstételt.
A targyalds sordn igyekeztiink példak segitségével megmutatni, hogy mik
az okal a végtelen eset a véges esethez képesti eltérésének, illetve a cikk
felépitése segitségével a Farkas-lemma, mint specidlis szeparacids tétel sze-
repét is hangsilyoztuk. A hangsilyozds meglatdsunk szerint nem o6ncéld,
mert a Karush-Kuhn-Tucker—tétel szintén ,,a Farkas-lemmaéaban gyokerezik”,
a ,,koz0s gyokerek” pedig a két tétel kozotti hasonldsdgra mutatnak.
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STRONG DUALITY THEOREM FOR INFINITE LPS

This paper considers a strong duality theorem for inifinite linear programs. We
state and prove the infinite dimensional version of the Farkas lemma, and by this
result we prove a strong duality theorem for inifinite linear programs (Anderson
and Nash, 1987). We discuss the main notions of the field and by the means of
examples we shed light on the intuitions lying behind the results.
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PAROS OSSZEHASONLITASI MATRIXOK ELEMEINEK
INTERAKTIV MEGHATAROZASA VERBALIS SKALA
ESETEN!

TEMESI JOZSEF
Budapesti Corvinus Egyetem

Tobb kutatasi eredmény alatamasztja azt, hogy a tobbtényezos dontési prob-
lémék paros Osszehasonlitdsi matrixokat alkalmazé mddszereinél a matrix
elemeinek megadasara szolgald eljaras médja kihat a végeredményre, a pre-
ferencidk, sulyok, rangsorok meghatdrozdsara. Az eljardasok lényeges tulaj-
donsédga, hogy konzisztens, kozel-konzisztens vagy inkonzisztens matrixot
adnak-e végeredményiil. A kutatok és a gyakorlati szakemberek altal hasznalt
dontéstamogaté maddszerek tobbféle megkozelitést alkalmaznak. Két fontos
kérdést vizsgalok meg. Egyrészt elemzem és értelmezem a szakirodalomban
talalhato korrekcidés médszereket abbdl a szempontbdl, hogy azok milyen el-
vekre épiilnek, és milyen technikdkat alkalmaznak a matrixok inkonzisztencid-
janak csokkentésére. Masrészt azt allitom, hogy a dontési problémak jelentos
részénél az inkonzisztencia csckkentése nem toérténhet a dontéshozoé potlélagos
informdcidi nélkiil. A javasolt interaktiv mdédszer az egyéni (szubjektiv jelle-
gil) dontési problémak péros Gsszehasonlitdsi métrixelemeinek verbélis ska-
ldn térténd megaddsat tamogatja. A dontéshozé bevondsa a folyamatba és
néhany specidlis kiegészité szabdly alkalmazasa biztositja, hogy a folyamat
végén kozel-konzisztens vagy hibamentes matrixot kapjunk, vagy kideriiljon,
hogy a dontéshoz6 az adott probléma esetében nem tudja elérni ezt a célt.
Kulcsszavak: dontéstamogatds, tobbtényezos dontési mddszerek, paros
Osszehasonlitasi matrixok, matrix kitoltési eljarasok, inkonzisztencia

1 Paros osszehasonlitasi matrixok

A péros 6sszehasonlitasi méatrixok felhasznaldsa kiilonb6z6 modellkeretek ko-
zOtt torténik. E métrixok egy kozismert alkalmazasa a szavazds-elméletben
a Condorcet-paradoxon felolddséra vonatkozik (Condorcet, 1785; Gehrlein,
2006). Legyen K = 60 szavazénk, akik a, b, és ¢ jeloltek kozil vélasztanak.
Mindegyik szavazé preferencia-profilja ismert. Osszesen hatféle profil létezik,
ebbdl a példabeli szavazdk az aldbbi eloszlasban részesednek (P a preferencia
reldcidt jeloli, a két hidnyzé profil részesedése 0):
aPcPb : 23 szavazé  bPcPa : 19 szavazd
cPbPa : 16 szavazé cPaPb: 2 szavazd
A gy6ztes meghatarozédsa kiilonféle egyszert dontési szabalyok segitségével
torténhet, az eltérd szabalyok azonban eltér6 eredményekre vezethetnek. Ha
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példdul az egyszerti tobbségi elvet hasznaljuk (mindenkinek egyetlen szavaza-
ta van), akkor a gy6ztes az a jelolt, ha viszont t6bbfordulds eljardsban az ab-
szolut tobbséget kapott jeloltet valasztjuk ki, a gy6ztes a b jelolt lesz. Condor-
cet azt javasolta, hogy a teljes preferencia-sorrendek ismeretében paronként
versenyeztessitk a jelolteket és az igy kialakul6 sorrend legyen a végleges.
(Elére 6sszegylijtott profilok esetében a szavazasok fizikai lebonyolitdsa sem
sziikséges.) Példdnkban b legy6zi a-t, ¢ is legy6zi a-t és végil b legyézi c-t,
vagyis a végso sorrend cb a, tehat ¢ a nyertes. Ez a teljes informéacion alapuld
modszer szimpatikusnak tetszhet, azonban nem minden esetben alkalmazhaté
a gyoztes meghatarozasara. Ha a profilok az alabbiak:

aPbPc : 23 szavazé bPcPa : 17 szavazé bPaPc: 2 szavazd

cPaPb : 10 szavazé cPbPa : 2 szavazd
akkor azt latjuk, hogy a paros szavazasokban a legy6zi b-t, b legy6zi c-t, am ¢
legy6zi a-t. Mivel a jeloltek korbeverték egymast, ezért nem tudunk kozottitk
sorrendet megallapitani. A helyzet megolddsaul Condorcet egy olyan péros
Osszehasonlitdsi matrixot javasol, ahol a méatrix a;; eleme azt jelenti, hogy az
1 és 7 kozotti szavazasban az i-edik jeldltre hdnyan adtak le szavazatot. Az igy
kialakitott matrix a;; eleme az 1. tdbldzatban nem definialt, és a;; +a;; = K
(a szavazdk szdma).

a b c min
a — 33 25 25
b 27 - 42 27
c 35 18 -— 18

1. tablazat

A matrixot felhaszndlva Condorcet a maximin elv alkalmazdsét javasolta:
igy a gy6ztes a b jelolt lesz, mivel 6 az, akinél a nyertes szavazatok minimuma
(ldsd az utolsé oszlopot) a legnagyobb.

Tegyiik fel, hogy n jatékos (csapat) egy bajnoksdgban vesz részt. Mindenki
mérkdzik mindenkivel. A sportdg lehet egyéni (pl. sakk), csapatsport (pl. lab-
dartgés vagy roplabda), ahol a dontetlen is lehetséges, illetve olyan sportég is,
ahol dontetlen nem sziilethet (pl. tenisz). Az egymads elleni eredmények alap-
jan megszerkeszthetd egy paros 6sszehasonlitdsi matrix — ez azonban tobbféle
médon is torténhet. Ha dontetlen nem lehetséges, akkor a matrix a;; eleme
lehet 1 (gy6zelem) és 0 (vereség). Az is lehetséges, hogy a mérkézések eredmé-
nyeibdl generaljuk a matrix elemeit: ha példdul a P; és P; kozotti eredmény
4:2, akkor a;; = 4 és aj; = 2. De pontszdmok is adhatdék a gydzelemért,
dontetlenért, vereségért, ez pl. lehet rendre 3, 1 és 0. A péaros 6sszehasonlitas
matrixot ezutan kilonbozé elméleti megkozelitések alapjan kialakitott mo-
dellekben hasznélhatjuk fel a versenyzok kozotti sorrend meghatarozéasara.
(Jegyezziik meg, hogy ezek a modellek nem feltétleniil kévetik egy adott
sportdg hagyomdanyos szdmitdsi mddszereit.)

A tobbtényezds dintéshozatal esetében n alternativat k kritérium szerint
vizsgalunk. Az egyik lehetGség az, hogy minden alternativhoz preferencia ér-
téket akarunk rendelni az egyes kritériumok szerint, majd ezek megfelel agg-
regalasdval kivanjuk az alternativak rangsordat meghatdrozni. Az is lehetséges,
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hogy rendelkezésiinkre all egy adatmatrix, amelynek elemei mar tartalmaz-
nak Gsszehasonlithaté értékeket valamely kvantitativ vagy kvalitativ skalan,
am a dontés soran a kritériumokat csoportokra bontjuk, s ezeken a csopor-
tokon beliil a kritériumok silyara vagyunk kivancsiak.

Kiilonb6z6 tobbtényezos dontési modellek 1éteznek az alternativak végsé
sorrendjének meghatarozasara, s ezek eltér6 szemléletet képviselnek. Tobb-
ségiik paros Gsszehasonlitasi matrixokat haszndl, azonban a matrix eléallitasa
és a modellek filozéfidja eltéré. Az a;; elem példdul lehet 1 (P; preferdlt P;
ellenében) vagy 0 (P; preferalt P; ellenében). A métrix elemeit generalhatjuk
az Osszehasonlitas értékeinek kiilonbségeibdl is, de a hanyadosok is lehetnek
ezek az értékek. Amennyiben verbdlis skalat hasznalunk, felmeriil annak
terjedelme, illetve a kvantitativ skalara transzformalasanak probléméja.

A fenti modellek arra mutatnak ré, hogy a pédros 6sszehasonlitdsi métrixok
alkalmazdsakor pontosan definidlni kell a matrix tulajdonsagait, s hogy azok
az eltér6 modellkeretekben kiilonbozhetnek egymastol. Természetesen eld-
fordul, hogy egyes modellek ekvivalens formara hozhatdék, példaul bizonyos
bajnoksagok tobbtényezds dontési modellként vizsgalhatok, vagy egyes tobb-
tényezOs dontési modellek szavazasi modellekké transzformalhatok. Altals-
nossagban azonban nem ez a helyzet.

2 Paros osszehasonlitasi matrixok az AHP
modellben

A Saaty altal kifejlesztett Analytic Hierarchy Process (AHP) (Saaty, 1980)
rendkiviil sikeresnek bizonyult az alkalmazdsokban. A mddszertan harom
egymdsra épiild, egymast feltételez6 eleme (Brunelli, 2015): a kritériumok
csoportokra bontasa és hierarchidba foglalasa; paros 6sszehasonlitasi matrixok
alkalmazésa; a sajatvektor mddszer hasznalata a sulyok, preferencidk meg-
hatarozasara.

Legyenek a tobbtényezGs dontési probléma kritériumai C1, Cs, ..., C, az
alternativéak pedig Py, Ps,..., P,. Az alternativiakat minden kritérium sze-
rint paronként Gsszehasonlitjuk egymaéssal. Az A,, péros Gsszehasonlitdsi
métrix a;; eleme (i,7 = 1,...,n) jelentse az i-edik és a j-edik alternativa
Osszehasonlitdsdnak eredményét az m-edik kritérium szerint (m = 1,..., k).
Amennyiben vizsgalataink céljara egyet kiemeliink ezen matrixok koziil, akkor
az m index hasznalatatol eltekintiink.

Az A péaros 6sszehasonlitasi matrix tulajdonsagai:

i. a;; = 1, (homogenitas),

ii. a;; >0, 4,7=1,...,n (pozitivitas).

Esetiinkben az A métrix elemei a dontéshozé itéleteit jelenitik meg arra
a kérdésre, hogy ,,Hdnyszor jobb (kedvezbbb, preferdlt) a P; alternativa a P;

alternativihoz képest (egy adott kritérium szerint)?” Egy fontos djabb tu-
lajdonsag tehat a dontéshozé véleményének bekérésekor, illetve egy adott
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adatmétrix elemeinek transzformaladsakor, hogy az a;; elemeket hdnyados
skaldan kell megadni. A hényados skéla alkalmazésa az A matrix Gjabb tulaj-
donsédgaihoz vezet:

ifi. aj; = 1/as;, 4,5 = 1,...,n (reciprocitds) — a péarok kozil csak egyet
hasonlitunk Gssze,

iv. aip = a5 - aj, 1,j,k = 1,...,n (szupertranzitivitds vagy kardinélis
tranzitivités).

A miétrix alternativa-hdrmasait (a tovédbbiakban triddok) kiilon is vizs-
galhatjuk. Ha minden tridd eleget tesz a iv) tulajdonsdgnak, akkor A kon-
zisztens. Ha legaldbb egy triddndl 1étezik olyan eset, amikor a;; # a;j; - ajk,
akkor az A maétrix inkonzisztens.

Ha a tridd elemeire teljesiil az, hogy a;; > 1, a; < 1ésajr > 1, vagy a;; <
1, aj > 1ésaji < 1, akkor az adott tridd ellentmonddsos (Kwiesielewicz, van
Uden, 2004), amennyiben a ,,jobb” kifejezést hasznaltuk a métrix elemeinek
eléédllitasa soran. A kérdést preferencia-reldcié megadédsaként értelmezve a
tridd nem (ordindlisan) tranzitiv vagy intranzitiv. Kwiesielewicz és van Uden
(2004) felsorolja az intranzitivitds mind a 6 esetét (a bemutatott ketté mellett
mindazok, ahol egyenléség van egy vagy két reldciéban).

Mostantdl targyaldasunkban a ,,paros Osszehasonlitasi matrix” kifejezést
lesziikitjiik arra az esetre, amikor az i)-iii) tulajdonsag teljesiil. Ez az értelme-
zés szorosan kotodik a tobbtényezds dontéshozatali modellhez, és a legtobb,
az el6z6 fejezetben targyalt modellnél (bajnoksigok, szavazdsok) nem biz-
tosithato akkor sem, ha egyébként paros Osszehasonlitasok torténtek.

3 Konzisztencia

A konzisztencia vizsgalata koézponti jelentéségii a paros 0sszehasonlitasi mét-
rixok alkalmazdsa soran. Ha az A matrix konzisztens, akkor az alternativak
rangsora tobbféle mddszerrel konnyen és egyértelmiien megadhaté. Itt most
ezekkel a modszerekkel és tulajdonsagaikkal nem foglalkozunk, Choo és Wed-
ley (2004) kit{ing &ttekintést ad errdl.

Valés dontési problémék megolddsakor a dontéshozd részt vesz az A métrix
elemeinek megadasdban. A dontéshozo preferencidinak kinyilvanitdsa a péaros
Osszehasonlitasi kérdések megvalaszoldsaval torténik. Bar az is lehetséges,
hogy az a;; értéket egy adatmatrixbdl generdljuk, 4m ekkor is sziikség van
arra, hogy az aranyskélara konvertalasnal figyelembe vegyiik a dontéshozotol
szarmazé informéacidkat. A doéntéshozé részvételének mikéntje és az dltala
megadott informacidk figgnek attdl, hogy a dontési probléma milyen tipusu
(Temesi, 2011).

Képes-e a dontéshozé konzisztens métrixot megadni? A dontéselméleti
szakemberek tobbsége egyetért abban, hogy a dontéshozoé csak korlatozott
és az Osszehasonlitandd parok szamanak névekedésével egyre csokkend meg-
bizhatésagu informaciét képes megadni: ha mar hét vagy anndl tobb alter-
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nativa paronkénti Gsszehasonlitasardl van szo, a dontéshozé elbizonytalano-
dik a védlaszaiban (Miller, 1956). Ennek a bizonytalansédgnak a legbiztosabb
jele az A matrix inkonzisztencidja, vagyis az ordindlis vagy kardindlis tran-
zitivitas megsértése. Saaty és kovetOinek érvelése szerint az inkonzisztencia
természetes jelenség, s ha a kikérdezés folyamataban valamilyen formaban
erOltetjiik a teljes konzisztenciat, akkor ezzel eltérithetjiik a dontéshozét a
valédi preferenciaitdl, eltorzithatjuk az alternativak értékelését, sorrendjét.

Mivel azonban az A métrix alapjan torténé becslések a tokéletes konzisz-
tencia esetében adnak megfelelé megoldédst, magatol érteto6dének latszik, hogy
minél kézelebb van a dontéshozo a konzisztens esethez, anndl jobb a végered-
mény. Hogyan definidlhaté ez a ,,kozel-konzisztencia”? Saaty valasza az,
hogy a péros Osszehasonlitasok soran a valaszok kismértéki véletlen hibdkat
tartalmazhatnak, s az igy kapott kozel-konzisztens matrix a valédi matrix
perturbélt véltozata (Saaty, 2001). Igaz viszont az is, mondja Saaty, hogy
egyéb problémak is akadhatnak a paros Osszehasonlitasok megadasa vagy
rogzitése sordn, igy példaul el6fordulhat, hogy 1/a,; keriil az a,; elem helyére.

Az inkonzisztencia probléma kényelmes megoldasa az lenne, ha mérni tud-
nank az inkonzisztenciat és meg tudnank adni egy ,,elfogadhatosdgi kiiszobot”.
Sajnos olyan mértéket és méroszamot, amely a szokasos matematikai tulaj-
donsdgoknak megfelel és egyben jol értelmezheto is, egyelére nem sikertilt
taldlni. A kutaték sokféle inkonzisztencia indexet javasolnak. Ezek egy része
meghatarozott becslési mddszerekhez kotédik. Az indexek Gsszefoglald és
értékeld attekintésére tébben véllalkoztak (Brunelli, Fedrizzi, 2015; Bozoki,
Fiilop, Poesz, 2015). A kiiszobértékek azonban — ha egyéltaldan adnak meg
ilyet a szerzék —, heurisztikus gondolatmeneteken és empirikus tapasztala-
tokon alapulnak. A leginkdbb elfogadott index Saaty nevéhez fiizédik, az
altala megadott 10%-os empirikus szabdllyal.

Egy paros oOsszehasonlitasi matrix akkor és csak akkor konzisztens, ha
legnagyobb sajétértéke n. Az AHP ezt a tulajdonsdgot hasznélja fel: CR(n)
a (Amax —n)/(n—1) konzisztenciaindex és az RI(n) tényezék hanyadosa, ahol
az utobbi nagyszamu véletlen paros Osszehasonlitasi matrix konzisztencia-
indexeinek atlaga. A lassan mar 40 éves gyakorlat soran az AHP-felhasznaldk
azt az empirikus szabalyt kovetik, miszerint az elfogadhaté inkonzisztencija
A métrixndl CR(n) < 0,1.

Mikézben az AHP alkalmazédsok szédma hatalmas és egyre n6, a gyakorlati
eseteknél a szerzok igyekeznek igazolni azt, hogy a szabdly alkalmazdsa nem
okoz problémat a preferencidk vagy a rangsor meghatarozasandl. Ugyanakkor
viszont egyes elméleti eredmények és példdk azt sugalljgk (Murphy, 1993;
Karapetrovic, Rosenbloom, 1999; Kwiesielewicz, van Uden, 2004; Gaul, Gas-
tes, 2012) hogy az index felhaszndldsat érdemes fenntartdsokkal kezelni.

Dontéselméleti szempontbdl az egyik legfontosabb kérdés az ordindlis és
kardindlis intranzitivitds kezelése. A legtobb index — C'R(n) is idetartozik
— nem vizsgalja az ordinalis tranzitivitas megsértését. Ez azt jelenti, hogy
ellentmondésos triddok maradhatnak a végeredményben még akkor is, ha
a konzisztenciateszt zold utat adott a matrix tovébbi felhaszndldsanak. A
dontési problémak zome az alternativak teljes vagy részleges rangsoroldsat
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kivénja meg. A rendezésnek azonban feltétele a tranzitivitds. Ezért mond-
hatja Kwiesielewicz és van Uden (2004), hogy ,,. .. ha a paros 6sszehasonlitési
matrix ellentmondasos, akkor nem lehetséges olyan sorrendet taldlni, amely
kielégitené a dontéshozé altal megadott értékeléseket”. Ha az A métrix graf
reprezentaciojat hasznaljuk, akkor az ellentmondésos triddok koroket alkot-
nak, s ezeken beliil nem tudunk rendezést megadni.

Mig az idézett vélemény teljes tagaddst tartalmaz, a masik véglet az
lenne, ha példaul a Saaty-index tesztjét minden tovabbi vizsgalat nélkil elfo-
gadnank. Az ebben a cikkben javasolt mddszer nem hasznal inkonzisztencia
indexet, folyamatos tranzitivitas vizsgalatot tartalmaz, és ha csak lehetséges,
elkeriili az ordinalisan intranzitiv matrixok elfogaddsat.

4 Az inkonzisztencia kezelése: korrekcios mod-
szerek

Induljunk ki abbdl a feltételezésbdl, hogy az indulé matrix meghatarozasa
sordan nem ragaszkodunk a teljes konzisztencidhoz. Az inkonzisztens péaros
Osszehasonlitasi matrixok esetére a kutatok tobbféle stratégiat javasolnak egy
megfelel6 matrix elérésére.

1. stratégia

a) A péros Osszehasonlitdsi métrix elemeinek kinyilvanitdsa déntéstamo-
gatds nélkiil (az eljardson beliili megkotések nélkiil) torténik.

b) Inkonzisztencia index alkalmazdsa.

¢) Ha az inkonzisztencia értéke (az adott inkonzisztencia index szerint)
magas, akkor a matrixot elvetjiik, egyébként elfogadjuk.

Az els 1épésben tehat az adott keretek kozott (pl. adott skdlan) véltoztatési
javaslatok nélkiil elfogadjuk a dontéshozo itéleteit. A maésodik 1épés szolgal
a nem megfelel6 matrixok kikiiszobolésére, s mint latjuk, amennyiben a har-
madik 1épés szigorii, akkor a métrixot vagy a déntéshozét (pl. csoportos don-
téseknél) kizarhatjuk a tovabbi folyamatbdl.

Gyakoribb ennél a szigort szemléletnél az, hogy egy kevésbé inkonzisztens
matrix elérése céljabdl bizonyos elemek megvaltoztatasat javasoljuk a dontés-
hozénak. A tovdbbiakban a korrigdlt mdtrizot A* jeloli, ha legaldbb egy elem
megvaltozott az eredeti A matrixhoz képest.

2. stratégia
a) és b): Ugyanaz, mint az 1. stratégianal.

¢) Korrigdljuk a métrixot, mig elfogadhaté mértékii inkonzisztencidt ka-
punk (a toleranciaszint lehet akér 0 is).
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A gyakorlati dontéshozatalban a korrekciés mddszerek ismerete és megfeleld
alkalmazdsa kulcsfontossdgu. A legjobb korrekcids metddus kivalasztdsahoz
megfeleld hipotézissel kell rendelkezniink az inkonzisztencia forrasat illetéen.
Néhéany lehetGség a kovetkezo:

— az A métrix inkonzisztencidjanak oka az, hogy a dontéshozé apré hi-
békat vétett a paros Osszehasonlitdsok soran: ez a perturbaciés tipusu
hiba a kozel-konzisztens matrixokra jellemzo,

— az A métrix inkonzisztencidjanak oka az, hogy a déntéshozdval tortént
kommunikaciéban vagy az adatok rogzitése soran egyetlen nagyobb hi-
ba keletkezett: ilyen lehet példaul az, amikor egy elem helyett véletleniil
a reciproka keriil rogzitésre,

— az A maétrix inkonzisztencidjanak oka az, hogy a doéntéshozé sziszte-
matikusan alulbecsli a paros Osszehasonlitasi értékeket: példaul egy
verbalis skédlan keriili és kisebb értékekkel helyettesiti a széls6 értékeket.

Xu and Wei (1999) egy auto-adaptiv mddszert javasoltak, amelynek révén
a korrigdlt matrix CR(n) értéke kisebb lesz, mint az eredeti métrixé. Cao,
Leung és Law (2008) az &ltaluk lefektetett alapokon egy heurisztikus eljérdst
alakitottak ki, amelyik az eredeti inkonzisztens matrixbdl automatikusan
egy konzisztens matrixot general. A perturbédcidés mdédszerek mellett Saaty
(1980, 2003) és Koczkodaj (1993) a péros Gsszehasonlitds matrix legkevéshé
konzisztens elemének meghatarozasara dolgozott ki egymastdl fiiggetlen in-
konzisztencia definicion alapuld technikakat. Ezek tulajdonsigait Bozdki és
Rapcsdk (2008) elemezte részletesen.

A korrekciés médszerekben a konzisztens métrixhoz valé kozelség megha-
tarozdsédnak elvi htterét leginkdbb a becslési technikdk szolgdltatjak (sajat-
érték maddszer, legkisebb négyzetes technikék, geometriai atlag, stb.). Choo
és Wedley (2004), majd Lin (2007) szimuldcids kisérletekkel megvizsgélta a
becslési médszereket abbdl a szempontbdl, hogy mi a hatasa, ha sok kismérté-
ki hiba és néhany nagyobb hiba fordul el a paros 6sszehasonlitasi matrixban.
Ha egy adott moddszer fokozottan érzékeny valamely tipusu hibéara, akkor ez
fogddzét adhat a megfeleld korrekcidos médszer meghatarozasahoz.

Egyes korrekciés médszerek optimalizacios technikdkat hasznalnak a paros
Osszehasonlitas matrix elemeinek modositasahoz: Gonzalez-Pachén és Romero
(2004) célprogramozast, Bozdki, Fiilop és Poesz (2011) nem-linedris vegyes
egészértéki modszert alkalmaz.

A 2. stratégia tobbnyire egy elfogadhatd, nem-zéré C R-tipusi inkonzisz-
tencidval rendelkez6 korrigalt matrixot eredményez. Ezeknek a megkozelité-
seknek két megkérdéjelezhetd vondsa is van. Az egyik probléma az intranzitiv
triddok jelenlétének lehetésége a végsé A* métrixban. Egy mésik hatranya
a modszereknek, hogy egy olyan elfogadhaté mértékben inkonzisztens mat-
rixhoz vezethetnek, amelyiknek az elemei messze vannak a dontéshozo valédi
preferenciditol.

Erdemes megjegyezni, hogy az AHP alkalmazdk eleve igyekeznek elkeriilni
ezeket a problémdkat. Ehhez hatékony segitséget nytjt maga a hierarchia:



118 Temesi Jozsef

ha a tényezdket jol értelmezhetd csoportokba soroljuk, elérheto, hogy egy-egy
csoportba kevés szamu 6sszehasonlitandé elem tartozzon, s ekkor a dontéshozd
konnyebben el tudja keriilni az ordinalis intranzitivitést.

Kou, Ergu és Shang (2014) szerint a jelenleg alkalmazott korrekciés méd-
szerek koziil nagyon kevés képes arra, hogy egy modellen beliil szimultan
modon kezelje az ordindlis és a kardindlis tranzitivitast. Ha optimalizdlasi
modszert alkalmazunk, akkor viszont elkertilhetetlen, hogy az eredeti értékek
akar nagyobb mértékben is megvaltozzanak. Ezért ¢k egy olyan modellt
fejlesztettek ki, amelyik csak az eredeti A matrix elemeit hasznalja fel és
fliggetlen a prioritas vektort el6allité modszertdl, mikozben a lehetd legtobb
informaciét megorzi az eredeti matrixbol.

Ishizaka és Lustin (2004) egy konzisztens métrixot vagy egy ellenérzott
hibaju inkonzisztens matrixot segit a dontéshozdénak felépiteni a tranzitivitasi
és reciprocitési szabdlyok betartdsa mellett. Siraj, Mikhailov és Keane (2012,
2015) egy kétfazisti modellt fejlesztett ki. Az elsé fazisban kimutatjdk és ki-
kiiszobolik az ordindlis intranzitivitdst. A maésodik fdzis a kardinalis inkon-
zisztencia korrekcidjara szolgal.

Mint lathatd, néhany korrekcidés médszer képes arra — vagy legalabbis t6-
rekszik ra —, hogy konzisztens matrixot adjon végeredményiil. Az igy kapott
A* matrix azonban csak egy a ,.kozeli” lehetséges konzisztens matrixok ko-
zil, s a ,,kozelség” maga nem egy dontéselméleti konszenzus altal jovahagyott
vagy axiomatikus alapokon meghatarozott mértékbdl szarmazik. Kiilonb6zo
tavolsdgfogalmak kiilonb6z6 eredményekre vezethetnek.

Egy masik probléméja a korrekciés modszereknek, hogy bar allitasuk sze-
rint a lehet6 legtobb informaciét Orzik meg az eredeti matrixbdl, ezt nem
tudjdk bizonyitani, mivel ez az allitas puhan definidlt. Egyes esetekben tgy
kell érteniink ezt a kijelentést, hogy minimalis szamu elemet kell megvaltoz-
tatni ahhoz, hogy konzisztens vagy elfogadhaté inkonzisztenciaju matrixot
kapjunk, més esetekben a valtoztatdsok nagysagrendje kontrollalt.

S végiil igaz-e, hogy a korrigalt matrix jobban kifejezi a dontéshozd valédi
preferencidit, mint az indulé matrix? Siraj, Mikhailov és Keane (2012) szimu-
lacios kisérletei ezt az allitdst nem tdmasztjak ald. Més szerzok is kétségeik-
nek adnak hangot, figyelmeztetnek médszereik korlataira. Kou és szerzétar-
sai, valamint Saaty javitdsait megnézve (a matrixokat ldsd mds Gsszefiiggések
vizsgdlata kapcsdn a 11. és 9. tdbldzatban) azt 1athatjuk majd, hogy Kou és
szerzOtarsai csak egyetlen elemet valtoztatnak meg 3-rél 1/2-re, ezdltal na-
gyon j6 C' R-indexet elérve. Realisztikus-e azonban az a valtoztatas, ahol a két
elem preferencia-sorrendje is megfordul? Erre a kérdésre csak a dontéshozd
tudhatja a vélaszt. Gaul és Gastes (2012) meggy6z6 médon targyalja annak
nehézségét, hogy a moédositott matrix elemeit a dontéshozo ,,valédi” matri-
xanak ismerete nélkiil elfogadhassuk.

Bozdki , Fillop és Poesz (2015) tgy fogalmaznak, hogy az 4ltaluk kifejlesz-
tett nem-linedris optimalizalasi feladat megolddsa ugyan azonositja a médosi-
tando elemeket, am a kévetkeztetések kozott azt {rjak, hogy ,,gyakorlati szem-
pontbdl az elemek meghatarozasa nagyon hasznos lehet azokban a szituaciok-
ban, amikor tudjuk, hogy egy tobbé-kevésbé konzisztens dontéshozé figyelme
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ellankadt néhdny elem megaddasakor, vagy adatrogzitési hibat gyanitunk. Az
altalunk kidolgozott technika arra mutat ré, hogy ez a helyzet fordulhatott
el6, am az mar a dontéshozo feladata, hogy ezt a mdédszertant felhasznalva
valéban modositja-e a detektilt elemeket?”

5 A paros 0sszehasonlitasi matrix verifikalasa:
a dontéshozod szerepe

A fenti megjegyzések elvezetnek benniinket cikkiink alapveté kérdéséhez. A
2. stratégia a korrekcié kezelését ex post médon oldja meg a dontéshozd be-
vonasa nélkil, feltételezve, hogy a dontéshozoé valamilyen okbdl nem elérhetd.
Létezhetnek ugyan olyan dontési feladatok, ahol ez a feltevés realis, azonban
ennek a megkozelitésnek minden esetben az a kovetkezménye, hogy a kor-
rekcié ,,automatikusan”, a dontéshozo potlélagos informacidi nélkiil torténik.
Nem tudhaté, hogy a dontéshozd a végeredményt el tudja fogadni vagy sem.
(Természetesen létezhetnek szélsGséges helyzetek, amikor a dolog egyértelmii,
pl. ha trivialis, hogy elirds tortént, 4&m altaldanossagban tobbféle médosités is
érvényesithetd.)

Eljuthatunk addig a kovetkeztetésig (Temesi, 2007, 2011), miszerint az
egyik lehetséges megoldas a verifikdcios problémara az, ha a kikérdezés teljes
folyamataban segitjik a dontéshozdét abban, hogy a szdmara megfelel6 matri-
xot éllitsa el§ — anélkiil azonban, hogy egy éltala nem kivant (4&m konzisztens,
vagy kozel-konzisztens) métrix felé terelnénk &t. Ez a ,,semleges” déntésta-
mogatas megvaldsithaté példaul ugy, hogy az eljaras soran kimutatjuk az or-
dindlis és/vagy kardindlis inkonzisztencia megtorténtét, &m keriiljiik a konk-
rét javaslatokat. Inkonzisztencia indexek hasznalatara nincs sziikség. Ez lesz
a 3.1. stratégia.

3.1. Stratégia

A péros sszehasonlitds méatrix elemeinek megadasat dontéstamogatdas mellett
(doéntéshozé szakember vagy szamitégépes dontéstamogaté modul segitségé-
vel) végzi a dontéshozo.

A masik lehetéség az, hogy a dontéshozé véleményét csak az eljards végén
kérjiik ki. Amennyiben a dontéshozé egyetért a végeredménnyel, akkor az el-
jaras véget ért, ha nem, akkor tobbfelé elagazhat az eljaras. Mdédot adhatunk
arra, hogy konzisztens matrixot készitsen a dontéshozé valamelyik ismert
korrekciés madszer javaslatait felhasznalva, vagy egy szamara megfelel6 in-
konzisztens matrixhoz jusson el a 3.2. stratégia soran.

3.2. Stratégia

a) A pdros Osszehasonlitdsi matrix elemeinek meghatérozasa dontéstamo-
gatds nélkiil.

b) A matrix verifikdldsa.
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6 A matrix elemeinek eloallitasa verbalis
skalan

A korrekciés moédszerek verifikdcidjanak példajaként a tovabbiakban targya-
lasunkat lesziikitjik azokra a dontési problémakra, amelyek szubjektiv meg-
itéléstiek és nem kézzelfoghatd elemeket (intangible) is tartalmaznak. Tipiku-
san idetartoznak az egyéni fogyasztdi dontések, ahol az alternativak barmely
preferencia sorrendje azonos valdsziniiséggel fordulhat eld, vagy masképpen
fogalmazva senki nem tudja megmondani, hogy egy adott dontéshozo esetében
valamelyik sorrend a t6bbinél jobb/ésszertibb/kedvezébb lenne. Magétdl ér-
tet6do, hogy az ilyen tipusu dontési problémak megoldasakor a dontéshozd je-
lenléte nem nélkilozhetd, hiszen 6 az egyetlen, aki ki tudja nyilvanitani valos
preferencidit, illetve modositani tud értékitéletein. Ugyanakkor elfogadjuk
azt, hogy a dontéshozd az egyes paros Gsszehasonlitdsok soran bizonytalan
lehet a konkrét értékek megadasakor és véthet az ordinalis vagy kardinalis
tranzitivitas ellen.

Hasonl6 feladatok megoldasakor Saaty verbalis skdldjanak hasznalata a
legelfogadottabb. Ez a skdla szoban megfogalmazott itéletek kvantifikalasara
az 1-t6l 9-ig terjedd pozitiv értékeket és azok reciprokait haszndlja a koévet-
kezOképpen: ha az Osszehasonlité kérdésre adott vélasz ,,egyenld”, akkor az
arany 1:1, ha az egyik alternativa ,,csekély mértékben jobb a mésiknal” , akkor
3:1, ha ,,jobb”, akkor 5:1, ha ,,sokkal jobb”, akkor 7:1 és ha ,,abszolut jobb”,
akkor 9:1. Ha a paros szamokat is hasznaljuk, azok jelentése példaul , kissé
jobb” (2:1), ..., ,,er6sen jobb” (8:1).

A skalaértékek igazoldsat Saaty (1980) irja le. Itt most nem foglalkozunk
azokkal a kritikakkal, amelyek az AHP alkalmaz&sat kiilénbozé nézépontokbdl
elvileg kifogdsoljak (1dsd pl. Belton és Gear (1983), Murphy (1993), Bana e
Costa és Vansnick (2008)). A kritikai megjegyzések koziil egyetlen egyszerii
tényre hivjuk fel a figyelmet, ami témank szempontjabol érdekes: ez a skala
beépitett inkonzisztencidja, amely minden végponttal rendelkezo skalara igaz.
Ha példaul a12 = 3 és agg = 5, akkor a1z = 9 és nem 15, ahogyan ezt a teljes
konzisztencia megkovetelné. Ez a tény a konzisztencia elemzést a verbalis
skéaldkon némileg bonyolultabbd teszi.

3.1. stratégia: az eljaras

A miétrix elemeinek megaddsa interaktiv médon torténik: déntéstamogatd
szakember van jelen vagy a dontéstamogato szamitégépes rendszer generdl
parbeszédet. A lépések:

a) Az ordindlis és kardindlis konzisztencia folyamatos tesztelése.

b) Korrekcids javaslatok a dontéshozé szdmara.

¢) A dontéshozo korrigdl, amennyiben az sziikséges.
)

d) Az eljards befejez6dik, ha minden elem el6allt vagy a folytatds nem
lehetséges.
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Az els6 1épésben elészamoljuk a korrekciéban potencidlisan résztvevd trid-
dokat. A dontéshozé megkapja az ordinédlis és kardindlis tranzitivitdsi hibdk
listajat a korrekcids lehetéségekkel. A harmadik 1épésben kotelezéen korrigal,
ha az ordindlis tranzitivitas sériilt. A kardinalis tranzitivitds megsértésekor a
javitasi javaslat a verbalis skalan a ,,legkozelebbi szomszédok” tartomanyabol
torténik (a részleteket a példédban mutatjuk meg). A déntéshozé tovdbbmehet
a folyamatban akkor is, ha kardinalis intranzitivitds maradt a matrixban.

1. példa

Négy alternativank van: a, b, ¢ és d. Hat péaros Osszehasonlitas sziikséges.
Az eljarasban négy triddot kell konzisztencia szempontjabdl tesztelni.

Az eljaras véletlen médon kivélasztott paros Gsszehasonlitdasokkal kezds-
dik. Jeldlje (a,b) az a és b kozdtti Gsszehasonlitdst. Ez az Osszehasonlitds két
kérdésbol &ll: az els6 kérdés arra vonatkozik, hogy a két alternativa koziil
melyiket taldlja a dontéshozé jobbnak (preferaltnak). Ha a vdlasz az, hogy
egyformdk, akkor az Osszehasonlitds eredménye 1 és nincs sziikség a méaso-
dik kérdésre. Masodjara azt kérdezziik, hogy a jobbnak talalt alternativa a
verbdlis skalan elhelyezve hanyszor jobb a masiknal. Konzisztencia tesztet
akkor végzink, amikor el6szor kapunk tesztelhetd triddot.

Legyenek az els6 Gsszehasonlitasok a kovetkezok:

e b abszolut jobb, mint a: (a,b) =1/9
e c csekély mértékben jobb, mint a: (a,¢) =1/3
e ¢ kissé jobb, mint d: (¢,d) =2

Az eddigi matrix elemek (a hidnyz6 elemeket x jeloli a 2. tabldzatban):

a b c d
a 1 1/9 1/3 x
b 9 1 X x
c 3 X 1 2
d x X 1/2 1

2. tdbldzat
Nincs tesztelhetd tridd. A kovetkezd Osszehasonlités:

e b sokkal jobb, mint ¢: (b,c) =5

a b c d
a 1 1/9 1/3 x
b 9 1 5 X
c 3 1/5 1 2
d x X 1/2 1

3. tdbldazat

Az [a,b, c] triddot tudjuk tesztelni a 3. tdbldzat métrixabol. Azt latjuk,
hogy a tridd ordindlisan tranzitiv: b — ¢ — a. Ellenorizziik a kardinalis
konzisztencidt: 1/9-5=15/9 # 1/3.
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A javitashoz hasznélt ,,legkiézelebbi szomszéd” elv (heurisztika) azt jelenti,
hogy az adott értékkel szomszédos két-két skalaérték valamelyikét ajanljuk.
Ezek esetiinkben a legutoljara megadott (b,c) = 5 elemnél 3, 4, 6 és 7.
Erdemes megjegyezni, hogy ha példaul a déntéshozé a (b, ¢) = 3 értéket vé-
lasztand, akkor ezzel a triddot konzisztenssé tenné. A déntéshozoé azonban ugy
gondolja, hogy nem véaltoztat eddigi itéletein. A kbévetkezd Gsszehasonlités:

e d kissé jobb, mint b: (b,d) =1/2

b c d
/9 1/3  x
1 5 1/2
1/5 1 2
2 1/2 1

QLo oQ
X ow o

4. tdblazat

A 4. téblazat [b,c,d] triddja ordindlisan intranzitiv, mert b — ¢, ¢ — d
és d — b. A dontéshozonak korrigdlnia kell. Eddigi 6sszehasonlitdsait dtte-
kintve azt érzékeli, hogy (b,d) és (c,d) esetében a ,kissé jobb” értékelések
a bizonytalansagat tikrozték, ezért hajland6 arra, hogy ezeket az itéleteit
djragondolja. A b és d koziil igy most kissé a b alternativat tartja jobbnak,
mig a c és d koziil a d alternativat. Az 1j Osszehasonlitdsok az 5. tdbldzatbdl
lathatoan:

e b kissé jobb, mint d: (b,d) =2
e d kissé jobb, mint ¢: (¢,d) =1/2

QO e

5. tablazat

Ezzel a [b,c,d] tridd ordindlis tranzitivitidsa megfelel6vé valt. Jegyezzik
meg, hogy abban az esetben, ha a doéntéshozé nem lett volna hajlandé a
javitasokra, akkor a szigori tranzitivitasi szabaly miatt az eljaras véget ért
volna. A kardinélis tranzitivitas ellendrzése: 5-1/2 =5/2 # 2. A dontéshozd
nem 14t okot a valtoztatdsra. Az utolsé Gsszehasonlités:

e d sokkal jobb, mint a: (a,d) =1/7

a b c d
a 1 1/9 1/3 1/)7
b 9 1 5 2
c 3 15 1 1/2
d 7 1/2 2 1

6. tablazat
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Ellendrizziik az [a, ¢, d] triddot a 6. tdbldzatban: d — ¢ — a. Ellendrizniink
kell az [a, b, d] triddot is: b — d — a. Mindkét tridd ordinélisan tranzitiv. A
kardindlis tranzitivitds ellenérzése az 1/2-1/3=1/6 #£1/76és2-1/9=2/9 #
1/7 eredményekre vezet. A dontéshozé ugy dont, hogy az (a,d) = 1/5 értékre
cseréli az el6z8 1/7 értéket (ez egy legkozelebbi szomszéd). A 7. tdbldzatban
lathatd a végsd matrix:

a b c d
a 1 1/9 1/3 1/5
b 9 1 5 2
c 3 1/5 1 1/2
d 5 1/2 2 1

7. tdbldzat

Az alternativédk rangsora b — d — ¢ — a. (Megjegyzés: CR = 0,8%,
messze van a 10%-os kiiszobt6l.)

3.2. stratégia: az eljaras

A maétrix elemeinek meghatdrozasa dontéstamogatas nélkiil torténik, de az
eljaras végén a dontéshozd készen all arra, hogy korrekcids dontéseket hozzon,
amelyeket vagy egy dontéstamogatd szakember, vagy egy dontéstamogatd
szamitogépes rendszer general.

a) Az ordindlis intranzitivitds feltdrdsa (barmely létezé mddszer alkalmaz-
hatd).

b) A dontéshozé attekinti az intranzitiv triddokat és korrigal. A korrekci6
kotelezo, ellenkezo esetben az eljaras véget ér.

¢) A kardindlis inkonzisztencidk bemutatdsa és opciondlis korrigdldsa a
legkozelebbi szomszéd elv alkalmazasaval.

2. példa

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a dontéstamogatas nélkiil kialakitott
matrix egyetlen elem kivételével megegyezik az el6z6 példa végeredményével.
A kiilénbség annyi, hogy egy adatbeviteli hiba miatt az (a, ¢) elem értéke nem
1/3, hanem 3. Tegyiik fel, hogy sem a déntéshoz6, sem a dontéstdmogatd
szakember nem tud a hibardl. Ekkor a 8. tdbldzatban 1évé matrixot elemzik
— ez lesz tehat a 3.2. stratégia mintapéldaja.

a b c d
a 1 1/9 3 1/5
b 9 1 5 2
c 1/3 1/5 1 1/2
d 5 1/2 2 1

8. tdbldazat
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Mind a négy triddot megvizsgédlva azt taldljuk, hogy az ordindlis tranzi-
tivitds rendben van, az alternativék sorrendje b — d — a — c¢. (Vegyiik észre,
hogy az adatbeviteli hiba miatt az a és ¢ sorrendje az utolsé két pozicioban
megfordult az eléz6 példahoz képest.) Kardindlis konzisztencia problémdak
azonban mind a négy triadnal vannak:

la,b,c]:1/9-5=5/9 #3 la,b,d) :1/9-2=2/9#1/5
[a,c,d:3-1/2=3/2#1/5  [bc,d]:5-1/2="5/2 #2

A legellentmondésosabb két tridd az [a, b, ] és az [a, ¢, d]. Mutassuk meg
ezeket a dontéshozénak! A dontéshozé rajon, hogy valamiféle hiba tortén-
hetett, azonban a 8. tablazatban szerepl6 értékekre ranézve bizonytalan ab-
ban, hogy mit csindljon és alkalmazza a javasolt heurisztikdt. A legkdzelebbi
szomszéd elv alapjan eldszor az (a,c) = 1 majd az (a,d) = 1/3 javitdst végzi
(mivel az elsé javitas utédn, ami az [a, b, c] triddot érinti, az [a, ¢, d] triddot is
ujra ellendrizni kell: 1-1/2 =1/2 # 1/5 és az 1/5 legkozelebbi szomszédja
1/3).

(a,d) része az [a,b, d] triddnak. Itt is djra tesztelniink kell, és azt talaljuk,
hogy 1/9-2 = 2/9 # 1/3. A dontéshozé gy gondolja, hogy nincs ok a
valtoztatasra. Az 1j értékekkel a korrigalt matrix a 9. tdbldzatban lathato:

a b c d
a 1 1/9 1 1/3
b 9 1 5 2
c 1 1/5 1 1/2
d 3 1/2 2 1

9. tabldazat

Az ordindlis tranzitivitast ellenérizve b — d — ¢ =~ a. Az 1j rangsor
dontetlent mutat az utolsé két helyen — ami reélis. (Jegyezziik meg, hogy az
indulé métrix CR = 17% értéke CR = 1,7%-ra véltozott a korrekcié utan).
Ha az eljardsban az [a, ¢, d] tridddal kezdiink, akkor elészor ugyan itt is az
(a,c) =1 az elsé korrekcid, am a masik tridd ellenérzésekor a (b, ¢) = 5 érték
(b,c) = T-re valtozhat (mert 1/9-5 = 5/9 # 1 és az 5 egyik legkozelebbi
szomszédja 7. Az érintett [b, ¢, d] tridd ellendrzésekor 7-1/2 =7/2 # 2, ezt a
dontéshozé elfogadja. Ebben az alesetben a 10. tablazat korrigalt matrixa:

a b c d
a 1 1/9 1 1/5
b 9 1 7 2
c 1 17 1 1/2
d 5 1/2 2 1

10. tdblazat

Az alternativak rangsora most is b — d — ¢ = a (CR = 2,8%). (Ebben
az elirdsos esetben az is lehetséges, hogy a dontéshozé az algoritmus alkal-
mazdsa nélkiil rdjon arra, hogy az (a,c) = 1/3 cserét csindlja meg, s ezéltal
a 7. tdblazat és az ahhoz tartozé sorrend lesz a végeredmény).
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Osszehasonlitasul két, az eddigiekben mar hivatkozott korrekcids eljarss
eredményét adjuk meg ugyanerre a feladatra. Kou és szerzotarsai a 8. tabla-
zat matrixdbdl kiindulva a 11. tdbldzat métrixat kapta, amely nagyon kozel
van (az (a,c) elem kiilonbozik kissé) a 7. tdbldzat végeredményéhez:

a b c d
a 1 1/9 1/2 1/5
b 9 1 5 2
c 2 15 1 1/2
d 5 1/2 2 1

11. tdbldzat

Ha a Saaty javasolta mdédszerrel szamolunk, akkor a korrigalt matrix meg-
egyezik az eljardsunk szerint kapott 9. tablazattal.

3. példa

Siraj és szerz6tdrsai (2015) két irdnybdl, 1j elnevezésekkel vizsgalja a tranzi-
tivitas hianyat. Kongruencia matrixa a kardinalis tranzitivitds megsértésének
detektéalasara alkalmas, disszonancia matrixa pedig az ordinalis tranzitivitas
mérésére szolgdl. Mindkét matrix elemeit az indirekt 6sszehasonlitasokbdl
szdmolja, a iv) Osszefiiggés felhaszndlasaval. Az idézett cikk példéi a matrixok
hasznalatat illusztraljak. Mondanivalénk szempontjabdl két példdjukat emel-
jiik ki, mas-més tanulsdgokkal.

A 12. tébldzatban ldthaté matrix Siraj és szerzétarsai (2015) cikkében ,,a
konzisztencia holtpontjénak” (consistency deadlock) bemutatédsdul szolgél,
azaz mint irjak ,,nem lehet egyértelmi javaslatot tenni a javitasra, az barhol
lehetséges”.

a b c
1 2 2
/2 1 2

/2 1/2 1/2
/2 1/2 1/2 1

=N DNNNDO

d
2
2
/2 1/2 1 2
1
/

o Qo o

2

12. tdblazat

Erdemes azonban elgondolkodni ezen a példan a dontéshozd nézépontjabal.
Tegyiik fel, hogy a Saaty-féle skalat alkalmaztuk. Ha a dontéshoz6 el6szor az
(a,b), majd a (b, c), (¢, d) és végiil a (d, e) 6sszehasonlitdsokat adta meg, akkor
— az egymastdl fiiggetlennek tekintett paros osszehasonlitasok természete és
a skalaértékek jelentése okan — ez azt mutatja, hogy az adott parok eseté-
ben ,,enyhén preferdlt” vélaszok sziilettek. A tovébbi kérdések, pl. az (a,c)
Osszehasonlitas 2 értéke arra utal, hogy eredetileg mindegyik alternativa ese-
tében az 1 és 2 érték kozott tétovazhatott a DH, azaz nagyon kozel vannak
egymashoz az alternativak. fgy nem feltétleniil problematikus, hogy a don-
téshozondl az 1-t6l torténo kicsiny, de érzékelhetd eltérések szorzata nem a
4-hez, hanem a 2-h6z van nagyon kozel. Itt tehat a skdla okoz gondot, nem
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a dontéshozd gondolkozik rosszul. Ne feledjiik, a dontéshozo kizardlag az
1,...,9 szdmok verbdlisra forditott nyelvét beszéli!

Igaz tehat, hogy a dontéshozénak nem tudunk tandcsot adni valamely
elem(ek) megvéltoztatdsara, dm lehet, hogy erre nincs is sziikség. Az or-
dindlis tranzitivitdssal nincs baj: a triddok vizsgélata szerint az a — b —
¢ — d — e sorrend és a (32, 24, 19, 14, 11) silyok megfeleléek lehetnek.
T4jékoztatasul: CR = 4,3%.

A valds helyzetet azonban csak a dontéshozéval torténé konzultéacié tar-
hatja fel. Mivel algoritmusunk szerint a triddok nem adnak okot javitésra,
a kardindlis inkonzisztencia tudomasul vétele mellett a DH donthetett ugy,
hogy a fenti értékek az & szandékait tiikrozik. De akar a 13. vagy a 14. tab-
lazat értékeihez is eljuthat:

a b c d e
a 1 2 4 8 9
bo1/2 1 2 4 8
c 1/4 12 1 2 4
d 1/8 1/4 1/2 1 2
e 1/9 1/8 1/4 1/2 1

13. tabldzat

a b c d e
a 1 2 2 2 2
bo1/2 1 1 1 1
c 1/2 1 1 1 1
d 12 1 1 1 1
e 12 1 1 1 1

14. tdblazat

Vagyis az el6z§ sorrend mellett a (49, 27, 13, 7, 4) sulyokig, illetve a
(33, 17, 17, 17, 17) stlyok mellett a b = ¢ = d = e azonosan preferdlt és a
enyhén jobb, mint b értékekhez. (A CR értékek rendre: 0,9% és 0%.) Hogyan
kaphatjuk meg a 13. vagy a 14. tdblazat elemeit? A 13. tdblazatnal a DH
ugy latta, hogy az elsé négy Osszehasonlitasnal mégsem annyira kozeliek az
alternativék, ezért a verbalis skalat ,,tagabbra nyitva” adta meg az A* matrix
elemeit, egyben Gsszhangba is hozva azt a kardindlis tranzitivitas pontos ér-
tékeivel. A 14. tablazatndl ellenkezéleg: az a és b alternativdkat kivéve, a
tobbieket egyméssal azonosnak itélte meg. Mindkét esetben javitasok soro-
zatat végezte el, mig eljutott az altala valésnak vélt végeredményhez.

4. példa

Siraj és szerzotarsai egy masik jellemzo példdjaban a 15. tdbldzat matrix
elemei szerepelnek:

a b c d
a 1 3 2 6
b 1/3 1 6/5 2
c 1/2 5/6 1 3
d 1/6 1/2 1/3 1

15. tdblazat



Paros osszehasonlitasi matrixok elemeinek interaktiv meghatdrozasa ... 127

Minden més Gsszehasonlitdst ellenérizve és a DH altal elfogadva (ez anndl
is inkdbb egyszerii, mert az [a, b, d] és [a, ¢, d] triddok tokéletesen konziszten-
sek), figyelmiinket forditsuk a (b,c) = 6/5 értékre. A megfelel§ triddbol
lathat6, hogy a 3 - 6/5 szorzat akkor lenne pontosan 2, ha (b,c) = 2/3. E
példa trikkos része azonban az, hogy mig minden egyéb Osszehasonlitas a
Saaty-skédlan adott, ez az 6sszehasonlitds viszont nem!

Ha a dontéshozatalnal a skalat rogzitjik, és az nem mas, mint az 1,...,9
és reciprokainak sorozata, akkor sem a 6/5, sem a 2/3 fel sem meriilhet,
csak az egész értékek. Feladatunkban a (b, c) értékeként az 1/2, 1 és 2 johet
sz6ba. Ha (b,c) = 1/2, akkor az a — b — ¢ — d sorrend mellett az (50, 15,
27, 8) stilyokat kapjuk (CR = 0,4%). Ha (b, c) = 1, akkor ugyanezen sorrend
mellett az (50, 19, 23, 8) silyvektorunk van (CR = 0,8%). Végiil a (b,c) =2
értéke mellett a sorrend megvéltozik: @ — ¢ — b — d és a siilyok rendre (50,
23,19 és 8) (CR = 5,7%). Melyik a ,,helyes” sorrend és silyrendszer? Erre
csak a DH tud valaszolni, am algoritmusunk segit neki.

Ha ugyanis a (b,c) értéke 1 vagy 1/2, akkor a 3 - 1, illetve a 3 -1/2
szorzatok eredménye a kardindlis tranzitivitds vizsgalatban a legkozelebbi
szomszédja a 2 értéknek. A (b,c) = 2 nem javasolt, mert 3 -2 = 6 nem
a legkozelebbi szomszédja a 2-nek. fgy tehat algoritmusunk alkalmazasaval
a DH az a — b — ¢ — d sorrendek egyik véltozatdhoz jut. (Megjegyzés:
Siraj és szerzotarsai cikkében a példa azt illusztralja, hogy az altaluk java-
solt eljardssal automatikusan detektélhaté a (b, ¢) = 6/5 elem problematikus
volta.)

7 A dontéshozo nem elérheto a matrix ele-
meinek meghatarozasa utan

Ha ez olyankor fordul el6, amikor a métrix elemeit dontéstamogatas nélkiil
adta meg a dontéshozo, akkor a kovetkezé allitasokat fogalmazhatjuk meg.

1. Allitas. Ha az A mdtriz konzisztens, akkor elfogadhato.

Megjegyzés. Elvileg el6fordulhat, hogy a dontéshozé valds preferencidit
egy masik konzisztens matrix irja le.

2. Allitas. Ha a mdtriz inkonzisztens, akkor specidlis esetekben korrigdlhato:

e ha a mdtriz egyetlen elem (és reciproka) megudltoztatdsdval konzisztenssé
tehetd,

e ha megmutathato, hogy a mdtrixz statisztikai hibdt tartalmaz.

Megjegyzés. A szakirodalomban kidolgozott, a 4. fejezetben hivatkozott
korrekciés modszerek alkalmazhatok, az adott probléma jellegének és a kor-
rekciés médszer feltételeinek fliggvényében.

3. Allitas. Az egqyéb esetekben a dontéshozotol kaphato potidlagos informdciok
hidnydban a korrekcio mem igazolhato.
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Megjegyzés. A szakirodalomban kidolgozott inkonzisztencia indexek sziik-
ség esetén felhasznédlhatdak arra, hogy segitségiikkel a nem-korrigalt matrixo-
kat elfogadjuk vagy elvesstik.

Konkluzidk

A péros sszehasonlitdsi matrixok fontos alkalmazésa a tobbtényezds dontési
problémék rangsoroldsi vagy silyozasi kérdéseinek megvalaszoldsa. Az ehhez
felhaszndlt becslési médszerek a dontéshozo dltal megadott matrixbol indul-
nak ki. Lényeges tehat, hogy ez a matrix milyen tulajdonsagokkal rendelke-
zik. A gyakorlati alkalmazédsokban kiemelt szerepet kapott az ardnyskalan
megadott Osszehasonlitdsokra épiild matrix, ahol a konzisztens esettdl vald
eltérés megbizhatdsagi kérdéseket vet fel.

A megoldas egyik irdnya inkonzisztencia indexek kidolgozésa és olyan kor-
rekciés modszerek alkalmazdsa, amelyek ezen indexekkel mérve csokkentik
az inkonzisztenciat. Elterjedtté valtak az automatikus korrekcios médszerek,
amelyek bizonyos feltevések mentén a dontéshozo bevonasa nélkiil allitanak
el az eredetinél kisebb inkonzisztenciaji matrixokat. Ezen cikk egyik 6
mondanivaléja az, hogy ezeknek a mddszereknek az eredményei — hacsak
nem sikeriil axiomatikus alapokra helyezni a moédszert — nem igazolhatok a
dontéshozé nélkiil. Bérmilyen korrekciét hajtunk végre (akér a métrix ele-
meinek meghatdrozasa kézben, akdr az eljéras végeztével ) az nem nélkiilézheti
a dontéshozd altal adott potldlagos informacidk figyelembe vételét.

Mivel &ltalanos esetben a verifikdcids probléma nehezen kezelhetd, ezért
a targyalast leszlikitettiik egy specialis esetre, a verbalis skala alkalmazasara.
Itt jol bemutathaté az ordindlis és kardinalis tranzitivitas kettGsségébdl addédd
megkozelitésbeli kiilonbség és annak a dontéshozé altali feloldasa. Lényeges,
hogy egyes szakirodalmi moédszerektdl eltéréen, ahol szintén kétfazisa korrek-
cios eljarasok vannak, itt nem automatikus inkonzisztencia-csokkent6 szaba-
lyok visznek a végsé megoldas felé, hanem a déntéshozé mérlegelésén alapul
a végeredmény — igy biztositva a validaciét.

Tovabbra is nyitott kérdés a verifikacié altalanos elmélete és médszertana.
Ugy véljiik, hasznos lenne, ha az alkalmazdsokban igény lenne legalébb a kon-
krét eset eredményeinek verifikdldsira. Az itt bemutatott eljaras illusztrécié-
ként szolgal. Tovabbi munkéank soran az alkalmazott heurisztika finomithato.
Fontos 1épés a szamitogépes dontéstamogaté mddszerekbe torténé modularis
beépités, az interaktivitas novelése. Ebben az iranyban sok lehetoséget latunk.

Koszonetnyilvanitas

A kutatast az OTKA K 111797 pélyazat tamogatta.
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INTERACTIVE PROCEDURE TO DETERMINE THE ELEMENTS OF

A PAIRWISE-COMPARISON MATRIX

Pairwise comparison matrices are frequently used in the methodology of multi-

attri

bute decision making. Elicitation of the elements of the matrix can be done

in several ways, and the elicitation method has an impact on the final result (de-
termination of preferences, weights, rankings). The applied decision methods work

with

consistent or near-consistent matrices. This paper aims at investigating two

questions. In the first part of the paper correction methods are interpreted and
analysed from the viewpoints of their philosophy and techniques to decrease the
degree of inconsistency. The second part proposes an interactive method for in-
dividual decision-making problems with verbal scale to illustrate that improving
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consistency is not possible without additional information from the decision maker.
The involvement of the decision maker and some special rules can ensure that the
process either provides a near-consistent and error-free pairwise comparison matrix
or demonstrates the inability of the decision maker to reach that goal.
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A MINOSEG ES AZ AR KAPCSOLATAROL?

VOROS JOZSEF
PTE KTK

A tanulmény egy dinamikus modellt form&dz meg, hogy elésegitse a helyes be-
ruhdzési, ar és termékmindség politika kialakitasit. A stratégiai minéségele-
mek (melyeket a versenytarsak eddig nem voltak képesek elsajatitani) szintje
tanulds, beruhdzas révén novelhetd, de a mindség névelhetd tigynevezett nem
stratégiai elemek felhasznéldsaval is (pl. igényesebb anyagok beépitése). A
tanulmany megfogalmaz és elemez olyan koriilményeket, amikor a termék-
mindség folyamatosan noévekszik, ennek dinamikaja viszont nem egyenletes,
néha novekszik, néha csdkken. Az ar és minéség kapcsolataval kapcsolatban
azt allapitja meg, hogy az esetek tobbségében a magasabb mindség magasabb
arat jelent, azonban ez aldl lesznek kivételek. A kivétel létezésének sziikséges
feltétele, hogy a keresleti fliggvény ar-minGség keresztderivéltja negativ le-
gyen. Az autondém tanulds hatdsanak elemzése azt mutatja, hogy az autoném
tanuldsbdl ered6 koltségesokkenés hasznat meg kell osztani a fogyasztokkal
az ar csOkkentését felhasznalva.
Kulcsszavak: koltség, mindség, ar, kereslet, irdanyitaselmélet

1 Bevezetés

A minéség fogalma is abba a kategéridba tartozik, melyet a legtobbszor
komolyabb megfontoldsok nélkiil hasznalunk, de amikor pontosan meg kel-
lene hatarozni a koncepcid tartalmét, hamarosan rajéviink, az nem is olyan
egyszerti. Egy terméknek/szolgéltatdsnak sok jellemzdje lehet, melyek koziil
bizonyosak fontosak, vagy kevésbé fontosak egy fogyaszté szamara. Egy ter-
mék egyes termékjellemzbiben nyujtott teljesitményének a vevo altal képzett
aggregatumat nevezzilk minéségnek e tanulmanyban. A vevérol feltételezziik,
hogy a termék mindségét képes beazonositani, és ehhez az u szamot rendeli.
Gyakran feltételezik, hogy ez az érték 0 és 1 kozott mozog, amikor is 1 a
tokéletes minGséget jelenti, 0 pedig a teljes elutasitést. frhatjuk tehat, hogy
u € [0,1], de mi nem normaljuk e tanulmanyban a mindség mérészamét,
mintegy azt sugallva, hogy a mindség fejlédésének nincs korldtja (a fejlédés
nem véges). (Megjegyezziik, hogy a definidlt intervallumra valé sziikités nem
jelent semmiféle korlatozast, tetszoleges, véges intervallum megadhato. Fo-
gyasztéi magazinok gyakran hasznédlnak tizes skélat.)

A mindségre adott fenti definiciém mellett ismeretesek mas megkozelitések
is, néhany ezek koziil sok hasonlésdgot mutat. Az egyik legsikeresebb alap-
konyvben azt olvashatjuk, hogy a minGség a termék azon képessége, amennyi-
re az kielégiti a fogyaszté sziikségleteit (Heizer és Render, 2014). Egy mdsik

!Beérkezett: 2017. mércius 2. E-mail: voros@ktk.pte.hu.
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megkozelitésben, a mindség a fogyasztd altal hasznalt terminus, mely kifejezi
altaldnos megelégedettségét a termékkel /szolgéltatdssal kapcsolatban (Kra-
jewski et al.; 2015). Egy nagyon tiszta forrdshoz jutunk vissza, amikor fel-
idézziik a legelsének tekintheto irodalmi forrasokat. Ezek koziil kétségteleniil
Garvin (1988) munkai gyakoroltdk a legnagyobb befolydst, aki a mindség
fogalmanak 6t lehetséges megkozelitési modjat vazolta fel. Garvin szerint
a transzcendens felfogds 1ényege, hogy a minGséget nem kell definidlni, a fo-
gyaszté tudja mi az, amikor a terméket 14tja (a Porsche jobb, mint a Trabant).
A termék kozpontu felfogds szerint a termék paraméterei pontosan mérhetok,
és e paraméterértékek kifejezik a termékminéséget. A felhasznalé kézponti
felfogas szerint azon termékek mindségiek, melyek a legjobban kielégitik a
fogyasztd preferencidit, a termelé kozponti felfogas szerint pedig az a jé
termék, melynek paraméterei megfelelnek az eléirtaknak. Végiil az 6t6dik
megkozelités szerint a fogyasztéi megelégedettség fontos, melynek generédtora
az érték.

Els6 ratekintésre gy tinik, mintha a felsorolt elképzelések tul tavol len-
nének egymastdl, de a transzcendens, a felhasznalé kézponti, az érték alapu
megkozelitések mindenképpen azt fejezik ki, hogy a fogyasztd értékitélete
a legfontosabb: az a jobb mindségi termék, melyet a fogyaszté annak itél,
tovabba hajlandé is érte fizetni. Az értéket szoktdk gy is definidlni, hogy az
érték az a legmagasabb ar, melyet a fogyaszté hajlandé a termékért fizetni
(Dolan és Simon, 1996). Ezek a fogalmak viszont jé alapot jelentenek a
szamszerisitéshez, hiszen ekkor definidlhato egy keresleti fliggvény, melyben
a mindség és az ar fliggetlen valtozok: mérje D(p, u) egy termék keresleti volu-
menét (az idé6dimenziét késébb definidljuk), mely akkor jelentkezik a piacon,
amikor az ar p, a termék mindsége pedig u.

A fogyaszté kézponti mindség megjelenése a keresleti fiiggvényben vi-
szonylag 1j keleti, abban a vonatkozasban mindenképpen, hogy a modellezok
érdeklodését elsdként a mindség fogalmanak mésik megkozelitése keltette fel.
Azaz amikor a minéséget objektiv paraméterekkel mérjitk (termék, illetve ter-
melé centrikus felfogds). E megkozelitésnek van két nagyon fontos pillére. Az
egyik, hogy ha akdrmilyen termékjellemzét is tekintiink, mely a fogyasztonak
fontos, azt mindig valamilyen folyamat allitja eld, a kivalé minéséget a kivald
folyamat adja. Tovabba, gyakori esetben, ha a termelési folyamat nem mindé-
ségi, akkor mar a termék sem lehet az. Ez az Osszefliggés teljesen nyilvanvald,
amikor szolgaltatédsi folyamatrdl van szé, hiszen a fogyaszto részese a termelési
folyamatnak, és minden hibat 1at és észlel.

Az els6 szerzok kozé Fine (1986, 1988) tartozik, aki azt modellezte, hogy a
tanulds miként hat a folyamat mindségére, de egyértelmiien megkiilonbozteti
a design (kiilsé megjelenés, termékfunkcidk funkcidk gazdagsiga) minéséget
és a konform mindséget (az eléirt paramétereknek torténd megfelelést). Mo-
dellanalizisének fontos kovetkeztetése volt, hogy a tanulds és a termelési folya-
mat fejlesztés eredménye csokkenti a konformitassal kapcsolatos koltségeket,
melynek kovetkezménye a folyamatmindség novekedése. Fine és Porteus
(1989) késébb egy dinamikus modellt épit, melyben a termelési sorozat-
nagysag csokkenésének hatdsat vizsgdlja a folyamat mindségére. Lényeges
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megallapitasuk, hogy az optimalis termelési sorozatnagysag csokkenése a ter-
melési folyamat mindségének (melyet a selejtardnnyal mérnek) névekedését
eredményezi. Chand és tarsainak (1996) tanulmanyaban szintén a konforma-
cids/folyamat mindség &ll fékuszban, és irdnyitdselméleti modelljitk az opti-
malis tékeallokacié dinamik&jat vizsgalja, mely a termelési folyamat mindsé-
gét eredményezi. A Chand et al. (1996) tanulmany mellett a mésik alapvetd
tanulmdny e korbdl a Li-Rajagopalan (1998) tanulmany, mely a folyamatfej-
lesztésre forditott eréfeszitések dinamikéjat vizsgalja. Fontos megallapitasuk,
hogy ugyan a folyamat minosége névekszik, de ennek dinamikéja csokkend
tendencidt mutat. Voros (2006) ugyanezen problémét vizsgalja, viszont mo-
delljében a folyamatmindség mellett megjelenik a termék teljesitményének
mindsége is. Ugyan a probléma forrasa nem a fogyaszt6 hangjanak megjelené-
se a modellben, de megallapitja, hogy nem torvényszerli a minoségfejlesztési
dinamika {itemének csokkenése. Voros (2013) egy tobb peridédusos dinamikus
modellt épitve szamos esetre explicit megolddsat adja a probléménak, és e
megoldasok jol reprezentaljak a minoség fejlesztésének dinamikajat.

A témahoz kapcsolddd legutébbi hozzédjaruldsok kozil Chenevaz (2012),
(2016) munk&it emlitjiik, melyekben egyértelmii dominanciét kap a termék
mindség. A kovetkezd fejezetben felépitenddé modelliink nagy hasonlésdgot
mutat Chenevaz (2016) modelljével, azonban lényeges eltéréseket is lehet
emliteni. Chenevaz (2016) modelljében a mindség fejlédésének dinamikajét a
du/dt = K(x(t),u(t)) differencidlegyenlet iranyitja, ahol u(t) a termékminé-
ség, x(t) pedig az innovécids koltség a ¢t idépontban. Eredményei elérésében
fontos kitétel, hogy K, konstans idoben. Beazonositja az eseteket, amikor a
mindség novekedése arnovekedést, valtozatlansagot, illetve arcsckkenést von
maga utan.

A tanulmédny kovetkezo fejezete felépiti a modellt, amely kérnyezetben
a mindség és ar kapcsolataval foglalkozunk, tovabba kimutatjuk a modell
néhény alaptulajdonsigat. A tanulmény harmadik fejezete a minéség és ar
kapcsolatara fokuszal, a negyedik fejezet pedig az autoném tanulds drakra tor-
ténd hatdsat vizsgalja. Az utolsé, 6tddik fejezet a kovetkeztetéseket foglalja
Ossze.

2 A modell

Azt tételezziik fel, hogy vallalatunk egyetlen termékét helyezziik fokusz ald,
mely termék monopolisztikus tulajdonsaggal bir, azaz nincs olyan mésik ter-
meld rivalis vallalat, mely ugyanazon termékkarakterisztikakat tudna a vevok
szamara biztositani. Ilyen esetben kovetkezmény, hogy a kereslet az artol is
fiigg, és igy a kereslet meghatdrozhaté egy D(p(t), u(t)) keresleti fiiggvénnyel
a t idépontban, ahol p(t) a termék dra, u(t) pedig a termék minésége a t
idopontban. Hivatkozéasok nélkiil is elfogadhatd, hogy adott minGség mellett
egy idépontban a kereslet csckken, ha az ar novekszik, és novekszik, ha a
mindség n6. A parcialis derivdltakra nézve feltehetjik tehat, hogy D, < 0,
illetve D, > 0. Altaldnosan elfogadott az is, hogy D, > 0, illetve D, < 0.
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A mindségre adott definiciénkban azt mondtuk, hogy az a kiilonbozé
termékkarakterisztikdk vevo altal megéllapitott aggregatuma, vagyis a mino-
ség Gsszetevbinek tobb dimenzidja van. Garvin (1987) szerint nyolc ilyen van
(els6dleges funkcidk, megbizhatdség, konformitds, tartdssig, szervizelhetéség,
esztétikum, és a reputdcid), melyeket mi két nagy csoportba sorolunk. Az
egyikbe azon termékkarakterisztikdk (mindségdimenzidk) tartoznak, melyek
stratégiai jelentOségliek, azaz a piacon nem beszerezhetoé tudéas eredményei,
és a termék monopolisztikus jellegét adjak. A mésikba azon jellemzdk tar-
toznak, melyek el6allitasa egyszeri, fejlesztést, kiilontsebb képességeket nem
igényelnek. A stratégiai jelentéségii mindségszintek Gsszességét jeloljik z(t)-
vel a t idépontban, mig a nem stratégiai jellegiick egyiittesét w(t)-vel. Ily
modon azt tehetjik fel, hogy a mindség a vevo fejében a stratégiai és nem
stratégiai jellemzok keveréke, azt frhatjuk tehdt, hogy u = Az + dow. A
Toyota eddig kozel 10 millié hibrid meghajtdsi autét épitett, ezért olyan
mindség tapasztalattal bir, mellyel senki mas nem rendelkezik az autéiparban.
E képességét folyamatosan fejleszti, a munkaid6 letelte utan mindenki még
a gyarban marad, hogy a még jobb auto eldallitdasa érdekében fejlesztéseket
végezzenek. E mindségi tudas egy hosszi tavi fejlesztés eredménye, az ebben
megtestesiilo minGség tudas szintet jeloli a z allapotvaltoz6. Hogy a Toyota
Prius hibrid autoba kér-e valaki bértlést, vagy sem, szinte masodlagos kérdés,
mert azt az autdéiparban mindenki produkalni tudja. Ugyanakkor a borilés
mégis magasabb minoségszintet képvisel, mint a karpitiilés. E mindségszintet
jeloli a w dontési véltozé (milyen szintil iilést épitiink, milyen mindségli gu-
mit tesziink az autéra, stb.). Annak céljabdl, hogy a paramétertobzddést
elkeriiljiik, feltessziik, hogy A1 = Ay = 1, tehat az dltalanossagbdl nem sokat
veszitve, u = z + w.

Ugyanakkor a stratégiai min6ség tudési szint, a z, folyamatosan fejleszt-
hetd. Jelolje z(t) a t id6pontban a mindség fejlesztésére tett erdfeszitések in-
tenzitasat, példaul munkaidoben kifejezve, hogy egy vallalkozas mennyi id6t
szdn mindségfejlesztésre. Jegyezziik meg, hogy ez a Chand et al. (1996) tanul-
manyban a teljes munkaidonek a fejlesztésre szant hanyada, mig a Chenavaz
(2016) tanulményban a fejlesztésre szént pénzosszeg. Mérje a fejlesztésre
szant aktivitds koltségét az f(x) koltségfiiggvény, melyrél feltételezziik, hogy
novekvo és konvex, azaz f, > 0 pozitiv xz-ekre, f., > 0, tovabba azt tételez-
ziik fel, hogy az f koltségfliggvény az © = 0 pontban lokdlis minimumponttal
rendelkezik, azaz sziikséges, hogy f.(0) = 0 legyen. Az utébbi feltételre
érdemes felfigyelni, ugyanis az irodalomban e feltétel hasznilatdnak nem
talaltam nyomat.

A stratégiai mindség dinamik4jat a 2 = dz/dt = ax differencidlegyenlet
korményozza, ahol a egy pozitiv paraméter. Az irodalomban erre t6bb meg-
kozelités is ismert. A Chand et al. (1996) tanulmanyban a 2 = ax(1—z) Gssze-
fliggést hasznaljak annak kifejezésére, hogy a mindségfejlesztési erofeszitések
hatékonysédga a minéség fejlédésével egyre csokken (itt a maximélis mindség-
szint 1). A Chenavaz (2016) tanulmény a 2 = K (x(t), u(t)) Osszefliggést hasz-
nélja, feltételezve, hogy K, konstans idében. Véros (2006) tanulményaban a
stratégiai minGségszint alakuldsat a folyamatfejlesztés intenzitasa és az auto-
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matikus tanulds is befolyasolja. Mivel e tanulmanyban az ar és mindség
Osszefiiggésére koncentralunk, maradunk a z = ax elképzelés mellett, mely
nem fogja csokkenteni megéllapitdsaink altalanosithatésagat, viszont vilagos-
sé teszi a probléma megoldhatosaganak hatarait.

Amennyire szerteagazé mindségdefiniciékat és minéségfejlesztési koncep-
ciokat gytjthetiink Gssze, a minGség termelési koltségekre gyakorolt hatasarol
is legaldbb annyira tarka vélemények hangzanak el. A tudomanynak elég ne-
héz volt mit kezdeni az egyik minéség guru, Crosby (1979) korai kijelentésé-
vel, miszerint a minéség ingyen van, ugyanis ez azt jelenti, hogy a termelési
koltségek nem nének a minéség névekedésével. Jeloljik c(z, w)-vel a fajlagos
termelési valtozo koltségeket. Azt tételezziik fel, hogy mind ¢, > 0, és ¢, > 0,
vagyis a mellett tessziik le voksunkat, hogy egy adott idépontban a magasabb
mindség elballitasa tobbe kertil a termelonek. Viszont ezzel a feltevéssel ugy
gondoljuk, nem mondunk ellent Crosby-nak, ugyanis valésziniileg Crosby ki-
jelentése egy idGhorizontra vonatkozik, és nem egy idopontra. Vizsgalatunkat
kiterjesztjiik majd egy e *c(z(t), w(t)) fiiggvényre is, ahol k egy adott pozitiv
konstans. E koltségfliggvény tipus azt sugallja, hogy egy bizonyos mindség-
szint elGallitasa késébb kevesebbe keriilhet, és ennek megvannak a gazdasag-
tani alapjai. Ennek forrasa lehet példaul az automatikus tanulas, a folyama-
tos tokéletesités elvének maradéktalan alkalmazasa, mely valéban azt ered-
ményezheti, hogy egy bizonyos minoségszint eléallitasa kevesebbe kertilhet
késébb, mint ma. Feltehetjiik tovabba, hogy c.. > 0, és ¢y > 0, mely kité-
telek nem jelentenek kiilonosebb megszoritasokat gazdasigtani szempontbol.

Ugyanakkor fel kell tegyiik, hogy ¢,, > ¢, ugyanis masként semmi értelme
nem lenne a stratégiai minéségtudas fejlesztésének. Mivel a minbség tobb
terméktulajdonsiag aggregatuma, ezen Osszegzésben az egyes termékkarak-
terisztikdk helyettesiteni tudjak egymast, és mivel \; = Ao, a stratégiai és
nem stratégiai elemek egyformdan helyettesitik egymést (jegyezziik meg, ha a
két sily nem lenne azonos, akkor a ¢, értéket a A;/\y sily szoroznd, és az
egyenlStlenség irdnya marad). A stratégiai mindség tudés viszont fejlesztés
eredménye, mely tovdbbi beruhdzdst igényel, melyet az f(z) koltségfiiggvény
szamol el. Ha a margindlis fejlesztési koltségek kozott a relacio forditott lenne
(cw < c2), astratégiai elemek fejlesztésének intenzitdsa, vagyis az x(t) véltozd
értéke mindig zérus lenne, hiszen a mindség szintjének emelése a stratégiai
elemek &ltal eleve tobbe keriilne, rdadésul ehhez még fejlesztési (beruhazasi)
koltség is jarulna.

Az 1. Tadbla az alkalmazott jeloléseket foglalja Gssze.

A fajlagos valtozoé koltségek és a kereslet viszonyardl is éliink feltételezéssel.
Azt tételezziik fel, hogy a zg mindségii termékért van fizetéképes kereslet,
amikor azért c(zg,0) pénzt kérnek darabonként. Tehdt azt tételezziik fel,
hogy D(c(20,0), z0) > 0. Ugyanakkor a vev6k nem hajlandék barmilyen arat
fizetni, még ha a mindéség akar a legkivalébb is. fgy feltessziik egytuttal tehat,
hogy minden minéségszinthez 1étezik olyan kelléen magas K (u) ar, melyre
egyrészt K (zg) > ¢(z0,0), masrészt a kereslet zérus, tehdt D(K (u),u) = 0.
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p(t) A termék eladasi dra a t idépontban, dontési valtozd

z(t) A stratégiai mindségdimenzidk fejlesztésének intenzitdsa a t idépontban,
dontési véiltozd

w(t) A nem stratégiai minéségdimenzidk aggregdlt szintje a ¢t idépontban, déntési
valtozd

z(t) A stratégiai min8ségdimenzidk aggregalt szintje a t idépontban, allapotval-
tozd, zg kezdd értékkel

u(t) u=z+w

D(p,u) A fizetéképes kereslet volumene a ¢ idépontban, amikor az dr p, a mindség
szintje u

c(z,w) A fajlagos termelési valtozé koltség a t id6pontban, amikor a minéségszintek
z, illetve w allapotiak

f(z) A stratégiai mindségelemek fejlesztésének koltsége a t id6pontban

r Diszkontréita, input paraméter

T A tervezési id6szak hossza, input paraméter

P A felhalmozddott stratégiai minéségtudas egységnyi értéke a tervezési id6-

horizont végén, pozitiv input paraméter

Pozitiv konstans, input paraméter

S]

Kell6en magas ar, melyre a kereslet zérus

1. tabldzat. Az alkalmazott jelolések

Az elmondottak alapjan az aldbbi feladatot lehet megfogalmazni:

max /O C e (0 = ez w)Dp,w) — f(@)) dt + e TPAT)  (1a)

pyT,w

feltéve, hogy:

z=ax (1b)
u=z+w (1c)
p(t) >0, =z(t)>0, w(t)>0, =2(0)=z. (1d)

Jegyezziikk meg, hogy a célfiiggvény utolsé terminusat nem minden modell-
konstrukcié tartalmazza. A felhalmozédott mindségtudds idShorizont végi
értéke meggy6z0déstink szerint kozgazdasagilag helyénvald, tovabba a modell
altalanossagat noveli, hiszen ha P = 0 lenne, azaz a felhalmozddott tudasnak
nem lenne piaci értéke, a kapott eredményekbe a paraméter értéke behelyet-
tesithet6. Ugyanakkor, miként az analizis soran az lathaté lesz, a felhalmo-
zodott tudés piaci értéke érdekesen befolyasolja a kapott eredményeket.

A célfiiggvényben a (p—c) kifejezés a fajlagos brutté nyereség, ezt szorozza
a p egységaron eladhaté termékmennyiség, a D, amikor a termék mindsége
u. A megtermelt brutté profitbél vonddik ki a fejlesztés koltsége, amit az f
fliggvény mér. A t idépontban nyert profittomeget diszkontdljuk jelenértékre
az e~ szorzé segitségével, majd az idSpontokban kitermelt profitot ,,0ssze-
gezzilk”, és megkapjuk a tervidészak alatt nyereség netto jelenértékét. Ehhez
adddik hozzd még a jelenértékre diszkontdlt felhalmozott mindségtudds (az
tizem) eladdsi értéke.
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3 A modell analizise
Az (1) feladathoz tartozé Hamilton (H) fliggvény forméja ekkor az aldbbi:
H(p,z,w) = (p = c(z,w))D(p,u) — f(x) + Aax , (2)
ahol A(t) a dinamikus Lagrange-szorzé. Az optimélis megoldds sziikséges

feltételeit Kamien és Schwartz (1991), valamint Kénnai Z., Szabé I. és Tallos
P. (2014) alapjén ekkor a kovetkez8képpen lehet felirni:

H .
88_2« = —CZD(p) u) + (p - C(Z,’LU))DU — _)\ + 7,)\ (Sa)
OH
a_p — D(pa u) + (p — C(Z,w))Dp <0 (3b)
0H
— =—Jz <
O fr+Aa <0 (30)
8_H = —c,D(p,u) + (p — c(z,w))D, <0 (3d)
ow
OH OH OH
a_pp =0, %JJ =0, %w =0, Z(O) = 20, )\(T) =P. (36)

A (3e) feltétel utolsé tagja az igynevezett transzverzalitdsi feltétel, melyet
Osszekoto feltételként lehetne magyaritani. Ennek alapja a Lagrange-szorzd
tartalmaban rejlik, melyet ha a jelen esetre alkalmaznank, megkozelitoleg
azt jelentené a A(T), hogy ha a T idépontban egy egységgel névelnénk a
mindségtuddst, akkor hasznunk P-vel néne ezen idépontban. Azért P-vel,
mert a tervidoszaknak vége van, ha ekkor noveljiik a tudasszintiinket, akkor
az mar csak ugy hasznosul, hogy a tervidészak végén eladjuk, egységét P
aron. A \(T) tehat osszekoti a végest (a tervezési idszakot) a végtelennel.

1. Tulajdonsdg. Ha adott zy-ra létezik olyan p = c¢(29,0) eladdsi dr, melyre
D(p, z9) pozitiv, akkor a dinamikus Lagrange-szorzd, a A(t) értéke pozitiv,
tovabba ezen értékek idében csokkendek, amikor a diszkont rdta zérus. Ameny-
nyiben pozitiv, akkor a szorzo dinamikdja lehet mind novekvd, mind csokkend,
azaz 1dd szerinti derivdltjuk barmilyen eldjeli.

Els6ként azt 1latjuk be, hogy (3b)-bél a % = 0 egyenletnek mindig van
megolddsa p-re, ugyanis feltevéseink szerint p = ¢(zg, 0)-re 1étezik pozitiv D,
tovabbé p-ben a D cstkkend gy, hogy D-nek lesz zérus értéke, a —(p—c)D,
pedig pozitiv. Az 1. dbra mutatja a (3b) feltételben szerepld kifejezések
viselkedését.
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-(p-¢)Dp

c K

1. Gbra. A (3b) feltételrendszer kifejezései
Ezek alapjén (3b)-bél irhatjuk, hogy
(p—c(z,w)) = =D(p,u)/ Dy , (4a)
és helyettesitsiik be az optimalis fajlagos nyereségre kapott kifejezést (3a)-ba:
—c.D(p,u) — D(p,u)D/Dy = =X+ 71X,

melyet atrendezve kapjuk, hogy
. D,
—A+7rA=—-D(p,u) (cz + —) . (4b)
Dy
Szorozzuk meg e kifejezés mindkét oldaldt e="t-vel:
\,—Tt —rt —rt Du
=A™+ rXe™™ = —e " D(p, u) (cz + —) ,
Dy
melyet Ugy is irhatunk, hogy
—rt —rt Du
d(e™"t + A)/dt = e~ D(p, ) (cz + F) : (4c)
P

ahol A egy konstans. A (4c) jobb oldala viszont a

t D, (, )
e " D(p(v), u(v)) (cz 0+ == ) dv
/0 “" Dy
kifejezés id6 (t) szerinti derivéltja, ezért (4c) helyett azt {rhatjuk fel, hogy
t D'LL('U)
A"t A= / e " D(p(v), u(v)) (cz(v) + —) dv . (5a)
0 Dyw)

Tudjuk ugyanakkor, hogy A(T') = P, ezért (5a) kifejezést t = T-re alkalmaz-
va,
T D'LL('U)
Pe'T 4 A= / e D(p(), u(w)) (e + 52 ) du,  (5b)
0

Dy vy
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melyb6l A-t kifejezve, és visszahelyettesitve (5a)-ba, azt kapjuk, hogy

T D,
)\(t) — Pe—r(T-1) _/ e""("’_t)D(p, u) (Cz + _u) dv . (6)
. D

P
Most forditsuk figyelmiinket a (3d) feltételre, melyben a % fuggvényt
definidljuk. E fliggvény w-ben, a nem stratégiai minéségdimenzié szintjében,
nem futhat a pozitiv végtelenbe, mert ¢ konvexitasa ezt kizarja. Ezért két
eset lehet: a % w-ben mindig negativ, vagy lesz zérus értéke. Az elsé esetet
a 2a dbra illusztralja, a méasodikat a 2b. A 2a abra adott p és z értékekre
mutatja a (3d) feltételben szerepld fliggvények lehetséges alakuldsét, amikor a
két fiiggvény elkeriili egymast. Ekkor a w optimalis értéke zérus lesz. E zérus
értéket véve, az u = zp+0 mindségre van fizetéképes kereslet p > ¢(zp,0) dron
minden ¢ idépontban, tehat ekkor D(p,u) > 0 lesz az optimalis megoldédsban.
Tovébbé, mivel (3b) egyenl8ség forméjaban teljesiil, irhatjuk, hogy
p—clz,w) 1

D(p,u) D;v -

A (6)-ban lathaté (c, + B«) kifejezésrdl tételezziik fel, hogy negativ, azaz:

D,
Cy + D <0. (7&)

P
Helyettesitsiik most az Dip értéket (7a)-ban a (3b)-bdl nyert értékkel. Ekkor
azt kapjuk, hogy

CZD(p7 u) < (p - C(Z,UJ))DU . (7b)

E kifejezés bal oldala azt a tobblet termelési koltséget fejezi ki, mely akkor
keletkezik, amikor a mindséget noveljiik, hiszen c,-vel novekszik minden darab
termelése, és D(p, u) darabot termeliink. E koltségnek kisebbnek kell lenni,
mint a profitnévekmény, melyet a jobb oldal fejez ki. A jobb oldal a fajla-
gos profit és a mindség novekedése miatt bekovetkezett keresletnovekmény
szorzata. Az egyenlStlenségnek azért kell igaznak lennie, mert masként nincs
értelme a mindség novelésének. A (7a) tehdt igaz, ami azt jelenti, hogy a di-
namikus Lagrange-szorzd pozitiv, és a t idépontban értéke azt fejezi ki, hogy
mennyi jovébeni haszon szarmazik jelen értéken abbdl, hogy a t idépontban
a stratégiai minéségszintet noveljiik.

cwD(w)
A /

(p-c(w))Du
> w

2a. dbra. A (3d) feltétel figgvényei adott p-re és z-re, amikor az optimdlis w zérus
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cwD(w)

(p-c(w))Du
> w

2b. dbra. A (3d) feltétel fiiggvényei adott p-re és z-re, amikor az optimalis w pozitiv

Most tételezziik fel, hogy a 2b dbra &altal mutatott helyzetben vagyunk,
azaz a nem stratégiai mindségkomponens szintje pozitiv. Ekkor (3d) egyen-
16ség formajaban teljesiil, azaz

(p — c(z,w)) = cpD(p,u)/ D, ,
melyet a (7b)-be helyettesitve nyerjiik, hogy
D(p,u) + cwD(p,u)Dp/Dy =0,

és tekintettel arra, hogy az optimélis keresleti szint biztosan pozitiv, azt
frhatjuk, hogy
~ew=Dy/Dy, (70

melyet (6)-ban felhasznédlva kapjuk, hogy

T
A(t) = Pem 70 — / e ") D(p,u)(cs — cu) do . (8)
t

Tekintettel arra, hogy (¢, —¢,, ) negativ, a dinamikus Lagrange-szorz6 pozitiv.
A (e, — cw) < 0 tulajdonsdg abbdl kovetkezik, hogy a stratégiai mindség-
dimenzidk noveléséhez eleve beruhdzas sziikséges, ezért ha ennek fajlagos
véltozé koltsége tobbe keriilne, mint a nem stratégiai jellemzéké (¢, < ),
a stratégiai tényezdk fejlesztésének nem lenne értelme.

Most tekintsiik a dinamikus Lagrange-szorzo id6 szerinti derivaltjat. (8)-
bol:

d\/dt = rPe”" T~ £ D(p(t), u(t))(c. —cw) —r/t D(p,u)(c;—cy)dv . (9)

A dinamikus Lagrange-szorzé derivéltja hdrom tagbdl all, az elsét és utolsot
az r (diszkont tényezd) szorozza, kovetkezésképpen, ha r értéke zérus, akkor
a % = A kifejezés értéke a kozépsé tagtdl fiigg, amely negativ. Ezért azt
allithatjuk, hogy amikor a diszkontrata zérus, akkor a dinamikus Lagrange-
szorz6 1d6 szerint csokkend. Ennek egyik oka, hogy a zérus diszkontrata
gyakorlatilag nem létezé tOkekoltséget jelent, a tOkejavak olcsén elérhetdk,
ezért a beruhdzasokat célszeri a tervidészak elején megtenni, és az ebbol

szarmazo elony a teljes tervidészakon keresztiil hasznosithato.
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Mas a helyzet, amikor az r pozitiv. Hogy a szerepekre jobban ravilagosit-
sunk, tételezziik fel, a diszkontrata (tékekoltség) a mindségtudas horizont
végi eladasi araval, a P-vel egyetemben, igen magas szam, mig a kereslet
nagyon alacsony, az egyszeriiség kedvéért, zérus. A A(0), vagyis a dinamikus
Lagrange-szorzé id6horizont eleji értéke ekkor P/e™”| mely nyilvanvaléan
kisebb érték, mint a periédus végi A\(T') érték, ami P. A dinamikus Lagrange-
szorz6 értéke tehdat ido szerint novekve lesz. Ennek oka a magas tOkekdltség,
a tervhorizont végén értékesiilé mindségtudast nem a tervidészak elején kell
kifejleszteni, hanem a végén, mert idokozben a tudas nem hasznosul eléggé
a kereslet alacsony szintje miatt. Ekkor gy tiinik, mindségtuddsunkat nem
értékeli a fogyaszto, a tervidoszak elején nem célszert azt fejleszteni, viszont
abban reménykediink, hogy véllalatunkat jé pénzért el tudjuk adni, de az
ezt megalapozo6 tudast kozvetlen elGtte kell kifejleszteni, és nem az idOszak
elején.

2. Tulajdonsiag. A mindség folyamatosan né, és a novekedés dinamikdja
megegyezik a dinamikus Lagrange-szorzo vdltozdsdval.

A (3c)-ben definidlt % fliggvény az x = 0 pontban biztosan névekszik,
azaz % > 0, ugyanis azt tételeztiik fel, hogy f.(0) = 0, és tudjuk, hogy
Aa > 0, hiszen a pozitiv input paraméter, A-rél pedig belattuk, hogy pozitiv.
Ezért lesz olyan pozitiv x, melyre a (3c) egyenléség forméjéban teljesiil, azaz

a
or

oz
egyenletnek pozitiv z-re lesz megoldasa, ami azt jelenti, hogy a stratégiai
mindségelemeket folyamatosan fejleszteni kell. Az egyenlet tovabbi érdekes-
ségeket takar, ugyanis az

=—fot+Aa=0 (10)

f Tz = Aa
egyenléséghdl az kovetkezik, hogy

frz® = A\a .

Mivel a és f,.pozitiv, az T elGjele megegyezik A elojelével, vagyis a minGség
fejlesztésének irdanya koveti a dinamikus Lagrange-valtozo alakuldsat. El6zo
megallapitasainkbdl kovetkezoen, ezért a stratégiai mindségdimenziok szint-
je egyrészt folyamatosan novekszik, masrészt ez a novekedési titem idGben
biztosan csokkend intenzitdsi, amikor a diszkontrata zérus. Amikor a disz-
kontrata nem zérus, a fejlodés dinamikaja lehet akar névekvd, akar csokkend.

3. Tulajdonsdg. AmikordD, /dt =0, azaz amikor a kereslet drrugalmassdga
nem vdltozik az iddk sordn, akkor az dr novekedni fog, amikor a mindség né.

Feltételrendszeriinkbdl kovetkezden a (3b) feltétel egyenléség formajaban
teljestl, azaz
D(pau) + (p_ C(Zaw))DP =0.

Mivel e feltétel minden idépontra igaz kell legyen, a bal oldal értéke id6 szerint
nem valtozhat, ezért ha vessziik a bal oldal id6 szerinti derivaltjat, annak is
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zérusnak kell lennie. Tehat irhatjuk, hogy
Dpp+ Dyt + (p — .2 — cov) Dy + (p — c¢(z,w))D, = 0. (11)

Ha most a kereslet arrugalmassiga idében valtozatlan, azaz Dp =0, akkor a
(11) feltétel az aldbbira redukalédik:

2D,p = =Dyt + (c;2 + cpw)D,

2 = —Dyit) D, + (¢2 5 + cot) . (12)

Tekintettel arra, hogy D, < 0, a (12) egyenlet jobb oldaldn lev$ véltozék
id0 szerinti derivaltjainak egyiitthatdi pozitiv kifejezések, a mindségszintek
valtozdsanak irdanya az drat ugyanolyan irdnyban mozgatja. Amikor akar z,
illetve w novekszik, azaz z, illetve w pozitiv szamok, akkor azok pozitiv p
értéket indukalnak, azaz névekvo arat.

4. Tulajdonsag. Amikor a Hamilton-fiigguény p és w szerinti kereszt-
2

derwdltja, azaz a gwgp negativ, a novekvd mindség alacsonyabb drral jdr,

viszont ha o keresleti fiiggvény p és u szerinti keresztderiviltja, azaz a Dp,

fligguény pozitiv, akkor a magasabb mindség magasabb drat jelent.

 Térjiink vissza a (11) Osszefiiggéshez, de most azt tételezziik fel, hogy
D, # 0. Azt tételezziik fel tehat, hogy a kereslet drrugalmassidga idében
valtozik. Azt frhatjuk, hogy

Dy = Dypp + Dy
és ezt felhaszndlva (11)-ben, azt kapjuk, hogy
Dypp+ Dyt + (p— ¢.2 — coww) Dy + (p — ¢(2,w)) (Dppp + Dpuit) =0 . (13)
Ebbol atalakitassal nyerjiik:
2D, = =Dyt + (e + ¢10) Dy — (p — c(2,0)) (Dypp + D)

melybdl D,-vel torténd osztas és atalakitds utdn az alabbi Osszefliggésiink
lesz:

P(2+ Dyp(p — c(w, 2))/Dp) = —i(Dy + (p — (2, w)) Dpu) /Dy + (€22 + o) -
E kifejezést masként rendezve:
P2+ Dpp(p — c(w,2))/Dy) = (e — Du/Dp + (p — c(w, 2)) Dpu/Dy) +
+ 2(c, — Dy/Dy+ (p — c(w, 2)) Dy /Dy) .

14)
Most elsoként azt latjuk be, hogy ezen egyenlet bal oldalan, a zaréjelben levé
kifejezés pozitiv, ugyanis (3b) felhasznaldsival

0’H

o 2D, + (p — c(w, 2))Dypy , (15)
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és e kifejezésnek negativnak kell lennie, hiszen maximumpont 1évén, a %
kifejezés pozitivbol valt negativba, azaz csokkenonek kell lennie p-ben. Mivel
a keresleti fiiggvény arban csokkend, vagyis D,, negativ, (15) mindkét oldaldt
D,-vel osztva, (14) bal oldali zdrdjeles része valéban pozitiv.

Most tekintsiik (3d)-t, és vegyiik az &r szerinti derivaltjat. Ekkor

0’H
Oowdp

= —cyDp+ Dy + (p— c(z,w))Dyp . (16)

A (16) kifejezés mindkét oldaldt —D,-vel osztva (mely egy pozitiv kifejezés), a
(14) kifejezés jobb oldalanak elsd részét latjuk. Ezért, ha a (16) alatti kereszt-
derivélt negativ, a mindség névekedése (w > 0, 2 > 0) az 4r csokkenését vonja
maga utan. Ennek oka, hogy

0*H - 0’H
020p ~ Owdp’

ugyanis egyrészt

0?’H

% = _Csz —+ Du —+ (p — C(Z,U]))Dup R

7’ 7’ 7’ 2 z 2 . z z
masrészt ¢, < ¢,. Ezért ha gwgp negativ, akkor gz—g) is negativ, igy ha a

mindség novekszik, az ar csokkenni fog.

Ha most megnézziik a (16) alatti keresztderivalt szerkezetét, akkor azt
latjuk, hogy a harom tagbdl az els6 ketto biztosan pozitiv, hiszen a koltség-
fliggvény novekszik, amikor a minéség no, a kereslet pedig csokken, amikor az
ar né. Az elsé tag tehdt pozitiv. A masodik tag is, hiszen a kereslet névekszik,
amikor a minéség n6. A (16) alatti keresztderivalt negativitdsanak sziikséges
feltétele tehat, hogy a keresleti fliggvény D, keresztderivaltja negativ legyen.
A 3a. dbra mutat egy keresleti fliggvénytipust, mely rendelkezik e tulajdon-
saggal. A keresleti fiiggvényt két minGségszintre rajzoltuk fel, amikor is ug >
u1, és mivel a keresleti fiiggvény mindségben névekvo, valamennyi arra a ma-
gasabb mindséghez tartozo keresleti fiiggvény az alacsonyabb minGséget jelzo
keresleti fiiggvény felett fut.

A
D(p, uz)

D(p, u1)
> P

3a. dbra. Két keresleti fiiggvény kiilonb6z6 minéségszintre, amikor Dy, < 0
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D(p, uz)

D (P; U1)

8b. dbra. Két keresleti fliggvény kiilonb6z6 minGségszintre, amikor Dy, > 0

Verbalisan megfogalmazva azt mondhatjuk, hogy a 3a. dbra olyan keresleti
fliggvényt abrazol, amikor a magasabb mindség kategéridban a vevék na-
gyobb mértékben arérzékenyek. Ilyen esetekben az ar csokkentése nagyobb
mértékben noveli a keresletet magasabb mindség kategoriaban, és igy az ala-
csonyabb ar, magasabb mindség, nagyobb kereslet kombinécié tobb profitot
eredményez. Ne felejtsiik azonban el, mindez csak sziikséges feltétel, vagyis
Dy, negativitdsa még nem biztos, hogy a magasabb mindség — alacsonyabb
ar kombinaciét vonzza maga utan.

A masik esetben, amikor D,,, > 0, (14) jobb oldaldn az id§ szerinti derival-
takat szorzé kifejezések pozitivak, ezért amikor a mindség novekszik (esetleg
w > 0 és 2 > 0), az drak novekedni fognak. A 3b. d¢bra mutat ilyen tipusi
keresleti fiiggvényt.

A 3b. dbra azt fejezi ki, hogy a magasabb mindségi kategéridhoz tartozd
vasarlok arérzékenysége kisebb mértékii, ugyanis magasabb ar bevezetése ese-
tén a kereslet csokkenése kisebb mértékii. Ilyen esetekben a magasabb mind-
ség mindig magasabb arat fog jelenteni.

4 Az autondém tanulas hatasa az arakra

Autondém tanuldsrdl akkor beszéliink, amikor fejlesztési, beruhdzési koltségek
novelése nélkiil is csokkennek a termelési koltségek (Arrow, 1962). A termelés
menedzsmentben e fogalom ismert kategéria, melynek alapjai onnan erednek,
hogy az id6 soran, mind a menedzsment, mind pedig a termelésben részt
vevo munkas egyre tObb szervezési, vagy egyszeru termelési fogast ismer meg,
melyek csokkentik a termelési koltségeket. Mindezt gy vessziik figyelembe
modelliinkben, hogy beépitiink egy faktort, mely az id6 fiiggvényében csok-
kenti a fajlagos termelési koltségeket. Eredeti, (1a) alatti célfliiggvényiink
ekkor példaul az alabbi format 6ltheti:

max [ e " ((p — e Me(z,w))D(p,u) — f(x)) dt +e " P2(T),  (17)

pz,w Jo

ahol k porzitiv értékl diszkont faktor, és mint ez a fliggvénybdl lathatd, a
fajlagos termelési koltségek idérél idére csokkenni fognak. Az optimum meg-
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hatarozasaban ezen 14j tényez6 bevezetése nem jatszik kiilonésebb szerepet,
egyszertien mindenhol az e~*tc kifejezést kell hasznalni a c helyett. Az op-
timalis megoldds analizise soran, amikor a feltételek id6 szerinti derivaltjat
tekintjiik, ott viszont mds a helyzet. A (3b) feltételnek megfelel§ optimalitési
feltétel (17) célfiiggvény esetében akkor az aldbbi formét 6lti:

0H

S = Do)+ (= ¢ ez w)D, =0, (18)
mely az aldbbi formaban is felirhato:
. D
p—e Fe(z,w) = D) . (18Db)
Dy

Tekintsiik most (18a) id6 szerinti derivéltjat, mely (13) mdédositott forméja
lesz:
Dyp + Dyiv + (p + ke e(z,w) — e " (c.2 + cuti)) Dy +

+ (p - e_ktc(zaw))(DPPp+ D;vuu) =0,

melyet ha &dtrendeziink az el6z6ek mintdjéra, a (14)-nek megfelelé forma,
figyelembe véve a (18b) alatti helyettesithetdséget is, az aldbbira médosul:

p(2— DD,,/D2) = (e *¢, — D,/D, + DD,,/D2) +

+ 2(e ¢, — D, /D, + DDpu/Df,) — ke Me(z,w) .
(19)

(14) és (19) kifejezések kozotti tartalmi kiilonbséget a (19) utolsé tagja
adja. E kifejezés minden t-re negativ, vagyis az arak, minden mast valtozat-
lannak feltételezve, csokkennek az id6 elérehaladtaval. Ennek oka az autoném
tanulds, melybdl eredé hasznot ezek szerint meg kell osztani a fogyasztokkal.

5 Kovetkeztetések

E tanulméany egy olyan vallalkozast modellez, mely termékeinek mindségdi-
menzibit két halmazba sorolja. A stratégiai dimenziék mindig fejlesztésnek az
eredményei, beruhazasok, tanulds révén névelhetd e mindségtudas, mig a nem
stratégiai minéségdimenziok egyszerii beszerzési koltségeken keresztiil. A faj-
lagos termelési koltségek novekednek, amikor a mindség noévekszik, viszont
nem egyformén, a stratégiai elemek margindlis koltsége kisebb (masként nincs
értelme a problémafelvetésnek). A keresletet két tényez6 hatdrozza meg, a
termék minésége, és ennek ara. A felhalmozott mindségtudds az idéhorizont
végén eladhatd egy adott fajlagos aron. E feltételek mellett arra kerestiink
valaszt, hogy a mindség névekedése miként hat az arra.

Ha a feltett kérdésre tomoren akarunk valaszolni, azt mondhatnank, na-
gyon kevés az olyan esetek szama, amikor a minéség emelkedése nem vonja
maga utdn az drak emelkedését. A kozgazdasdgtanban eléggé altaldnosan
elfogadott allitas, hogy a magasabb mindséget megfizetni képes fogyasztdk
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kevésbé érzik meg az aremelkedést, vagyis e kategdéridban a keresleti fliggvény
arrugalmassaga alacsonyabb. Masként fogalmazva, magasabb mindségi ka-
tegéridban, ha egységnyi mennyiséggel noveljik az drat, a kereslet kevésbé
csokken, mintha ugyanezt tennénk alacsonyabb mindségi kategéridban. Azt
bizonyitottuk, hogy ekkor bizonyosan bekovetkezik a magasabb mindség, ma-
gasabb ar kombin&cié.

Mégis, mi az oka annak, hogy az id6k folyaman a magasabb mindség
egyre tobb ember szamara elérhet6? Ebben meghatarozo szerepet jatszik
az autoném tanulds hatasa, melynek szerepérol azt lattuk, hogy az autoném
tanulds az drak csokkenésének iranyédba hat. Az arak csokkenésének irdnyaba
hat a verseny intenzitasanak névekedése magas termékmindség kategdridkban
is. Az éles verseny kovetkezménye, hogy magasabb és magasabb mindségii
terméket egyre tobben és tébben képesek a piacra vinni, ezért a vevok arérzé-
kenysége megviéltozik, gyorsan csokken a kereslet az drak novekedésének ha-
tasdra a szoros verseny miatt. Mindez még csak sziikséges feltétel, a csokkend
arak még nem egyenes kovetkezményei a keresleti fliggvény viselkedésének.

A tanulmény fontos pontositdsokat fogalmazott meg a dinamikus La-
grange-szorzokkal kapcsolatban is. Noha ezek dinamikajarol mar cikkek jelen-
tek meg korabban, az eredményeknél mindig fontos kiindulé pont volt, hogy
a probléma megoldasanak létezik tgynevezett belsé pontja. Modelltinkben
olyan feltételeket fogalmaztunk meg, melyek mellett a minGség folytonosan
n6. Ennek dinamikdja viszont valtozd, néha novekvd, néha csokkend.
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ON THE RELATIONSHIP OF PRICE AND QUALITY

The paper develops a control theory model to help making simultaneous decision on
price, quality and improvement effort levels. Quality is composed off strategic and
non-strategic dimensions where the performance of the strategic quality components
can be increased by investments into knowledge (such as developing capabilities
that can not be copied), while non-strategic components can be acquired at the
market place (such as using better materials, adding product features). The paper
identifies situations where the performance quality of the product continuously
increases, while its dynamics is either increasing or decreasing. Connected to this,
in most cases when quality increases, so does price, but there are exemptions. A
necessary condition for the occurrence of this case is that the cross derivative of
the demand function with respect to price and quality must be negative.





