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EGYSEGGYOKOK ES TESZTJEIK!

HUNYADI LASZLO
Budapesti Kézgazdasdgludomdnyi Egyetem

A cikkben attekintjiik azokat az alapfogalmakat, amelyek a sztochasztikus
id8sorelemzéshez, és az azt felhasznalé Skonometriai vizsgalatokhoz sziiksé-
gesek, majd pontosan megfogalmazzuk az egységgyck problémat, annak sze-
repét a modellépitésben. Ezt kdvetden a legegyszeriibb esetre viszonylag rész-
letesen bemutatjuk a tesztelés fontosabb irdnyait, mig a tobbi, fokozatosan
bonyolultabb modellek esetére mar csak az eredményeket adjuk kozre, azokat
is vézlatosan. A cikket a nyitva maradd problémak dsszegzése és a felhaszndlt
irodalomjegyz€k zérja.

Bevezetés

Az egységgyokdk problémidja az Skonometria egyik divatos témdja, amely a
80-as évek mésodik felében az dkonometriai kutatdsok homlokterében &llt.
Mostanra kissé leapadt a hulldm, de olyan mennyiségli kutatdsi eredmény
sziiletett és tisztult le, hogy érdemes és célszerli azokat attekinteni, rendsze-
rezni, Ez a f6 célja ennek a cikknek.?

Az egységyck (unit root) elnevezés legegyszeriibb esetben azt jelenti, hogy
egy elsérendd autoregressav folyamatban (amely a sztochasztikus idgsorelem-
zés és egyben a korszerll okonometria egyik kitiintetett fontossdgu épitkove),
a késleltetett valtozd egyitthatdja abszolit értékben 1. Magasabb rendii
autoregressziv folyamatok esetén az ezzel analdg fogalom azt jelenti, hogy a
karakterisztikus polinom gyokei egységnyiek — innen az elnevezés. Mint azt a
tovdbbiakban részletesen is kimutatjuk, az egységgydk(6k) milyensége déntd
médon befolydsolja az idésor tulajdonsigait. Ugyanakkor, mivel a megfeleld
id6sormodell paramétereit csak minta alapjin, becsléssel tudjuk meghaté-
rozni, a megfeleld egylitthatdk, illetve gyokok is tartalmaznak mintavételi,
illetve véletlen hibat. Ezért teszteket kell alkalmaznunk annak megdllapita-
sira, hogy a kérdéses egylitthatd (gydk) valdban tekinthetS-e egységnyinek,

1A cikk a Gazdasdgi folyamatok el8rejelzésének elméleti kérdései c. 293. sz. OTKA
kutatés keretében 1992-ben elkésziilt Iddsorok feltérd elemzése c. tanulmédny dtdolgozott,
réviditett, illetve néhdny 1ijjabb eredmeénnyel kib8vitett véltozata.

2 A szerzd eziton mond koszonetet Mdtyds Lészldnak, aki az elsd viltozat dtolvasdsa
utén igen hasznos tandcsokat és szempontokat adott a cikk dtdolgozdsédhoz.
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avagy attdl szignifikians mértékben killénbozik-e. Az egységgytkok és tesat-
jeik dttekintésével a nemzetkdzi szakirodalomban tbb cikk és tanulmdny (pl
[1,4]) is foglalkozik, amelyeket e cikkben forrdsmunkaként hasznaltunk fel,

1. Alapfogalinak

A bevezetSben madr emlitettiik, hogy a jelenlegi cikk a gazdaségi iddsorok egy
specidlis problémdjanak vizsgdlataval foglalkozik. Mar itt le kell sz8gezniink,
hogy csak egydimenzids id6sorok elemzését tiztiik ki célul. A tobbdimenzids
id6sorok (idésorrendszerek) ilyen szemléletii elemzése nem kevésbbé érdekes
éa fontos feladat, de meghaladja e cikk kereteit.

A tovdbbi tdrgyalds elSkészitéseként tisztdznunk kell néhdny fogalmat,
amelyeknek a késGbbiekben nagy szerepiik lesz. Az elemzések egyik kdzponti
fogalma az adatgenerdld folyamat (Data Generating Process=DGP), amin azt
az ismeretlen, de feltételezéstink szerint létez6 és iddben stabil térvényszerdsé-
get értjiik, ami a vizsgilt (megfigyelt) id8sort 1étrehozza, ennélfogva az egész
folyamatra jellemzé. A DGP valtozdjdt a tovdbbiakban Y;-vel, paramétereit
altaldban gorog betiikkel jeloljik. A DGP generdlja a megfigyeiéseket, ame-
lyek a kutaté rendelkezésére allnak, és amelyek alapjin megkisérli azonositani
a DGP-t. Ennek az azonositdsnak az eszkoze a modell, azaz a kutatd 4ltal fel-
tételezett DGP, amelynek véltozdjat ys-vel, paramétereit pedig szintén g0rog
betiikkel jeloljiik. A feladat tehdt az, hogy olyan modellt taldljunk, amely
- mint feltételezett DGP - Gsszhangban 4ll a megfigyelésekkel. Ha ilyent
taldlunk, akkor feltételezhetjiik, hogy ez lehet az igazi DGP.

Mdér ez a bevezetés is sejtteti a vizsgdlat nehézségeit, amelyek k8ziil most
csupan hdarmat emellink ki. Egyrészt igen erds feltételezés az idSben stabil
DGP létének feltételezése, hiszen elegendd barmely makromutatdra gondol-
nunk ahhoz, hogy (f6ként 4talakulé gazdasig esetén) ez a feltétel megkérdsje-
lezhetd legyen. Mésrészt a gazdasdgi jelenségek egymdssal szorosan dsszefiig-
g6 halmaza eleve kérdésessé teszi az egyvaltozés elemzések létjogosultsagat.
Végiil, és taldn dont6 médon nehézséget okoz az, hogy a kozgazdasdgtudo-
many (mint sok mds tdrsadalomtudomany, de esetenként egyes természettu-
domdnyok is) nem kisérleti jellegli tudomény, ennek folytdn a jelenségek idé-
beli alakuldsdnak torvényszeriiségeit nem tudja kontrolldlt kisérletek segitsé-
gével felderiteni, hanem csak a jelenségek egyszeri lefutdsabél képes kbvetkesz-
tetéseket levonni. Mdsszéval az Y; valdszintiségi valtozdk tulajdonsigainak és
kapcsolatainak feltardsara minden ¢ idészakban (idépontban) csak egyetlen y,
megfigyeléssel rendelkeziink. Ahhoz, hogy ezeket a megfigyeléseket statisztikai
elemzési célra fel tudjuk hasznélni, szitkség van a stacionaritds fogalmanak
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bevezetésére.d A stacionaritds a f6 jellemz8k id8beli stabilitdsat jelenti.

Nagyon fontos megkiilonbdztetni a DGP és a modell stacionaritdsat! A
DGP szempontjdbdl a stacionaritds a folyamat jellegét lényegesen befolydsolé
tulajdonsidg ugyan, de nem dénté fontossdgi abbdl a szempontbdl, hogy el-
emezhetS-e a megfeleld DGP. Mds a helyzet a modell esetében. Mivel a
modell alapvetd célja az, hogy azt becslési vagy hipotézisvizsgélati célra fel-
hasznaljuk, itt dontd mozzanat az, hogy a modell stacionarius legyen, hiszen
csak ez esetben becsiilhetSk jellemz6i az adott megfigyelésekbdl, csak ekkor
tekinthetd a megfigyeléssorozat statisztikai mintanak. Az idGsorelemzés talin
legnagyobb problémija az, hogy a gazdasdgi valtozék DGP-je ltaldban nem
staciondrius, azok a mddszerek viszont, amelyekkel ezeket modellezni, ele-
mezni tudjuk, csak staciondrius sorok esetén alkalmazhatdk.

Ennek az ellentmonddsnak a felolddsa alapvetéen két médon torténhet:

a) az elemzés sordn olyan véltozdkat szerepeltetiink magyardzd poziciéban,
amelyek megmagyardzzdk az id8beli valtozdsokat és igy a stacionarités
kérdése mar csak a maradékok esetében vethetd fel. Ez a szintekre
épitett regresszids (6konometriai) modell megkozelitése;

b) az elemzés valtozéjdt — ha tudjuk, vagy gyanitjuk, hogy az nem staci-
ondrius folyamatbdl szdrmazik — elézetes transzformdcidk segitségével
staciondriussd alakitjuk. Ekkor a transzformilt DGP kedvez8 eset-
ben mér staciondrius lesz, és azonositdsa mar staciondrius modellek
segftségével lehetséges. Ez a modszer a klasszikus iddsorelemzés sajatja.

Az a)-ban emlitett megkdzelités — bar vonzd, és a klasszikus Skonometriai
modellépités alapvetd eszkdze volt sokdig — manapsig sok birdlat tdrgya
leginkabb azért, mert az esetleg nem staciondrius idésorokra épitett regresszid
hamis hatasokat tiikrozhet, félrevezetd eredményeket adhat. Ezért egyre el-
terjedtebb az a felfogds, hogy a regresszids elemzés el6tt a valtozdk id6sorait a
stacionaritds szempontjabdl vizsgalni kell, és azokat sziikség esetén alkalmas
transzformacidval staciondriussd kell alakitani.

Az ilyen el8zetes elemzések f8 célja tehdt az egyes idGsorokrdl megallapi-
tani azt, hogy az azok mogott rejlé DGP staciondrius-¢, és ha nem, akkor mi-
lyen médon tehetd staciondriussd lehetéleg természetesen vigy, hogy az alkal-
mazott transzformacié ne valtoztassa meg az eredeti DGP (és iddsor) egyéb
tulajdonsigait. A stacionaritds megallapitdsa egyszerlibb esetekben tortén-
het a megfigyelések dbrdjanak tanulmanyozdsdval, egyszeriibb mutatdinak

3Stacionaritdson a tovébbiakban gyenge, avagy mésodrendd (kovariancia)stacionaritdst
értiink. Staciondriusnak tekintink egy DGP-t, vagy modellt akkor, ha a megfelelé véltozé
vérhaté értéke fiiggetlen t-t8l, a k-ad rendd autokovariancia fliggvénye pedig csak k
fiiggvénye (azaz ez sem fiigg t-t6l).
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kozvetlen szamitdsa és elemzése Utjan, de ezek valdjaban nem adnak meg-
nyugtatd megoldast. Ezért a stacionaritds megallapitisa is mar statisztika;
prébék haszndlatdt igényli.

Sziikebb értelemben véve a stacionaritds valdjdban nem tesztelhetd fel-
tevés, hiszen a tesztek mindegyike abbél indul ki, hogy rendelkezésre 4ll egy
statisztikai minta, ami alapjdn a prébafliggvény megkonstruilhats. Valdjaban
azonban ahhoz, hogy az y1, v, . . .y, megfigyeléseket (hormogén) mintdnak te-
kinthessiik, sziikség van a stacionaritdsra. Ez a kor feloldhatatlannak litszik.
Az ellentmondast a statisztikai gyakorlat szemérmesen gy oldja fel, (vagy in-
kabb dgy keriili meg) hogy nem explicite a stacionarités tesztelésével, hanem
annak egyes specidlis eseteivel, az egyes DGP-kben vald megjelendsének vizs-
gélatdval foglalkozik. A nevezett probléma persze ugyamigy megmarad,
de rejtve. Némiképp mads a helyzet akkor, ha egy feltételezett DGP-rél
elméletileg kimutatjuk, hogy paramétereinek bizonyos értékei esetén az sta-
cionarius, més értékek esetén nem staciondrius folyamatot general, és ekkor
a becsiilt paraméterek értékére alkalmazunk tesztet. Rejtve bar, de itt meg-
jelenik a stacionaritds (implicit) feltételezése.

Ez utdbbi eljdrdsok ugyanakkor konstruktivak abban az értelemben, hogy
altaldban arra is rdmutatnak, hogy mi a nem-stacionaritds vélhetd oka, igy
lehetdséget adnak annak kikiisz&bdlésére is. A nem-stacionaritds oka mindig
valamiféle dltaldnos trendhatds*, ami azonban tobbféle lehet. A determi-
niszlikus trend egy olyan, létezdnek tekintett palyat jelent, ami kériil a folya-
mat (szerencsés esetben staciondriusan) ingadozik, Igy ekkor a determi-
nisztikus trend kiszlirése utdn a megmaradt folyamat a stacionarius idésorokra
kidolgozott eszkdzokkel (pl. Box-Jenkins modellezés) mdr jél elemezhetd.
A sztochasztikus trend ezzel szemben nem fix, elSre létezének feltételezett
palyabdl indul ki, hanem - feltételezése szerint — maga az id8beli véltozas
is véletlen ingadozdsoknak van kitéve. Ez esetben a trendhatds kisziirése
mds mddon torténik és mésok lesznek a kapott, a trendtSl megtisztitott
idésor tulajdonsdgai is. A most kévetkezd elemzés éppen arra vonatkozik,
hogy elvélassza egyrészt a staciondrius és a nem stacionarius eseteket, illetve
nem staciondrius esetben rdmutasson arra, hogy milyen a nem-stacionaritas
természete. Ez egyben azt is meghatdrozza, hogy milyen modellezési eszkozzel
nyiljunk a problémdhoz.

4Végsd soron ilyen trendhatdst fejeznek ki a kiilénbdzé ARCH (AutoRegressive Con-
ditional Heteroscedasticity) folyamatok is, amelyekkel itt részleteiben nem foglalkozunk.
Ezek sajdtos helyet foglalnak el a sztochasztikus folyamatokon belil, hiszen virhaté
értéklk és variancidjuk is id6tdl fiiggetlen, feltételes variancidjuk viszont idsfiiggs. Igy,
bér ldtszatra staciondriusak, valdjdban a nemstacionarius folyamatok kizé sorolhaték. Az
ARCH modellek némiképp ellentmondssos megitélése a gyenge stacionaritds fogalménak
ellentmonddsossdgdra is rdvildgit.



Egységgyckok és tesztjeik 139

2. Az egységgyok probléma

Az egységgyok, mint azt kordbban mdr emlitettiik, az autoregressziv folya-
matok jellemzdje. Ertelmezéséhez irjuk fel az dltaldnos (p-ed rendii) autoreg-
ressziv folyamatot:

Yi=pYici+pYica+ . +ppYip+er e ~NID(0,0%) (1)
illetve atrendezve
Yi—pYiei—paYica— o= ppYicp = (L= p1L — p2 L2 — ... p, LP)Y: = &

alakban?®, és definidljuk az ehhez tartozd karakterisztikus egyenletet az aldbbi
médon:
(1 —pla:—pg:c2 . ...pp:ltp) =0.

A karakterisztikus egyenletnek p szdmu gyoke van (amelyek lehetnek valdsak,
vagy komplexek). Ha az i-edik gydk abszolit értéke 1, azaz |z;| = 1, akkor
azt mondjuk, hogy z; egységgydke a folyamatnak. A késébbiekben tobbszor
hivatkozunk majd a gyokok milyenségére. Erre vonatkozdan fontos tétel az,
hogy ha a fenti karakterisztikus polinom minden gycke az egységkoron kivil
helyezkedik el, akkor a folyamat staciondrius, ha pedig van az egységkdron
elhelyezkeds gydk (egységgydk), és/vagy az egységkdron beliili gyck, akkor a
folyamat nem staciondrius.

Legegyszerlibb esetben, az elsérend{ autoregressziv folyamat (AR1) esetén
Y, = pYi_1 + €; vagy més felirdsban Y; — pYi—1 = ¢y, avagy (1 — pL)Y; = &;.
A megfelels karakterisztikus egyenlet ekkor 1 — pz = 0, ennek egyetlen gycke
pedig z = %. Ha p =1, akkor © = 1 egységgydk, azaz a gyok az egységhoron
helyezkedik el. Ha |p| > 1, akkor # < 1, tehdt a gydk az egységkoron beliil
van. Azonnal lathatd, hogy ez esetben a folyamat nem staciondrius. Ezzel
szemben, ha |p| < 1, akkor z > 1, tehat (aszimptotikusan) staciondrius folya-
mat gyoke egységkoron kivill helyezkedik el.

A legegyszeriibb AR1 folyamat esetén az egységgyck a staciondrius (|p| <
1) és az exploziv (|p| > 1) eset hatardn van. A |p| > 1 exploziv esetre konnyu
kimutatni az aldbbi tulajdonsagokat:

- a folyamat t idpontbeli vdrhatd értéke a kiindulé Yy fliggvénye, azaz
az indulé érték szerepe nem tiinik el az idé mildsaval,

— variancidja és k-adrendii autokovariancidja t fiiggvénye, igy a folyamat
nem staciondrius;

5A fenti formuldkban NID fiiggetlen, normaélis eloszldsd valtozdkat jelent, L pedig a
késleltetés (lag) operator.
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— variancidja t novekedésével végtelenbe tart.

Ez utdbbi tulajdonsdg az, amiért az exploziv elnevezést kapta, hiszen elég
nagy t esetén a végtelenbe tartd variancia kezelhetetlenné, ellenérizhetetlenné
teszi a folyamatot, Ezért ezt a nemstaciondrius alternativat viszonylag ritkdn
hasznaljuk, és figyelmiinket a tovdbbi vizsgdlatok sordn inkdbb a |p| < 1
illetve a |p| = 1 esetek kozti vdlasztdsra irdnyitjuk.

|p| < 1 esetén a folyamat staciondrius, egyre csokkend szdrdssal lecseng
a kiindulé pontbdl és egy fehér zaj folyamathoz tart. Lényeges tulajdon-
saga ennek az esetnek az, hogy a modell id6vel "felejt”, azaz a véletlen
hatdsokban megjelend ugrds, sokk tovdbbél ugyan, beépiil a folyamatba, de
hatdsa idével elenyészik, elfelejtédik. Ugyancsak fontos tulajdonsdga ennek
a folyamatnak, hogy hosszii (kisfrekvencids) hulldmokat nem, de révidtdvi
ingadozdsokat anndl inkabb tartalmaz. A gazdasdgi valtozdk alakuldsanak
lefrasakor gyakran alkalmazhato ez a folyamat akdr Snmagdban, akdr — még
inkdbb - a trendtél, vagy valamiféle regressziétdl vald eltérések magyardza-
taként.

Ezzel szemben a [p| = 1 eset (véletlen bolyongds, Random Walk=RW)¢
nemstacionarius folyamatot ir le, melynek varhaté értéke ugyancsak 0, de
variancidja idében novekvs. Ellentétben az el8z6 felejté modellel, ez emléke-
zik; a véletlenszeriien belépé sokkok hatasa tovabb él. A véletlen bolyongdsi
folyamatra a hosszi hullimu (kisfrekvencids) ingadozds a jellemz8.

Taldn még pregndnsabban megmutatkozik az eltérés a két eset kozt, ha
a folyamatok varhaté értékét nem kotjitk meg O-ra, hanem valami @ # 0
vérhaté értéket feltételeziink. Ekkor alapfolyamatunk az aldbbi lesz:

Yi=a+pYio1+ &

w_n

Ez |p| < 1 esetén az eldzSekkel teljesen analég médon viselkedik, minddssze
azzal a kiilénbséggel, hogy nem 0-hoz, hanem 2--hoz konvergil a folyamat.
Egészen mds lesz azonban a |p| = 1 eset (véletlen bolyongds eltoldssal) tar-
talma. Ekkor ugyanis egyszerl atalakitdsok utdn (és Yy = c¢ kezd8értéket
feltételezve) adddik az, hogy

t
Y,:c+at+25g,

i=1

ami nem mds, mint a mdr emlitett sztochasztikus (linedris) trend.

S A sztochasztikus folyamatok elméletében (14sd pl. [14]) (véletlen) bolyongdsi folya-
matnak a diszkrét &llapotterd és diszkrét iddparamétert feltételezé folyamatokat nevezik.
Ennek dltaldnositdsa folytonos dllapotterd és folytonos iddt feltételezd esetekre a Brown
mozgés, vagy mésnéven a Wiener folyamat, amely fontos szerepet jatszik egyebek kdzt az
itt bemutatandd tesztek elméletében.
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Az elnevezést az indokolja, hogy determinisztikus trend esetén a mere-
dekségi paraméter konstans, igy az egész folyamat elore determinélt, a véletlen
maradékvaltozd csak a hosszitdvi trendre rakddik rd, mig a fenti esetben
o + ¢, azaz a meredekség valdszinliségi valtozd. Az Yi-re felirt (redukalt)
formaban a determinisztikus és a sztochasztikus trend kozott a kiilonbség
csak a sztochasztikus véaltozéban (maradéktag) van meg, hiszen egyik eset-
ben ez e;, mig a masik esetben Zlee; annak minden kévetkezményével
egyetemben.

Ha tehdt az AR1 folyamat varhaté értéke nem 0, akkor még markdnsabb
kiildnbség van a gyok mindsége szerint, hiszen ekkor egy konstanshoz igazodd
staciondrius folyamat 4ll szemben egy trendfolyamattal. Emellett ebben az
esetben lehetségessé valik a sztochasztikus és determinisztikus trend kozti
valasztds, illetve felmertil a vélasztds problémadja.

Az egységgySk probléma szorosan kapcsolddik a kointegrdcid fogalméhoz.
A kointegrécid a korszerti idésoros modellépités egyik fontos fogalma, lényege
a kévetkezd.

Egy Y; folyamatot d-ed rendben integrdltnak neveziink akkor, ha d-edik
differencidi mar staciondrius folyamatot eredményeznek, de d — 1-edik diffe-
rencidi még nem. Ha mind Y, mind X; d-ed rendben integrdltak, és létezik
olyan a # 0 konstans, hogy az Y; — a X, folyamat mér csak d — 5-ed rendben
integralt (b > 0), akkor azt mondjuk, hogy Y; és X b-ed rendben koin-
tegrdliak. Gyakorlati feladatok esetén a d = 1,b = 1 eset a legegyszerlibb és
leggyakoribb. Ez azt jelenti, hogy két elsérendien integralt folyamatbdl - ha
azok kointegrdltak — "kikeverhet8” staciondrius folyamat.

A kointegrdcié szerepe és jelentSsége a modellépitésben igen nagy: ele-
gendd itt utalnunk arra, hogy kointegrilt esetben a rovid- és hosszutdvi
hatdsok gy vélaszthatdk szét, hogy szerves kapcsolatuk megmarad. A ko-
integralt valtozékra épitett modell felirhaté hibakorrekcids formdban, ami a
jelenségekben meglévd negativ visszacsatoldsokra mutat(hat) rd numeriku-
san elemezheté médon. Belithatd tovdbbd, hogy a kointegracié felfoghatd
a dinamikus egyensiily (hosszil tavi egyiittmozgds) jellemzdjeként, és az is
kénnyen belathaté, hogy értelmes modellfeliras csak kointegralt valtozdk ko-
z26tt képzelhetd el. Végiil megemlitjiik, hogy kointegralt iddsorokra épitett
regressziés modell legkisebb négyzetekkel t6rténd becslése esetén a paraméte-
rek a szokdsosndl gyorsabban konvergdlnak elméleti értékiikhdz, s6t aszimp-
totikusan mentesek lesznek a szimultaneitdsbdl adddd esetleges torzitasoktol
is. Ez utébbi tulajdonsigokat szokték Stock tanulmsnya [30] nyomsn szu-
perkonzisztencidnak nevezni. Mivel e cikkben feladatunk nem a kointegrdcié
szerepének bemutatdsa’, csupan arra utalunk, hogy a kointegracié megfo-

TErre l4sd pl. Engle és Granger 1ttdr8 cikkét [6], valamint Neményi J. legfrissebb
munksjdt [19]
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galmazhaté az egységgyokok segitségével is, hiszen a fentiekben Y; és X, d
szdmi, Y; —a X, pedig d—b szami egységgydkst tartalmaz. Ez azért lényeges,
mivel a kointegraltsig megdllapitdsa éppen erre az értelmezésre épiil: az
teszteljitk, hogy valdban az egyes folyamatokban van-e egységgyck, illetve
hany egységgydk van.

A fentiekben nagyon réviden bemutattuk azt, hogy mi az egységgyskok
jelentdsége az egyes modellek kivélasztdsdban, illetve az egységgyokok léte,
vagy hidnya menynyiben jelent mas tulajdonsidgi folyamatokat. Szélni kell
emellett arrdl, hogy milyen elemzési eszkézdket implikdl egyik, vagy mdsik
eset. Mivel azt lattuk, hogy a sztochasztikus idésormodellezés csak sta-
ciondrius eseteket tud kezelni, a modellépités masként jelentkezik egységgyck
léte, illetve hidnya esetén. Ha a vizsgdlt folyamatban nincs egységgydk, akkor
az a staciondrius ARMA modellekre kidolgozott eszkdzdkkel (becslés, teszt,
elérejelzés) gond nélkiil kezelhet8. Ha azonban van egységgydk, akkor elészdr
olyan atalakitdst kell végezni, amely biztositja a maradékok stacionaritdsat.
Ilyen a differencidk képzése (differencidzds).

A gyakorlati feladatok esetén, ha a vizsgdlandd idésorban lathaté trendha-
tas van, akkor lényeges az a kérdés, hogy ez determinisztikus, vagy sztochasz-
tikus trend-e, azaz a tovabbi elemzéshez sziikséges stacionaritdst differen-
cidzdssal, vagy determinisztikus trend meghatdrozdsdval és kiszdrésével érjiik
el. Ez esetben is az egységgyokok megléte vagy hidnya adhat dtnutatdst.

3. Az AR1 folyamat elemzése

Miutdn attekintettik az egységgySk problémat, annak fontossdgat, model-
lezésben betoltott szerepét, kévetkezményeit, a tovdbbiakban megvizsgaljuk
azt a kérdést, hogy milyen mdédon lehet megfigyelt idésor alapjdn tesztelni
az egységgyokok létét. Ennek mddszere az lesz, hogy a legegyszeriibb (AR1)
modellen viszonylag részletesen vesszitk sorra a fontosabb teszteket, képzésiik
elveit, haszndlatuk mddjét, a velik kapcsolatos esetleges gyakorlati instruk-
cidkat, sét bemutatunk egy egyszerii gyakorlati alkalmazdst is, mig kés6bb,
z Osszetettebb modellek esetén mar csak roviden adjuk meg a megfelels
teszteket.

3.1 Az AR1 folyamat tesztjei

Az AR1 az egyik legegyszer{ibb sztochasztikus folyamat. Szerepe nem is csak
az, hugy xonkrét feladatokban szdmoljunk vele, hanem az is, hogy bevezetéiil,
mintakéni és épit8elemként szolgiljon a bonyolultabb folyamatokhoz. Maga
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a folyamat
Yi=pYio1 4+ (2)

alaki, ahol Yy kezdGértékre és e maradéktagra kiilonbozé feltevések lehet-
nek. Mi a tovdbbiakban alapesetként az Yy = 0 és az &; ~ NID(0, 0'?) speci-
fikdciébdl indulunk ki, ugyanakkor megjegyezziik, hogy a kezdeti érték és a
maradéktag tulajdonsdgai szempontjabdl a késdbbi, bonyolultabb folyamatok
kiildnbéznek egymastol.

Az AR1 folyamat tesztelésének kiindulépontja most a (2) DGP, az £;-kre
és az Yyp-ra vonatkozd alapfeltételezésekkel. Nullhipotézisiink Hyp : |p| = 1,
alternativ hipotézis pedig kettd is lehet, nevezetesen H; : |p| # 1 kétoldali
alternativ hipotézis, avagy Hs : |p| < 1 egyoldali (staciondrius) alternativa.
Ezekkel kapesolatban megjegyezziik, hogy Hy (egységgyok-hipotézis) fenn-
élldsa esetén a nem-stacionaritds differencidzdssal azonnal kikiiszobdlhetd.
Mads megfogalmazdssal: ha H, igaz, akkor Y; elsérendiien integrdlt (I(1))
folyamat. Az alternativ hipotézisek koziil inkdbb a Hi-t, az dltaldnosabb
kétoldali alternativdt hasznaljuk.

Az egységgylk tesztek kiinduldpontja az, hogy a (2) DGP-nek megfeleld
modellt felirva

Yt = pYt-1 t+ € (3)

majd p-t a megfigyelési adatokbdl becsiilve, a becsiilt egyiitthatd eloszldsa
meghatdrozhatd. Ha &;-re feltételezziik a normalis eloszldst, akkor p maxi-
mum likelihood becslése:

A E:; zytyt 1
pP=PML=
Et 2yt

lesz. Nagy mintdk esetén p eloszldsa viszonylag egyszerlien megkaphats. A
likelihood elméletre tdmaszkodva beldthaté ugyanis, hogy |p| < 1 esetén

2

. e
b~ N(p,——=£)

aszimptotikusan érvényes.® Az is 14tszik azonban a formuldbdl, hogy p = 1
esetén p eloszldsa egy pontbazsugorodik dssze; a p = 1 egységgyck szingularis
pont. '

8B4r nem tartozik szorosan a tdrgyhoz, érdemes megemliteni, hogy a Hp : p = 0 null-
hipotéziere épiili szokAsos autokorreldciés tesztek részben erre a nagymintds eredményre
épitenek, hiszen azonnal adédik ebbdl, hogy p = 0 esetén

ﬁﬁ~N(O'1)1

ami egyebek kdzt a Durbin-féle h teszt, valamint a portmanteau tesztek kiindulépontja.
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Még nehezebb a helyzet kis mintdk esetén, ahol a fenti aszimptotika még
|p| < 1esetén sem érvényesiil. (Ezeket a nehézségeket mutatja az egyszeriibb,
p < 1 esetre a Durbin-Watson teszt nem standard eloszldsa.) Az igazi
probldmat a kis mintdk esetére a Hg : p = 1 egységgyok hipotézis okozza.
Ezt az esetet szisztematikusan elészér Fuller [10], valamint Dickey és Fuller
[2] vizsgdltak. Megdllapitdsaik szerint ez esetben p eloszldsdrdl az aldbbiak
allithatdk:

- nem normdlis, vagy ¢ eloszldst kovet, mint ahogy az a regresszids egytitt-
haték esetében altaldban megszokott;

— Op(n~?) nagysdgrendben konvergdl, szemben a regresszids egyiitthatdk
esetén megszokott Op(n~1/2) nagysigrenddel;

— explicite nehezen kezelhetd, de jol szimuldlhatd formdara hozhatd, ami
lehet8séget ad az eloszlds kiterjedt tdbldzdsara.

A fent emlitettek miatt célszerli a p helyett az n(p — 1)-et kitdblazni; ez
a Dickey-Fuller féle p teszt probafiiggvénye. A megfelel6 eloszlds értékeket
Dickey és Fuller tdbldzatai ([2]) mutatjdk.

A teszt végrehajtasa igen egyszerll, hiszen barmely standard regresszids
programcsomaggal becsiilni lehet j = pprp-t (ami egyben OLS becslés is),
ebbdl pedig azonnal szdmithaté az n(p — 1) mennyiség. Ha ez a megfeleld
tdblazat kritikus értékei kozé esik, akkor Hy elfogadhatd (azaz van egység-
gyok), ha nem, akkor Hy elutasitandd a kétoldali alternativa javéra.

A fentiek kiegészitéseként néhdny megjegyzést kell még tenniink. Ezek
szerint

- apréba nyilvanvaldan kétoldali, tehdt a staciondrius és a nem-staciona-
rius alternativa ellen is alkalmazhatd.

- A tébldzat kumuldlt (eloszlasfiiggvény) értékeket ad meg; ezt a hasz-
ndlatnal figyelembe kell venni.

— A pésaz n(p— 1) is aszimmetrikus, a slirliségfliggvényiik jobbra ferde
{balra elnyidlé). Ezt mutatjaaz 1. dbra. Ennek megfeleléen a préba eré-
sebb, jobban szelektdl a jobboldalon, azaz a nem staciondrius alternati-
véakkal szemben, mig a staciondrius alternativakkal szemben viszonylag

gyenge.

— Ez a préba azon kevesek kdzé tartozik, amelyek a gyakorlatban is
eléforduld kis mintdk esetére is alkalmazhatd.
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10 =1 0 1
1. dbra: Az n(p — 1) siirliségfiiggvénye
A regressziés modellbd] kiindulva a megfeleld regresszids egyiitthaté he-
lyett a Student ¢ préba analdgidjara is készithetS préba a (2) modellre. Ekkor
1ijbdl a p = pprr becslésbdl indulunk ki, de ezittal az n( — 1) helyett a
-1
Vvar(p)

statisztikdt hatdrozzuk meg a mintdbdl. Ez a Dickey-Fuller féle 7 teszt pré-
bafiiggvénye. A var(p) a g becslésének szokdsos, becsiilt variancidja:

E?:l et2 2
n—

F=

var(p) = h_2 €s € = Yyt — PYi-1.

Az igy szamitott 7 statisztika sem standard eloszldsu (ellentétben a reg-
resszids t-vel), de eloszldsa szimuldcids uton kitabldzhaté (ldsd [2,13]). Ez
a préba is kétoldali alternativ hipotézisek ellen haszndlhatd; a tapasztalatok
szerint ez erdsedd a staciondrius allernativdkkal szemben mint az elébb tar-
gyalt Dickey-Fuller féle p teszt, ezért alkalmazdsdt azzal szemben preferdljak.
Gyakorlati végrehajtasa semmiféle kiilonds problémdt nem jelent, hiszen a
standard regressziés programok altal a (3) egyenlet becslésekor kapott (be-
csiilt) paraméterek és standard hibdk segitségével a prébafiiggvény értéke
azonnal kiszdmithaté. Az egyetlen gondot az okozza, hogy a rendelkezédsre
4ll6 tdbldzatok nem elég részletesek, ami esetenként interpoldcidt tehet sziik-
ségessé.

Osszehasonlitva a # eloszldsdt a megfeleld szabadségfoki t eloszldssal azt
tapasztaljuk, hogy az el8bbi (szemben a szimmetrikus t-vel) jobbra ferde
(balra elnyild), akarcsak a kordbban emlitett p teszt eloszldsa, bar annal
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kevésbbé ferde. Az is tapasztalhatd, hogy ez az eloszlds elég kozel all a ¢
eloszldshoz, ugyanakkor aszimmetridja folytén a jobboldalon szelektivebb,
erésebb, mig a baloldalon, ahol a staciondrius alternativdk taldlhatdk, meg-
engedébb, gyengébb.

Mint ldttuk, a Dickey-Fuller alaptesztek, amelyek végs$ soron az egész
témakdrt uraljdk, az Yo = 0 és az e, ~ N1D(0, 0?) feltételezésekbd] indulnak
ki. Evans és Savin [7] e két feltéte] felolddsdt kisérelték meg tigy, hogy ezeket
rendre az Yp = c illetve az ¢, ~ IID(0, 0?) feltételekkel pétoltdk. Kimu-
tattdk, hogy p eloszlisa féként kis mintdk esetében fiigg a ¢/c? ardnytdl.
Ennek megfeleléen tdbldzatokat is készitettek jp feltételes eloszldsdra a ¢ és a
o? fiiggvényében, amelyek gyakorlati értékét eléggé rontja az, hogy sem ¢ sem
o? nem megfigyelhetd mennyiségek, sét c-nek még a becslése is gondot okoz.
Mivel ezek az eloszldsok — f8ként nagyobb mintdk esetén — kdzel dllnak a ¢ = 0
esethez, a gyakorlati modellezés oldaldrd]l nem kérdéjelezik meg az emlitett
Dickey-Fuller tesztek létjogosultsdgit. Hasonléképpen kevéssé érzékenynek
bizonyult vizsgélataik szerint p eloszldsa az e,-re tett eloszldsbeli megkdtések
felolddsdra. (Felhivjuk viszont a figyelmet arra, hogy egyéb exogén valtozdk
(akér egy konstans tag is) lényegesen befolydsoljdk j eloszlasit. Ezzel a
kérdéssel a kovetkezd, bonyolultabb DGP-k elemzésénél még sokat foglalko-
zunk.) Evans és Savin elemzéseibdl az is kitiinik, hogy nagyobb c és kisebb o2
néveli a 7 préba erejét. Tapasztalataik szerint az eréfiiggvény aszimmetrisja
jellemzé a 7 prébara is.

A Sargan és Bhargava féle R tesztek a regresszids reziduumokra, épiilnek.
Az itt tdrgyalandé préba valdjaban az R tesztek legegyszeriibb valtozata,
amennyiben nem igényel parameéterbecslést. A préba nullhipotézise az, hogy
a (2) DGP-ben p = 1, az alternativ hipotézis pedig 0 < p < 1, azaz a sta-
ciondrius alternativik. Az alkalmazott prébafiiggvény a megfigyelt idésorbdl
szdmitott von Neumann hdnyados p = 1 mellett:

fl— — _ 2 1 n
R= Lz —9-1)’ y'_l) ahol T==) y 4
Yy —9)? g ; ‘ @

Ennek (exakt) eloszldsit explicite eddig nem sikeriilt megadni, de kdzelitd
értékeit tabldzatok [13,27] mutatjdk. A teszt e tdbldzatok segitségével hajt-
haté végre. Maguk a tdbldzatok nagyon hasonlitanak a kozismert Durbin-
Watson tabldzatokhoz, mar ami az alsé és a felsé hatdrokat, és a semleges
sdvot (z6nat) illeti. Mivel esetiinkben a becsiilni kivdnt paraméterek szdma
0, igy egyeldre csak a tdbldzatok elsS sordt hasznaljuk, ahol Ry = Ry, azaz
a semleges zona eltfinik. (A tdbldzatok tobbi sordt a késébb ismertetends,
bonyolultabb tesztekhez fogjuk haszndlni.) A prdba végrehajtasa roppant
egyszerll, hiszen a megfigyelt id6sorbdl ki kell szdmitanunk a (4) préba-
figgvény empirikus értékét, és ha ez kisebb, mint a tdblazatban taldihats
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megfeleld érték, akkor a Hy elfogadhaté (1étezik egységgydk), ellenkezd eset-
ben H, (a staciondrius alternativa) fogadhaté el.

A (2) alapmodellre bemutatott prébak dsszehasonlitdsa — mint azt kordb-
ban mdr emlitettiik — csak korldtozott érvényességil szimuldcids vizsgalatokon
alapul. Ezek néhdny fontos megallapitdsa az aldbbi:

— a p < 1 alternativéra altaldban a p teszt, mig a p > 1 alternativira a 7
teszt ersebb (ldsd Dickey-Fuller [2]);

- a p = 1 kdrnyezetében az R teszt ersebb a staciondrius alternativaval
szemben, mint a Dickey-Fuller tesztek (v.6. Dickey-Fuller [3]), ugyan-
akkor

— a Dickey-Fuller tesztek robusztusabbak mind a maradéktagra, mind a
kiindulé értékre tett feltételezésekre, igy alkalmazasuk az R teszttel
szemben preferdlt (ldsd Diebold-Nerlove [4]). Elénye még a Dickey-
Fuller teszteknek az is, hogy — mint latni fogjuk — kiterjesztésiik bonyo-
lultabb DGP-k és modellek esetére viszonylag egyszeriien megy;

— ezzel szemben az R tesztek jOl beépithetdk regressziés modellekbe, ki-
terjesztésiik ebbe az irdnyba viszonylag egyszerii.

3.2 Egy gyakorlati alkalmazds

A kovetkezékben az eddig targyalt alaptesztek egy alkalmazdsat mutatjuk be.
Az egységgyck tesztek, mint altaldban az Skonometriai elemzések, jobbdra
makroadatokat feltételeznek, az alkalmazdsok is jérészt makro jellegtiek. A
gyakorlati feladatok esetében azonban bizonyos kétségek meriiltek fel a vizs-
gilt modellek és tesztek makromodellekben térténé alkalmazdsaival kapeso-
latban.

A gyakorlatiszdmitasok ugyanis azt mutattak (pl. [18]), hogy a makrogaz-
dasdgi sorok a virakozdsokhoz képest tul gyakran mutatnak egységgyckot.
Ennek egyik okdt az alkalmazott tesatek jellegében kell keresni (vo 4.5),
mésrészt azonban adédhatnak az aggregacié hatdsaibdl is. Az elmuilt években
sokat igér6 kutatdsok indultak be abban az irdnyban, hogy az aggregécié
hatdsdt vizsgiljak meg az egyes idésorok integriltsdga, illetve kointegriltsiga
szempontjabdl (pl. [15]). Mivel ezek a kutatdsok még csak részben tisztdztak
a mikro és makro sorok integriltsigdnak viszonyat, ezért szerencsésebbnek,
és foleg problémamentesebbnek tiinik a kordbban targyalt teszteket mikro-
adatokon bemutatni.

Az aldbbi példa Rappai G. egy elékésziiletben 1év8 tanulmdnydbdl [26]
szdrmazik, amely a hatékony t&kepiac hipotézisét vizsgdlja raciondlis virako-
z4si modellek segitségével. E vizsgilat egyik eleme a Budapesi ErtéktSzsdén
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bevezetett néhdny részvény arfolyamdnak id8soros elemzése. A hatékony
tékepiac hipotézise — mint az kimutathatd — bizonyos feltételek kozott ek-
vivalens azzal az 8llitdssal, hogy az arfolyamok id8sora AR1 formdban egy-
séggyokot tartalmaz. A hatékony tékepiac hipotézis ellendrzése ekkor tehat
egyenértékd azzal, hogy megvizsgdljuk ezeket az arfolyam idésorokat a megis-
mert egységgyok tesztekkel.

A szamitidsok céljaira 5 részvényt valasztottunk ki; ezek a FOTEX, az
IBUSZ, a KONZUM, a MARTFU és a PICK. Azért éppen erre az otre esett
a valasztds, mert ezek egyrészt jellemzék, meghatdrozdk voltak a tézsdei for-
galomban, masrészt pedig ezek esetében viszonylag sok volt a mozgds, ami
legalabbis demonstrativ célokra kedvezd tulajdonsig. A modell, amit alkal-
maztunk, természetesen az

Yt = pYt-1+ &t

volt, a tesztelendd nullhipotézis Hy : p = 1, ellenhipotézis pedig H; : p # 1.
Az adatok forrasa az idézett tanulmdny [26], a becslések OLS mddszerrel
késziiltek. A szdmitdsok fontosabb eredményeit az 1. tdbldzat mutatja.®

1. tdbldzat: 5 részvény drfolyamdnak idésordbdl becsilt, illetve szdmitott

statisatikdk
Részvény n p n(p—1) T R
FOTEX 180 | 1.0002 | +0.0360 | 4+0.1120 | 0.0257
IBUSZ 143 [ 0.9827 | -2.4739 | -3.2917 | 0.0587

KONZUM | 248 | 0.9993 | -0.1736 | -0.2617 | 0.0665
MARTFU | 330 | 1.0041 | +1.3530 | +1.8666 | 0.0110
PICK 168 | 1.0036 | +0.6048 | +1.6320 | 0.0108

A prébafiiggvények értékeléséhez természetesen szlikség van a megfeleld
mutatdk tabldzataira is. A Dickey-Fuller féle p teszt eloszlisdnak megfeleld
értékeit a 2. tdbldzat mutatja (Fuller [10]).

2. tdbldzal: Az n(p — 1) statisziika eloszldsfigguényének p-ed rendd kvantilis
érickei p = 1 esetén

n 0.01 | 0.1 | 0.9 | 0.99
100 | -13.3 | -5.6 | 0.95 | 2.09
250 | -13.6 | -5.7 | 1.28 | 2.04
500 | -13.7 | -5.7 | 1.28 | 2.04
oo |-13.8 | -5.7 | 1.28 | 2.03

@A szerzd eztiton mond koszénetet Rappai Gabornak azért, hogy adatait és félkész
tanulmdnydt rendelkezésre bocsétotta, s emellett segitséget nyijtott a szdmitdsok elvégzé-
sében is.
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Ebbdl azonnal ldthaté, hogy a prébafiggvény szdmitott értékei minden,
itt feltiintetett szignifikancia szinten a megfelel§ hatédrok kozé esnek, azaz
megfigyeléseink egyik esetben sem mondanak ellent a nullhipotézisnek, azaz
valamennyi vizsgalt sor tartalmaz egységgyokot.

A Dickey-Fuller féle 7 teszt végrehajtidsdhoz szlikséges eloszldsértékek a
3. tdbldzatban taldlhatdk meg (Fuller [10]).

3. tdbldzal: A 7 statiszltka eloszldsfigguényének p-ed rendi kvantilis értékei
p =1 esetén

n 0.01 0.1 0.9 0.99
100 | -2.60x| 21.6} | +0.90 | 2.03
250 | -2.58 | -1.62 | 40.89 | 2.01
500 | -2.58 | -1.62 | +0.89 | 2.00
oo |-2.58 | -1.62 | +0.89 | 2.00

A prébafiiggvény értékei ezittal lényegesen jobban szérddnak: az IBUSZ
esetében Ho-t alacsony (1%-o0s) szignifikancia szinten elvetjiitk a staciondrius
alternativa javdra, mig a MARTFU és a PICK esetében 10%-os szignifikan-
cia szinten vethetd el a nullhipotézis, eziittal a nemstaciondrius (exploziv)
alternativa javdra. Alacsonyabb szignifikancia szinten ez a prébLa ezeknél a
véltozokndl is az egységgyok jelenlétére utal.

Végiil a Sargan-Bhargava préba eloszldsdnak kritikus értékei n = 100 ese-
tére p = 0.95-nél 0.259, p = 0,99-nél 0,376. Mivel az 1. tdblazatban szerepld
R értékek ezeknél joval kisebbek, ezért ez a préba egyik vizsgalt esetben sem
mond ellent a nullhipotézisnek.

Prébdink eredményeit osszefoglalva, a vizsgdlt 3 teszt egyetlen eset kivé-
telével egybehangzdan az egységgyok létét valdszinusiti, egyediil az IBUSZ
id&sora igényel tovabbi, alaposabb vizsgdlatokat.

4. Osszetettebb folyamatok egységgyok tesztjei

Az eddigiekben csak a legegyszertlibb, elsrendil autoregressziv folyamat egy-
séggyok tesztjeirdl széltunk. A tovabbiakban — igaz csak nagyon véazlatosan,
de — kiterjesztjiik az elemzést a bonyolultabb folyamatokra is.

4.1 A nem 0 védrhatd értékii elsérendi autoregressziv folyamatok

A nem 0 varhatd értékil elsérendli autoregressziv folyamatrdl kordabban mar
sz6ltunk. Arra is ramutattunk, hogy ez a Hy : p = 1 esetén az eltoldsos
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véletlen bolyongdsi folyamatot (random walk with drift) irja le, ami azért
fontos szdmunkra, mivel ez a sztochasztikus trendek legegyszeriibbike.

Ennek a folyamatnak az egységgyok tesztjei a korabban bemutatott el-
vekre épiilnek: Dickey és Fuller eredményeiket tobbé-kevésbbé mechanikusan
altalanositottdk erre az esetre. Kiindultak abbdl, hogy Hy alatt (amely esetre
a p illetve a 7 eloszldsdt vizsgdltdk) az eltoldst jellemzé o paraméter 0, s igy
jutottak el a kordbbiakkal analég médon elvégezheté Dickey-Fuller féle p, és
Tu tesztekhez.

Ezt az eljdrdst Schmidt [28] birdlta abbdl az alapdllasbél, hogy a Ho-ban
nem helyes az a = 0 feltételt is figyelembe venni. Kimutatta, hogy ha a DGP-
ben lév8 eltolds nagy (@ — oo), akkor nagy mintdk esetén a Dickey-Fuller
féle # n — 2 szabadsdgfoku student eloszldshoz konvergdl, ha pedig o kicsi
(de nem 0}, akkor 7 eloszldsa se nem student, de nem is egyezik meg az ere-
deti Dickey-Fuller eloszldssal. (Az a = 0 eset természetesen megfelel Dickey
és Fuller feltételeinek, igy eloszldsi eredményeik ekkor érvényesek marad-
nak.) Ezért Schmidt az eredeti Dickey-Fuller féle p és 7 tesztek tdbldzatain
vezette 4t ezt a korrekciét [28]. E tdbldzatok hasznilatdnak nehézsége ab-
ban 4ll, hogy benniik paraméterként megjelenik o értéke is, ami altaldban
ismeretlen. Gyakorlatilag ez azért nem okoz gondot, mivel o helyettesithetd
becsiilt értékével, ami a regressziébdl azonnal adddik.

Evans és Savin [8] az eltolasbdl adédé problémadt gy oldottdk meg, hogy
Yo-t nem 0-nak, hanem 0-tdl kiilénb6z8 konstansnak tekintették és az eredeti
DGP-t transzformdltdk kezelhetd formdra.

Kiindulva az Y; = a + pY;_1 + & folyamatbdl (ahol ¢, ~ NID(0,0?))
bevezetik a Z; = Xia—yﬁ transzformacmt valamint definidljdk a v = M
egyiitthatét és a w, = & ~ NID(0,1) valdszintiségi valtozdt. Konnyen be-
ldthatd, hogy ekkor az eredet1 DGP

Zy=v+ PZi_y +wy

alakba irhaté 4t. Erre a transzformalt modellre keresik a ors = Bt becsls-
fiiggvény eloszldsdt Hy alatt, v kiilonféle értékei mellett. A kapott eloszldsok
nem kovetnek valamiféle ismert eloszlast; tabldzataik megtaldlhatdk [13]-ban.

A transzformaciébdl lathatd, hogy Hy alatt a v paraméter a/o-va egy-
szerlisodik, ezt nevezik standardizdlt eltoldsnak. A tibldzat tanulsiga szerint,
ha v kicsi (0 koriili érték), akkor p eloszlds kozel dll a megfeleld Dickey-Fuller
eloszldshoz, mig nagy eltolds esetén j eloszldsa kozelit a N(0,1) eloszldshoz,
még akkor is, ha a minta viszonylag kicsi.

Az Evans-Savin teszt gyakorlati alkalmazdsdnak is az a 6 nehézsége, hogy
mind «, mind pedig & ismeretien, ezekre becslést kell késziteni, ami rontja a
préba erejét. Ezért ezt a probat a gyakorlatban ritkdn alkalmazzédk.
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A probléma megolddsdra sajatos utat véalasztott Nankervis és Savin [17],
akik azzal kisérleteztek, hogy a Dickey - Fuller féle 7, statisztikdt (kozelitSleg)
ismert standard eloszldsii valtozdvd alakitsdk. Ezt empirikus elemzésekre
épitett spline interpoldcidkon alapuld kozelitésekkel prébéltak megtenni, de
csak p < 1 staciondrius esetekre kaptak elfogadhaté kozelitést. Jdllehet al-
litasuk szerint eredményeik p = 1 tetsz6leges kis kornyezetében érvényesek
maradnak, az elemzések kimutattdk, hogy ekkor a proba ereje drasztiku-
san csokken, igy ennek az eljardsnak a gyakorlati jelentdsége az egységgyok
teszteknél sajnos elhanyagolhatd.

Végiil érdemes néhdny dsszehasonlitd megdllapitast tenni az itt targyalt
tesztek kapcsdn:

— a p, teszt az esetek nagyobb részében er8sebb, mint a 7, teszt, ugyanak-
kor ez utdbbi robusztusabb, ezért ,,bizonytalan kérnyezetben” (és a gya-
korlati alkalmazdsok jé része ilyennek tekinthetd) ez utébbi preferslt;

— mind a p, mind pedig a 7 tesztek esetén célszerti a Schmidt-féle tdbla-
zatokkal szdmolni, hiszen azok a hatdrok elvben korrektek. Kivaltképp
igaz ez arra az esetre, amikor az eltolds (drift) nagysigdra nézve elkép-
zeléseink (pl. kiils8 informacidink) vannak;

- Az Evans-Savin és a Schmidt féle tesztek gyakorlatilag megegyeznek
(Schmidt is az Evans-Savin 4ltal megkezdett utat jarja). Ezért — pusz-
tan technikai meggondoldsokbdl — (részletesebb tdbldk) célszeriibb a
Schmidt féle teszt hasznalata,

— a Nankervis-Savin teszt a p = 1 kornyezetében gyenge, igy gyakorlati al-
kalmazdsa az egységgydk esetére nem ajanlhatd. Ez a teszt ugyanakkor
mas Hy esetén (pl. az autokorreldcid meglétének tesztelése) hasznos
lehet.

4.2 A determinisztikus trend koériili AR1 folyamat

A folyamat tesztelése ismét Dickey és Fuller eredményeire épiil, melyek rész-
ben kézvetlen kévetkezményei a kordabban bemutatott teszteknek. A Dickey-
Fuller féle p, és 7, tesztek ezlittal is csak a fSparaméterek vizsgdlatdra szorit-
koznak. Konstrukcidjukat tekintve analégak a kordbban bemutatotttakkal,
még ha a regresszié némiképp bonyolultabb is azoknal. A becsiilt féparamé-
terek eloszldsat tdbldzatokba foglaltdk [2], és kiegészitésképp legfeljebb csak
annyit lehet mondani, hogy az elemzés szempontjibél mésodlagos (nuisance)
paraméterek eloszldsa nem kiilénbézik a regresszids elméletben megszokott-
tél: Student, illetSleg nagy mintak esetén normalis eloszldst kovetnek.
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Tekintve azonban a folyamat Ssszetett jellegét (sztochasztikus és deter-
minisztikus trend, 3 paraméter), célszerll az egyszerti (egy paraméterre vonat-
kozd) nullhipotézis mellett Gsszetett (t6bb paraméterre vonatkozd) feltevések
helyességét is vizsgdlni. Ekkor ugyanis egyszerre vizsgdlva a kiilonféle nullhi-
potéziseket nemcsak arra a kérdésre kaphatunk valaszt, hogy van-e (lehet-e)
sztochasztikus linedris trend a DGP-ben, hanem arra is, hogy igaz-e a deter-
minisztikus trend feltételezése, avagy éppen feltehetjiik azt a kérdést is, hogy
a trend determinisztikus, vagy sztochasztikus.

Az (a, B, p) paramétervektort g-val jelélve, a RW folyamatota ¢ = (0,0, 1)
nullhipotézis, a csak determinisztikus trend esetét a ¢ = (g, Bo, 0), mig mind-
két trend relevancidjt a ¢ = (ao, fo, 1) nullhipotézis fejezi ki. A feladat
persze sziikithetd is, hiszen pl. a ¢* = (0, 1) hipotézis eleve kizdrja a deter-
minisztikus trendet és igy a kordbban tdrgyalt esetnek egy alternativ tesztje.

Az ilyen, tobb paraméterre vonatkozd hipotézisek a regresszids elemzések-
ben parcidlis, vagy globélis F' prébdval vizsgdlhatdk. A regresszids F probak
analdgidjara készitette el Dickey és Fuller az ilyen nullhipotézisek tesztelésé-
re alkalmas ® prébdkat, hiszen az nyilvdnvald, hogy ezeknél a modelleknél a
hagyomdnyos F' prébéak érvényiiket vesztik.

Dickey és Fuller [3] likelihood ardny teszteket készitettek el a megfeleld
Ho-ra és ezek eredményeként azt kaptdk, hogy a likelihood hdnyadosok a
szok4sos regresszids F' prébdk monoton fiiggvényei. Az igy kapott likelihood
hdnyadosok eloszldsit szimuldlva jutottak el tdblazataikhoz ([3],(13])). Ezek
~ mint a likelihood hdnyadosok 4ltaldban — akkor utasitjdk el a Hy-t, ha a
szémitott empirikus tesztfiiggvény érték nagyobd, mint a tdblazat megfeleld
értéke.

A likelihood elmélet alapjan viszonylag konnyen beldthaté, hogy ennél
a folyamatnal is a regressziés F analdgjanak tekintheté ® mutaté monoton
fiiggvénye lesz a likelihood arany prébafiiggvénye, azaz a prébafiiggvény min-
tabeli értéke standard regressziés csomagok segitségével meglehetdsen egysze-
riien el6éllithatd.

Az Osszehasonlitds a 4.1-ben és a 4.2-ben emlitett tesztek kozott termé-
szetesen nem igazan jogos, hiszen mds a vizsgdlt nullhipotézis, és masok az
ellenhipotézisek is. Mivel a p és a 7 tipusi tesztek csak egy-egy paraméterre
koncentrilnak, igy azok dltaldban erdsebbek, mint a ® tesztek, még akkor is,
ha ez utdbbi csak a megfelels f8paraméterekre van felirva. Valdjaban a két
eset mas és mds feladatot jelol ki, igy igazdbdl ezek nem jelentenek egymas
szdmadra redlis alternativat.

4.3 A magasabb rendi autoregressziv folyamatok

A p-ed rendi autoregressziv folyamatok tesztelése is alapvetden a Dickey-
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Fuller hagyomanyokon alapul. Kiindulépontunk most is az (1) egyenlet, és
feladatunk a p, féparaméter tesztelése a Ho : |p1| = 1 és Hy : |p1] # 1
hipotézisekkel.

Beldthatd, hogy a Dickey-Fuller tesztek eredményei kiterjeszthetSk erre az
esetre is az aldbbiak szerint: kimutathatd, hogy létezik olyan ¢ skaldr, amely
mellett a cn(py — 1) statisztika eloszlisa megegyezik a Dickey-Fuller féle p
statisztika eloszldsival. Tovdbbd, a kordbbiaknak megfelelden (4 — 1) =
Op(n~1), a (p; — pj) = 0,(n~1%) j = 2,3,...,p konvergencia sebességii
valtozék, és ez utdbbi kiilonbség aszimptotikusan normalis eloszldsi valtozdt
ad. Sajnos a gyakorlati hipotézisvizsgdlat esetén ¢ paraméter meghatdrozasa
nehézségeket okoz, ezért nem a Dickey-Fuller féle p, hanem a Dickey-Fuller
féle T préba alkalmazdsa a célravezetS, ahol ilyen probléma nem meril fel.
Ennek alkalmazdsa ugyanigy torténik, mint ahogy azt kordbban leirtuk.

Ha a folyamat bonyolultabb, eltoldst és/vagy determinisztikus trendet
tartalmaz, akkor is érvényesek maradnak Dickey és Fuller eredményei; ez
esetekben a 7,, vagy a 7, prébdk alkalmazdsa ajinlhaté. Hasonléképpen
alkalmazhatdk esetenként a Dickey-Fuller féle & tesztek is.

Ha azonban feladatunk az, hogy ne csak egy (az elsé) egységgyok létezését
ellendrizziik, hanem azt, hogy lehet-e 160b egységgyck (a folyamat maxi-
mum p szamu egységgyok létezését engedi meg), akkor egyiitt kell tesztelni a
t6bb egységgyokot F tipusi prébaval. Az (1) DGP-nek megfeleld regresszié
becsiilt paramétereihez tartozd szokdsos regresszids egyiitthatdk parcidlis F
prébéjat kell elvégezni. A kiilonbség a regresszids eljardsokhoz képest mind-
dssze annyi, hogy a kapott F statisztikdk nem standard F', hanem specialis
eloszldstak. Aszimptotikus eloszldsukat Hy alatt (tobb egységgyok létezése)
Hasza és Fuller [12] készitette el és tabldzta ki.

Ennek az eljardsnak a gyakorlati problémdja abban all, hogy altaldban
nem tudjuk elére az egységgySkok szamét (legfeljebb arra gyanakodhatunk,
hogy egynél t6bb van). Kimutathatd, hogy ha a DGP 15bb egységgyokot tar-
talmaz, mint amennyit a fenti F' préba nullhipotézisekor feltételeztiink, akkor
a proba empirikus mérete (szignifikancia szintje) nagyobb lesz a nominalis
szintnél, azaz a préba félrevezetd eredményt adhat. Ha pl. két gyckot fel-
tételeziink (és ezt teszteljiik), holott valdjaban 3 van, akkor a tdblabdl va-
lasztott szintnél (pl. 5%-ndl) nagyodd lesz a déntés elséfaji hibdja. Ezért
Dickey és Pantula (idézi Diebold és Nerlove [4]) a kovetkezd szekvencidlis
stratégidt javasoljdk: induljunk ki fordftott sorrendben és hatarozzuk meg
azt az m szamot, amelynél t&bb egységgydk biztos nem fordul el8. A Hg-ban
ezt adjuk meg, és ezt teszteljik a H; : m — 1 szadmu egységgyok ellen. Az
eljrdst igy folytatva eljuthatunk a szignifikdns egységgyokck szamahoz. Az
is kimutathatd, hogy ilyen stratégia mellett a teszt fent emlitett torzitdsa
nem jelentkezik.
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4.4 Autoregressziv, mozgé dtlagoldsii folyamatok

Az autoregressziv, mozgd dtlagoldst folyamatok (ARMA) egységgydk teszt-
jeinél az
Yi=pYioide 4+ ey Bl<1 (5)

formabdl indulunk ki, amely egyszeril 4talakitdsok utdn Hy alatt
AY; = fl-AYs_1 — fAY;og - FPAYs5— .. |+ &

alakra hozhaté. Ebben a formdban a tesztelend$ p paraméter mar meg sem
Jelenik, ezért ahhoz, hogy a p = 1 feltevést tesztelni tudjuk, ezt be kell
épiteni, természetesen gy, hogy Hy alatt a (5)-6t kapjuk vissza. Ennek
természetes modja az, hogy a (p — 1)¥;_, tagot, ami éppen a Hy miatt tiint
el az egyenletbdl, visszairjuk. Ekkor az a regressziés modell, amely a tesztelés
alapjdul szolgdl, az aldbbi lesz:

Ay = (P~ Dyi-1 + nAy-1 + 12A% 2+ ...+ &,

Ezt az egyenletet bévitet Dickey-Fuller regresszidnak (Augmented Dickey-
Fuller regression=ADF) neveziink; ez a hasonlé nevet viselé teszt alapja. A
tesztelés célja ezittal a Hy : p— 1 = 0 nullhipotézis vizsgdlata a staciondrius
alternativa ellen. A probléma latszélag egyszerii, az ADF regressziéval kap-
csolatban azonban sok probléma meriil fel. Ezek ~ melyek részben hasonla-
tosak az osztott késleltetésil regressziés modellben felmeriilé becslési problé-
makhoz — nevezetesen az aldbbiak:

a) A regresszid végtelen sok magyardzd valtozét tartalmaz, ugyanakkor
a becslés gyakorlati végrehajtasihoz ezek szamat végesre kell " vigni”.
Ez a csonkitds torzitja a becslést.

b) A magyardzé valtozdk kdzétt multikollinearitds van, ami kis B értékek
esetén elenyészik ugyan, de nagyobb -k esetén mar zavard lehet (vé.
(13)]).

c) A regresszié egyiitthatSi nem fiiggetlenek, hiszen 71 = =0, v2 = -2
stb, ami annyit jelent, hogy nemlinedris paraméterkorlatozdsok (lenng-
nek) sziikségesek a torzitatlan és hatdsos OLS becsléshez.

Mindezen problémék ellenére szimuldciés vizsgalatok azt mutattdk, hogy ezek
viszonylag kevéssé érintik a p— 1 fSparaméter becslését, igy az, de még inkabb
annak studentizalt statisztikdja viszonylag kis f-k esetén alkalmas a Hy tesz-
telésére,
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Ennek gyakorlati végrehajtasdhoz a regresszié els6 k tagjat szoktdk hasz-
nélni, ahol 4ltaldban a k = nl/4 csonkitds ajénlott. A paraméterek becslését
korldtozdsok nélkil végezziik el, kiszdmitjuk a g — 1-hez tartozé regresszids ¢
értéket, és ezt a Dickey-Fuller féle 7 tdbldzat kritikus értékeivel 6sszehason-
litva juthatunk déntéshez. Nagy mintdk esetén az igy szamitott statisztika
valdban a Dickey-Fuller féle r eloszldsdhoz kozelit, de a konvergencia megle-
hetSsen lassd, igy kis mintdk (és nagy fB) esetén az eljards értéke kétséges.
Ha az induld folyamatban Y; varhatd értéke nem 0, akkor a 7,-t illetden
célszerlibb a Schmidt-féle tabldzatokkal dolgozni.

A fentiproblémadk — elsésorban a végtelen dimenzids nuisance paraméterek,
illetve azok végessé vald csonkitdsa hatdsdnak — kikiliszobdlésére Phillips és
Perron [22,23,24] olyan teszteket készitettek (PP1 és PP2 tesztek), amelyek az
eredeti AR1 modell DF eloszldsdbdl indulnak ki és ezt korrigdljédk a kiilonbozé
modellfeltételezéseknek megfeleléen. Osszehasonlité elemzésekkel vizsgaltak,
hogy a probléma megolddsdra ajanlott hirom teszt (ADF, PP1, PP2) mi-
lyen tulajdonsdgd. Mindkét PP teszt konvergencidja lassinak bizonyult, és
mindkettd esetén a nagy abszolit értékli MA paraméter () esetén a tesztek
nomindlis és empirikus mérete eltérének bizonyult, azaz a tesztek a vartndl és
a latszélagosnal nagyobb els6faji hibat eredményeztek. E szempontbdl ugyan
a PP1 latszott a legjobbnak és a PP2 a legrosszabbnak, de a PP1 inkonzisz-
tencidja miatt — minden hibdja ellenére — az elemzdk (pl. Diebold-Nerlove
[4]) a b8vitett Dickey-Fuller teszt (ADF) hasznalatat ajanljék.

Az ADF hidnyossagai miatt tovabbi alternativ eljardsok késziiltek a MA
hibatagok kezelésére. Ezek koziil Solo Lagrange multiplikdtor tesztje aszimp-
totikusan ekvivalens az ADF-fel, kis minta tulajdonsagai pedig nem ismertek,
igy az eddigiekhez képest nem ad tcbbletet. Erdekes lehet viszont a Hall, il-
letve a Hall és Pantula 4ltal kifejlesztett eljards (idézi Diebold és Nerlove [4]),
amely az ADF regressziét, pontosabban annak becslését kivanja javitani in-
sirumentdlis vdltozdk bevezetésével, és ezaltal kis mintdk esetére is erdsebb
tesztek kifejlesztésével.

4.5 A parcidlis trend folyamat

A parciilis trend folyamat (PT) vizsgdlata valdjaban a toréssel, vagy ugrdssal
jellemezhet8 folyamatokat jelenti. A PT folyamatot elészér Perron [22] vizs-
gélta az egységgyokok oldalardl, és a feladat, amit meg akart oldani vele, az
volt, hogy ,,ugrdsos”, illetve ,,toréses” trendmodellben szétvilassza a deter-
minisztikus, illetéleg a sztochasztikus trendet. O is a Dickey-Fuller hagyo-
manyokra épit, de felismeri, hogy az ugrds, vagy a torés hamis egységgyokot
vihet a rendszerbe, ugyanakkor a minta szétvdlasztdsa (két vagy tobb rész-
mintéra) tulsigosan révid megfigyelési sorokat eredményezne, ami rontand
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a Dickey-Fuller tesztek egyébként sem nagy erejét. Megdllapitdsa tehat az,
hogy akkor, ha ugrds, vagy torés van a trendben, az eddig tdrgyalt egységgysk
tesztek nem konzisztensek a trendstaciondrius alternativaval szemben. Ezért
ezekre az esetekre Dickey-Fuller elveken alapuld 1] teszteket javasol.

Az eljirds gyenge pontja az, hogy az ugrés, vagy a torés helyét a priori
adottnak feltételezi, arra becslést nem készit. Az ugrds, vagy térés helyét az
elemzd el6re - ismét csak az dbra, illetve a megfigyelésekbél szdrmaztathatd
empirikus tulajdonsdgok vizsgdlata alapjan — déntiel. Ez a téréspont, vagy
ugraspont tehdt a teszt szdmdra — és természetesen a teszt tablazataiban
is ~ kiviilr6l adott paraméter. Végil utalnunk kell arra, hogy bar a teszt
alapvéltozatdt Perron I7D(0,0?) eloszldsd hibatagokra dolgozta ki, késébb
kimutatta, hogy a szdrmaztatott eloszldsok (és tablazatok) érvényesek marad-
nak a maradékvaltozék dltaldnos ARMA specifikdcidja esetén is.

* ok

A fentiekben dttekintettiik a fontosabb folyamatokat és egységgyok teszt-
jeiket, amelyek mind a hagyoményos tesztelveken nyugszanak. Ezek jellem-
z&je az, hogy kiemelten kezelik a nullhipotézist, és elvetését csak akkor ja-
vasoljdk, ha erds ellenérvek szélnak az ellenhipotézis mellett. Nagyon sok
esetben, amikor mindkét alternativa nagyjadbél azonos siilytinak tiinik, a
klasszikus tesztelvekbdl adéddan a nullhipotézist fogadjuk el. Ez az dltaldnos
megéllapitds igaz az egységgyok tesztekre is.

A mér-mdr legenddssd vald Nelson-Plosser vizsgdlat [18] gyakorlati makro-
adatokon szinte minden esetben egységgyck jelenlétét mutatta ki Dickey-
Fuller tesztekkel. Hasonlé eredményekre jutottak mds kutatdk is, amit csak
részben magyardz az aggregdlt iddsorok integrdciéjdra vonatkozd néhiny,
egyébként fontos megallapitds [15], és az a tény, hogy a Dickey-Fuller féle
tesztek elég gyengék a staciondrius alternativakkal szemben.

Ennek a problémdnak a megolddsdra szilletett az az dtlet, hogy cseréljiik
fel a nullhipotézis és az ellenhipotézis szerepét, és csak akkor fogadjuk el
egységgyck létét, vagy nemlétét, ha azt a két, egymashoz képest forditott sze-
reposztds egybehangzéan megerdsiti. Ennek, a manapsédg egyre inkabb elfo-
gadott elvnek a részletes tdrgyaldsa helyett csupan roviden szeretnénk utalni
két olyan kisérletre, ahol ezt alkalmaztdk. DeJong et al. [5] Dickey-Fuller ti-
pusi tesztjeiknél a forditott szereposztdst \igy prébaltak megvaldsitani, hogy
a staciondrius alternativat tekintették nullhipotézisnek. Azt a problémat,
ami abbdl adédott, hogy ez a nullhipotézis 6sszetett hipotézis, gy oldottak
meg, hogy Ho-nak néhdny jellemzének tekinthetd értéket (pl. p = 0.85-6t)
vettek, és igy végezték el a probakat. Kwiatkowski et al. [16] ezzel szemben
némiképp atparametrizdlt modellbd] indultak ki. Modelljiik:

Yi=al+rite; rm=r_i4w;  w~IID(),od); ro=0.



Egységgydkok és tesztjeik 157

Ilyen modellfelirds mellett a stacionaritds nullhipotézisét a g2 = 0 irja le,
mégpedig a = 0 esetben rg koriili, ¢ # 0 esetben pedig egy trend koriili
stacionaritas formdjaban.

Még egyszer hangsilyozzuk, hogy itt csak két példdt mutattunk be, a
lényeg maga a tesztelési elv, amiugy tlinik, az egységgyok teszteken tilmen&en
is hasznélhatd.

5. Tovdbbi folyamatok, dltaldnositasok

Miutan a fentiekben attekintettiik a fontosabb ARMA folyamatok egységgyck
tesztjeit, szélnunk kell réviden az ezektdl eltérd szemléletd, illetve altalano-
sabb keretek kézt megjelend modellek problémadirdl is. Ezen modellek kdzos
jellemz8je, hogy tartalmaznak autoregressziv tagot, de ugyanakkor olyan
szerkezetliek, hogy a gyakorlatban felmerils bonyolultabb DGP-k leirdsira
is alkalmasak (lehetnek).

Ezek kozill mindenek el6tt az integrédltsdg fogalmat idében kiterjesztd ese-
teket emlitjiik meg. Alapesetben eddig (ha hallgatdlagosan is) csak éves id8-
sorokban gondolkodtunk. A gazdasdgi elemzések egy sor teriiletén azonban
évesnél gyakoribb megfigyelések is léteznek, és ezen jelenségek modellezése-
kor gyakran taldlkozunk szezondlis hatéssal, amely dtmeneti kisziirése fontos
eleme lehet a megfeleld idGsor elemzésének és elérejelzésének. Ha az idSsor
d-edrendl szezonalis differencidi staclonarius sort alkotnak, azaz az idGsor
szezonalis differencidzassal staciondriussd alakithatd, akkor az id&sort d-ed
rendben szezondlisan integrdll idésornak nevezzik.

Gyakran adédik olyan eset, amikor egy id8sor d-ed rend{i differencidzdsa
nem elég, a d+1-ed rendti differencidzds pedig mar sok, azaz tuldifferencidzds-
hoz vezet. Ilyen esetekben a differencidzas helyes — a stacionaritdst biztosité
- rendje d és d + 1 kozti {67t szdm. Ez azt jelenti, hogy ilyen esetekben cél-
szerll bevezetni a nem egész rendd, un. frakciondlis (fractional) integrdltsig
fogalmat. Egy Y; idésort d-ed rendben frakcionaltan integrdltnak neveziink
akkor, ha az ismert

(1= L)Y, =, ~ IID(0, 0?)

osszefliggés nem egész d értékekre is fenn all. Ez esetben természetesen az

(1 — L)4 értelmezése jelent problémdt, amit altaldban egy McLaurin soron

alapulé kozelités alapjan az aldbbi médon szoktak definislni (lasd pl. Sowell
[29] cikkét):

o~ T(=d+i)

1-— I. d = e e J

( ) Z:O L(—d)T(j + 1)
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és ahol I' az ismert Gamrma flggvényt jeloli. A snezondlisan és frakciondlisan
integralt idésorok vizsgélata jelenleg a kutatdsok cgyik fontos teriilete.

A NILT (Near Integrated, Local Trend) modell az eddig tdrgyalt AR
folyamatok és a determinisztikus trend egy sajitos Osszekapcsoldsat jelenti.
Konstrukcidjanak kiindulépontja az, hogy az AR modellek p paraméterének
becslése a p = 1 pontban egészen mésként viselkedik, mint a p < 1 ese-
tekben. Ezért tdmadt az az Stlet (Phillips [25)), hogy olyan modellt irnak
fel, amelyben folytonos dtmenet teremthetd a két eset kézt. Erre szolgil a
NI folyamatok koncepcidja, amelynek lényege az, hogy fix p helyett azt egy
ugyancsak fix ¢ és egy véltozé T’ paraméter fliggvényében irjuk fel az aldbbi
mdédon:

c
=1 -
p +T

Ekkor ¢ elgjelété] fiiggden T' névelésével p tetszés szerint kozel keriil 1-hez és
az dtmenet folytonossd tehetd.

Mivel az elemzések mdsik kritikus eleme & determinisztikus trend léte,
hiszen ez is diszkrét mddon, ugrdsszeriien befolydsolja a modell, illetve a
tesztek tulajdonsdgait, itt is hasonld folytonos dtmenetet konstrudltak a tren-
det tartalmazd, és az azt nem tartalmazé modellek kozt. Ezt a helyi trend
(Local Trend = LT) koncepcidjaval gy oldottdk meg, hogy B-t nem tekin-
tették tovdbba rogzitettnek, hanem ezt is egy konstans b és egy valtozé T
segitségével irtdk fel pl. az aldbbi médon:

b
B=—=
vT
Ekkor T minden hatdron tili novelésével a determinisztikus trend eltiinik,
véges T  esetén viszont a trend megmarad. A két kritikus komponens felirdsira,
természetesen mas lehetdség is adddik, de az igy specifikédlt

t+ (14 =Yie1) +6

Yi=a+ T

b
vT
alaki NILT folyamatban éppen a sztochasztikus illetve determinisztikus trend
kozti vélasztds lehetSsége van kiemelve, hiszen a 7" — oo hatérétmenet, a
véges, vagy végtelen T éppen ezt a két fontos esetet vélasztja el egymasts]!.
Erre a folyamatra, amely tehdt bizonyos értelemben altalanosabban tartal-
mazza az eddig vizsgdlt problémdkat Haldrup és Hyllenberg [11] épitettek
teszteket.

104 T-vel, illet8leg a /T-vel vald (eltér8) normélési az indokolja, hogy a két paraméter
(az AR1, illetve a trend egylitthatéja) Hy alatt eltéré konvergencia sebességii. (T‘ illetve
VF) Az itteni felirds mdr kikiiszSboli az eltérd konvergencia sebességek okozta ardnyta-

lansdgot.
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A misik dltaldnositds az in. meg nem figyelhetd komponensii folyama-
tok (és modellek) felé mutat. Ezek lényege az, hogy két vagy t6bt folyamat
osszegeként dllnak el8, megfigyelési szinten viszont csak az dsszegre vonatkozd
megfigyelések dllnak rendelkezésre. Ezért adédnak becslési, pontosabban azo-
nositdsi (identifikdciés) problémdk az egyes folyamatok szétvalaszthatésdga
kapcsdn. (Ezért nevezik ezeket a folyamatokat altaldban meg nem figyelhetd
komponensi (UnObservable Component=UOC) modelleknek.) Esetiinkben
egy nagyon egyszerli UOC folyamat akkor adddik, ha a hagyomdnyos ad-
ditiv specifikdciéji idésormodellt leegyszeriisitve, a szezonalis és a ciklikus
hatdsoktdl megtisztitva az aldbbi formdban irjuk fel:

Yi=T+e (6)
A determinisztikus trend ekkor
Li=a+pft
alakii lesz, és ekkor (8) -bdl
EY)) =a+pt, Var(¥;) = o2, Cov(YyYi_x) =0

adédik. Ez nem mds, mint a hagyomdnyos determinisztikus trandmodell, ahol
Y; tehat trendstaciondrius. A sztochasztikus trend ugyanebben a keretben

Ti=Ti1+B8+mn (7

alakban frhaté fel, ahol § konstans, n, pedig 7, ~ IID(0,0’%) eloszldsi
valdszintiségi valtozd. Ha feltessziik, hogy (6)-ban e; ~ IID(0,02), akkor
a modell dtalakitott (,,redukalt”) forméja:

1
Y, =t0+ Z N + €t
i=1
tovabba
E(Y;) =18, Var(Yy) = ta',"; + 02, Cov(Y1Yio1) = (t - 1)0',2].

A (7) egyenlet specifikici6jabol lathatd az, hogy ha o2 kicsi, akkor ez szélsé
esetben magéban foglalja a determinisztikus trendet, mig ha o2 — 0, akkor
a masik széls6 esetként a RW folyamat addédik. Igy a o2 és o2 viszonya mu-
tatja meg azt, hogy determinisztikus vagy sztochasztikus trend feltételezése a
helyes a (7) DGP esetén. Az UOC folyamat elemzése tehat (implicit médon,
a determinisztikus és sztochasztikus trend kozti vélasztdssal) lehetséget ad
az egységgyok tesztelésére. Ezt az elvet haszndljak fel az egységgydkok
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tesztelésére készitett UOC alapi tesztek, igy a Nyblom [20], a Nyblom-
Makeldinen [21], valamint a Franzini-Harvey [9] tesztek.

Végiil az altaldnosabb modellek kdzt kell szdlni a regresszids keretek
kozt felmeriild egységgySk problémdrdl. Ez esetben a klasszikus regressziés
hipotézisek helyett éliink azzal a feltételezéssel, hogy a maradékvaltozd au-
tokorreldlt, és esetenként ez az autokorreldcié egységnyi is lehet. Ilyen esetek-
ben a kordbban, az AR1 tesztelésénél mar emlitett Sargan-Bhargava tipusi
(R) tesztek alkalmazdsa latszik célszerfinek.

Ezek kiindulépontja az

k
Y =ﬁo+2ﬂ|‘Xit+Ut

=1

regresszios folyamat, ahol uy = pus_1+€; és Hy : p = 1, azaz nullhipotézisiink
szerint a maradékvaltozé véletlen bolyongdsi folyamatot kdvet. Hy alatt
Auy = g, {gy a regressziét a differencidkra felirva

k
AY; = Zﬂ.‘AXn + e
t=1

adédik. Az eredeti és a differencidzott egyenletek maradékviltozéinak, il-
letve reziduumainak dsszehasonlitdsdra épiilnek a Sargan-Bhargava tipusd
tesztek, melyek kdziil kiemelend8ek Sargan és Bhargava von Neumann tipust,
és Durbin-Watson tipusi tesztjei, valamint a Berenblut-Webb teszt. Ezek
a fenti kozds elvre éplilve mds-mds tesztfiiggvényeket hasznilnak. Kozds
Jellemzdjiik, hogy a tesztfiiggvények eloszldsa nem figgetlen az X valtozdktdl,
igy dltalinos (minden X esetére érvényes) eredmények nem léteznek. Ha-
sonléan a kozismert Durbin-Watson teszthez, ez esetben is két 1it jarhaté:
vagy minden egyes konkrét X matrixhoz egyedileg eldallitjuk a megfelels
eloszldst (és az ennek megfelel kritikus értékeket), vagy — és ez a gyako-
ribb — kozelitd érvényii eloszldsokat (és tdbldzatba foglalt kritikus értékeket)
haszndlunk. A prébak egyes részletei (probafliggvények, tdbldzatok) a tobb-
szér emlitett OTKA tanulmdnyban [13], az eloszldsok indoklisa Sargan és
Bhargava cikkében [27] taldlhatdk meg.

Ahogy az eddigiek sordn az egyre bonyolultabb esetek felé haladtunk,
lathattuk, hogy a tesztelés sordn egyre tobb tényezdt kellett figyelembe ven-
niink, az eredmények ugyanakkor egyre bizonytalanabbd vilnak. A gyakorlat
azonban még inkdbb Gsszetett: egyszerre jelentkeznek determinisztikus, szto-
ck.catikus trendek, nem is mindig elsé {fokon, megjelenhetnek strukiurdlis t6-
rések és ugrasok, rdaddsul ezek azonositdsat gyakran a makrostatisztikakra
clyannyira jellemz8 bizonytalan, nem mindig dsszehasonlithaté tartalmd, ré-
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vid id8sorok alapjdn kell elvégezni. Mindezt jél példdzza Neményi J. legfris-
sebb tanulmdnya [19], amely a magyar gazdasdg néhdny makromutatdjanak
alakuldsdt elemzi jérészt az itt bemutatott eszkozokkel, és gondos, alapos
vizsgdlatok utdn is inkdbb kérdések mintsem hatdrozott allftasok megfogal-
mazasdig jut el. Ez alapjdn gy tiinik, hogy még sok munka van hétra ahhoz,
hogy a gyakorlati esetekre is jol alkalmazhatd vizsgdlati eszkézok 4lljanak e
téren a kutatdk rendelkezésére.

6. 6sszefoglalés

a) A cikkben bemutattuk az egységgydk probléma lényegét, szerepét az
elemzésekben, kapcsolatdt a modellépités egyes tartalmi és technikai kérdései-
vel.

b) Rémutattunk arra, hogy mivel a megfigyeléseink mindig mintabg) sz4r-
maznak, az azokbdl szdmitott statisztikdkat mintavételi hiba terheli, ezért
fontos az egységgySkok vizsgdlatdndl a minél alaposabb tesztelés.

c) A tesztelés — és dltaldban az id8sorok elemzésének — taldn legnagyobb
nehézsége abban ill, hogy a folyamatoknak csak egyetlen realizaciéjst is-
merjiik, ismételt kisérletekre nincs médunk. Ez szigoribban véve minden
becslés és tesztelés alapjdt jelentd stacionaritdsi feltétel tesztelését lehetet-
lenné teszi. Gyakorlatban ezért megelégsziink a stacionaritds intuitiv beldta-
saval, illetSleg kozvetett tesztekkel.

d) Az egységgydk teszteket a legegyszeriibb ARI1 folyamaton mutattuk be
részletesen. Rdmutattunk, hogy ezek 6 nehézsége a becsiilt autoregressziv
paraméter nem-standard eloszldsa. Ezt az eloszldst (illetve bonyolultabb a-
lapmodellek esetén ezeket az eloszldsokat) elsésorban Dickey és Fuller ezirdnyd
eredményei alapjan, illetve azokbdl kiindulva foglaltdk tibldzatokba. Az
egész témakort domindlé Dickey - Fuller tesztek nagy elénye més tesztekhez
képest, hogy probafiiggvényeik értéke standard regressziés eredménytdblak-
bél azonnal megkaphatd.

e) A bonyolultabb folyamatok egységgyok tesztjei részben az el8zéekre
épiilnek, ezeket egésaitik ki, ezeket dgyazzdk be altaldnosabb folyamatokba,
részben azonban mds utakat és elveket kévetnek. Ezekre csak néhdny jelleg-
zetes példdt emlitettiink.

f) A vizsgdlat természetesen nem terjedhetett ki az dsszes felmeriils kér-
désre. A fontos, de itt nem, vagy csak felszinesen érintett kérdések koziil ki-
emelendd a regresszms elemzesekhez kapcsolddo részletesebb maradékelemzés,
a tobb egyseggyok és a kointegricié tesztelése, a tobbdimenzids 1dosorvekto—
rok elemzése és a részleges (frakciondlis) mtegraltsag elemzése,

Ezek, és a témakorrel kapcsolatos egyéb kérdések elsGsorban a J.A.S.A.
és az Econometrica cikkei alapjdn tanulmdnyozhatdk.
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UNIT ROOTS AND THEIR TESTS

The article gives an up to date survey on the unit root problem. First it summarizes
the basic concepts of stochastic time series analysis underlining the contradictions
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of the stationarity assumption and the tests of stationarity. Then it exposes the
unit root problem in economic time series and its relation to the cointegration and
econometric model building. For the simplest processes and models Dickey-Fuller
tests are analyzed in details and their practical application is demonstrated by a
simple example of the Budapest Exchange Stock. Unit root tests for more sophis-
ticated processes are treated in a less detailed way. Among the further problems of
the unit root literature seasonal and fractional integration, nearly integrated and
local trend processes, the unobservable component models and the general regres-
sion models are briefly mentioned. As a conclusion, the study shows that even the
most complex models seem to be too simple to describe the movement of the main
macro indicators of the Hungarian economy in the period of transition. So further
research in this field seems to be inevitable.



