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CiSZKRET DINAMIKUS OLIGOPOL JATEKOX
STABILITASARGCL!

SZIDAROVSZKY FERENC - MOLNAR SANDOR
Arizonai Egyetem — Kézponti Binydszati Fejlesziési Intézet

Diszkrét id6skala mellett vizsgdlunk dinamikus oligopol jatékokat. A jétékok
egyensiiypontjinak globdlis aszimptotikus stabilitdsat vizsgaljuk meg el8szor,
feltételezve, hogy a jdtékosok adaptivan becslik meg minden id8szakban a
tobbi jatékos altal egylittesen termelt mennyiségeket. Specidlis esetként a
Cournot-féle becslés esetére kapunk eredményeket. Az alapmodellen kiviil
megvizsgiljuk azokat az eseteket is, amikor a jatékosok csak korldtozottan
valtoztathatjdk stratégidikat, vagy a stratégia-véltoztatds koltségekkel jar.
Befejezésiil egy specialis ‘szekvencilis modellt tanulmanyozunk, amikor egy-
egy id8szakban csak egy-egy jtékos valtoztat (valamilyen sorrendben) stra-
tégidjan.

1. Bevezetés

Diszkrét dinamikus oligopol jatékok stabilitdsdval sok kutaté foglalkozott az
elmilt évtizedekben. Theocharis (1959) klasszikus eredményének tovabb-
fejlesztéseit foglalja dssze Okuguchi (1976) konyve, amely részletes irodalmi
dsszefoglaldst és elemzést is tartalmaz. Ennek a ma mar klasszikusnak ne-
vezhetd elméletnek tovabbiejlesztését és tobbtermeékes kiterjesztését adja meg
Okuguchi és Szidarovszky (1990), amikor a tébbtermékes dinamikus oligopol
jaték stabilitdsdra mutatnak be feltételeket. Részletesen vizsgdljak a Cournot-
féle, az adaptiv, az extrapolativ, és a kombindlt becslések esetét, viszont
eredményeinknek hidnyossdga az, hogy a becslési paraméterekrél dltaldban
felteszik, hogy a kiilénbdz8 jatékosok esetére azonosak. Jelen tanulmanyunk-
ban ezt a hidnyossdgot kivanjuk részben megsziintetni, amikor az adaptiv
esetben a szimmetria feltételezése nélkiil adunk sziikséges és elégséges sta-
bilitdsi feltételeket.

! A kutatdst a Magyar- Amerikai Tudoményos és Technoldgiai K&z6s Alap (JF No. 224)
és az NSF (INT-9312030) tdmogatta.
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2. A matematikal modell

Tegylik fel, hogy N termeld (jatékos) ugyanazt a terméket termeli és értékesiti
egy kozos piacon. Ha zy jeloli a k-adik (1 < k < N) termeld 4ltal el8allitott
termékmennyiséget (stratégiat), akkor feltessziik, hogy profitfliiggvénye a

or(z1,. . za) = app(zr+ 2+ ..+ 2,) — Ci(zk) - (1)
alakban adhaté meg, ahol
p(s) =b— As (b,A>0, s=z+a2+...+2N)
az arfiiggvény és
Cr(zr) = crzr + di (ck,dr > 0)

a k-adik termeld koltségfiiggvénye. Tegylik fel, hogy minden t > 0.id6pontban
(t=0,1,2,...) mindegyik termeld elészdr megbecsiili a tobbiek dltal terme-
lendS mennyiséget. Jelolje sE(t) a becslési értéket a k-adik termeld esetén.
Ezutdn maximalizdlja virhaté haszndt, amely a fenti feltételek mellett az

Tk (b — Az — Asf(t)) — (crzk + di)

alakban adhaté meg. Feltéve, hogy az optimalis megoldds pozitiv, egyszerii
differencidldssal adédik, hogy

1 b—c
zp(t) = —Esf(t) + ﬁ ; (2)
Feltessziik, hogy az sf(t) becslések adaptivak, azaz
W) =sf(t -1+ o[ mt-1)-sf(t-1)], (3)
14k

ahol0< ey <1 (k=1,2,...,N). A(2)és (3) egyenlet alapjén . kovetkezd
rendszeregyenletet nyerjiik:

(a:l(t)\ [ z1(t=1)

Iz(t) zz(t _ lj
T :t B D . t:—l
sg((t)) = (—2B —2D> s?((t N 1)) +a, (4)
0 o (1)

\sE() sE(t-1))
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a egy alkalmas konstans vektor.

3. Stabilitdsi feltételek

Ismeretes a linearis rendszerelméletbdl (1d. példdul Szidarovszky és Bahill,
1992), hogy ez a diszkrét rendszer akkor és csak akkor globdlisan aszimptoti-
kusan stabilis, ha az egyilitthatomatrix Ssszes sajitértéke az egységkoron beliil
van. A megfeleld feltételrendszer eldallitdsa érdekében irjuk fel az egyiitthatd-
matrix sajatérték egyenletét:

-1
—(12—”2m+ak2 vp = Aug (k=1,2,...,N)
1#k

(8)
akzu1+(1—ak)vk=/\vk (k=1,2,...,N).
12k
Az els8 egyenlet kétszeresét a masodikhoz adva a baloldal eltiinik:

0= ,\(2u;, + ’U)g) .

Minthogy esetleges zérus sajatértékek nem befolyasoljak a rendszer stabili-
tdsat, feltehetjiik, hogy vy = —2u, amelyet az elsd egyenletbe helyettesitve
a

—%’izu1+(1—ak)uk = duy (6)
1#£k
reldcidt nyerjiik. Vegyiik észre, hogy az egyenletek azonosak az
[19)] g
it [ly— S—
A= 2 2 2
— ?ﬁ — Q_N e 1= ay

2 2
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matrix sajatérték feladatdval. E matrix karakterisztikus egyenletét konnyen
felirhatjuk a kovetkezd lemma felhasznéldsdval:

Lemma. Ha a,b e RN, és1 az N-dimenzids egységmdiriz, akkor

det(I+ab’)=1+aTb. (7)

Bizonyilds. A lemmadt teljes indukcidval igazoljuk. N = 1 esetén
I+abT = 1+alb1

igy az 4llitas igaz. Tegyik fel az allitds igazsagdt ¢ < k esetére. Ekkor

1+ai1by aiby aby

anb 14 agby ... azb

Dy =det(I+abT)=det| e 2
arby apbsy 1+;1kblc

Vonjuk le a (k—1)-dik sor a;/aj_1- szeresét a k-dik sorbdl, majd a (k—2)-dik
sor ag_1/ax_o-szeresét a (k —1)-dik sorbdl, és igy tovabb, végiil pedig az els§
sor ap/a;-szeresét a masodik sorbdl. Ekkor azonnal latjuk, hogy

14+ a1by aybey ... aibe_1 aiby
a2
- 1
a
ag .,
Dk= _5 . ] (8)
b
e 1
ap_1

Dy =Dpoy - 14 (=) taghe——  ——(=1)*"1 = Dy_; + arbs
a az ap—1

rekurzié adddik, amelybél a Lemma &llitasa azonnal kovetkezik. m

A Lemma alapjdn az A madtrix karakterisztikus polinomja a kdvetkezd-
képpen &llithaté els:

&
det(A = AT) = det (diag(1— 3L - A,..., 1= 2NN + | (L wwss 1))

—aN
2
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=det(diag(l—%—)«,...,1—92£— ))x

-3
x det(I+ding(1- -2, 13X -7 | 1 [ (,.01)

2212

1
N I—% - -%
Hl——— 1+(1,...,1) :
= 1-1-A =
—'11(1-— A= Zz(laﬁ) (9)

Tegyiik fel most, hogy az a; egyiitthatékat igy sorszdmoztuk, hogy az
a1 > az > ... > a, értékek szerepeljenek rendre m;, my, ..., m, multi-
plicitdssal. Ha m; = 1, akkor az 1 — %L — ) tényezd kiesik, igy 1 — 524- nem
sajatérték. Ha m; > 1, akkor 1 — 5% (m; — 1)-szeres sajatérték. A tobbi
sajdtérték pedig a

a ajm;
ZE—aJﬂQ.\ ! (10)
egyenlet megoldasaival azonos. Jeldlje ezutdn g()) az egyenlet baloldalat.

Nyilvédnvaldan
Jlm o) =, lim o0 =0.

lim g(A) =00 és lim g(A) =-o0,
A=1-3d -0 A=1-3i 40
igy a (10) egyenletnek nincs komplex gySke, pontosan r valds gyoke van, egy-
egy a(—oo,1— %), (1-%,1-92), .., (1- %51, 1— &) 1ntervallumban
Az oy egyltthatdkra tett feltételeink alapjan
1 oj
S<1-2«<«1
2~ 2 <

gy A Osszes sajatértéke —1 és +1 kdzé esik akkor és csak akkor, ha g(—1) < 1.
Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

1. Tétel. A diszkrél dinamikus oligopol jdték egyensilypontja adaptiv becs-
lések mellett akkor és csak akkor globdlisan aszimptotikusan stabilis, ha

(11)
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Megjegyezziik, hogy az a; = a; = ... = a, = 1 specialis esetben
Cournot-féle becslésrél beszéliink. Ekkor a (11) egyenlétlenség akkor és csak
akkor 4ll fenn, ha N < 3. Ezzel Theocharis (1959) hires eredményét altald-
nositottuk.

4. Korldtozott stratégia-viltoztatis esete

Ebben a paragrafusban az el6bbiekben lefrt modell olyan véltozataval foglal-
kozunk, amikor a ¢-dik id6pontban az egyes jatékosok nem profitmaximalizdls
termelési programot valasztanak, hanem valamilyen értéket a megel6z6 és a
profitmaximalizald termelési érték kozott. Jelolje most z}(t) a (2) egyen-
lettel megadott optimdlis termelési értéket. Ekkor tehdt azt feltételezziik,

hogy minden t > 0 és k jitékos esetén
zk(t) = (1 - ve)er(t — 1) + newi(t)
b— Cp (12)
0 <
oz (0<m<)

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a jatékosok Cournot-féle becslést
haszndlnak, az 3ltaldnos eset ahhoz hasonléan, de sokkal bonyolultabban

tdrgyalhatd. Ekkor
sf) =) _a(t-1), (13)
12k
amelyet a (12) egyenléségbe helyettesitve egy linedris differenciaegyenletet
nyeriink, amely egyiitthaté matrixa

= (- m)an(t = 1) + 7 [- 58 () +

7 71
1- welle Lo 1K
771 2 72
2 2
LI - = 2
B= 2 Y2 2
N AN )
L —sA 1— v
\-x b -
Vegylik észre, hogy ez a matrix azonos az el§z8 paragrafusban bemutatott
A mdtrixszal, ha az ay,...,an paramétereket a v;,..., vy egylitthatdkkal

helyettesitjiik. fgy az 1. Tétel tovibbra is igaz:

2. Tétel. A (12) modell Cournot-féle becslések esetén globdlisan aszimp-
totikusan stabilis akkor és csak akkor, ha

; <1, (14)
bot 27k
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Megjegyezziik, hogy a v1 = v2 = ... = 5 = 1 specidlis esetben az Osszes
jatékos a profitoptimalizdlé termékmennyiséget vélasztja. Ekkor (14) akkor
és csak akkor teljesiil, ha N < 3. gy Theocharis (1959) eredményének egy
Gjabb altaldnositasdt kaptuk.

B. Stratégiavdltoztatas koltségtényezdvel

Ebben a paragrafusban az alapmodell olyan médositdsival foglalkozunk, a-
mikor az egyes idGszakaszok alatti stratégiavdltoztalds koltségekkel jar. Ezt a
feltételezést ligy épitjiik be a modellbe, hogy a k-dik termel8 varhaté profitja
a t-dik idépontban most a

zr(b— Az — Asf (1)) — (cxzr + di) — K (22 — zx(t - 1))2 (15)

formuldval szdmolhaté, ahol K; > 0 adott konstans. Az utolsé tag jelenti
a stratégiaviltoztatds koltségét. Feltéve ismét, hogy a profitmaximalizalé
termékmennyiség pozitiv, egyszerti differencidldssal adédik, hogy

2ka),(t—1)—Asf(t)+b—ck (16)
2A+ 2K '

zk(t) =

Tegyik fel ismét az egyszerliség kedvéért, hogy a jatékosok Cournot-féle
becslést alkalmaznak. A (16) differenciaegyenlet ismét linedris, és egyiitthaté-
matrixa a kovetkezd alaki:

K\ A A
A+ K, 244 K) T 24+ Ky)
A Ky A
C = 2(A + Ka) A+ K, 244 Kp)
A A ' R,
T2(A+K;) AV Ky T A+ K,

Ha bevezetjitk most a v, = A/(A 4 K}) jeldlést, akkor ez a matrix pontosan
megegyezik az el6z8 paragrafusok A és B mdtrixdval, igy az 1. Tétel tovdbbra
is érvényben marad:

3. Tétel. A (16) modell Cournot-féle becslesek esetén globdlisan aszimpto-
tikusan stabilis akkor és csak akkor, ha

N

A
;mq. (17)
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Tekintsik ezutdn a specidlis esetet, amikor Ky = K9 = ... = K. Ekkor
az Osszes jatékos azonos tobbletkoltséggel rendelkezik azonos stratégiavaltoz-
tatds mellett. A (17) egyenlStlenség ekkor azt jelenti, hogy K elég nagy kell,

hogy legyen:
K> N3

A. (18)

Az N=2 specidlis esetben a (17) egyenlétlenség tetszéleges K > 0 egyiittha-
ték mellett fenndll, azaz duopol jatékok esetén mindig globélisan aszimpto-
tikusan stabilis a (16) rendszer egyensilypontja.

8. Szekvencidlis stabilitas

Tekintsiik ezutdn azt az esetet, amikor az egyes idépontokban mindig csak
egyetlen jatékos valtoztathat stratégidjan, feltételezve, hogy az teljes in-
formaciéval rendelkezik a tobbiek dltal kordbban valasztott stratégidkrsl. Ily
médon a (12) egyenldség tovabbra is érvényben marad azzal a véltoztatassal,
hogy a t idépontban egy t-t&l fiiggd k(t) jatékos valaszt j stratégidt. Tehst
k # k(t) esetén z(t) = zx(t — 1) és

1 b—
zr)(t) = (1= mee)zeey(t = 1) + 1rr) ) E zi(t - 1)+ 2A8k
17k (1)
(19)
1 b—cy
= 2yt — 1) + 1y —zrn(t =1 - 5 ST om(t—-1)+ Y

12k(t)

Vegyiik észre, hogy ez a folyamat megegyezik a kozismert relaxdciés médszer-
rel (1d. példdul Szidarovszky és Yakowitz, 1978), amikor azt a

Hx=b
egyenletrendszer megolddsédra alkalmazzuk, ahol

b—c1

[ 1

b—Cg

I
B e B3] ==
B TSI

b —‘CN
2A

M| e
—
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A H matrix szimmetrikus és pozitiv definit, hiszen sajatértékei % és -N—;*i
Ily mddon a relaxdcids mddszer konvergencidjardl sz6ld ismert eredményeket
kozvetleniil alkalmazhatjuk. Tetszéleges x vektor mellett vezessiik be az
r(x) = b — Hx jelolést és jeléljiik r komponenseit az ry,. .., ry szimbd-
lummal. Tegyiik fel, hogy a k(t) jatékost gy vélasztjuk ki tetszéleges ¢t > 0
esetén, hogy fennilljon az

Iregey (x(t = 1)) > B lre (x(t = 1))] (20)

egyenl6tlenség tetsz6leges k jatékos mellett, ahol B € (0, 1] egy adott kons-
tans. Ismeretes, hogy ez esetben a (19) folyamat a Hx = b egyenletrendszer
megolddsdhoz konvergdl (1d. példdul Faddeev és Faddeeva, 1963). Minthogy
az egyenletrendszer megolddsa egybeesik a statikus egyensilyponttal (Nash-
Cournot egyensiilypont), az egyensiily globalis aszimptotikus stabilitdsa ké-
vetkezik a (20) feltételbdl.

A (20) feltétel helyett most tegyiik fel a kévetkezét. Létezik olyan M > 0
pozitiv dllandd, hogy tetszSleges ¢ > 0 mellett a k(t + 1), k(¢ + 2, i
k(t+M) sorozat tartalmazza az 1,2, ..., N szimok mindegyikét. Ekkor a (19)
folyamat ismét konvergdl a Hx = b egyenletrendszer megolddsahoz. Ennek
az eredménynek a bizonyitdsa is megtalilhaté Faddeev és Faddeeva fenti
konyvében. Ez utdbbi feltételt \igy is megfogalmazhatjuk, hogy az1,2,...,N
indexeknek 1étezik fix ismétlési intervalluma.

7. Megjegyzések

Az adaptiv becslések értelmezéséhez irjuk 4t a (3) rekurziét az

sE(t)=ar ) @t~ 1)+ (1 - ap)sB(t — 1)
£k

alakba, amelybél kdzvetleniil leolvashats, hogy s£(t) a kézvetleniil megel6z8
id8ponthoz tartozs becslés és tényadat konvex linedris kombindciéja. A (3)
egyenletbél azt is latjuk, hogy sf (1) \igy adédik, hogy a megeldz8 becsléshez
hozzdadjuk hibdjdnak egy bizonyos részét. Ha a teljes hibat adjuk az eléz8
becsléshez, akkor az &) = 1 vélasztdssal éliink, amely megfelel a Cournot-féle
becslési médszernek,

A 4. és 5. paragrafusban a matematikai egyszerfiség érdekében haszndltuk
az egyszerlibb Cournot-féle becslést. A bonyolultabb &ltaldnos adaptiv eset
hasonléan targyalhatd, és az itt bemutatottakhoz hasonld stabilitdsi feltételek
nyerhetdk. Az 1. és 2. Tétel tovdbbra is érvényben marad, ha az ay (ill. ¥)
értékét a (0,2) intervallumra kiterjesztjiik, hiszen ilyenkor —1 < 1 — 3 <
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1 tovabbra is. A (11) ill. (14) feltétel azt jelenti, hogy az aj (ill. v)
paraméterek elegendBen kicsik legyenek. A (17) feltétel pedig ugy is megfo-
galmazhatd, hogy ha a K egylitthatdk elegend8en nagyok, akkor fiiggetleniil
a jatékosok szdmdtdl a globdlis aszimptotikus stabilitds mindig biztosithatd.
Adaptiv becslések esetén az oy > 1 eset azt jelenti, hogy az eléz8 becslési
hibandl nagyobb értéket adunk az el8z& becsléshez, a (12) modellben pedig
e > 1 ugy magyardzhatd, hogy zx(t) az elézd z(t — 1) stratégidbdl gy
szdrmazik, hogy a profitruaximalizalé termelési mennyiség iranydba haladunk,
és azt tul is lépjiik.

A szekvencidlis modell globdlis aszimptotikus stabilitdsa akkor is érvény-
ben marad, ha a () egyiitthatdk idéfiiggdek. Tlyenkor fel kell még tenniink,
hogy tetszdleges t > 0 esetén

e< () <2~¢,

ahol € > 0 adott konstans. A (20) feltételben a 3 = 1 specidlis eset azt jelent,
hogy azt a jatékost valasztjuk ki minden idépillanatban, amelynek megfeleld
rr komponens a legnagyobb abszolit értéki.

Modelljeinkben feltettiik, hogy a termelék koltségfliggvényei linedrisak.
Kvadratikus koltségek esete az itt bemutatottakhoz hasonldan térgyalhatd,
hiszen a differencidldskor linearissa valik, és igy a kapott differenciaegyen-
letek tovdbbra is linedrisak maradnak. A részletek kidolgozdsat az érdekléds
Olvasdra bizzuk.

Megjegyezziik végiil, hogy az itt bemutatott modellek kénnyen kiterjeszt-
het8k a tébbtermeékes esetre. Ilyenkor a kapott differenciaegyenletek egyiitt-
hatémaétrixa is hasonlé az el6bbiekben bemutatottakhoz azzal a killdnbséggel,
hogy az egyes métrixelemeket kisebb méretli M x M tipusi mdtrixok helyet-
tesitik, ahol M jeldli a figyelembe vett termékek szdmdt. A blokkmadtrixokat
ugyantgy kell kezelniink, mint ahogy azt Okuguchi és Szidarovszky (1990)
bemutatta.
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ON THE STABILITY OF DISCRETE-TIME DYNAMIC
OLIGOPOLY GAMES

Dynamic oligopoly games are examined with discrete time scales. The authors
described the global asymptotical stability of the equilibrium points of the games.
Both the basic model and those cases are examined, when players may change
their strategies only in a restricted way or when they have to reckon with the cost
of change of strategies. Finally a special sequential model is examined when (in a
certain sequence) in every period there is only one player changing his/her strategy.



