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NEMKONVEX IRANYITASI FELADATOK!
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Optimalis irdnyitasi feladatok egzisztencia kérdéseinél a szakirodalom tilnyo-
mo részében a konvexitds fontos szerepet jatszik. Az aldbbiakban nemkonvex
problémak egy érdekes osztalyara igazoljuk az optimdlis irdnyitas létezését
differencidltartalmazasok technikdjanak felhasznaldsaval.

Mathematics Subject Classifications: 34A60, 49K15, 93D15

1 Bevezetés
Tekintsiik a kovetkez6 egyszert alakd optimalis iranyitasi feladatot:

Hzu) = /O h(z(t), u(t)) dt — min
() = wu), x(0)=um (1)

K majdnem mindeniitt.
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A Pontrjagin-féle maximumelv (14sd [5]) sziikséges feltételt fogalmaz meg az
optimalis u irdnyitdsra, de semmilyen tdmpontot nem ad arra, hogy valéban
létezik-e optimalis irdnyitds. Altaldban az egzisztencia kérdése csak igen
mély, a halmazértékii analizisen alapuld technikaval kezelhetl, és a szak-
irodalom &ltaldban konvexitdsi feltételeket alkalmaz a feladatban szereplo
fiiggvényekre. Itt utalunk példdul Rockafellar [7] dttekinté munkajara, vagy
Aubin és Frankowska [2] eredményeire.

Az aldbbi dolgozatban megmutatjuk, hogy a differencidltartalmazasok
technikajanak alkalmazasaval optimalis irdanyitasi feladatok egy érdekes osz-
talyara igazolhatjuk a megoldas létezését differencidlhatdségi és konvexitasi
feltételek felhasznélasa nélkiil.

2 Konjugalt fiiggvények

Legyen a tovabbiakban X egy valés Hilbert-tér, X* a dudlistérés f : X — IR
adott fliggvény.
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1. Definicié. Az f fliggvény konjugdlt figguényén azt az f* : X* — IR
fliggvényt értjik, amelyre

f*(p) = sup {(p,z) — f(2)}

zeX
minden p € X* mellett.

2. Definicié. Az f fliggvény szubdifferencidlja az x pontban

Of (@) ={pe X" : f(z) - f(y) < (pz —y) Vy € X},
amely az X* konvex részhalmaza.
A konjugdlt fiiggvények és a szubdifferencial tulajdonsagait illetéen uta-
lunk Aubin és Cellina [1] monografidjéra.
1. Allitas. Bdrmely f(z) € R ésp € Of (x) esetén x € df*(p).
Bizonyitdas: A szubdifferencidl értelmezése alapjdn tetszoleges y € X mel-

lett (p,y—x) < f(y)— f(x), ezért (p,y) — f(y) < (p,x) — f(x). Innen adddik,
hogy f*(p) = (p, ) — f(x), tehat

f(@) = (p,x) — f*(p) < [ (2) .

Igy a Fenchel-egyenlétlenség szerint f**(z) = f(x) és f**(x) = (p,x) — f*(p).
Tehat barmely y € X esetén

(y,z) — f*(y) < (p,x) — f*(p),

ami éppen azt jelenti, hogy = € 9 f*(p). O

3 Differencialtartalmazasok

Tekintstink az X valos Hilbert-téren egy F' halmazértéki leképezést, amely-
nek értékei az X nem fires, zart részhalmazai. Tegyiik fel, hogy F' feliilrél
félig folytonos, és keressiink olyan = abszolut folytonos fiiggvényt,amelyre

w'(t) € F(x(t)) (2)

majdnem mindeniitt a [0, 7] id6intervallumon.

Jol ismert, hogy a fenti autoném differencidltartalmazas megoldhatd, ha
F értékei konvex halmazok, és egyszeru ellenpélda mutatja, hogy a kon-
vexitdsi feltétel dltaldban nem hagyhaté el (lasd példdul Aubin és Cellina [1]).
A konvexitds azonban gyengitheté alkalmas potencialfiiggvény létezésének
feltételezésével (lasd Bressan, Cellina és Colombo [3]).

1. Tétel. Tekintsik a fenti nemkonver értékd F halmazértéki leképezést.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan V : X — IR alulrdl félig folytonos, konver
potencidlfiigguény, amelyre

F(z) C 8V (x) (3)
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minden x € X esetén. Akkor a (2) differencidltartalmazdsnak létezik megol-
dasa a [0,T] intervallumon.

A fenti tétel kiterjeszthetd faziskorlatozasos feladatokra is, ldsd Kénnai
és Tallos [6], rdadasul a V potencidlfiiggvény konvexitdsa helyett elegend az
alulrél regularitas feltételezése. Ez utébbi eredmény a halmazértéki leképezés
regularizdlasaval atviheté a nem-autoném feladat megoldédsara, itt utalunk a
Tallos és Kénnai [8] dolgozatra.

4 Egy optimalis iranyitasi feladat

Legyen K az X valds Hilbert-tér valamely nem iires, kompakt részhalmaza,
és ¢ > 0 adott konstans. Tekintsilk az X téren az f és g valds értéki
fliggvényeket, és tegyiik fel, hogy f folytonos és konvex, tovabba g tetszoleges
folytonos fiiggvény.

Vezesstik be az alabbi halmazértéki leképezést az X téren:

F(z)={ue K : f(u) — ¢(z,u) + g(xr) minimalis } . 4)
Koénnyen ellenérizhetd, hogy F' értékei nem iires, kompakt halmazok X-ben,

tovabbé a Berge-tételbdl (lasd Aubin és Cellina [1]) adédik, hogy F feliilrél
félig folytonos leképezés.

2. Alljtas. Bdrmely x € X mellett

Fz) 8(%]“4—6;()*(1;)

ahol 6 a K halmaz indikdtorfiggvénye.
Bizonyitds. Legyen u € F(z) tetsz6leges. Ekkor barmely v € K esetén

fu) = ez u) +g(x) < fv) — c(z,0) + g(x)
azaz
(2,0 ) < < () = )
v~ u) < - - .
Tehét tetszoleges v € X mellett
1 1
(w0 =) < (2f + 01 ) (@) = (F + 6 ) ().
Innen a szubdifferenciél definiciéja szerint
1
xe 8(;f+6K)(u) :

ahonnan az 1. Allit4s alapjan adodik, hogy

ue@(%f—l—éK)*(x). O



98 Kannai Zoltéan — Szabé Imre — Tallos Péter

A fenti feltételek mellett tekintsiik ezutén a kovetkez6 irdnyitési feladatot:

JT(Fut) — e(a(t), u(t)) + g(x(t))) dt — min
2'(t) = u(t), =(0)=ux
u(t) € K majdnem mindeniitt ,

amely az = allapotvaltozéban nem feltétleniil konvex.
2. Tétel. A fenti optimdlis irdnyitdsi feladatnak létezik megolddsa.

Bizonyitds. Készitsik el a (4) alatti F' halmazértékii leképezést, és te-
kintsiik az

differencidltartalmazast. Vilagos, hogy e differencidltartalmazas minden meg-
oldasa egyuttal a fenti optimalis irdanyitasi feladatnak is megoldédsa, hiszen a
pontonkénti minimum egyben az integral minimumat is szolgaltatja.

Mésrészt a 2. Allitas értelmében az F' leképezésre teljesiil a (3) potencidl-
feltétel, azaz a

Vi) = (17 +8¢) @)

(x € X) vélasztéssal F kielégiti az 1. Tétel feltételeit, ezért a differencidltar-
talmazasnak létezik megoldédsa a [0, T intervallumon. O

Hasonlé nemkonvex optimdlis irdnyitasi feladatok megoldhatosaganak
vizsgdlata szerepel Kannai [4] dolgozataban.
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NONCONVEX OPTIMAL CONTROL PROBLEMS

Existence of optimal control in nonlinear control problems is mainly proved under
certain convexity assumptions. In this paper we show the existence of optimal con-
trol in a nonconvex control problem by using the technique of differential inclusions.






