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NEMKONVEX IR¶ANY¶IT¶ASI FELADATOK1

K¶ANNAI ZOLT¶AN { SZAB¶O IMRE { TALLOS P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem

Koml¶osi S¶andor 70. szÄulet¶esnapj¶ara

Optim¶alis ir¶any¶³t¶asi feladatok egzisztencia k¶erd¶esein¶el a szakirodalom t¶ulnyo-
m¶o r¶esz¶eben a konvexit¶as fontos szerepet j¶atszik. Az al¶abbiakban nemkonvex
probl¶em¶ak egy ¶erdekes oszt¶aly¶ara igazoljuk az optim¶alis ir¶any¶³t¶as l¶etez¶es¶et
di®erenci¶altartalmaz¶asok technik¶aj¶anak felhaszn¶al¶as¶aval.

Mathematics Subject Classi¯cations: 34A60, 49K15, 93D15

1 Bevezet¶es

TekintsÄuk a kÄovetkez}o egyszer}u alak¶u optim¶alis ir¶any¶³t¶asi feladatot:

H(x; u) =

Z T

0

h(x(t); u(t)) dt ! min

x0(t) = u(t); x(0) = x0 (1)

u(t) 2 K majdnem mindenÄutt.

A Pontrjagin-f¶ele maximumelv (l¶asd [5]) szÄuks¶eges felt¶etelt fogalmaz meg az
optim¶alis u ir¶any¶³t¶asra, de semmilyen t¶ampontot nem ad arra, hogy val¶oban
l¶etezik-e optim¶alis ir¶any¶³t¶as. ¶Altal¶aban az egzisztencia k¶erd¶ese csak igen
m¶ely, a halmaz¶ert¶ek}u anal¶³zisen alapul¶o technik¶aval kezelhet}o, ¶es a szak-
irodalom ¶altal¶aban konvexit¶asi felt¶eteleket alkalmaz a feladatban szerepl}o
fÄuggv¶enyekre. Itt utalunk p¶eld¶aul Rockafellar [7] ¶attekint}o munk¶aj¶ara, vagy
Aubin ¶es Frankowska [2] eredm¶enyeire.

Az al¶abbi dolgozatban megmutatjuk, hogy a di®erenci¶altartalmaz¶asok
technik¶aj¶anak alkalmaz¶as¶aval optim¶alis ir¶any¶³t¶asi feladatok egy ¶erdekes osz-
t¶aly¶ara igazolhatjuk a megold¶as l¶etez¶es¶et di®erenci¶alhat¶os¶agi ¶es konvexit¶asi
felt¶etelek felhaszn¶al¶asa n¶elkÄul.

2 Konjug¶alt fÄuggv¶enyek

Legyen a tov¶abbiakban X egy val¶os Hilbert-t¶er, X¤ a du¶alis t¶er ¶es f : X ! IR
adott fÄuggv¶eny.
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1. De¯n¶³ci¶o. Az f fÄuggv¶eny konjug¶alt fÄuggv¶eny¶en azt az f¤ : X¤ ! IR
fÄuggv¶enyt ¶ertjÄuk, amelyre

f¤(p) = sup
x2X

fhp; xi ¡ f(x)g

minden p 2 X¤ mellett.

2. De¯n¶³ci¶o. Az f fÄuggv¶eny szubdi®erenci¶alja az x pontban

@f(x) = fp 2 X¤ : f(x) ¡ f(y) · hp; x ¡ yi 8y 2 Xg ;

amely az X¤ konvex r¶eszhalmaza.

A konjug¶alt fÄuggv¶enyek ¶es a szubdi®erenci¶al tulajdons¶agait illet}oen uta-
lunk Aubin ¶es Cellina [1] monogr¶a¯¶aj¶ara.

1. ¶All¶³t¶as. B¶armely f(x) 2 IR ¶es p 2 @f(x) eset¶en x 2 @f¤(p).

Bizony¶³t¶as: A szubdi®erenci¶al ¶ertelmez¶ese alapj¶an tetsz}oleges y 2 X mel-
lett hp; y¡xi · f(y)¡f(x), ez¶ert hp; yi¡f(y) · hp; xi¡f(x). Innen ad¶odik,
hogy f¤(p) = hp; xi ¡ f(x), teh¶at

f(x) = hp; xi ¡ f¤(p) · f¤¤(x) :

Igy a Fenchel-egyenl}otlens¶eg szerint f¤¤(x) = f(x) ¶es f¤¤(x) = hp; xi¡f¤(p).
Teh¶at b¶armely y 2 X eset¶en

hy; xi ¡ f¤(y) · hp; xi ¡ f¤(p) ;

ami ¶eppen azt jelenti, hogy x 2 @f¤(p). 2

3 Di®erenci¶altartalmaz¶asok

TekintsÄunk az X val¶os Hilbert-t¶eren egy F halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶est, amely-
nek ¶ert¶ekei az X nem Äures, z¶art r¶eszhalmazai. TegyÄuk fel, hogy F felÄulr}ol
f¶elig folytonos, ¶es keressÄunk olyan x abszol¶ut folytonos fÄuggv¶enyt,amelyre

x0(t) 2 F (x(t)) (2)

majdnem mindenÄutt a [0; T ] id}ointervallumon.
J¶ol ismert, hogy a fenti auton¶om di®erenci¶altartalmaz¶as megoldhat¶o, ha

F ¶ert¶ekei konvex halmazok, ¶es egyszer}u ellenp¶elda mutatja, hogy a kon-
vexit¶asi felt¶etel ¶altal¶aban nem hagyhat¶o el (l¶asd p¶eld¶aul Aubin ¶es Cellina [1]).
A konvexit¶as azonban gyeng¶³thet}o alkalmas potenci¶alfÄuggv¶eny l¶etez¶es¶enek
felt¶etelez¶es¶evel (l¶asd Bressan, Cellina ¶es Colombo [3]).

1. T¶etel. TekintsÄuk a fenti nemkonvex ¶ert¶ek}u F halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶est.
TegyÄuk fel, hogy l¶etezik olyan V : X ! IR alulr¶ol f¶elig folytonos, konvex
potenci¶alfÄuggv¶eny, amelyre

F (x) ½ @V (x) (3)
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minden x 2 X eset¶en. Akkor a (2) di®erenci¶altartalmaz¶asnak l¶etezik megol-
d¶asa a [0; T ] intervallumon.

A fenti t¶etel kiterjeszthet}o f¶aziskorl¶atoz¶asos feladatokra is, l¶asd K¶annai
¶es Tallos [6], r¶aad¶asul a V potenci¶alfÄuggv¶eny konvexit¶asa helyett elegend}o az
alulr¶ol regularit¶as felt¶etelez¶ese. Ez ut¶obbi eredm¶eny a halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶es
regulariz¶al¶as¶aval ¶atvihet}o a nem-auton¶om feladat megold¶as¶ara, itt utalunk a
Tallos ¶es K¶annai [8] dolgozatra.

4 Egy optim¶alis ir¶any¶³t¶asi feladat

Legyen K az X val¶os Hilbert-t¶er valamely nem Äures, kompakt r¶eszhalmaza,
¶es c > 0 adott konstans. TekintsÄuk az X t¶eren az f ¶es g val¶os ¶ert¶ek}u
fÄuggv¶enyeket, ¶es tegyÄuk fel, hogy f folytonos ¶es konvex, tov¶abb¶a g tetsz}oleges
folytonos fÄuggv¶eny.

VezessÄuk be az al¶abbi halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶est az X t¶eren:

F (x) = fu 2 K : f(u) ¡ chx; ui + g(x) minim¶alis g : (4)

KÄonnyen ellen}orizhet}o, hogy F ¶ert¶ekei nem Äures, kompakt halmazok X-ben,
tov¶abb¶a a Berge-t¶etelb}ol (l¶asd Aubin ¶es Cellina [1]) ad¶odik, hogy F felÄulr}ol
f¶elig folytonos lek¶epez¶es.

2. ¶All¶³t¶as. B¶armely x 2 X mellett

F (x) ½ @
³1

c
f + ±K

´¤
(x)

ahol ±K a K halmaz indik¶atorfÄuggv¶enye.

Bizony¶³t¶as. Legyen u 2 F (x) tetsz}oleges. Ekkor b¶armely v 2 K eset¶en

f(u) ¡ chx; ui + g(x) · f(v) ¡ chx; vi + g(x)

azaz

hx; v ¡ ui · 1

c
f(v) ¡ 1

c
f(u) :

Teh¶at tetsz}oleges v 2 X mellett

hx; v ¡ ui ·
³1

c
f + ±K

´
(v) ¡

³1

c
f + ±K

´
(u) :

Innen a szubdi®erenci¶al de¯n¶³ci¶oja szerint

x 2 @
³1

c
f + ±K

´
(u) ;

ahonnan az 1. ¶All¶³t¶as alapj¶an ad¶odik, hogy

u 2 @
³1

c
f + ±K

´¤
(x) : 2



98 K¶annai Zolt¶an { Szab¶o Imre { Tallos P¶eter

A fenti felt¶etelek mellett tekintsÄuk ezut¶an a kÄovetkez}o ir¶any¶³t¶asi feladatot:

R T

0
(f(u(t)) ¡ chx(t); u(t)i + g(x(t))) dt ! min

x0(t) = u(t); x(0) = x0

u(t) 2 K majdnem mindenÄutt ,

amely az x ¶allapotv¶altoz¶oban nem felt¶etlenÄul konvex.

2. T¶etel. A fenti optim¶alis ir¶any¶³t¶asi feladatnak l¶etezik megold¶asa.

Bizony¶³t¶as. K¶esz¶³tsÄuk el a (4) alatti F halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶est, ¶es te-
kintsÄuk az

x0(t) 2 F (x(t))

x(0) = x0

di®erenci¶altartalmaz¶ast. Vil¶agos, hogy e di®erenci¶altartalmaz¶as minden meg-
old¶asa egy¶uttal a fenti optim¶alis ir¶any¶³t¶asi feladatnak is megold¶asa, hiszen a
pontonk¶enti minimum egyben az integr¶al minimum¶at is szolg¶altatja.

M¶asr¶eszt a 2. ¶All¶³t¶as ¶ertelm¶eben az F lek¶epez¶esre teljesÄul a (3) potenci¶al-
felt¶etel, azaz a

V (x) =
³1

c
f + ±K

´¤
(x)

(x 2 X) v¶alaszt¶assal F kiel¶eg¶³ti az 1. T¶etel felt¶eteleit, ez¶ert a differenci¶altar-
talmaz¶asnak l¶etezik megold¶asa a [0; T ] intervallumon. 2

Hasonl¶o nemkonvex optim¶alis ir¶any¶³t¶asi feladatok megoldhat¶os¶ag¶anak
vizsg¶alata szerepel K¶annai [4] dolgozat¶aban.
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NONCONVEX OPTIMAL CONTROL PROBLEMS

Existence of optimal control in nonlinear control problems is mainly proved under
certain convexity assumptions. In this paper we show the existence of optimal con-
trol in a nonconvex control problem by using the technique of di®erential inclusions.




