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EQY DISZKRET DINAMIKUS TERMEL@I-FOGYASZT(’)I
MODELL STABILITASAROL!

MOLNAR SANDOR ES SZIDAROVSZKY FERENC
Kézponti Banydszati Fejlesztési Intézet — Arizonai Egyetem

Dolgozatunkban Arrow (1960) dinamikus piacmodelljét és dinamikus oligopol
modelleket kapcsolunk dssze egy olyan diszkrét dinamikus rendszerré, amely
egyarant kezelni tudja a termeldk és fogyasatdk hianyos ismereteit, becsléseit
és az optimalis termelési program kialakitédsira vonatkozé dontéseit. A tel-
jes informdcids eseten kivill megvizsgdljuk a statikus, adaptiv és extrapo-
lativ becslések eseteit is, és sziikséges és elégséges feltételeket vezetiink le az
igy adédé rendszerek globdlis aszimptotikus stabilitidsara. A dolgozat befe-
jezéseként a stabilitasi feltételeket hasonlitjuk ossze.

1. Bevezetés

Dinamikus oligopol jatékok stabilitdsdra szamos gyakorlatilag is alkalmazhatd
eredményt ismeriink. A klasszikus elméletet Okuguchi (1976) foglalta éssze,
majd a tobbtermékes esetre vonatkozd eredményeket és médszereket Okugu-
chi és Szidarovszky (1990) ismertette. Ezek a modellek a termelési oldalrél
kozelitették meg dinamikus piacok vizsgalatdt. A fogyasztdi oldallal is szadmos
kutaté foglalkozott. Arrow (1960) klasszikus cikkében egy olyan tobbtermékes
piaccal foglalkozott, ahol az drdinamikat a kereslet-kindlat egyensiilya vezérli;
tobbletkindlat esetén az ar csokken, tobbletkereslet mellett novekszik, egyen-
stly esetén pedig véltozatlan marad. Arrow modellje folytonos iddskalat
feltételezett. Jelen dolgozatunkban az Arrow-féle modell diszkrét véltozatdt
dsszekapesoljuk dinamikus oligopol jatékokkal, ily médon egy olyan diszkrét
dinamikus modell adédik, amely figyelembe veszi mind a termeldi, mind
a fogyasztéi oldalt. Teljes informéciét tételeziink fel a mmiltbeli adatokra
vonatkozdlag, az elérejelzések esetére pedig harom mddszert vizsgalunk: sta-
tikus, adaptiv és extrapolativ becsléseket. Az igy adédé rendszerek globalis
aszimptotikus stabilitdsat vizsgaljuk meg. El8sz0r a matematikai modellt is-
mertetjiik, majd a teljes informéciés esetet mutatjuk be. A hdrom kovetkezs
paragrafusban a hirom kiilonbozd elérejelzési médszerrel foglalkozunk. A

1A kutatést a Magyar-Amerikai Tudomanyos és Technoldgiai Kézés Alap (JF No. 224)
és az NSF (INT-9312030) tdmogatta. Beérkezett 1994. szeptember 10.
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stabilitdsi feltételeket hasonlitjuk Gssze, és a dolgozat befejezéseként az ered-
mények kozgazdasagi értelmezését targyaljuk,

2. A matematikai modell

Egy olyan piacot vizsgalunk, amelyben N termelé ugyanazt a terméket ter-
meli és értékesiti. Ha zy, jeloli a k-dik termeld altal el$sllitott mennyiséget,
akkor jelolje Ci.(z) = Byz? + brey + ¢; a kéltségfliggvényét, ahol az Gsszes
egyiitthaté pozitiv. Feltessziik, hogy minden egyes ¢ = 0,1,2, ... idéponthan
az Osszes Lermel6 megbecsiili a varhato arat, és az igy ad6dé varhaté hasznat
maximalizalja. Ha pf(t) jeloli a k-dik termels drbecslését a idépontban,
akkor vérhaté haszna: zxpf (1) — Cr(ay), igy feltételezziik, hogy a ¢ idGpont-
ban az egyes termelék az

z(t) = arg max{:ckpkE - Ck(:ck)} (1)
Tx 20
szaballyal valasztjdk meg termékmennyiségeiket. Feltéve, hogy zx(t) > 0,
egyszerfl differencidldssal adédik, hogy

By —
zy(t) = ?%(T%k—bk- : (2)

Ha pf(t) jeldli a fogyasstds altal becsiilt arat, akkor feltessziik, hogy d(t) =
Dpf(t)+d (D < 0,d > 0) a piaci kereslet. Arrow (1960) gondolatmenetét
atvéve feltessziik, hogy az dr ndvekszik, ha a kereslet nagyobb, mint a kinalat;
az ar csokken, ha a kindlat nagyobb mint a kereslet; és valtozatlan marad, ha
a kereslet és a kindlat egyensiilyban van. Ez a kovetelmény vigy modellezheté,
ha feltessziik, hogy

p(t+1) =p(t) + Ky(t) , (3)
ahol K > 0 egy adott konstans, és
N
y(t) = d(t) = Y ax(t) (4)
k=1

jelenti a tobblet-igényt.

A (2) és (3) egyenletek egy diszkrét linearis rendszert definidlnak, amely-
nek dinamizmusa alapvetden fiigg attl, hogy a termelék és a fogyasztck
milyen médon becslik az drat. Dolgozatunkban négy esettel foglalkozunk.

(i) A teljes informdcids esetrsl akkor beszéliink, ha

pE(t) =p(t), (5)
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azaz a k-dik termeld (k > 1 esetén) és/vagy a fogyasstdk (k = 0 esetén) a
pontos arat ismerik.
(ii) Statikus becslésrdl akkor beszéliink, ha

pe(t) =pt—1), (6)

azaz a k-dik termeld vagy a fogyasztdk felteszik, hogy az ar ugyanaz marad
a t idépontban, mint a (¢ — 1) idépontban volt.
(1il) Adaptiv becslés esetén feltételezziik, hogy

pP(t) = Myp(t — 1) + (1 — My)pE(t — 1), (7)

vagyis a pf (1) becslés egy alkalmas érték az el6z8 ar és drbecslés kozott.
Megjegyezziik, hogy az M; = 1 esetben a (7) becslés statikussa redukalédik.
Adaptiv becslések esetén altaldban feltesszik, hogy 0 < My < 1.

(iv) Eztrapoletiv becslések esetén

pE(t) = Mep(t — 1) + (1 — My)p(t — 2) (Mg > 0) . (8)

A tovabbiakban az igy adddé diszkrét dinamikus rendszerek aszimptotikus
stabilitdsat vizsgaljuk meg.

3. A teljes informadciés eset

A (2), (3), (4) és (5) egyenletek kombindlasdval azonnal adédik, hogy

plt+1) (t)+K(Dp(t )+d— Z"(wk

k=1 (9)

) L i
(1+I&D—Kk2:12—3—k) p(t) + (Kd-{-KZZBk)

Ez az egydimenzids rendszer akkor és csak akkor globalisan aszimptotikus
stabilis, ha

N
1
~-1<14+ KD - — <1
<14 ngk<

(1d. példaul Szidarovszky és Bahill, 1992), amely ekvivalens a

(KZ— ’ 4) (10)
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egyenlétlenséggel. Ahhoz, hogy ennek a feltételnek eleget tevé D < 0 érték
egyéltalan létezzék, sziikséges, hogy

4

K< =5
Zk:l BL,‘

(11)

teljesiiljon. Ez az egyenlétlenség azt jelenti, hogy az arvaltozds K egyiitthato-
Ja elegendden kicsi kell, hogy legyen, és rogzitett K érték mellett a (10) feltg-
tel akkor teljesiil, ha |D| elegendéen kicsi, azaz a piaci keresletfiiggvény nem
nagyon csokkend.

4. Statikus becslések esete

A (2), (3), (4) és (6) egyenletek sszevondsdval egy masodrendii differencia-
egyenletet kapunk:

N
pit+1) = p(t)+K(Dp(t—1)+d_ZP_(t#
k=1
= 0% ’{D—ffii p(t—1)+ Kd+Kiﬂ_
k:lZBk k:lsz

(12)
feltételezve, hogy az Gsszes termeld és a fogyasztdk is statikus becslést alka-
Imaznak. A (12) rendszer karakterisztikus egyenlete:

N
1
M- [KkD-KY -1 )0,
(0~ L35 &

A (12) rendszer stabilitdsinak vizsgalatéhoz szilkségiink van a kdvetkezd
segédtételre (I1d. Okuguchi és Szidarovszky, 1990):

1. Lemma. A A2+ a;A+ay=0 (a1 €s ay valds egyutthatok) egyenlet gyokei
akkor és csak akkor vannak az egységkérben, ha

a <1, az > —a;—1 és ay>a; —1 (14)
Tehdt a (13) egyenlet gyokei akkor és csak akkor vannak az egységkorben,

ha
i g
—K(D—Zﬂ> <1

k=1
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és v
- =L 1-1,-1-1} =
K (D kZ:l 23k> > max{ " 1}=0

Minthogy a masodik egyenlStlenség mindig fenndll, a (12) rendszer akkor és
csak akkor globalisan aszimptotikus stabilis, ha

D L KN ! 2 15
>ﬁ ZBTC_ . (15)

k=1
Ennek a feltételnek eleget tevé D < 0 érték csak akkor létezik, ha

= 2
N
Zk:l Bik

Ez esetben pedig a (15) feltétel azt jelenti, hogy |D| elegendden kicsi legyen,
azaz hasonldan a teljes informaécids esethez, rogzitett K mellett a (15) feltétel
csak akkor teljesil], ha a piaci keresletfiiggvény nem nagyon csokkend.

Tegylik fel ezutdn, hogy a termel8k tovébbra is a statikus becslést alkal-
mazzak, viszont a fogyasztdk ismerik a pontos drat. Ekkor a (12) modell a
kovetkezSképpen mddosul:

K (186)

N
pi+1) = 90+ K (Dp(t)+d—2”“%ﬁk“’”°>
Ny N b
= (14 KD)p(t) — KZE p(t—1)+ Kd+KZE
k=1 k=1
(17)

A rendszer karakterisztikus egyenlete:

N
1
2 _ — =0
A (1-+-I{D))\+Kk§:1 2B, =

amelynek gyokei akkor és csak akkor vannak az egységkorben, ha
|
— <1

= 2By

és

N
1
K — KD,-2—- KD} .
;2316 > max{ }
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Ezek az egyenlStlenségek ekvivalensek a kévetkezdkkel:
N

2 1 1

K< —F——; D>—(—KZ——4). (18)
N H

Ek:l B—lk 2K k=1 Bk

Ez a feltételrendszer ugyanigy értelmezhetd, mint azt az eléz8 esetben be-
mutattuk.

5. Adaptiv becslések esete

Ha az Gsszes termelS és a fogyasztk egyarant adaptiven becsiilik az arat,
akkor a (2), (3), (4) és (7) egyenletek sszekapcsoldsaval a

PPt b
p(t) + K (DpoE(t) +d- kZ=1 kak (19)

pkE(t+1) . Mkp(t)‘f'(l—Mk)Pf(t) (k=071)2:"':N)

rendszeregyenleteket nyerjik, amelyek egyiitthatématrixa

pt+1)

1 KD - K

My 1- M,
A= M1 1- M1

My 1—- My

Az A miétrix sajatérték-feladata:
N
K
u+KDvg—kz_;Evk = Au (20)

Miu+ (1 — M)y = Ay (k=0,1,...,N)

A masodik egyenletbél

M,

ahol feltessziik, hogy A # 1 — M;. Minthogy My € (0,1], az esetleges
1 — Mj, sajétérték nem befolyésolja a rendszer stabilitési tulajdonsagait. Az
egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy My = My =...= My = M. Ekkor a
(21) egyenlSséget a (20) elsd egyenletébe helyettesitve a

KDM Mo KM
A_(l—M)‘(IEE)',\_(l—M):"‘l

Vg
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egyenlSséget nyerjuk. Egyszeril szamolassal adddik, hogy ez az egyenlet ek-
vivalens a kovetkezd masodfoki egyenlettel:

N
1
24+ MM - —-M-KDM+KM — | =0.
A+ X( 2)+<1 + ;:1 2Bk) 0 (22)

Az 1. Lemma alapjan az egyenlet gyokei akkor és csak akkor vannak az
egységkor belsejében, ha
2
1-M—-KDM+ KM —
+EM ) on

és
N
1
1-M-KDM+ KM P -M+1;,M—3}.
+ ké_l B, > max{ +1; }

Egyszerl szamolassal beldthatd, hogy ez a feltételrendszer ekvivalens a (15)
egyenlStlenséggel. Tehdt stabilitds szempontjdban ez az eset ekvivalens a
statikus becslések esetével.

Tegyik fel ezutdn, hogy az Osszes termeld tovdbbra is adaptiv becslést
alkalmaz, viszont a fogyasztdk ismerik a pontos arat. Ekkor a (19) modell a
kovetkezoképpen moédosul:

Py (t) — b
t4+1 = i K | Dp(t d— cEALY
p(t+1) p()+x<p()+ kZI 25, (23)
pE(t+1) = Mip(t)+(1— Mopy(t)  (k=1,2,...,N).
A rendszer egytitthatématrixa
1—KD = . oK
A M 1-M
My 1- My
Hasonldan az eléz6 esethez kimutathatd, hogya My = My ...= My =M

specialis esetben a (22) karakterisztikus egyenlet
N
1
NAMM—2-KD)+|(1-M+KD—KDM+KM» — | =0, (24)
= 2By,

amelynek gyokei akkor és csak akkor vannak az egységkor belsejében, ha
0 < M <1 esetén

M 2 M X1
2(1—M)K<2 KZ )>D>_E_2(2—M)Z_,c (25)
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és M = 1 esetén
AN 1 e i
K;E<2 és D>ﬁ<—KI;B—k—4) : (26)

Vegylik észre, hogy a (26) feltételek ugyanazok, mint amelyeket a statikus
esetben kordbban kaptunk. Ez természetes, hiszen az M = 1 esetben statikus-
sa redukalddik az adaptiv becslés. TetszSleges 0 < M < 1 esetén a (25)
egyenlStlenségnek akkor és csak akkor van D-re megoldasa, ha

2
K< —g—0-. (27)

k=1 B_k

6. Extrapolativ becslések esete

Tegylik fel el6szér, hogy az Gsszes termels és a fogyasztdk is extrapolativ
becslést vdlasztanak. A (2), (3), (4) és (8) egyenletek Gsszevonasaval most a
kovetkezd rendszer adédik:

plt+1) = pit)+K [D(Mgp(t — 1)+ (1 — Mo)p(t — 2)+ d —

N 28
—ZBik(MkP(t_ D+ _Mlc)p(t—z)_bk)} G
k=1

amely egy harmadrendii linedris differenciacgyenlet. Azonnal lathatd, hogy
a karakterisztikus egyenlet harmadfoku:

N N
N4 X | ~KDMo+ Ky M), KD(Mo—1)+ K" 1= M)
k=1 2Bk k=1 2Bk

(29)

A gyokok vizsgdlatanal felhasznaljuk majd a kévetkezd eredményt:

2. Lemma. A A% +a1A> +a3X +a3 =0 (a1, ay és az valds egyitthatdk)
egyenlet gyokei akkor és csak akkor vannak az egységkorben, ha az

1+a;+as+as, 1—a;+ay—ag, 3+a; —ay—3as, 3—a;—az+3a3

€s az
1—a§+a1a3—a2

mennyiségek valamennyien pozilivak.
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A lemma bizonyitdsa megtaldlhaté az Okuguchi és Irie (1989) dolgozat-
ban.

Feltéve ismét, hogy My = My = ... = M, egyszerii szdmoléssal adddik,
hogy a (28) rendszer akkor és csak akkor globalisan aszimptotikusan stabilis,

ha
N
1eh 1 | 1-IF4(1- M)?
D>§E §_+ v (30)

2K(1— M)?

Megjegyezziik, hogy a (30) egyenlStlenségnek akkor és csak akkor van negativ

D megoldésa, ha
L+4(1—M)2 -
<VIFAI =My -1 (31)
(1- M), 5

Tekintsiik végiil azt az esetet, amikor a termelSk tovdbbra is extrapolativ
becsléseket valasztanak, viszont a fogyasztdk ismerik a pontos drat. Ekkor a
(28) egyenlet a kovetkezéképpen mddosul:

N
P+) = PO+ | Dolt) +d -3 55 Mkpt—1>+(1—Mk)p<t—2)—bk)}

(32)
amely karakterisztikus egyenlete ismét harmadfoki:

M
":0.

, M;
,\2(1+AD)+,\KZ2B +KZ

A 2. Lemma alapjan egyszeril szdmolassal lathatd, hogy a gyokok akkor és
csak akkor vannak az egységkorben,
ha M < 1 esetén

2 AN ? O
4—K4(1-M = —2K B
i 2 o . ( ) (lcz::l B") kZ=:1 B
min —+(2M—3)§ — >
K 2By e
k=1 2K2(1-M) Y i
k=1

{ 2 L i 4 ]
> D > max ———(2M—1)Z———;———(3—4M)Z—};
K k=12B" K 2

M =1 esetén

2 1ea 1
KZ—<2 és D>_f_§ZE
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és M > 1 esetén

2 Y1 4 Lk
k=1

k=1
ahol
N 2 N
—4 4+ K%(1 - M)? L) 42K ===
el =1 B
Q= ) N,
2K2(M — l)kz_:l B

7. Megjegyzések

Modelliinkben a dinamizmust a hiany, illetve tSbblettermelés vezérelte. Az
itt bemutatotthoz hasonléan vizsgilhaté egy alternativ modell, amelyben
minden idépontban feltessziik a kereslet és kindlat egyensilyat, és amelyben
a dinamizmust az elorejelaési modszer vezérli. A stabilitdsi vizsgalat is ha-
sonléan torténhet. A részletek megtalalhatdk a Szidarovszky és Yen (1994)
dolgozatban,

A modell tobbtermékes kiterjesztése is hasonléan tériénhet, mint azt
Okuguchi és Szidarovszky (1990) mutatta be dinamikus oligopol problémak
esetére. Ilyenkor a matrixelemeket kisebb méretii matrixok behelyettesitik, és
az igy adodo specialis szerkezetii hipermétrixok sajatértékeinek elhelyezkedé-
sét kell vizsgalnunk.

Feltessziik, hogy a termeldk kéltségfiiggvénye kvadratikus, és mindharom
egyiitthat6 pozitiv. A By > 0 feltétel szerint Cj konvex. Minthogy b =
C1(0) és e = C(0), e két egyiitthaté pozitiv volta is természetes kévetelmény.
Azt is feltettiik, hogy minden ¢ idépontban az sszes termel8 profitmaxi-
malizilé termelési programja pozitiv. Ez a feltételezés is természetes, hiszen,
ha valamelyik termeld optimalis termelési programja zérus, akkor ez a ter-
meld kilép a piacrdl, igy a késébbi idépontokban nem kell vele szamolnunk,
azaz aszimptotikus vizsgilatokban mindezektd] a termel8ktdl eltekinthetiink.
A keresleti fiiggvényben a D < 0 feltétel annak csSkkendsét jelenti,a d > 0
feltétel pedig azt, hogy zérus 4r esetén pozitiv kereslet jelentkezik. Mindkét
feltétel ily mddon redlis. Az adaptiv becslés értelmezése érdekében irjuk 4t a
(7) egyenletet a

pE() = pE(t — 1)+ Me(p(t — 1) — pE(t — 1))
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alakba. Az 1] becslés a kozvetlentil megeléz6bdl igy adddik, hogy a becslési
hiba egy részét ahhoz hozzdadjuk. Ha a teljes becslési hibat adjuk a megel6z8
becsléshez, akkor (az My = 1 specidlis esetben) a statikus becslést nyerjik.

Az alapmodell dinamizmusdt a (3) drdinamizmus vezérli. Vegyik ésare,
hogy ez az egyenlet Arrow (1960) megfeleld (folytonos idéskalara vonatkozd)
ardinamizmusdnak diszkrét megfeleldje. Modellink azonban nem tekinthetd
egyszeriien az Arrow-modell diszkrét valtozatinak, hiszen egyardnt figyelem-
be veszi a termelsi és fogyasztdi oldal arbecslési modszerét és a termelék
kozottl versenyt is.

Osszehasonlitva a teljes informacid és a statikus becslés esetét, azonnal
lathatd, hogy a (18) feltétel szigoribb, mint a (11) egyenlStlenség, valamint
a (15) egyenlétlenségbdl kovetkezik a (10) relécid. Tehat a teljes informdcio
melletti globalis aszimptotikus stabilitds kovetkezik a statikus eset globdlis
aszimptotikus stabilitdsdbdl. Vegyik észre, hogy (18) elsé egyenlStlensége
azonos (16)-tal, valamint (16) fennallasa esetén (15)-b8l kovetkezik a (18)
masodik feltétele. Tehdt a (12) rendszer globélis aszimptotikus stabilitdsabol
kovetkezik a (17) rendszer globalis aszimptotikus stabilitdsa. Megjegyezziik,
hogy a (17) és a (9) rendszer globdlis aszimptotikus stabilitasa fuggetlen
egymastdl, hiszen a (16) feltétel erésebb (11)-nél, viszont (18) méasodik egyen-
16tlensége mindig gyengébb (10)-nél. Erdekes, hogy ha az Osszes termeld
és a fogyasstdk is adaptiv becslést alkalmaznak, akkor a rendszer stabilitds
szempontjabél ekvivalens a statikus esettel. Egyszerli szamolassal igazol-
haté, hogy 0 < M < 1 esetben a (15) egyenlétlenség jobb oldala mindig
nagyobb, mint a (26) mésodik egyenlStlenségének jobb oldala. Ezért csak a
termel6k adaptiv becslése esetén fellépé globdlis aszimptotikus stabilitdsbol
kdvetkezik ugyanaz a statikus esetre (ami ekvivalens azzal az esettel, amikor
a termel6k és a fogyasztdk egyardnt adaptiv becslést vélasztanak). Vegyuk
ésare, hogy a (31) egyenlStlenség szigoribb, mint (18) elsé egyenlStlensége
és igy ebbél kovetkezik (11). A (30) jobb oldala M # 1 esetén nagyobb,
M = 1 esetben pedig azonos a (15) egyeniStlenség jobb oldalival. Tehdt az
extrapolativ becslések melletti globalis aszimptotikus stabilitdsbdl kovetkezik
ugyanaz a statikus esetre, ebbdl pedig ugyanaz a teljes informdcids esetre.
Tekintsiik ezutan az utolsé vizsgdlt esetet, amikor az Gsszes termeld extrapo-
lativ becslést alkalmaz, amig a fogyasztdk pontosan ismerik az arat. Az M =
1 eset megfelel a statikus becslésnek, igy a kapott eredmény is természetesen
azonos az ott nyert feltételekkel. Az egyenlStlenség-rendszer tovdbb nem
egyszeriisithetd, hiszen egyik egyenldtlenség sem szigoriibb éltaldban, mint a
masik. Ugyancsak egyetlen masik stabilitési feltétel sem kovetkezik dltalaban
ebbdl a feltételrendszerbdl, és ez a feltételrendszer sem kévetkezik egyetlen
masik stabilitdsi feltételbdl sem altaldban. A kiilonbozd stabilitasi feltételek
kapcsolatat mutatja be az 1. dbra.
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1. dbra: A stabilitdsi kritériumok Ssszehasonlildsa
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ON THE STABILITY OF A DISCRETE DYNAMIC PRODUCER-CONSUMER
MODEL

In the paper Arrow’s dynamic market model and dynamic oligopoly models are com-
bined as a discrete-time dynamic system, which can handle the imperfect knowledge
of the producers and the consumers, their estimations and decisions aiming at the
optimal production program. Beyond the full information case, also the static,
adaptive and extrapolative cases are examined. Necessary and sufficient condi-
tions are derived for the global asymptotical stability of the corresponding systems.
Finally, the stability conditions are compared with each other.
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