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EROS DUALITASTETEL VEGTELEN LP-KRE!

PINTER MIKLOS
PTE KTK

Ebben a cikkben a végtelen linearis programokra vonatkozo erds dualitastételt
vizsgaljuk meg. Kimondjuk és bizonyitjuk a Farkas-lemma végtelen dimenzids
valtozatat, majd annak segitségével kimondjuk és bizonyitjuk a végtelen
linedris programokra vonatkozé erés dualitdstételt (Anderson és Nash, 1987).
Ismertetjiik a tertilet alapvetd fogalmait és példakkal megvilagitjuk a fogal-
mak és a tételek mogott meghuvo intuicidkat.

Kulcsszavak: végtelen LP, Farkas-lemma, er6s dualitastétel

1 Bevezeto

A véges linedris programokra (LP-k) vonatkozé dualitastételek, gy mint a
gyenge dualitastétel és az erds dualitastétel, az egyetemi alapképzések bevett,
kikeriilhetetlen és fontos részei. A dualitds fogalma és a dualitastételek olyan
nyilvanvaléan alapvetoek, mind az alkalmazdsok, mind koncepcionélis szem-
pontbdl, hogy fel sem mertilhet kihagyasuk egy operaciékutatas targy tema-
tikajabol.

A végtelen LP-k vizsgilata nem része a sztenderd operacidkutatési kurzu-
soknak, pedig az mind az alkalmazdsok szempontjdbdl (Isd. pl. Anderson és
Nash (1987), Pintér (2011)), mind pusztan elméleti szempontbél érdekes és
fontos.

Ebben a cikkben a végtelen linearis programokra vonatkozo erds duali-
tastételt vizsgaljuk meg. Kimondjuk és bizonyitjuk a Farkas-lemma végtelen
dimenziés valtozatat, majd annak segitségével kimondjuk és bizonyitjuk a
végtelen linedris programokra vonatkozé erés dualitdstételt (Anderson és
Nash, 1987). Ismertetjiikk a teriilet alapvetd fogalmait és példakkal megvi-
lagitjuk a fogalmak és a tételek mogott megbuvéd intuiciokat.

Az alternativa tételek (ilyen a Farkas-lemma) és a dualitdstételek irodalma
széles, Isd. pl. Farkas (1894, 1902), Fan (1956), Tucker (1956), Good (1959),
Gale (1960), Chernikov (1968), Anderson és Nash (1987), Dax (1993), Dax
és Sreedharan (1997), Broyden (1998), Roos és Terlaky (1999), Bartl (2007),
Kannai (2008), Bartl (2008). Ez a cikk reményeink szerint abban gazdagitja
az alternativa tételek és a dualitastételek irodalmat, hogy felhivja a figyelmet
az analizis szemponti megkozelités erejére és elegancidjara.

1A szerzé koszoni David Bartl-nak a kozds gondolkodast. Ez a cikk Nemzeti Ku-
tatdsi, Fejlesztési és Innoviciés Hivatal (NKFIH, K 101224, K 115538 és K 124631) és a
Pécsi Tudomdnyegyetem Kivdlésagi Centrum pélydzatdanak anyagi tamogatasdval késziilt.
Beérkezett: 2017. januar 9. E-mail: pinterm@ktk.pte.hu.
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A cikk felépitése a kovetkezé. A 2. fejezetben bevezetjiik a cikkben hasz-
nalt alapfogalmakat, a 3. fejezetben kimondjuk a cikkben hasznalt kulcs-
tételt, egy szeparicids tételt, a 4. fejezetben a végtelen dimenziés Farkas-
lemmat targyaljuk, majd az 5. fejezetben a végtelen LP-kre vonatkozé erds
dualitastétel keriil gorcsd ald. Az utolsé fejezet egy révid Osszefoglaldsa az
ismertetett eredményeknek.

2 Alapfogalmak

Ebben a fejezetben attekintjiik és bevezetjik a végtelen LP-khez kapcsol6do
alapveto fogalmakat.

Legyenek X és Y topologikus vektorterek a valds test felett, X’ az X
algebrai dudlja, azaz, az X-en értelmezett linearis funkcionalok tere, Y* az Y
topologikus dudlja, azaz, az Y-on értelmezett folytonos linearis funkcionalok
tere. Az (Y,Y) dudlis pdr, ha ¥ C Y*-ra teljesiil, hogy ha f € Y és f # 0,
akkor létezik olyan y € Y, hogy y(f) # 0. Vildgos, hogy (Y, Y*) egy dualis
par.

Legyen A : X — Y egy linedris leképezés, ekkor A’ : Y* — X' az A
leképezés adjungdltja, azaz minden x € X-re és y € Y*ra (A'(y))(z) =
y(A()).

A P C X konvex kip, ha tetszOleges z,y € P pontokra és nem negativ
a, B € IR, skalarokra ax + By € P. Tetsz6leges f,g : X — IR funkcionédlokra
f >p g, haminden z € P pontra f(x) > g(x).

Legyen adott A : X — Y linedris funkciondl, b € Y pont, P C X konvex
kip és ¢: X — IR lineéris funkcional. Tekintsiik a kévetkezd LP feladatpéart
(1d. Anderson és Nash (1987), Section 3.3):

(P): c(x) — sup (D): y(b) — inf
fhe A(x) = b fho Aly) >p ¢ (1)
z e P Y e Y

Az (1) LP feladatparnak a véges LP feladatparokkal valé hasonlésiga
nyilvanvald, ranézésre lathaté. A f6bb kiilonbségek okaira a kovetkezé példa
segitségével mutatunk ra.

1. példa. Tekintsiik a kdvetkezd LP feladatpart, ahol ¢! az abszolit konver-
gens sorok tere, azaz, (' = {x € RN : Y |z,| < oo}, értelmezziik ('-en a

kovetkezd normat: ||z]| =3, |z, © €
oo 9 .
(Py): > =r, — sup (Dp) : Y2 — inf
751 1 0o 1 0o 0o 5
fhe > =5z, = 0 Fhe yr D0 s5@n+y2 Y T 2 Y 2y,
n=1 n=1 n=1 n=1
o0
Z T, = 1
n=1
T € éi_ y € IR
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Vegyiik észre, hogy a (P,) feladatnak nincs lehetséges megolddsa, hiszen
a Y, 2xx, =0 feltétel csak akkor teljesiilhet, ha z = 0 (z € 1), de akkor
S e =0#1.

Ugyanakkor a (D)) feladatnak van lehetséges megoldésa, pl. (v, yg) =

(0,1) egy lehetséges megoldéb Vegyiik észre tovabbd, hogy az y1 > o ; ”2 T+
Y2 D orq Ty > o Yo nxn feltételt fel lehet irni a kovetkezSképpen:
o 2
ylz x,b—l—yQZx,L Zp Zﬁx”, x € {e1,ea,...}
n= 1 n=1 n=1
azaz
L 2 1,2 3)
— -, n=12...
N Thz=g
Kénnyen ldthaté tovdbbé, hogy tetszdleges y1 € IR szdmra y1 57 1 = n=

1,2,..., tehdt yo pozitiv. Az is ldthaté tovabbd, hogy az (m 1 /m) =
1,2,... sorozat minden eleme kielégiti a (3) egyenl8tlenséget, tehat a ( )
feladat megolddsa 0, de nincs olyan megengedett megoldédsa (D,)-nek, ahol
a célfiiggvényérték 0.

Az 1. példa t6bb szempontbdl is tanulsdgos. Egyrészt mutatja, hogy a
feladatok végtelen jellege miatt le kell mondanunk a max-rél és a min-rol,
helyettiik rendre sup-ot és inf-ot haszndlhatunk. Ezek a médositasok nagyon
kézenfekviek, természetesek. Azt is lathatjuk azonban, hogy egy erés duali-
tastételhez ennél tobb kell.

Ahhoz, hogy lassuk, hogy mi az a t&bb, ami kell egy erés dualitastételhez,
bele kell nézniink az erés dualitdstétel bizonyitdsdba. A bizonyitds (véges
esetben is) szepardcids tétellel megy a feladatpar (P,) részében. A szeparicids
tételben zart konvex halmazt erésen szeparalunk egy kiilsé ponttdl, tehat
hangsilyosan zart konvex halmazra van sziikségiink és csak a feladatpér (P,)
részében.

Az is konnyen 14thaté (1d. a 4. példét), hogy a lezérdst alkalmazva van
(P,)-nek megoldésa, és az optimalis célfiiggvényérték 0. Vegyiik észre, hogy a
(D,) feladatnak is ez az optimalis célfiiggvényértéke, tehdt igy tiinik, hogy az
er0s dualitastétel a megfelelé modositasokkal kiterjesztheto végtelen LP-kre.

Lassuk a moédositasokat:

2. definicidé. Tekintsik az (1) feladatpdrt. Azt mondjuk, hogy a (D) f ladat
konzisztens, ha létezik olyan y € Y* linedris funkciondl, hogy (A'(y )
c(x) minden x € P-re. A (D) konzisztens program értéke inf{ y(b) : A'(y) >

cy€eY*}.

A fent emlitett lezdrdshoz definidlnunk kell a topolégidt amiben a lezardst
értjiikk. Vegyik az (Y, f/) dudlis part. Az Y altal indukalt gyenge topoldgia
Y-on a kovetkez6: az U C Y halmaz az fo € Y pont gyenge kérnyezete, ha
létezik olyan n természetes szam és olyan yq,...,y, € Y linedris funkciondlok,
hogy j_, { feY: ly; (f) —y;(fo)| <1} CU. Magyarén szélva, az Y &ltal
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Y-on indukélt gyenge topoldgia bazisa a kovetkezo:

{ﬂ{fEY: |yJ(f)_yJ(fO)| <1}:n€]]\7,y1,...,yn€}>, fQEY}.
j=1

3. definicié. Tekintsik az (1) feladatpdrt. Legyen D = { (A(z), c(x)) : x €
P } Azt mondjuk, hogy a (P) program szuperkonzisztens, ha létezik olyan z €
IR szdm, hogy (b,z) € D, ahol D a D halmaz lezdrtja az Y x IR-en értelmezett
szorzattopolégidban. A (P) szuperkonzisztens program szuperértéke sup{ Z:
(b,z) e D}.

Azt mondjuk, hogy (I, <) jobbra irdnyitott halmaz, ha (I, <) egy olyan
elorendezett halmaz, hogy tetszoleges i,7 € I eleméhez létezik egy olyan
k € I eleme, hogy i < k és j < k. (x;);cr egy altaldnositott sorozat az X
halmazbdl, ha (I, <) egy jobbra irdnyitott halmaz és x; € X minden i € I-
re.

Most mér &t tudjuk fogalmazni 3. definiciét. A (P) program pontosan
akkor szuperkonzisztens, ha létezik egy olyan P-beli altalanositott sorozat
(7;)icr, hogy A(x;) — b, azaz, A(x;) konvergal b-hez a gyenge topoldgidban,
és c(z;) korlatos. Tovdbba, a z* szdm pontosan akkor a (P) szuperkonzisztens
program szuperértéke, ha az a legkisebb felsé korlatja azon z szamok hal-
mazanak amikhez létezik olyan P-beli (z;);c; altaldnositott sorozat, hogy
A(x;) 5 b és c(x;) — 2.

4. példa. Az 1. példaban a (P,) feladat nem konzisztens, de szuperkonzisztens,
hiszen (e,,) C ¢} sorozatot tekintve azt lathatjuk, hogy egyrészt 37 e,,; =1
minden n-re, masrészt 221 ,L.%em- — 0, azaz az @_ halmaz a feltételek linedris
leképezéssel vett képének lezértjaban benne van a (0,1) pont. Tehét a leza-
rast alkalmazva kapunk lehetséges megoldést, azaz a feladat szuperkonzisz-
tens. Vegyiik észre, hogy mivel (1] -||) metrikus tér, {gy elég hagyoméanyos
sorozatokat tekinteni.

Koénnyen ldthaté az is, hogy tetszéleges olyan (x,,) C ¢* sorozatra, amire
S s Ty — 068 Yoo Ty, — 1 azt kapjuk, hogy Yooy 22y, — 0.
Azaz a szuperkonzisztens (P,) feladat szuperértéke 0.

3 Szeparald hipersikok

Azt mondjuk, hogy az f linedris funkciondl erésen szeparilja az A és B
halmazokat, ha létezik olyan « € IR és ¢ > 0, hogy minden = € A-ra f(z) > «
és minden z € B-re f(z) < a—e.

Egy (X, ) topologikus vektortér lokélisan konvex, ha a 0 pontnak van
konvex halmazokbdl all6 kornyezetbézisa, azaz, ha tetszoleges U kornyezetére
0-nak van K C U konvex kornyezete 0-nak. Vegyiik észre, hogy ha (Y, Y) egy
dualis par, akkor az Y-on értelmezett gyenge topolégia egy lokdlisan konvex
(Hausdorff-) topoldgia.
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A kovetkez6 tételt nem bizonyitjuk, a bizonyitasa jol ismert, megtaldlhatéd
pl. Aliprantis és Border (2006)-ban (Theorem 5.79, 207. old.).

5. tétel. Legyen A C X eqy zdrt konvex halmaz, és B C X eqy kompakt
konvex halmaz az X lokdlisan konvex topologikus vektortérben, hogy AN B =

(0. FEkkor létezik olyan folytonos linedris funkciondl, ami erdsen szepardlja
A-t és B-t.

Amint a késébbiekben latni fogjuk az 5. tétel bijik meg mind a Farkas-
lemma, mind az erés dualitastétel mogott.

4 Farkas-lemma

Ebben a fejezetben a Farkas-lemma (Farkas, 1894, 1902) végtelen dimenzids
valtozatat vizsgaljuk. A kovetkezd tétel egy végtelen dimenziés Farkas-
lemma.

6. tétel (Farkas-lemma). Legyen X egy vektortér, P C X egy konvex kip, Y
egy lokdlisan konvex valds vektortér, b € Y, A: X — Y egy linedris leképezés.
Ekkor a kovetkezd dllitdsok kozil mindig pontosan egy igaz:

1. be A(P),

2. létezik olyan f folytonos, Y-on értelmezett linedris funkciondl, hogy
minden x € P-re A'(f) (z) >0 és f(b) <O0.

Bizonyitds. b € A(P) : minden 2 € X-re, f € Y*-ra A'(f) (z) = f(A(x)),
és 1étezik (z;)icr C P olyan &ltaldnositott sorozat, hogy f(A(x;)) — f(b).
Tehdt, ha tetszéleges x € P-re A’(f) (z) > 0, akkor f(b) > 0, ami ellentmond
f(b) < O-nak.

b¢ A(P) : A(P) egy konvex zért halmaz, tehat az 5. tételbdl kévetkezik,
hogy létezik f folytonos linearis funkcional Y-on, és a € IR, hogy minden
y € A(P)-re f(y) > aés f(b) < a.

Mivel P egy kip, igy A(P) is egy kip, és 0 € A(P) (f(0) = 0), igy
minden x € P-re, 3 € IR, -ra Sz € P, BA(z) = A(Sz), azaz minden z € P-re
A(f)(z) = f(A(x)) > ﬁlin;o% = 0; tehdt o = 0. O

A Farkas-lemma a 6. tétel formédban az 5. tétel kozvetlen kdvetkezménye,
mig — konnyen lathatéan — az 5. tétel nem kovetkezik a 6. tételbol. Magyaran
sz6lva a Farkas-lemma (6. tétel) a szepardcios tétel (5. tétel) egy gyengitett
(konvex, zart halmaz ponttdl valé erds szeparacidja), speciélis véltozataként
(is) értelmezhetd.

5 Az eros dualitastétel

Ebben a fejezetben kimondjuk és bizonyitjuk a végtelen LP-kre vonatkozo
erts dualitastételt. Miel6tt kimondanank az er6s dualitastételt, kimondunk
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és bizonyitunk egy masik, dualitashoz kéthetd allitdst, az un. gyenge dualitds-
tételt.

7. tétel (Gyenge dualitdstétel). Tekintsik a kovetkezd LP pdrt:

P: c¢(z) — sup D: y(b) — inf
fho Alx) = b fho Aly) >p ¢
z e P Y e Y
Ekkor
sup z < inf y(b) .

boEAa(P)  YEY A W)zre

Bizonyitds. Ha (P) nem szuperkonzisztens, akkor SUP ) TA (B) 2 =
—00, ha (D) nem konzisztens, akkor inf ey« 7(y)>pc y(b) = 00, tehdt ezekben
az esetekben all a bizonyitandé egyenlotlenség.

Legyen y € Y* a D feladat egy megengedett megoldasa. Ekkor

Al(y) ZP c,
azaz minden x € P-re A'(y) (v) >p c(x).
Legyen (b, z) € (A4, ¢) (P) tetszélegesen valasztott. Ekkor 1étezik (z;);er C

P &ltaldnositott sorozat, hogy A(w;) = b és c(x;) — 2. Mivel y folytonos,

fgy y(A(z:)) — y(b), és (A'(y) () = y(A()))

lim e(z;) < limy(A(x;)) = y(b) .

Tehat
sup z < inf y(b) .
(b,2)E(A,c) (P) yeEY =, A'(y) 2 pe

O
A kovetkezé tétel a fejezet és a cikk f6 eredménye, az tin. er6s dualitds-

tétel. Ez az eredmény Anderson és Nash (1987)-re (Theorem 3.3, p. 41) épiil,
gyakorlatilag Anderson és Nash eredményének tjra- és atfogalmazdsa.

8. tétel (Erds dualitastétel). Tekintsik a kdvetkezd LP-pdrt:

(P): c(xr) — sup (D): yb) — inf
fh. A(lx) = b fho Ay >p ¢
z e P Y e Y

Ekkor kovetkezd négy eset lehetséges:

1. A (P) program szuperkonzisztens és z* a véges szuperértéke, és a (D)
program konzisztens €s z* a véges értéke.

2. A (P) program nem szuperkonzisztens, a (D) program konzisztens és
nincs véges értéke.

3. A (P) program szuperkonzisztens és nincs véges szuperértéke, a (D)
program nem konzisztens.
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4. A (P) program nem szuperkonzisztens, és a (D) program nem konzisz-
tens.

Bizonyitds. 1. pont: Tegyiik fel, hogy a (P) program szuperkonzisztens és
a véges szuperértéke z*. Legyen 2’ > z*, és legyen d = (b,2'), a B : X —
Y x IR lineéris leképezés pedig a kévetkezSképpen definidlt: minden x € X-re
B(z) = (A(z), c(x)).

Ekkor B(P) egy zért, konvex kip a gyenge (Y-on) és az euklideszi (IR-en)
topoldgidk szorzattopolégidjaban, és d ¢ B(P). A Farkas-lemmé&bdl (6. tétel)
kovetkezik, hogy létezik egy olyan f folytonos linearis funkcional, hogy min-
den x € B(P) pontra f(z) >0 és f(d) <O0.

Ekkor 1étezik olyan 3 € IR, hogy minden (y, z) € B(P)-re

f((y,2)) = f((3,0) + £((0,2)) = fly (y) + Bz = 0, (4)
és
fld) = f((b,2") = f((0,0)) + f((0,2)) = [y (b) + B2 <O,  (5)
ahol fly az f linedris funkciondl megszoritdsa Y x {0}-ra, tehat (valdjdban)
fly egy folytonos lineéris funkcional Y-on.
Mivel a (P),feladat szuperkonzisztens és z* a véges szuperértéke, igy
(b, z*) € B(P). Irjuk be (b, 2*)-t a (4) egyenlétlenségbe

F((b,27)) = £((6,0)) + f((0,27)) = fly(b) + 82" > 0. (6)
Az (5) és (6) kiilonbségét véve
Bz —2z") <0,
azaz (3 < 0.
Legyen yp = —flTy. Ekkor g folytonos linearis funkciondl Y-on, és minden

x € P-re a (4) egyenlStlenséget alkalmazva kapjuk, hogy
fly (A(2)) + Be(x) 20,

azaz

(@) = -0 > o).

Az yo(A(z)) = A (yo) (x) Gsszefiggésbdl kovetkezik tehat, hogy A'(yo) >p ¢,
azaz, yo megengedett megolddsa (D)-nek, igy a (D) feladat konzisztens. Az
(5) egyenl6tlenséghdl kovetkezik tovabbd, hogy wo(b) < 2’

Osszefoglalva a fentieket, és alkalmazva a gyenge dualitdstételt (7. tétel,
ahol (A4, c) = B) azt kapjuk, hogy

su z < inf b) < yo(b) < 7. 7
(W)EE(P) < er*7A,(y)2pcy( ) < o(b) < (7)

Mivel 2’ > 2* tetszblegesen vélasztott volt, igy

sup Z = inf Y b .
(b,2)€B(P) yeEY*,A'(y)>pc (b)
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Tegyiik fel, hogy a (D) program konzisztens és van véges értéke. Ekkor
a gyenge dualitastételbdl (7. tétel) kovetkezik, hogy a (P) feladat nem lehet
szuperkonzisztens véges szuperérték nélkiil (kiilénben a (D) programnak nem
lenne megengedett megoldédsa). Tovébbd, ha (P) nem lenne szuperkonzisz-
tens, akkor a fenti bizonyitdsban z'-t tetszdlegesen kis értéknek lehetne vé-
lasztani, tehdt a (7) egyenlStlenség miatt a (D) feladatnak nem lenne értéke,
ami ellentmondds. Tehét a (P) program szuperkonzisztens és van véges szu-
perértéke.

A 2. pont: A gyenge dualitdstétel (7. tétel) miatt, ha a (D) feladat
konzisztens és nincs értéke, akkor a (P) feladat nem lehet szuperkonzisztens.

A 3. pont: A gyenge dualitdstétel (7. tétel) miatt, ha a (P) feladat szu-
perkonzisztens és nincs vége szuperértéke, akkor a (D) feladat nem lehet
konzisztens.

A 4. pont: Tekintsiik a kdvetkezd feladatpart:

(Py): (1,z) — max (Dpi): (-1,y) — min
f.h. 0(z) = -1 f.h. oy) > 1
T € Bi Y € R

ahol 0 egy d-ed rendii csupa nullakbdl allé kvadratikus matrix. Ekkor sem
(Pp) nem (szuper)konzisztens (véges esetben a konzisztencia és a szuperkon-
zisztencia ekvivalensek) sem (D,,;) nem konzisztens. 0

Erdemes dsszevetni az erds dualitéstételt a Karush-Kuhn-Tucker—tétellel
(Karush, 1939; Kuhn és Tucker, 1951). Mindkét tétel az operdcidkutatds
f6 tételei kozé tartozik, és mindkét tétel bizonyitasdban kulcsszerepe van
a Farkas-lemmaéanak. Azt mondhatjuk tehat, hogy mindkét tétel mogott egy
konvex, zart halmaz ponttol vald erds szeparalasara vonatkozo tétel, a Farkas-
lemma bijik meg.

6 (")sszefoglalés

A cikkben ismertettiik a végtelen LP-kre felirhaté primél-dudl-péarokat, ki-
mondtuk és bizonyitottuk a végtelen LP-kre vonatkozo erés dualitdstételt.
A targyalds sordn igyekeztiink példak segitségével megmutatni, hogy mik
az okal a végtelen eset a véges esethez képesti eltérésének, illetve a cikk
felépitése segitségével a Farkas-lemma, mint specidlis szeparacids tétel sze-
repét is hangsilyoztuk. A hangsilyozds meglatdsunk szerint nem o6ncéld,
mert a Karush-Kuhn-Tucker—tétel szintén ,,a Farkas-lemmaéaban gyokerezik”,
a ,,koz0s gyokerek” pedig a két tétel kozotti hasonldsdgra mutatnak.
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STRONG DUALITY THEOREM FOR INFINITE LPS

This paper considers a strong duality theorem for inifinite linear programs. We
state and prove the infinite dimensional version of the Farkas lemma, and by this
result we prove a strong duality theorem for inifinite linear programs (Anderson
and Nash, 1987). We discuss the main notions of the field and by the means of
examples we shed light on the intuitions lying behind the results.



