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ER}OS DUALIT¶AST¶ETEL V¶EGTELEN LP-KRE1

PINT¶ER MIKL¶OS
PTE KTK

Ebben a cikkben a v¶egtelen line¶aris programokra vonatkoz¶o er}os dualit¶ast¶etelt
vizsg¶aljuk meg. Kimondjuk ¶es bizony¶³tjuk a Farkas-lemma v¶egtelen dimenzi¶os
v¶altozat¶at, majd annak seg¶³ts¶eg¶evel kimondjuk ¶es bizony¶³tjuk a v¶egtelen
line¶aris programokra vonatkoz¶o er}os dualit¶ast¶etelt (Anderson ¶es Nash, 1987).
IsmertetjÄuk a terÄulet alapvet}o fogalmait ¶es p¶eld¶akkal megvil¶ag¶³tjuk a fogal-
mak ¶es a t¶etelek mÄogÄott megb¶uv¶o intu¶³ci¶okat.

Kulcsszavak: v¶egtelen LP, Farkas-lemma, er}os dualit¶ast¶etel

1 Bevezet}o

A v¶eges line¶aris programokra (LP-k) vonatkoz¶o dualit¶ast¶etelek, ¶ugy mint a
gyenge dualit¶ast¶etel ¶es az er}os dualit¶ast¶etel, az egyetemi alapk¶epz¶esek bevett,
kikerÄulhetetlen ¶es fontos r¶eszei. A dualit¶as fogalma ¶es a dualit¶ast¶etelek olyan
nyilv¶anval¶oan alapvet}oek, mind az alkalmaz¶asok, mind koncepcion¶alis szem-
pontb¶ol, hogy fel sem merÄulhet kihagy¶asuk egy oper¶aci¶okutat¶as t¶argy tema-
tik¶aj¶ab¶ol.

A v¶egtelen LP-k vizsg¶alata nem r¶esze a sztenderd oper¶aci¶okutat¶asi kurzu-
soknak, pedig az mind az alkalmaz¶asok szempontj¶ab¶ol (lsd. pl. Anderson ¶es
Nash (1987), Pint¶er (2011)), mind puszt¶an elm¶eleti szempontb¶ol ¶erdekes ¶es
fontos.

Ebben a cikkben a v¶egtelen line¶aris programokra vonatkoz¶o er}os duali-
t¶ast¶etelt vizsg¶aljuk meg. Kimondjuk ¶es bizony¶³tjuk a Farkas-lemma v¶egtelen
dimenzi¶os v¶altozat¶at, majd annak seg¶³ts¶eg¶evel kimondjuk ¶es bizony¶³tjuk a
v¶egtelen line¶aris programokra vonatkoz¶o er}os dualit¶ast¶etelt (Anderson ¶es
Nash, 1987). IsmertetjÄuk a terÄulet alapvet}o fogalmait ¶es p¶eld¶akkal megvi-
l¶ag¶³tjuk a fogalmak ¶es a t¶etelek mÄogÄott megb¶uv¶o intu¶³ci¶okat.

Az alternat¶³va t¶etelek (ilyen a Farkas-lemma) ¶es a dualit¶ast¶etelek irodalma
sz¶eles, lsd. pl. Farkas (1894, 1902), Fan (1956), Tucker (1956), Good (1959),
Gale (1960), Chernikov (1968), Anderson ¶es Nash (1987), Dax (1993), Dax
¶es Sreedharan (1997), Broyden (1998), Roos ¶es Terlaky (1999), Bartl (2007),
Kannai (2008), Bartl (2008). Ez a cikk rem¶enyeink szerint abban gazdag¶³tja
az alternat¶³va t¶etelek ¶es a dualit¶ast¶etelek irodalm¶at, hogy felh¶³vja a ¯gyelmet
az anal¶³zis szempont¶u megkÄozel¶³t¶es erej¶ere ¶es eleganci¶aj¶ara.

1A szerz}o kÄoszÄoni David Bartl-nak a kÄozÄos gondolkod¶ast. Ez a cikk Nemzeti Ku-
tat¶asi, Fejleszt¶esi ¶es Innov¶aci¶os Hivatal (NKFIH, K 101224, K 115538 ¶es K 124631) ¶es a
P¶ecsi Tudom¶anyegyetem K¶³v¶al¶os¶agi Centrum p¶aly¶azat¶anak anyagi t¶amogat¶as¶aval k¶eszÄult.
Be¶erkezett: 2017. janu¶ar 9. E-mail: pinterm@ktk.pte.hu.
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A cikk fel¶ep¶³t¶ese a kÄovetkez}o. A 2. fejezetben bevezetjÄuk a cikkben hasz-
n¶alt alapfogalmakat, a 3. fejezetben kimondjuk a cikkben haszn¶alt kulcs-
t¶etelt, egy szepar¶aci¶os t¶etelt, a 4. fejezetben a v¶egtelen dimenzi¶os Farkas-
lemm¶at t¶argyaljuk, majd az 5. fejezetben a v¶egtelen LP-kre vonatkoz¶o er}os
dualit¶ast¶etel kerÄul g¶orcs}o al¶a. Az utols¶o fejezet egy rÄovid Äosszefoglal¶asa az
ismertetett eredm¶enyeknek.

2 Alapfogalmak

Ebben a fejezetben ¶attekintjÄuk ¶es bevezetjÄuk a v¶egtelen LP-khez kapcsol¶od¶o
alapvet}o fogalmakat.

Legyenek X ¶es Y topologikus vektorterek a val¶os test felett, X0 az X
algebrai du¶al ja, azaz, az X-en ¶ertelmezett line¶aris funkcion¶alok tere, Y ¤ az Y
topologikus du¶al ja, azaz, az Y -on ¶ertelmezett folytonos line¶aris funkcion¶alok
tere. Az (Y; Ŷ ) du¶alis p¶ar , ha Ŷ µ Y ¤-ra teljesÄul, hogy ha f 2 Y ¶es f 6= 0,
akkor l¶etezik olyan y 2 Ŷ , hogy y(f) 6= 0. Vil¶agos, hogy (Y; Y ¤) egy du¶alis
p¶ar.

Legyen A : X ! Y egy line¶aris lek¶epez¶es, ekkor A0 : Y ¤ ! X0 az A
lek¶epez¶es adjung¶altja, azaz minden x 2 X-re ¶es y 2 Y ¤-ra

¡
A0(y)

¢
(x) =

y
¡
A(x)

¢
.

A P µ X konvex k¶up, ha tetsz}oleges x; y 2 P pontokra ¶es nem negat¶³v
®; ¯ 2 IR+ skal¶arokra ®x+¯y 2 P . Tetsz}oleges f; g : X ! IR funkcion¶alokra
f ¸P g, ha minden x 2 P pontra f(x) ¸ g(x).

Legyen adott A : X ! Y line¶aris funkcion¶al, b 2 Y pont, P µ X konvex
k¶up ¶es c : X ! IR line¶aris funkcion¶al. TekintsÄuk a kÄovetkez}o LP feladatp¶art
(ld. Anderson ¶es Nash (1987), Section 3.3):

(P ) : c(x) ! sup
f:h: A(x) = b

x 2 P

(D) : y(b) ! inf
f:h: A0(y) ¸P c

y 2 Y ¤
(1)

Az (1) LP feladatp¶arnak a v¶eges LP feladatp¶arokkal val¶o hasonl¶os¶aga
nyilv¶anval¶o, r¶an¶ez¶esre l¶athat¶o. A f}obb kÄulÄonbs¶egek okaira a kÄovetkez}o p¶elda
seg¶³ts¶eg¶evel mutatunk r¶a.

1. p¶elda. TekintsÄuk a kÄovetkez}o LP feladatp¶art, ahol `1 az abszol¶ut konver-
gens sorok tere, azaz, `1 = fx 2 IRIN :

P
n jxnj < 1g, ¶ertelmezzÄuk `1-en a

kÄovetkez}o norm¶at: jjxjj =
P

n jxnj, x 2 `1:

(Pp) :
1P

n=1

2
nxn ! sup (Dp) : y2 ! inf

f:h:
1P

n=1

1
n2 xn = 0 f:h: y1

1P
n=1

1
n2 xn + y2

1P
n=1

xn ¸`1
+

1P
n=1

2
n
xn

1P
n=1

xn = 1

x 2 `1+ y 2 IR2

(2)
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VegyÄuk ¶eszre, hogy a (Pp) feladatnak nincs lehets¶eges megold¶asa, hiszen
a

P1
n=1

1
n2 xn = 0 felt¶etel csak akkor teljesÄulhet, ha x = 0 (x 2 `1+), de akkorP1

n=1 xn = 0 6= 1.
Ugyanakkor a (Dp) feladatnak van lehets¶eges megold¶asa, pl. (y1; y2) =

(0; 1) egy lehets¶eges megold¶as. VegyÄuk ¶eszre tov¶abb¶a, hogy az y1

P1
n=1

1
n2 xn+

y2

P1
n=1 xn ¸`1+

P1
n=1

2
nxn felt¶etelt fel lehet ¶³rni a kÄovetkez}ok¶eppen:

y1

1X

n=1

1

n2
xn + y2

1X

n=1

xn ¸`1+

1X

n=1

2

n
xn ; x 2 fe1; e2; . . .g

azaz

y1
1

n2
+ y2 ¸ 2

n
; n = 1; 2; . . . (3)

KÄonnyen l¶athat¶o tov¶abb¶a, hogy tetsz}oleges y1 2 IR sz¶amra y1
1

n2 < 2
n , n =

1; 2; . . ., teh¶at y2 pozit¶³v. Az is l¶athat¶o tov¶abb¶a, hogy az (m; 1=m), m =
1; 2; . . . sorozat minden eleme kiel¶eg¶³ti a (3) egyenl}otlens¶eget, teh¶at a (Dp)
feladat megold¶asa 0, de nincs olyan megengedett megold¶asa (Dp)-nek, ahol
a c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶ek 0.

Az 1. p¶elda tÄobb szempontb¶ol is tanuls¶agos. Egyr¶eszt mutatja, hogy a
feladatok v¶egtelen jellege miatt le kell mondanunk a max-r¶ol ¶es a min-r¶ol,
helyettÄuk rendre sup-ot ¶es inf-ot haszn¶alhatunk. Ezek a m¶odos¶³t¶asok nagyon
k¶ezenfekv}oek, term¶eszetesek. Azt is l¶athatjuk azonban, hogy egy er}os duali-
t¶ast¶etelhez enn¶el tÄobb kell.

Ahhoz, hogy l¶assuk, hogy mi az a tÄobb, ami kell egy er}os dualit¶ast¶etelhez,
bele kell n¶eznÄunk az er}os dualit¶ast¶etel bizony¶³t¶as¶aba. A bizony¶³t¶as (v¶eges
esetben is) szepar¶aci¶os t¶etellel megy a feladatp¶ar (Pp) r¶esz¶eben. A szepar¶aci¶os
t¶etelben z¶art konvex halmazt er}osen szepar¶alunk egy kÄuls}o pontt¶ol, teh¶at
hangs¶ulyosan z¶art konvex halmazra van szÄuks¶egÄunk ¶es csak a feladatp¶ar (Pp)
r¶esz¶eben.

Az is kÄonnyen l¶athat¶o (ld. a 4. p¶eld¶at), hogy a lez¶ar¶ast alkalmazva van
(Pp)-nek megold¶asa, ¶es az optim¶alis c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶ek 0. VegyÄuk ¶eszre, hogy a
(Dp) feladatnak is ez az optim¶alis c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶eke, teh¶at ¶ugy t}unik, hogy az
er}os dualit¶ast¶etel a megfelel}o m¶odos¶³t¶asokkal kiterjeszthet}o v¶egtelen LP-kre.

L¶assuk a m¶odos¶³t¶asokat:

2. de¯n¶³ci¶o. TekintsÄuk az (1) feladatp¶art. Azt mondjuk, hogy a (D) feladat
konzisztens, ha l¶etezik olyan y 2 Y ¤ line¶aris funkcion¶al, hogy

¡
A0(y)

¢
(x) ¸

c(x) minden x 2 P -re. A (D) konzisztens program ¶ert¶eke inf
©

y(b) : A0(y) ¸P

c; y 2 Y ¤ ª
.

A fent eml¶³tett lez¶ar¶ashoz de¯ni¶alnunk kell a topol¶ogi¶at amiben a lez¶ar¶ast
¶ertjÄuk. VegyÄuk az (Y; Ŷ ) du¶alis p¶art. Az Ŷ ¶altal induk¶alt gyenge topol¶ogia
Y -on a kÄovetkez}o: az U µ Y halmaz az f0 2 Y pont gyenge kÄornyezete, ha
l¶etezik olyan n term¶eszetes sz¶am ¶es olyan y1; . . . ; yn 2 Ŷ line¶aris funkcion¶alok,
hogy

Tn
j=1

©
f 2 Y :

¯̄
yj(f) ¡ yj(f0)

¯̄
< 1

ª µ U . Magyar¶an sz¶olva, az Ŷ ¶altal



104 Pint¶er Mikl¶os

Y -on induk¶alt gyenge topol¶ogia b¶azisa a kÄovetkez}o:

½ n\

j=1

©
f 2 Y :

¯̄
yj(f) ¡ yj(f0)

¯̄
< 1

ª
: n 2 IN; y1; . . . ; yn 2 Ŷ ; f0 2 Y

¾
:

3. de¯n¶³ci¶o. TekintsÄuk az (1) feladatp¶art. Legyen D =
©¡

A(x); c(x)
¢

: x 2
P

ª
. Azt mondjuk, hogy a (P ) program szuperkonzisztens, ha l¶etezik olyan z 2

IR sz¶am, hogy (b; z) 2 D, ahol D a D halmaz lez¶artja az Y £IR-en ¶ertelmezett
szorzattopol¶ogi¶aban. A (P ) szuperkonzisztens program szuper¶ert¶eke sup

©
z :

(b; z) 2 D
ª
.

Azt mondjuk, hogy (I;·) jobbra ir¶any¶³tott halmaz, ha (I; ·) egy olyan
el}orendezett halmaz, hogy tetsz}oleges i; j 2 I elem¶ehez l¶etezik egy olyan
k 2 I eleme, hogy i · k ¶es j · k. (xi)i2I egy ¶altal¶anos¶³tott sorozat az X
halmazb¶ol, ha (I;·) egy jobbra ir¶any¶³tott halmaz ¶es xi 2 X minden i 2 I-
re.

Most m¶ar ¶at tudjuk fogalmazni 3. de¯n¶³ci¶ot. A (P ) program pontosan
akkor szuperkonzisztens, ha l¶etezik egy olyan P -beli ¶altal¶anos¶³tott sorozat
(xi)i2I , hogy A(xi)

w¡! b, azaz, A(xi) konverg¶al b-hez a gyenge topol¶ogi¶aban,
¶es c(xi) korl¶atos. Tov¶abb¶a, a z¤ sz¶am pontosan akkor a (P ) szuperkonzisztens
program szuper¶ert¶eke, ha az a legkisebb fels}o korl¶atja azon z sz¶amok hal-
maz¶anak amikhez l¶etezik olyan P -beli (xi)i2I ¶altal¶anos¶³tott sorozat, hogy

A(xi)
w¡! b ¶es c(xi) ¡! z.

4. p¶elda. Az 1. p¶eld¶aban a (Pp) feladat nem konzisztens, de szuperkonzisztens,
hiszen (en) µ `1+ sorozatot tekintve azt l¶athatjuk, hogy egyr¶eszt

P1
i=1 eni = 1

minden n-re, m¶asr¶eszt
P1

i=1
1
i2

eni ! 0, azaz az `1+ halmaz a felt¶etelek line¶aris
lek¶epez¶essel vett k¶ep¶enek lez¶artj¶aban benne van a (0; 1) pont. Teh¶at a lez¶a-
r¶ast alkalmazva kapunk lehets¶eges megold¶ast, azaz a feladat szuperkonzisz-
tens. VegyÄuk ¶eszre, hogy mivel (`1; jj ¢ jj) metrikus t¶er, ¶³gy el¶eg hagyom¶anyos
sorozatokat tekinteni.

KÄonnyen l¶athat¶o az is, hogy tetsz}oleges olyan (xn) µ `1 sorozatra, amireP1
m=1

1
m2 xnm ! 0 ¶es

P1
m=1 xnm ! 1 azt kapjuk, hogy

P1
m=1

2
mxnm ! 0.

Azaz a szuperkonzisztens (Pp) feladat szuper¶ert¶eke 0.

3 Szepar¶al¶o hipers¶³kok

Azt mondjuk, hogy az f line¶aris funkcion¶al er}osen szepar¶alja az A ¶es B
halmazokat, ha l¶etezik olyan ® 2 IR ¶es " > 0, hogy minden x 2 A-ra f(x) ¸ ®
¶es minden x 2 B-re f(x) · ® ¡ ".

Egy (X; ¿) topologikus vektort¶er lok¶alisan konvex, ha a 0 pontnak van
konvex halmazokb¶ol ¶all¶o kÄornyezetb¶azisa, azaz, ha tetsz}oleges U kÄornyezet¶ere
0-nak van K µ U konvex kÄornyezete 0-nak. VegyÄuk ¶eszre, hogy ha (Y; Ŷ ) egy
du¶alis p¶ar, akkor az Y -on ¶ertelmezett gyenge topol¶ogia egy lok¶alisan konvex
(Hausdor®-) topol¶ogia.
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A kÄovetkez}o t¶etelt nem bizony¶³tjuk, a bizony¶³t¶asa j¶ol ismert, megtal¶alhat¶o
pl. Aliprantis ¶es Border (2006)-ban (Theorem 5.79, 207. old.).

5. t¶etel. Legyen A µ X egy z¶art konvex halmaz, ¶es B µ X egy kompakt
konvex halmaz az X lok¶alisan konvex topologikus vektort¶erben, hogy A\B =
;. Ekkor l¶etezik olyan folytonos line¶aris funkcion¶al, ami er}osen szepar¶alja
A-t ¶es B-t.

Amint a k¶es}obbiekben l¶atni fogjuk az 5. t¶etel b¶ujik meg mind a Farkas-
lemma, mind az er}os dualit¶ast¶etel mÄogÄott.

4 Farkas-lemma

Ebben a fejezetben a Farkas-lemma (Farkas, 1894, 1902) v¶egtelen dimenzi¶os
v¶altozat¶at vizsg¶aljuk. A kÄovetkez}o t¶etel egy v¶egtelen dimenzi¶os Farkas-
lemma.

6. t¶etel (Farkas-lemma). Legyen X egy vektort¶er, P µ X egy konvex k¶up, Y
egy lok¶alisan konvex val¶os vektort¶er, b 2 Y , A : X ! Y egy line¶aris lek¶epez¶es.
Ekkor a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok kÄozÄul mindig pontosan egy igaz:

1. b 2 A(P ) ,

2. l¶etezik olyan f folytonos, Y -on ¶ertelmezett line¶aris funkcion¶al, hogy
minden x 2 P -re A0(f) (x) ¸ 0 ¶es f(b) < 0 .

Bizony¶³t¶as. b 2 A(P ) : minden x 2 X-re, f 2 Y ¤-ra A0(f) (x) = f(A(x)),
¶es l¶etezik (xi)i2I µ P olyan ¶altal¶anos¶³tott sorozat, hogy f(A(xi)) ! f(b).
Teh¶at, ha tetsz}oleges x 2 P -re A0(f) (x) ¸ 0, akkor f(b) ¸ 0, ami ellentmond
f(b) < 0-nak.

b =2 A(P ) : A(P ) egy konvex z¶art halmaz, teh¶at az 5. t¶etelb}ol kÄovetkezik,
hogy l¶etezik f folytonos line¶aris funkcion¶al Y -on, ¶es ® 2 IR, hogy minden
y 2 A(P )-re f(y) ¸ ® ¶es f(b) < ®.

Mivel P egy k¶up, ¶³gy A(P ) is egy k¶up, ¶es 0 2 A(P ) (f(0) = 0), ¶³gy
minden x 2 P -re, ¯ 2 IR+-ra ¯x 2 P , ¯A(x) = A(¯x), azaz minden x 2 P -re
A0(f) (x) = f(A(x)) ¸ lim

¯!1
®
¯ = 0; teh¶at ® = 0. 2

A Farkas-lemma a 6. t¶etel form¶aban az 5. t¶etel kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye,
m¶³g { kÄonnyen l¶athat¶oan { az 5. t¶etel nem kÄovetkezik a 6. t¶etelb}ol. Magyar¶an
sz¶olva a Farkas-lemma (6. t¶etel) a szepar¶aci¶os t¶etel (5. t¶etel) egy gyeng¶³tett
(konvex, z¶art halmaz pontt¶ol val¶o er}os szepar¶aci¶oja), speci¶alis v¶altozatak¶ent
(is) ¶ertelmezhet}o.

5 Az er}os dualit¶ast¶etel

Ebben a fejezetben kimondjuk ¶es bizony¶³tjuk a v¶egtelen LP-kre vonatkoz¶o
er}os dualit¶ast¶etelt. Miel}ott kimondan¶ank az er}os dualit¶ast¶etelt, kimondunk
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¶es bizony¶³tunk egy m¶asik, dualit¶ashoz kÄothet}o ¶all¶³t¶ast, az ¶un. gyenge dualit¶as-
t¶etelt.

7. t¶etel (Gyenge dualit¶ast¶etel). TekintsÄuk a kÄovetkez}o LP p¶art:

P : c(x) ! sup
f:h: A(x) = b

x 2 P

D : y(b) ! inf
f:h: A0(y) ¸P c

y 2 Y ¤

Ekkor
sup

(b;z)2(A;c) (P )

z · inf
y2Y ¤;A0(y)¸P c

y(b) :

Bizony¶³t¶as. Ha (P ) nem szuperkonzisztens, akkor sup
(b;z)2(A;c) (P )

z =

¡1, ha (D) nem konzisztens, akkor infy2Y ¤;A0(y)¸P c y(b) = 1, teh¶at ezekben
az esetekben ¶all a bizony¶³tand¶o egyenl}otlens¶eg.

Legyen y 2 Y ¤ a D feladat egy megengedett megold¶asa. Ekkor

A0(y) ¸P c ;

azaz minden x 2 P -re A0(y) (x) ¸P c(x).
Legyen (b; z) 2 (A; c) (P ) tetsz}olegesen v¶alasztott. Ekkor l¶etezik (xi)i2I µ

P ¶altal¶anos¶³tott sorozat, hogy A(xi)
w! b ¶es c(xi) ! z. Mivel y folytonos,

¶³gy y(A(xi)) ! y(b), ¶es (A0(y) (x) = y(A(x)))

lim c(xi) · lim y(A(xi)) = y(b) :

Teh¶at
sup

(b;z)2(A;c) (P )

z · inf
y2Y ¤;A0(y)¸P c

y(b) :

2

A kÄovetkez}o t¶etel a fejezet ¶es a cikk f}o eredm¶enye, az ¶un. er}os dualit¶as-
t¶etel. Ez az eredm¶eny Anderson ¶es Nash (1987)-re (Theorem 3.3, p. 41) ¶epÄul,
gyakorlatilag Anderson ¶es Nash eredm¶eny¶enek ¶ujra- ¶es ¶atfogalmaz¶asa.

8. t¶etel (Er}os dualit¶ast¶etel). TekintsÄuk a kÄovetkez}o LP-p¶art:

(P ) : c(x) ! sup
f:h: A(x) = b

x 2 P

(D) : y(b) ! inf
f:h: A0(y) ¸P c

y 2 Y ¤

Ekkor kÄovetkez}o n¶egy eset lehets¶eges:

1. A (P ) program szuperkonzisztens ¶es z¤ a v¶eges szuper¶ert¶eke, ¶es a (D)
program konzisztens ¶es z¤ a v¶eges ¶ert¶eke.

2. A (P ) program nem szuperkonzisztens, a (D) program konzisztens ¶es
nincs v¶eges ¶ert¶eke.

3. A (P ) program szuperkonzisztens ¶es nincs v¶eges szuper¶ert¶eke, a (D)
program nem konzisztens.
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4. A (P ) program nem szuperkonzisztens, ¶es a (D) program nem konzisz-
tens.

Bizony¶³t¶as. 1. pont : TegyÄuk fel, hogy a (P ) program szuperkonzisztens ¶es
a v¶eges szuper¶ert¶eke z¤. Legyen z0 > z¤, ¶es legyen d = (b; z0), a B : X !
Y £IR line¶aris lek¶epez¶es pedig a kÄovetkez}ok¶eppen de¯ni¶alt: minden x 2 X-re
B(x) = (A(x); c(x)).

Ekkor B(P ) egy z¶art, konvex k¶up a gyenge (Y -on) ¶es az euklideszi (IR-en)
topol¶ogi¶ak szorzattopol¶ogi¶aj¶aban, ¶es d =2 B(P ). A Farkas-lemm¶ab¶ol (6. t¶etel)
kÄovetkezik, hogy l¶etezik egy olyan f folytonos line¶aris funkcion¶al, hogy min-
den x 2 B(P ) pontra f(x) ¸ 0 ¶es f(d) < 0.

Ekkor l¶etezik olyan ¯ 2 IR, hogy minden (y; z) 2 B(P )-re

f((y; z)) = f((y; 0)) + f((0; z)) = fjY (y) + ¯z ¸ 0 ; (4)

¶es
f(d) = f((b; z0)) = f((b; 0)) + f((0; z0)) = f jY (b) + ¯z0 < 0 ; (5)

ahol f jY az f line¶aris funkcion¶al megszor¶³t¶asa Y £ f0g-ra, teh¶at (val¶oj¶aban)
f jY egy folytonos line¶aris funkcion¶al Y -on.

Mivel a (P ) feladat szuperkonzisztens ¶es z¤ a v¶eges szuper¶ert¶eke, ¶³gy
(b; z¤) 2 B(P ). ¶Irjuk be (b; z¤)-t a (4) egyenl}otlens¶egbe

f((b; z¤)) = f((b; 0)) + f((0; z¤)) = f jY (b) + ¯z¤ ¸ 0 : (6)

Az (5) ¶es (6) kÄulÄonbs¶eg¶et v¶eve

¯(z0 ¡ z¤) < 0 ;

azaz ¯ < 0.

Legyen y0 = ¡fjY
¯ . Ekkor y0 folytonos line¶aris funkcion¶al Y -on, ¶es minden

x 2 P -re a (4) egyenl}otlens¶eget alkalmazva kapjuk, hogy

f jY (A(x)) + ¯c(x) ¸ 0 ;

azaz

y0(A(x)) = ¡f jY (A(x))

¯
¸ c(x) :

Az y0(A(x)) = A0(y0) (x) ÄosszefÄugg¶esb}ol kÄovetkezik teh¶at, hogy A0(y0) ¸P c,
azaz, y0 megengedett megold¶asa (D)-nek, ¶³gy a (D) feladat konzisztens. Az
(5) egyenl}otlens¶egb}ol kÄovetkezik tov¶abb¶a, hogy y0(b) < z0.

ÄOsszefoglalva a fentieket, ¶es alkalmazva a gyenge dualit¶ast¶etelt (7. t¶etel,
ahol (A; c) = B) azt kapjuk, hogy

sup
(b;z)2B(P )

z · inf
y2Y ¤;A0(y)¸P c

y(b) · y0(b) · z0 : (7)

Mivel z0 > z¤ tetsz}olegesen v¶alasztott volt, ¶³gy

sup
(b;z)2B(P )

z = inf
y2Y ¤;A0(y)¸P c

y(b) :
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TegyÄuk fel, hogy a (D) program konzisztens ¶es van v¶eges ¶ert¶eke. Ekkor
a gyenge dualit¶ast¶etelb}ol (7. t¶etel) kÄovetkezik, hogy a (P ) feladat nem lehet
szuperkonzisztens v¶eges szuper¶ert¶ek n¶elkÄul (kÄulÄonben a (D) programnak nem
lenne megengedett megold¶asa). Tov¶abb¶a, ha (P ) nem lenne szuperkonzisz-
tens, akkor a fenti bizony¶³t¶asban z0-t tetsz}olegesen kis ¶ert¶eknek lehetne v¶a-
lasztani, teh¶at a (7) egyenl}otlens¶eg miatt a (D) feladatnak nem lenne ¶ert¶eke,
ami ellentmond¶as. Teh¶at a (P ) program szuperkonzisztens ¶es van v¶eges szu-
per¶ert¶eke.

A 2. pont: A gyenge dualit¶ast¶etel (7. t¶etel) miatt, ha a (D) feladat
konzisztens ¶es nincs ¶ert¶eke, akkor a (P ) feladat nem lehet szuperkonzisztens.

A 3. pont: A gyenge dualit¶ast¶etel (7. t¶etel) miatt, ha a (P ) feladat szu-
perkonzisztens ¶es nincs v¶ege szuper¶ert¶eke, akkor a (D) feladat nem lehet
konzisztens.

A 4. pont : TekintsÄuk a kÄovetkez}o feladatp¶art:

(Ppl) : (1; x) ! max
f:h: 0(x) = ¡1

x 2 IRd
+

(Dpl) : (¡1; y) ! min
f:h: 0(y) ¸ 1

y 2 IRd

ahol 0 egy d-ed rend}u csupa null¶akb¶ol ¶all¶o kvadratikus m¶atrix. Ekkor sem
(Ppl) nem (szuper)konzisztens (v¶eges esetben a konzisztencia ¶es a szuperkon-
zisztencia ekvivalensek) sem (Dpl) nem konzisztens. 2

¶Erdemes Äosszevetni az er}os dualit¶ast¶etelt a Karush-Kuhn-Tucker{t¶etellel
(Karush, 1939; Kuhn ¶es Tucker, 1951). Mindk¶et t¶etel az oper¶aci¶okutat¶as
f}o t¶etelei kÄoz¶e tartozik, ¶es mindk¶et t¶etel bizony¶³t¶as¶aban kulcsszerepe van
a Farkas-lemm¶anak. Azt mondhatjuk teh¶at, hogy mindk¶et t¶etel mÄogÄott egy
konvex, z¶art halmaz pontt¶ol val¶o er}os szepar¶al¶asara vonatkoz¶o t¶etel, a Farkas-
lemma b¶ujik meg.

6 ÄOsszefoglal¶as

A cikkben ismertettÄuk a v¶egtelen LP-kre fel¶³rhat¶o prim¶al-du¶al{p¶arokat, ki-
mondtuk ¶es bizony¶³tottuk a v¶egtelen LP-kre vonatkoz¶o er}os dualit¶ast¶etelt.
A t¶argyal¶as sor¶an igyekeztÄunk p¶eld¶ak seg¶³ts¶eg¶evel megmutatni, hogy mik
az okai a v¶egtelen eset a v¶eges esethez k¶epesti elt¶er¶es¶enek, illetve a cikk
fel¶ep¶³t¶ese seg¶³ts¶eg¶evel a Farkas-lemma, mint speci¶alis szepar¶aci¶os t¶etel sze-
rep¶et is hangs¶ulyoztuk. A hangs¶ulyoz¶as megl¶at¶asunk szerint nem Äonc¶el¶u,
mert a Karush-Kuhn-Tucker{t¶etel szint¶en ,,a Farkas-lemm¶aban gyÄokerezik",
a ,,kÄozÄos gyÄokerek" pedig a k¶et t¶etel kÄozÄotti hasonl¶os¶agra mutatnak.
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STRONG DUALITY THEOREM FOR INFINITE LPS

This paper considers a strong duality theorem for ini¯nite linear programs. We
state and prove the in¯nite dimensional version of the Farkas lemma, and by this
result we prove a strong duality theorem for ini¯nite linear programs (Anderson
and Nash, 1987). We discuss the main notions of the ¯eld and by the means of
examples we shed light on the intuitions lying behind the results.


