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Forgé Ferenc targyalja az aldbbi problémat [3]. Tekintsink egy gazdasagi
egységet, amely n darab tovabbi részbdl all, amelyek maguk is lehetnek gaz-
dasagi egységek vagy munkacsoportok vagy természetes személyek. Az utéb-
biakat [3] kifejezésével élve tagoknak nevezzitk. A probléma abban &ll, hogy
lehet-e a gazdasagi egység jovedelmét Ugy szétosztani a tagok kozott, vagyisa
tagokat Ugy 0sztonozni, hogy ez az Gsztonzés egyszerre legyen hatékony, azaz
hatdsira az egység jovedelme a leheté legjobban novekedjék, és racionlis,
azaz az Osztonzés az Osszjovedelmet mind a jovedelem komponensei, mind
az elvégzett munka szerint additiv modon ossza szét dgy, hogy a ténylegesen
jovedelmet termeld tagoktdl ne vonjon el jévedelmet. Feltételezve, hogy a
jovedelemfiiggvény kvadratikus, [3] arra a kovetkeztetésre jut, hogy az Gszton-
zés elé allitott fenti két kovetelmény egyidejiileg rendkiviil ritkdn teljesithetd.
Véleményiink szerint ez a feltételezés a modell nem minden értelmezése esetén
engedhetd meg, és ezen esetekben a probléma matematikai hatterében bo-
nyolultabb problémak fekszenek. Mindazonaltal alabb részletezendd okoknal
fogva a végkdvetkeztetéssel magunk is egyetértiink.

1. A Forgé modell matematikai keretei

Az i tag munkajinak intenzitdsit z; jeloli. Az ezen munkaintenzitdsokbol
alkotott z vektor az n-dimenzids egységkocka egy tetszéleges pontja, vagyis
z; = 0 esetén az i tag egy kiinduld szinten, mig z; = 1 esetén maximdlis in-
tenzitdssal dolgozik. Az egység jovedelme a munkaintenzitdsok fiiggvényében
f(z), ahol f az egységkockdt a valds szdmokba folytonosan differencidlhaté
médon leképezé fliggvény, melynek gradiensét a sorvektorként értelmezett
V f(z) kifejezés jeloli.
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Tegyik fel, hogy a munkaintenzitdsok pillanatnyi vektora a. Annak fel-
tétele [3] szerint, hogy a hatékony és raciondlis Sszténzés itt egybeessék, az

f(a) /1
———~—Vf(a) = V f(ta)dt 1
e V@ = [ vita) 1)
egyenlet teljesiilése. Itt a balodal a maximalis Jjovedelemnévekedés iranydba
mutatd vektor, ami a hatékonysdgot. fejezi ki, mig a jobboldal [1] nyomén az
emlitett kotelményeket kielégits, vagyis raciondlis Gsztonzés.

2. A sziikséges feltétel 1ij értelmezése

Ha az (1) egyenletet csak az a pontban kéveteljiik meg, akkor minddssze any-
nyi dénthetd el, hogy a gazdasagi egység torténetének egy adott pillanatdban,
esetleg csak véletlenszeriien, a hatékonysdg és a racionalitds kovetelménye
egybeeshet-e. De keveset mond abbdl a szempontbdl, hogy ennek az egybe-
esésnek a megkovetelése, mint a gazdasigi egység vezetésének munkamoédsze-
re, hosszabb tdvon fenntarthaté-e. Az utébbi esetben ezért az (1) egyenletet
nem mint egyetlen pontra vonatkozd egyenletet kell felfogni, hanem mint az
egységkockdl a valds szamokba folytonosan leképezd fiiggvények osztédlyan
értelmeszett fiiggvényegyenletet, amely kivilasztja azon jovedelemfiiggvénye-
ket, amelyek esetén az emlitett kévetelmény barmikor teljesithetd.

3. Egy fiiggvényosztdly

Ebben a szakaszban az a célunk, hogy megmutassuk, hogy az i.n. Euler-féle
homogén fiiggvények kielégitik az (1) figgvényegyenletet.

1. Definicié: Tegyik fel, hogy « D C R™ halmaz eleget tesz annak, hogy
Yt > 0 ésVr € D esetén tz € D. Legyen p egy rogzitett valds szdm. Egy
9 : D — R figguényt p-ed rendii homogén fiiggvénynek nevezink a D hal-
mazon, ha
Vi>0:VeeD: g(tz) = thg(z). (2)
A legegyszeriibb példa homogén fiiggvényre a glz) =31, a,-gcf‘ formula,
ahol a; (i = 1,...,n) valds szdm. Altaldban p+v-ed rendi fliggvényt kapunk,
ha a; (i =1,...,n) v-ed rendii homogén fiiggvénye az = vektorvaltozdnak.

1. Lemma: Hag: D — IR egy p-ed rendd homogén figguény, ahol D C IR
egy megfeleld halmaz, és valamelyi € {1,.. .,n} index esetén a %"— parcidlis
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derivdlt létezik e D halmaz belsejében, akkor a 5657 figguény egy (1 — 1)-ed
rendd homogén figguvény a D halmaz belsejében.

Bizonyitds: Rogzitsiink tetszélegesen egy z° € intD vektort és egy to >
0 szamot. Ekkor oz € intD, és

g (t029) = lim g(tox?, ..., toxd_1, tomi, tozdy 1, s bozp) — g(t02?) _
3:6,' z,—oz‘l? toI,‘ = t():lt?
[P g(29, ..., x?—u-"’i:x?ﬂ’ ) 9(“30) _ Lp-1 99 , o
th lim =7 —(z") .m
z,—»z? T — :(:? 81’.‘

Ismert a differencidlhaté homogén fliggvényekre az Euler-féle jellemzési
tétel (v.0. pl. [2], 361-362. 0.)

2. Tétel: Legyen D C IR™ olyan halmaz, amelyre minden t > 0 ésx € D
esetén tz € D teljestl. Legyen g ¢ D halmazon differencidlhats figgvény.
Annak szikséges és elégséges feltélele, hogy g p-ed rendd homogén figguény
legyen az, hogy minden z € D pontban teljesilion a

ug(z) = Vg(z)z
egyenléség. m

A kovetkezd tétel képezi matematikai szempontbdl dolgozatunk &6 mon-
danivaldjat. A tétel megad egy fliggvényosztdlyt, amire a kérdéses fliggvény-
egyenlet teljesul.

3. Tétel: Legyen D C IR™ egy rdgzilett nyill halmaz dgy, hogy mindent > 0
ész € D eseténtx € D. Ha p > 1 egy rogzitett valds szdm és g : D — R
eqy folylonosan differencidlhatd, nem azonosan zérus, p-ed rendd homogén
fiigguény, akkor g kielégiti az (1) egyenletel minden a € D pontban.

Bizonyitds: Az 1. Lemma szerint teljesiil az
1 1 1
] Vg(ta)dt = / t*"1Vg(a)dt = ~Vg(a).
0 0 K
egyenlet. Igy ha Vg(a)a # 0, akkor a 2. Tétel szerint
g(a)
Vg(a)a
Ha Vg(a)a = 0 és az a pont barmely kérnyezetében létezik egy = € D pont,
amelyre Vg(z)z # 0, akkor a differencidl folytonossigabdl elfogadhatjuk,
hogy
g(a)
Vy(a)a

Vyg(a) = %Vg(a) = /0 Vy(ta)dt.

Vo(a) = W) o(e) = Jim 2V0(2) = 1 Va(a),

0
:c—»a,VI?(l:c)z;éo Vg(:c)x
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ahol hasznaltuk a 2. Tételt. Igy teljesiil az (1) egyenlet. Ha Vg(a)a = 0 és a-
nak van olyan kérnyezete, amelynek barmely z € D pontjaban Vg(z)z = 0,
akkor a 2. Tétel szerint ¢ az azonosan zérus fliggvény, ami ellentmond a
feltevésnek. g

Legyen D nyilt halmaz és [0,1]" ¢ D. Ha g homogén a D halmazon,
ikkor az egész D halmazon, és igy a kozgazdasagi probléma algal megkovetelt
egységkockdn is kielégiti a kérdéses egyenletet. Hasonlé mondhaté akkor is,
ha D zart, de ekkor a Vg(a) értékeket intD haimaz elemeibdl ll6 soroza-
tokhoz tartozd megfelelé hatarértékként értelmenziik.

A 3. Tétel nem intézi el teljesen a felvetett probiémat, mert csak ele-
gendd feltételt ad meg az (1) egyenlet teljesiilésére. Mivel nem sikeriilt el-
lenpéldat talilnunk a tétel megforditasdra, ezért lgy érezziik, hogy igaz az
alabbi allitas,

Sejtés: Ha g legaldbb kétviltozds figguény, amely egy alkalmas, az eqységkoe-
kit tartalmazé D kipon mindeniitt pozitiv parcidlis dertvdltakkal rendelkezik
és kielégiti az (1) egyenlelel, akkor valamely alkalmas o mellett p-ed rendd
homogén fiigguény.

4. A matematikai eredmények interpreticiéja

A fentiekben megmutattuk, hogy egy gazdasagi egyseg jovedelme szétoszthatd
az egység lagjai kozott hatékony és racionalis modon a tagok munkdjanak
barmely intenzitdsa mellett, ha az egyseg jovedelme, mint a tagok munkdja
intenzitasanak fliggvénye egy p-ed rendii (1 > 1) homogén fiiggvény. Ha az
elé26 szakasz végén megfogalmazott sejtés igaz, akkor lényegében az ilyen
szélosztds csak ebben az esetben lehet az egység belsé mechanizmusdnak
része. Mivel'a homogén fiiggvények a folytonosan differencialhaté fiiggvények
osztalydn beliil csak egy kis részhalmazt képviselnek, ezért azt gondoljuk,
hogy a jovedelem szélosztasanak a jelen dolgozatban is vizsgalt két kdve-
telménye, a hatékonysdg és a racionalitds az esetek dontd Lébbségében nem
egyeziethetd Gssze,
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