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ADAPTIV ES ,EXTRAPOLA'TI'V BECSLESEK
EGY SPECIALIS DISZKRET DINAMIKUS
TERMELOI-FOGYASZTOI MODELLBEN!

SZIDAROVSZKY FERENC ES MOLNAR SANDOR
Arizonai Egyetem - Kozponii Bdnydszali Fejlesztési Intézel

Dolgozatunkban egy specialis diszkrét dinamikus termeldi-fogyasztéi modellt
vizsgdlunk. Feltessziik, hogy minden idépontban egyensilyban van a keres-
let és a kindlat. A termelSk elOszor megbecsiilik a varhaté arat, majd az igy
adédé varhatd hasznukat optimalizaljak. A rendszer globdlis aszimptotikus
stabilitasat vizsgaljuk meg statikus, adaptiv és extrapolativ becslések mellett.

1. Bevezetés

Korabbi dolgozatunkban (Szidarovszky és Molndr, 1994) egy diszkrét di-
namikus termeléi-fogyasztéi modellt vizsgaltunk, amelyben a rendszer di-
namizmuséat Arrow egy modelljéhez (1960) hasonlé diszkrét egyenlet vezérelte,
amely hidny esetén drnovekedést, tobblettermelés esetén pedig arcsokkenést
eredményezett. A piacot annak keresleti fliggvényével jellemeztiik, a ter-
meldket pedig azok koltségfiiggvényeivel. Minden ¢ > 0 id8pontban fel-
tettiik, hogy az Osszes termeld el6szor valamilyen médon megbecsiili a varhatd
arat, és a becslés alapjan ad6dS vérhatd profitjat maximalizalja. A Szi-
darovszky és Yen (1994) dolgozatban ezt a modellt ugy mddositjdk, hogy
minden idépontban feltételezik a kereslet és kindlat egyensilyét, és a rend-
szer dinamizmusat a dinamikus elSrejelzések vezérlik.

Ebben a dolgozatunkban a Szidarovszky és Yen (1994) éltal bevezetett
modellt vizsgdljuk meg, és a rendszer globalis aszimptotikus stabilitasaval
foglalkozunk adaptiv és extrapolativ becslések mellett.

2. A matematikai modell

A Szidarovszky és Molnéar (1994) dolgozathoz hasonléan egy olyan piacot
vizsgalunk, amelyben N termel8 ugyanazt a terméket termeli. Legyen z(t)
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a k-dik termelé termelési mennyisége a ¢t idSpontban (k=1,2,...,N;t =
0,1,2,...). Feltessziik, hogy kéltségfiiggvénye kvadratikus:

Ci(zx) = Braj + brzy + cx
ahol az Osszes egyiitthaté positiv. Minthogy

1
Bk = § ”(l‘k) s bk = C,’C(U) és Cp = C],;(O) s

egyedill az elsd, a konvexitdst biztosité feltétel jelent csak megszoritast. Te-
gylik azt is fel, hogy minden idépontban az Ssszes termeld elészor megbecsiili
a piaci drat. Jelolje pZ(¢) a k-dik termeld becslését, és ezutdn az Ssszes
termel8 maximalizdlja vrhatd hasznat. Vagyis z(t) az

zE(t) = argmax{ xkpkg(t) - (Bka:,% + bpzy + ck)} (D
T 20

szabillyal adédik. Feltessziik, hogy a profitmaximalizalé z), érték porzitiv, el-
lenkez6 estben ugyanis a termeld kilép a piacrdl, igy aszimptotikus vizsgalatok
szempontjabdl nem kell t8bbé szamolnunk vele. Egyszerii differencialdssal
adédik, hogy B
_pp(t) — b

nu(t) = G0 @)
Feltessziik, hogy a piac keresleti fiiggvénye linearis: d(t) = Dp(t) + d, ahol
D <0ésd>0. Az elsd feltétel az drban valé csokkenést jelenti, d > 0 pedig
szitkséges ahhoz, hogy pozitiv kereslet egydltalan lehetséges legyen. Minden
idészakban feltessziik a kereslet és kinalat egyensilyat:

N B
1) —b
Dp(t)+d=Y Pl 0k (Z)Bk .
k=1
azaz N
E
_ pe(t)—b d
p(t)—ZW‘ﬁ- (3)
k=1

Minthogy a pf (t) becslések a megeléz6 drak és becslések fliggvényei, ezzel az
egyenlettel egy diszkrét dinamikus rendszert definidlunk, amelynek strukti-
r4ja és stabilitdsi tulajdonsagai alapvetden a PE(t) becslésekté] fliggenek.

3. Adaptiv és statikus becslések

Ebben a paragrafusban feltessziik, hogy az dsszes termeld adapliv becslést
alkalmaz:
PE() = arp(t — 1)+ (1 — ag)pf(t - 1), (4)
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ahol 0 < ap < 1. Ezeknek a becsléseknek az értelmezése és tulajdonsdgai
megtaldlhaték a Szidarovszky és Molnar (1994) dolgozatban. Megjegyessiik,
hogy az aj = 1 specidlis esethen a (4) becslést statikusnak mondjuk. A (3)
és (4) egyenletek dsszevondsival egy elsérendii linedris differenciaegyenlet-
rendszert nyeriink a p(t), pP(2), ..., p¥(t) valtozdkra, amelynek egyiitthats-
matrixa:

Z ay 11—y 1—an
= 2B,D 2B:D ' 2BnyD

A= 31 1-o
oaN 1—an

Tudjuk a linedris rendszerelméletbél (1d. példaul Szidarovszky és Bahill, 1992),
hogy a globalis aszimptotikus stabilitds szilkséges és elégséges feltétele az,
hogy az A matrix sajatértékei az egységkor belsejében legyenek. A matrix
sajatérték-egyenlete a kdvetkezs alali:

i o Nl ar
. _
— = A

apt+ (1 — ap)vk = A (k=1,2,...,N).

A masodik egyenletbdl kézvetleniil leolvashatd, hogy

4/\_(1"_0%)!1, (6)

Vg =

Itt feltesszik, hogy A # 1 — . Ellenkezd esetben A = 1 — oy, igy feltételeink
alapjan 0 < A < 1, amely nem befolydsolja a rendszer stabilitdsat. A (6)
egyenlSséget az (5) elsd egyenletébe helyettesitve u # 0 alapjan azonnal
adédik, hogy

N

Y o (1 —ap)ay _
; 28D ;;2::1 2By D(A— (1 —ap)) o @

Az egyenlet gyokeinek vizsgilata érdekében tegyiik fel, hogy az ay értékek
kozott » killonbozd van, és jeldlje G azon termel8k halmazdt, amelyek az
ap = a; becslési egyiitthatdt vdlasztjak. Itt a; > ap > ... > a, jeldli a
killonbozd ay, értékeket. Ekkor a (7) egyenlet a

S (BT ) (5 %) ey

ieGy i€G)
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alakba is 4tirhaté, amely ekvivalens a

~(1—a)ap .
2. —(i=a) —-2D)\—§ﬂzal (8)

egyenlettel, ahol

1
o= o

ieZG, Bi
Ha a; = 1 valamilyen | mellett, akkor a (8) baloldalan eggyel kevesebb tag
talalhato, és a jobboldal struktirdja vdltozatlan marad. igy feltessziik, hogy
a #1(1=1,2,...,7), az elmondottak az a; = 1 specidlis esetre is érvényesek
maradnak. Jeldlje g(A) a (8) egyenlet baloldalat. Vegyiik észre eldszér, hogy
az egyenlet ekvivalens egy (r + 1)-edfoki polinom gyokeinek megkeresésével,
igy Osszesen (r+ 1) valds vagy komplex gydk létezik. Kénnyen lithatd, hogy

P}IEE,NQ(’\) T A—‘}lﬂ,-og()\) - )\Erﬂr:loog()‘) =9,
és az Gsszes folytonossigi pontban g lokalisan szigordan csékkend. A fiigg-
vényt az 1. dbra mutatja, ahol az egyenlet jobboldalan szerepld linedris fligg-
vényt is bemutatjuk. Az egyenletnek egy-egy gyoke van az (1 —a;,1— az),
(1 —as1—ag), ..., (1 =ar_y,1— a,) intervallumok belsejében, valamint
A = 0 is megoldas. Bz Osszesen r valds gyokét ad. Minthogy az dsszes (valds
és komplex) gyokok szama r + 1, és komplex gyokok konjugdltjaikkal egyiitt
szerepelnek, az (r + 1)-dik gyok is valds. Konnyii ldtni, hogy a g fiiggvény
konkdv A < 1 —a, esetén, igy a jobboldalt reprezentald egyenes vagy érinti
a gorbét A = 0 esetén (ekkor ez kétszeres gyok), vagy metszi ast még egy
helyen. Igy az sszes gyok —1 és +1 kozé esik akkor és csak akkor, amikor

9(-1) < -2D -3 " Bia .
i=1

Egyszerii szdmoldssal lathaté, hogy ez az egyenlStlenség ekvivalens a

N
a
D<—kz::1m 9)

feltétellel. Feltételeink mellett a jobboldal negativ, igy a (9) egyenlStlenség
azt jelenti, hogy a keresletfiiggvény D meredeksége elegendden nagy kell,
hogy legyen abszolit értékben.
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Tekintsilk ezutan azt a speciélis esetet, amikor ey = 1 mindegyik termeld
esetén. Ekkor a (9) feltétel a kovetkezéképpen médosul:

o
Dl PP .
< kZ:l o5, (10)

4. Extrapolativ becslések

Feltessziik most, hogy az Osszes termeld eztrapolativ becslést valaszt:
pe(t) = arp(t — 1) + (1 — ax)p(t - 2) (11)

ahol oz > 0. Ezt az egyenléséget a (3)-ba helyettesitve a

N o N 1 N bk d
p(t) = ZZB;;D p(t—1)+ Z2BD p(t—2) - Z2B,,D+B
k=1 k=1
(12)

rendszeregyenletet nyerjiik, amelynek karakterisztikus polinomja:

N
“’(’\):’\2—< 2BD) ( 2B, D )

A Szidarovszky és Molnar (1994) dolgozat 1. Lemmaéja alapjan a sajatértékek
akkor és csak akkor vannak az egységkdr belsejében, ha

l—ak
‘Z 9B.D

és

N
. ak
Z 2By D {Z 2B,D ' ;2BkD_1} '

Minthogy D < 0, ezek az egyenldtlenségek a kovetkezdképpen foglalhatdk

ossze:
ol ap—1 Al = 20
D < min E 5B E 2B, : (13)

k=1 k k=1

Ez a feltétel — hasonléan az adaptiv esetre — azt jelenti, hogy |D| elegendéen
nagy kell, hogy legyen. Megjegyezziik, hogy az oy = 1 (k = 1,2,...,N)
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specialis esetben az extrapolativ becslések statikussa redukélédnak. Ekkor a
(13) feltétel nyilvinvaldan a (10) egyenlStlenséggé egyszertisodik.

5. Kovetkeztetések

Dolgozatunkban a Szidarovszky és Molnar (1994) modell médositasaval fog-
lalkoztunk. Részletesen megvizsgaltuk a rendszer globalis aszimptotikus sta-
bilitisat statikus, adaptiv és extrapolativ becslések esetén. Stabilitdsi fel-
tételként rendre a (10), (9) és (13) egyenlétlenség adédott. Ha az Ssszes
tobbi paraméter rogzitett, akkor e feltételek ast jelentik, hogy | D| értéke elég
nagy kell, hogy legyen. Ha a rendszer globalisan aszimptotikusan stabilis,
akkor |D| értékét novelve az tovdbbra is aszimptotikusan stabilis marad.
Hasonléan a By, értékek novelése esetén sem valtozik meg a rendszer globalis
aszimptotikus stabilitasa.

Az itt bemutatott modell és a stabilitasi feltételek tobbtermékes piacok
esetére is dtvihetSk. Az dltalinos modell ugyamigy targyalhaté, mint a t5bb-
termékes oligopol modellek (1d. Okuguchi és Szidarovszky, 1990).
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ADAPTIVE AND EXTRAPOLATIVE ESTIMATIONS IN A SPECIAL
DISCRETE DYNAMIC PRODUCER-CONSUMER MODEL

In our paper a special discrete dynamic producer-consumer model is examined
under the assumption that at each time period the demand and supply are balanced.
We examined the global and asymptotical stability of the system.
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