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VARIANCIAFELBONTAS: ELOFELTEVESEK
£ES KOVETKEZTETESEK!

HAJDU OTTO - HUNYADI LASZLO
BKE Statisztikair Tanszék

A varianciafelbontds a statisztika elméletének egyik legdltalanosabb, legtobb
teriileten alkalmazhatd Gsszefliggését, nevezetesen a heterogén sokasagok vari-
ancigjanak az un. kiilsé és a belsd variancia Osszegére valdé bontdsdt eredmé-
nyezi. A varianciafelbontds tulajdonsagait tankonyvek, szakkonyvek és tanul-
manyok sora (pl. [1,2,3,4,5,6,7]) vizsgélja, néhany fontos sokasigi Gsszefiig-
gésre Hunyadi [4] cikke hivta fel a figyelmet. Jelen tanulmédny a varianciafel-
bontas soran el8alld kilsé, belsd és teljes eltérésnégyzetosszegek mintavétel:
ingadozdsdban rejlé, a mintavételi kovetkeztetések alapjaul szolgdld torvény-
szeriiségek, alkalmazdsi eléfeltevések attekinthetd rendszerbe foglaldsat tiizi
ki céljaul.

Valahanyszor egy ismeretlen sokasig jellegzetességeinek a vizsgélata all
érdekl8désiink homlokterében, és a teljes sokasdg megfigyelése vagy lehetetlen,
vagy folosleges, kovetkeztetéseink soran kénytelenek vagyunk egy mintavétel
eredményeire hagyatkozni. Praktikus megkdzelitésbél tehdt értelmetlennek
tlinik sokasdgi és mintabeli jellemz8k egymas mellett vald szerepeltetése,
hiszen ismert sokasidg mellett sziikségtelen a mintavétel, ismeretlen sokasdg
esetén pedig csak mintaadatok allnak rendelkezésiinkre. A kovetkeztetéseink
mindségét azonban az alkalmazott mintavételi méd, tovdbbd a mintabeli in-
formacid feldolgozasanak a modja alapvetéen befolydsolja. Ha ismerjik e
tényez6k hatdsmechanizmusat, s kozben a sokasdgrdl tokéletes informacidval
rendelkeziink, akkor szembedllitva kovetkeztetéseinket és a valdsagot, meg-
itélhetdvé valik, hogy milyen hatékonyan hasznaltuk fel a mintavétel ered-
ményeit. A valdsdgot természetesen nem ismerjuk, viszont foltételezhetjuk
tobb, vagy kevesebb jellegzetességének az ismeretét, s ezek birtokdban meg-
adhatjuk maganak a mintavételnek, illetve a mintabeli informacidk feldol-
gozasanak azon mddjat, amely mellett kovetkeztetéseink varhatdan a leg-
megbizhatdbban fogjdk kozeliteni az ismeretlen sokasigi jellemzoket.

A fenti gondolatmenetet csoportositott (rétegzett) sokassagra, s igy csopor-
tositott mintdra alkalmazva arra kivanunk ramutatni, hogy milyen mintavételi
tervet kell késziteni, illetve milyen statisztikdkat célszerti szamolni a rétegzett
sokasdg minél megbizhatébb jellemzése érdekében akkor, ha a sokasdgrol

1Beérkezett 1994. november 3.
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tobb, vagy kevesebb ismeretiink van. A sokasigrdl alkotott ismereteink tn.
eléfeltevések formajdban kerililnek megfogalmazdsra. Mint altaladban a minta-
véleli kGvetkeztetések, a varianciafelbontdson alapulék is kétiranyiak, becs-
lési, valamint hipotézisvizsgdlati céliak lehetnek. Mig becslési feladatok
esetén minden, a sokasdgrol alkotott eléfeltevésiinket egy minél jobb becslés
érdekében mozgésitjuk, addig a hipotézisvizsgalat sordn maga a hipotézis is
eléfeltevéseink egyike, amely mellé mds feltevések is tarsulhatnak.

Lévén a vizsgilandd sokasig rétegzett, teljeskori leirdsa a szdbanforgd je-
lenség (valtozd) csoporton beliili jellemzdinek, és a csoportok egymashoz vald
ardnydnak ismeretét igényli. A sokasig megaddsa soran e kérdés a vizsgalt
valtozd csoporton beliili eloszlisainak Gsszehasonlitaséra iranyul. Alapvetd
kérdés az, hogy a valtozd normalis eloszldsi-¢ vagy sem, a csoporton belili
variancidk egyenléek-e vagy sem, tovabba, hogy a varhaté értékek kiildnbdz-
nek-e, vagy sem. A tanulmény a varianciafelbontds mintavételi varhaté érté-
keinek dltalanos formuldkba ontése alapjin néhany alapvetd, széleskoriien
hasznélt modellnek a fenti kritériumokra, tovibba a mintaelemszdm eloszta-
sara, és a becslé-, illetve tesztfiiggvény megvélasztasira vals érzékenységét
vizsgalja.

Ennek érdekében elséként a rétegzett sokasig ismeretét feltételesd dliald-
nos modellt definidljuk, majd meghatirozzuk a mintabdl szdmitott eltérés
négyzetosszegek varhatd értékét ezen altalinos modell keretei kézott, Ezt
kovetden megmutatjuk, hogy az egyenld rétegvariancidkra és egyenld réteg-
tlagokra, tovabbd a mintaelemszdm elosztasara vonatkozo feltételek kiilén-
kilon, vagy egyidejii figyelembevétele miként eredményezi az dltaldnos modell
szlikiilését, a kiilonféle eltérésnégyzetosszegek varhats értékei hogyan egysze-
rlisddnek, nyernek statisztikai tartalmat azdltal, hogy az altalanos modellt
fokozatosan specidlis modellekké redukaljuk. Végiil azt targyaljuk, hogy a
mintavételi varhaté értékek fokozatos egyszertistdése hogyan szolgidlja néhany
kozismert, a varianciafelbontds elvén alapulé beeslési, illetve hipotézisvizsgi-
lati eljaras miikodését, gyakorlati alkalmazhatosagat. A gyakorlati vonatko-
zasokat illetden figyelmiinket ~ messze a teljesség igénye nélkiil - az aranyos
rétegzésbdl végrehajtott becslések, illetve az egyszempontii, klasszikus vari-
anciaanalizis elméletére koncentraljuk.

Modellfeltevések

Az aldbbiakban egy normdlis eloszldstd, rétegzet sokasdgot lefrd altaldnos
modellt adunk meg, amely modellt a kdvetkezs jelélésrendszer foglal egységbe.
Tekintsiik a sokasdgot, mely j = 1,..., m szdmu rétegre tagolédik. Az egyes
rétegekre, illetve a sokasdgra vonatkozdan az 1. téblazatban foglalt jellemzék
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ismeretét feltételezzik:

1. tdblazal: A sokasdg lefrdsa

Jellemz4 Rétegek Alap-
1 j m sokasdg
Viltozo )4 Y; Y Y
Altalanos egyed Y Yi; Yim Y;
Rétegarany Py P; P, 1
Varhato érték 41 j 7. U
Variancia o? o} ok o?
Réteghatds TLS PR T = — b T = Py — Q

A tablazattal kapcsolatban megjegyzends, hogy a rétegaranyokat kifejezd
P; értékek végtelen sokasig esetén a j-edik rétegbe keriilés valdszintiségét
jelentik, bar ezek a valdszinliségek nem sziikségképpen ismertek. A j-edik
réteg variancidja definicid szerint?

of = E((Y; - 1)?) (1)
a teljes sokasdgé pedig
ot = B((Y - ?). @

Az alabbiakban sorra vessziik a cseportositott sokasigra vonatkozd, a cso-
portok és a teljes sokasdg viszonyat leiré mindazon Osszefiiggéseket, amelyek
ismerete a tanulmdny mondanivaldja szempontjdbdl elengedhetetlen.

Rogaitsiik a centrdlis tendencidt® kifejezd, rétegen beliili virhats értékeket
rendre az

EY)=w (=1...,m) (3)

szinteken. Jelolje a rétegen beliili vérhaté értékek silyozott szamtani atlagat

ZOEDIT (4)

dowi=1 (5)

dltalanos siilyrendszer felhasznalasival. Ekkor a sokasdgra értelmezett

#=n(P) (6)

2Az Y véletlen véltozé varhaté értékét a tovabbiakban E(Y) jeldli.
3Centrélis tendencia alatt azt értjiik, hogy egy sokasig egyedeinek tilnyoms t6bbsége
egy rogzitett szamhoz kozeli értékkel bir, akoriil, és ahhoz kozel ingadozik.
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kozépérték is rogaitett. Ebbél kovetkezden a réteghatdsok tényleges réteg-
aranyokkal silyozott atlaga
T(P)=0, (7)

valamely feltételezett rétegardnyokkal sdlyozott atlaga azonban a konkrét
stlyrendszer fliggvénye:
7(v) =7

EbbSl kovetkezden a rétegitlagok silyozott szamtiani dtlaga csak akkor egyen-
18 a sokasdg atlagdval, ha silyként az egzakt P; rétegardnyok allnak rendel-
kezésre, egyébként az egyenléség nem all fenn:?

m m

B) =D vimg =y vi(h+7)=p+7w) £ p. (8)

j=1 i=1

A rétegek szérédasat a kilsé szdrdsnégyzettel jellemerziik. A kiils6 vari-
anciat a réteghatdsoknak a rétegardnyokkal silyozott szérésnégyzcte allitja
el6. Mivel modelliink szerint a réteghatdsoknak a rétegaranyokkal silyozott
szamtani dtlaga zérus, ezért a kiils szérasnégyzet egyben a réteghatdsoknak
a rétegaranyokkal silyozott négyzetes atlaga négyzetével is megegyezik:

o (P)=Y Pi(r; —7(P))" =Y Py} = 7P) = 0% . (9)

j=1 j=1

A kiilsS szérasnégyzet természetesen csak abban az esetben zérus, ha vala-
mennyi rétegatlag (rétegen belili varhaté érték) egyenls egymassal, s igy a
sokasdg atlagdval (varhaté értékével). Ekkor valamennyi réteghatds zérus:

0k =0 ha py=py=..=p,=p, (10)

vagyis

0% =0 ha Mm=m=...=7,=0. (11)
A rétegek belsé szdrédisit osszefoglaléan az dtlagos rétegen beliili szdras-
négyzettel jellemezziik, amely két esetben egyezik meg a belsd szirdsnégyzetiel.
Egyrészt akkor, ha silyként a rétegaranyok rendelkezésiinkre allnak:

7 (P) =0}, (12)

*A rétegaranyok ismerete mem irredlis feltevés, még végtelen (megszamolhatéan
végtelen) sokasdg esetén sem. Gondoljunk pl. a budapesti napi mozibevételek sokasdgara,
melyet két rétegre, a hétkézi és a hétvégi napi bevételekre bonthatunk. Itt a rétegaranyok
5/7 és 2/7, a rétegatlagok jelentése pedig a napi atlagos hétkdzi és hétvégi bevétel.
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masrészt akkor, ha valamennyi rétegen belil a szdérasnégyzet megegyezik.
Ekkor ugyanis a stlyoknak nincs befolyasuk az atlagos értékre:

T (v) = o} ha ol=0l=...=0% =02 (13)

A varianciafelbontds ismert eredményeképpen pedig a teljes variancia a kiilsé
és a belsd variancia Osszege:

o’=ck +0%. (14)

Mintavételi varhatd értékek

A rétegzett sokasagra vonatkozd kovetkestetésiinket — legyen annak célja akar
valamely jellemzé becslése, akar valamely hipotézis vizsgalata — a mintabeli
eltérésnégyzetosszeg dekompozicidjara, s a komponensek varhaté értékeire
alapozzuk. Ezért az alabbiakban elséként a kiilsd, belsé és teljes eltérés-
négyzetosszegek varhatd értékeinek dltaldnos formuldit adjuk meg, amelyek
a vizsgalt feltevések mellett leegyszertisddnek, ezdltal érdemi, a tanulmdny
kozponti mondanivaldjat jelentd kovetkeztetések levondsat teszik lehetové.

Vegylink rétegenként figgetlentl, rendre nq,...,n,, elemd, rétegen belill
fuggetlen és azonos eloszldsu (FAE) mintdkat, amelyekre

m
an =n, és  wj=nj/n. (15)
i=t

A mintaelemszam rétegek kozotti w; megoszlasat mintaelosztdsnak nevezziik,
s ez feltevéslink szerint nincs mintavételi ingadozdsnak kitéve. Ekkor a
mintabeli csoportatlagok rendre

?1;---:@”: (16)

az n elemd (teljes) minta atlaga
y(w)=7, (17)
a mintabeli korrigalt szérasnégyzetek pedig rendre

)

2= -7 =1)  G=1,...,m) (18)

i=1

alakdak lesznek. Tekintsiik ezutdn a mintabeli teljes eltérésnégyzetosszeg
kiilsé és belsé OsszetevOkre bontdsat:

SS =SSk + SSp (19)
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ahol

m n;
SS =33 "(w; —9)?, (20)

j=1li=1
SSk =y _ni(3; -9, (21)

i=1

SSe =y (wi — 7). (22)

j=1l:=1

A mintavétel kovetkeztében mind a teljes, mind a belsd, mind a kiilsé eltérés-
négyzetosszeg mintavételi ingadozdsnak van kitéve. Az egyes eltérésnégyzet-
osszegek mintavételi virhaté értékét az alabbi &ltalinos formuldk® szolgsl-
tatjak:

E(SS) = (n— 1)a*(w) + Y _n; (17 — 7(w))* = (n — 1)72(w) + no?(w) (23)

ji=1
E(SSp) = B} (n; —1)s?) =Y (n; — 1)o? = Y nj(o? —o?/n;)  (24)
j=1 j=1 j=1
E(SSk) =) (1—w)o? + Y n;(r ~7(w))’ = > (1= wj)o? + no?(w) .
Jj=1 j=1 i=1

(25)
Léthaté, hogy a fenti virhaté értékek az aldbbi tényezdk fiiggvényei:
. mintanagysig,
. mintaelosztds,

1

2

3. rétegvarianciak,

4. atlagos rétegvariancia,
5

. réteghatédsok variancidja.

Vegytik észre, hogy mind az dtlagos rétegvariancia, mind a réteghatésok vari-
ancidja silyozottan értendd, ahol silyrendszerként a (w) mintaclosztds sze-
repel. Nevezetes esetekben e vdrhatd értékek egyszeriibb alakot Sltenek. E
nevezetes esetek a kovetkezdk:

S A varhatd értékek alabbi formuldinak a levezetését az Olvasé az 1. Figgelék (F.1)-(F.8)
azonossigai alapjan ellendérizheti.
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Homoszkedaszticilds: valamennyi rétegvariancia egyenlé egymassal, s igy
rétegardhyoktdl fiiggetleniil a kozos variancia egyben a belsS variancidt is
jelenti:

cl=ol=. . . =oh=ol=0h.

Korreldlatlansdg:® valamennyi rétegatlag egyenls egymadssal, s igy a soka-
sag 4tlagdval, amibdl kovetkezden valamennyi réteghatds, s ezért a kiils6 va-
riancia is zérus:

n=m=..=Tm=0=0%.

Ardnyossdg: a teljes n mintaelemszdm rétegek kozotti szétosztdasa a tény-
leges rétegaranyoknak megfeleléen torténik:

wj = Pj, vagyls T(w)=0.

Ha a fenti harom tulajdonsag kiilon-kulon, vagy valamilyen kombinaciéban
egyidejtileg teljesiil, akkor a (23), (24) és (25) eltérésnégyzetek varhatd értékei
a kovetkezdk szerint alakulnak:

Ardnyossdg esetén:

E(SS) = (n—1)o}+Y _nir} = (n—1)af+n7;(P) = (n—1)of+nok (26)

i=1
m m m
E(SSp) = Z(nj —1)o} = ng*(P) - Z 0! =nop — Z o} (27)
j=1 i=1 i=1
m m m
E(SSk) =) (1—P)o? + Sonrr =Y (1 - By)o} +n73(P) =
j=1 j=1 j=1
m (28)
Z 0'? - a% + n(r%( .
i=1
Korreldlatlansdg esetlén:
E(SS) = (n— D)7(w) (29)
E(SSp) = ng*(w) — » o} (30)
j=1

6A tanulmdnyban korreldlatlansig alatt azt értjlik, hogy a rétegitlagok egyenlSk
egymassal, vagyis a csoportképzd (rétegképzd) valtozé nincs sztochasztikus kapcsolatban
a vizsgalt Y mennyiségi viltozéval. Megjegyzendd, hogy nominalis skdldn mért rétegképzd
ismérv esetén a sztochasztikus kapcsolatnak ezt a tipusit a magyar statisztikai terminolégia
nem korreldciénak, hanem vegyes kapcsolatnak nevezi.
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E(SSk) = Em; o? -7 (w) . (31)
Homoszkedaszticitds esetén: i
E(SS) = (n—1)02 + no?(w) (32)
£(5Sp) = (n —m)o? (33)
E(SSk) = (m = 1)ol + nol(w) . (34)

Ardnyossdg és homoszkedaszlicitds eselén:

E(SS) = (n=1)0? + n72(P) = (n ~ 1)0? + no¥, (35)
E(55p) = (n — m)o? (36)
E(SSk) = (m —1)o? + n72(P) = (m — 1)0? + no . (37)

Ardnyossdg és korreldlatlansdg esetén:

E(SS)y=(n—1)0} (38)

E(55p) = no% — ZO'J? (39)
j=1

E(SSk) = Xm: of — 0% . (40)

Korreldlatlansdg és homoszkedaszticitds esetén:
E(SS) =(n—1)o, E(SSp)=(n—m)o?, E(SSk)=(m—1)s?. (41)

A fenti varhaté értékeket azéri kell ismernii nk, merl segitségiikkel tudjuk
megvalaszolni azt a kérdést, hogy a sokasdg milyen Jellegzetességel mellett,
mely statisztika becsiili torzitatlanul a sokasdg kiilss, belsé, illetve teljes vari-
ancidjat. A tovabbiakban sorra vessziik mindazon statisztikak torzitatlansagi”
tulajdonsagait, amelyek szamitasat a mintabeli eltérés-négyzetosszeg dekom-
pozicija teszi lehetévé, majd megmutatjuk, hogy ezek a tulajdonsdgok mit
jelentenek néhdny fontos gyakorlati alkalmazds szemszogébsl.

"Egy becslSfiiggvény torzitatlan, ha mintavételi varhaté értéke megegyezik a becstilni
kivant sokasdgi jellemzdvel.
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Torzitatlansagi kovetkezmények

A teljes eltérésnégyzetosszeg tulajdonsigai

A rétegenkénti fliggetlen mintavétel alkalmazdsat feltéve, altalaban SS sem-
milyen transzformacidja nem alkalmas a sokasdg valamely variancidjanak
torzitatlan becslésére. Még az SS/(n—1) statisztika® sem, mivel (23) alapjin

SS n
E( ) — =2 2 2 . 492
) =) + " oiw) # o (12)
Speciélisan azonban, ardnyos rétegzés és korreldlatlansag egyidejii teljesiilése
esetén az SS/(n — 1) statisztika (38) szerint alkalmas a belsd, s egyben a
teljes variancia torzitatlan becslésére:

(SS

n_l)zag:cf?. (43)

Ebbdl is ldthatd, hogy korreldlatlansig esetén értelmetlen a rétegek megkii-
lonboztetése.

A belsé eltérésnégyzetisszeg tulajdonsdgai

1. A teljes mintaelemszdmmal vald osztds utjan nyert SSg/n statisztika
dltaldban nem alkalmas a 0% belsd variancia torzitatlan becslésére, mivel (24)
figyelembevételével:

55 m m_ ;2 i o
E(J) . 2N 22 N
. ZU’J% Z -y (w) Z n; #0p (44)
j=1 Jj=1 gk
Arényos rétegzés, vagy homoszkedaszticitds esetén azonban 7%(w) = o,

tehat a lefelé torzitds mértéke meghatarozhaté:

T wio?

e & (45)
Pr

j=1 J

amely ardnyossdg esetén®

m

ZPja§J , (46)

i=1

8Az S5/(n — 1) statisztika az n elemii minta egyszerd véletlen médon valé kivalasztdsa
mellett nydjtana torzitatlan becslést o2-re.
90% a j-edik réteg mintadtlaginak mintavételi variancidjat jeldli.
2
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homoszkedaszticitds esetén pedig
D42 (47)

lesz.
2. Altalinossigban az SSp/(n — m) statisztika sem becsli torzitatlanul
a belsé variancidt, hiszen (24) alapjin:

() =p( ) -2 B . ay

Homoszkedaszticitds teljesiilésekor azonban torzitatlan statisztika, mivel (33)-
at tekintve:

SSp
E(n_m):agza;,. (49)

A kiils6 eltérésnégyzetdsszeg vizsgidlata

A homoszkedassticitds és a korreldlatlansig egyiittes teljesiilésekor az
SSk [(m — 1) statisztika a kozds variancia, s igy egyben a bels§ és a tel-
Jes variancia torzitatlan becslésére alkalmas, (41) alapjan ugyanis:

SSk
E(m_l):azzoﬁ;:ag. (50)

Ha azonban csupdn a homoszkedaszticitds érvényesiilését feltételezzitk, akkor
(34) szerint:

B(2E Y202 " o). (51)

m—1 m—1
Az (50) és (51) varhat6 értékek viszonylatédban a
(ON

a7 (w) (52)

m—1"

o <ol +
relécié mindig teljesill, viszont w megvélasztisénak a fliggvényében o2(w) is
valtozik.

Alkalmazdsok

A belsé variancia becslése

Mivel (49) alapjén az SSp/(n — m) statisztika varhaté értéke csak homo-
szkedaszticitds esetén egyezik meg a bels6 variancidval, ezért valahdnyszor a
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belsd variancia torzilatlan becslése a célunk és a homoszkedaszticitds telje-
sulését semmi nem tdmasztja ala, akkor a bels§ variancia becslésére masik
becslofiiggvényt kell keresniink. Tekintsik az

m
32 (w) = Z w;j s?-
=1

statisztikat, amelynek varhaté értéke minden esetben
E(3*(w)) = 5%(w) .

Mivel 7%(w) = o} mind aranyos rétegzés, mind homoszkedaszticitds esetén
teljesiil, ezért 52(w) mindkét esetben a belsd variancia torzitatlan becslését
nyijtja. A bels6 variancia nem homoszkedasztikus koriilmények kozotti torzi-
tatlan becslésének igénye tipikusan a klasszikus rétegzett mintavételen alapuls
becslések készitésekor meril fel.

Ezzel szemben az

g= 558 _ g =D
Pon—m o n-m

formuldval definialt \in. ,,pooled” mintabeli variancia

1
(rj — 1)o?
=300
=l

véarhaté értéke dltaldban nem egyezik meg a belsd varianciaval, ezért sf,
kizardlag homoszkedaszticitds esetén lesz a kozds o2, s {gy a belsé varian-
cia torzitatlan becsléfiiggvénye. Ezck a feltételek pedig tipikusan a vari-
anciaanalizisnek, és kétmintds esetének, a kétmintds ”pooled” ¢-tesztnek az
alkalmazdsi feltételei.

Ugyanakkor beldthaté,'® hogy a mintabeli korrigilt s? variancidkat mas és
mds v; silyrendszerekkel 4tlagolva, 3 (v) minimumadt az sf, pooled variancia

szolgaltatja.

Becslés figgetlen részmintdkbdl

Flggetlen részmintakbdl vald becslés esetén az n elemd teljes mintdt véletlen-
szerllen és fiiggetleniil m szdmu egyenld részre, mondhatni rétegre bontjuk

ligy, hogy
nj =n, és n = mn,

108pecialis esetre lasd a IT. Fiiggelék azonosséigait.
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teljesiiljon. A rétegenkénti egyenld mintaelemszdm alkalmazdsit a

feltevés elfogaddsanak megfelelé ardnyos rétegzés indokolja, mig a rétegek
figgetlen és véletlen kialakitdsa — a rétegképzés és a vizsgalt Jelenség kor-
reldlatlan voltdnak biztositasaval — a kiilsé variancia zérus értékének a felté-
telezését teszi redlissa.

Feltételezve tehat a homoszkedasztikus korreldlatlansig és az aranyossig
egyiittes teljesiilését, a sokasdg u varhatd értékének torzitatlan becsléfiggvé-
nye fliggetlen részmintik esetén

m
_ . Yy
yFRM—jZ_:lml

amelynek elméleti variancidja

[N

e

Var (Yppum) = =

Ebbdl kovetkezden viszont lathatd, hogy fiiggetlen részmintdk alkalmazdsa
mellett az dtlagbecslés variancidjdnak becslésére hasznalt

2 i (T — ?FHM_)2
m(m — 1)

statisztika torzitatlanul becsli az elméleti variancidt, mivel homoszkedasztikus
korreldlatlansig esetén (41) szerint

o2 ned ;o1 (Ui — Uram)® (U — Yrrm)?
H(tgy) =R () - s (Rt

A varianciaanalizis teszt!! ereje

A varianciaanalizis teszt statisztik4jdnak egyik mikédési alapelve azon kdzis-
mert tétel, miszerint a szabadsagfokkal osztott (korrigalt) kiils§ eltérésnégy-
zetosszeg vdrhatd értéke homoszkedaszticitds esetén nem kisebb, mint a kor-
rigalt belsé eltérésnégyzetosszeg varhatd értéke, az egyenlSség pedig csak a

11 A varianciaanalizis nullhipotézise szerint Hg : 71 = 73 = ... Ty, amely tesztelésének
— normélis eloszldsd csoportok esetében - a homoszkedaszticitds teljesiilése alkalmazdsi
eléfeltétele.
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homoszkedasztikus korreldlatlansag esetén all fenn, mikor a kérdéses varhaté

értékek éppen a kozos o? variancidval egyenlSk:

1SS
E(SSK |a'f:...:a,2n,'rl:...:rm):o’f:E(—B)g
m—1 e n—m
E( _K |a%:...:a,2n):az+mr_l_laf(w).

Minél nagyobb tehat a réteghatdsok szérédasa, s igy annak o2(w) mértéke,
anndl magasabb a korrigalt kilsé eltérésnégyzetosszeg varhatd értéke a vari-
anciaanalizis alternativ hipotézisének helyessége esetén, vagyis annél nagyobb
e proba szelektivitdsa, azaz a préba ereje. Mivel azonban a w mintaelosztds
megfelelé megvalasztdsival o2(w) befolyasolhatd, igy a varianciaanalizis ereje
novelhetd, de csokkenthetd is. Ugyanakkor viszont a 7; réteghatdsok a gya-
korlati szamitdsok esetén eredendden ismeretlenek, tehdt nem tudjuk meg-
mondani egzaktan azt a w stlyrendszert, amely o2(w)-t a sokasigi réteghata-
sok mellett maximalja. E maximdlds sordan tehdt w nevezetes eseteit tudjuk
csak kezelni. A réteghatdsok variancidjanak

o2 (w) = 7(w) — 7*(w)

formuldjat tekintve, ilyen feltevés lehet?a mintaelosztds tekintetében az ard-
nyossdg esete. Ekkor ugyanis a réteghatédsok 7(P) atlagdnak zérus az értéke,
s ezért a varianciaanalizis teszt erejének viszonylagos nagysaga ez esetben a

o3 (w) < 74(P)
relacié teljesiilésének, vagy nem teljesiilésének a kérdése, amely a
Ty (w) = 75 (P) <77 (w) (54)

formaban is irhaté. Amennyiben tehat (54) fenndll, igy a varianciaanalizis
ereje ardnyossdg esetén nagyobb, mint nem ardnyos mintaelosstds mellett.!?
A varianciaanalizis erejét a ”pooled” variancia minimum tulajdonsdgénak
a szempontjabdl vizsgdlva tovabba az is lathatd, hogy mivel s;‘; a varianci-
aanalfzis F' probafiiggvényének a nevezdjében szerepel,'? ezért a pooled vari-
ancia hasznalata is az ANOVA erejének a novelését szolgalja.

12 A7 (54) alatti rel4cié pl. abban az esetben biztosan teljesil, ha a réteghatasoknak
a mintaelosztdssal silyozott négyzetes atlaga kisebb, mint a rétegaranyokkal silyozott,
hiszen ez esetben (54) baloldala negativ, jobboldala viszont mindig pozitiv.

1Bp = (S5x/(m —1))/(S55/(n = m)).
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A mintaelemszam elosztdasidnak kérdése

Szamos statisztikaelméleti irodalom (pl. [1, 5]) a varianciaanalizis modellfel-
tevéseinek a targyaldsakor a

m
=D winj—p=0

ji=1

feltétel rogzitésébdl indul ki. Mivel azonban modelliink szerint a réteghatdsok
elére régzitettek, és m(P) = u, ezért T(w) = 0 elére torténd rogzitése csak az
alabbi esetekben indokolt:

— egyrészt, ha valamennyi réteghatas zérus;

— masrészt, kilonbozb réteghatésok melletti ardnyosan rétegzett minta-
vétel mellett;

— harmadrészt, ha egy végtelen sokasig rétegaranyai nem ismertek, de
azokat egyenlSnek feltételezve, rétegenként azonos elemszdmd mintdkat
veszunk.

ésszefoglalés, kovetkeztetések

A tanulma,nyban a heterogén sokasdgokat jellemzd dltaldnos modellt vizsgal-
tuk. Altalanos volt a modell abbdl a szempontbdl, hogy feltételeit olyan tagra
szabtuk, hogy abba mind a varianciaanalizis, mind a rétegzett mintavétel,
mind a részmintés becslések belefértek, ugyanakkor szitk volt a modell abban
az értelemben, hogy csak egyetlen ismérv (véltozd) szerint csoportositottuk
a sokasdgot.

Médszeriink az volt, hogy a mintdbdl szdmitott négyzetdssaegek varhaté
értékét tekintettiik, és bemutattuk azok egyszeriisddési lehetdségét haromféle
feltétel mellett.

F6bb kovetkeztetéseink az aldbbiak voltak:

a) kimutattuk, hogy aranyosan rétegzett mintavétel esetén a mintasilyok-
kal dtlagolt korrigdlt mintavariancia ad torzitatlan becslést a belss va-
riancidra;

b) megmutattuk, hogy megfeleld feltételek mellett a pooled variancia torzi-
tatlan, és minimélis variancigjd becslést ad a kozds (belsd) variancidra;

¢) belattuk, hogy a szokdsos feltételek mellett a fiiggetlen részmintak méd-
szere az atlagbecslés variancidjara torzitatlan becsléfiiggvényt ad;
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d) megvilagitottuk, hogy a varianciaanalizisnél szokasos 7(w) = 0 feltevés
valdjaban az egyenld sokasagi rétegaranyok melletti ardnyos mintavétel
hallgatélagos feltételezésével azonos, végiil

e) kimutattuk, hogy a mintaelosztds valtoztatasival a varianciaanalizis F-
tesztjének szelektivitdsa (és ereje) novelhetd, és dltaldnos esetben ez azt
Jelenti, hogy az egyenletes mintaelosztdsbdl vald kovetkeztetés javitja a
teszt erejét.

Fiiggelék

I. A mintabeli eltérésnégyzetdsszegek mintavételi varhatd értékének
a meghatdrozasahoz sziikséges azonossdagok

Irjuk fel a mintabeli teljes, belsé és kiilsd eltérésnégyzetdsszegeket az aldbbi
formakban, kihaszndlva a tényt, hogy az eltérésnégyzetosszeg a mintaelemek
konstanssal valé eltoldsara invaridns.

A teljes eltérésnégyzetosszeg, valamennyi mintaelemnek ugyanazon g kon-
stanssal vald eltoldsa (csdkkentése) nyomdn:

= (w-9)?*=

j 1i=1
m "N, n,
e 2 .
DO v - wP-n@—p) ZZ( (vi5 — 1)+ — W) —n(G — u)?=
j=1i=1 j=1i=1
m Ty m ny
DD W — )+ (e — ) +22 =) D (w5 — ny) — n(y — )’
j=1i=1 j=1 j=1 i=1
(F.1)
A bels6 eltérésnégyzetosszeg, a mintaelemeknek csoporton beliili, rendre p;
(7 =1,...,m) konstanssal valé csokkentése utan:
m Ty m ny
SSp =) (wi~9;)" = Z(Z(yﬁ —u)* = n; (G5 — uj)z) =
j=li=1 j=1 i=1 (F.2)

m

EZ(%J—#J z n;(y; — 1)°

j=11i=1 giI=l!
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Végiil a kiils6 eltérésnégyzetosszeg egyszerll kivondssal:

m m

SSk =Y (@ — m) + Y ni(u; —p)? +
1 = n, = (F3)

2> (5 — )Y (Wi — ) —n(y— p)?
j=1 i=1

Tekintsik tovabba a kovetkezd nevezetes varhatd értékeket:

Ei(yis —ui) =0, (F.4)
B~ m)’) = Var(g) = 1, (F5)

9) = EQ_wily) =) win; . (£.6)
j=1 j=1
z (F.4), (F.5) és (F.6) azonossigok felhaszndlasival
E|- B ))
Var (g Zw Var (7;) Z

j=1

NI—I

[

iw g D)

J b

:I*—‘

nj
j =1

majd (F.7) ﬁgyelembevetelevel

E((y—w?) =E(@-E®@) +E®F) —un)?) = Var (.172) + (E(y) ~p)? =

EZSU) n <§: niki u)2 _ 7% (w) . (Zfﬂnm>  22w)

n n n? n

=1

(£.8)
A fenti varhaté értékeknek az (F.1), (I.2), (F.3) formuldkba helyettesitésével
nyerjik a (23), (24) és (25) alatti altaldnos varhatoé érték képleteket.

II. A mintabeli ,,pooled” variancia minimum tulajdonsdga

Altaldban belathatd, hogy ha 6, és f, torzitatlan és fuggetlen becsléfliggvények
f-ra, akkor

a) oby + (1 — a)fy = b is torzitatlan, és
b) Var (03) akkor lesz minimalis, ha

_ Var (6)
Var (él) + Var (ég) '

(£9)
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ami belathaté, ha felirjuk a
Var (f3) = a*Var (6;) + (1 — @)?Var (d,)

egyenletet, és megkeressiik a minimumat o fliggvényében.

Specidlisan két, normalis eloszlasu réteg, és rétegenkénti fiiggetlen minta-
vétel esetén legyen 6 = 02, §; = s?, f, = s2. Ekkor mindkét becsléfiiggvény
torzitatlan, variancigjuk pedig

208
V. 2 - e
ar(s}) = =25
és i
20
Var(s3) = —° .
ar(s}) = =25

Az (F.9) eredmény figyelembevételével esetiinkben

n1—1
n1+n2—2’

amely felhasznaldsaval az

o (= D+ (g — 1}
P n+ng—2

"pooled” variancia valdban torzitatlan és minimdlis variancidji. Ez az ered-
mény kett6nél tobb rétegre is azonnal altaldnosithato.
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VARIANCE DECOMPOSITION: ASSUMPTIONS AND CONCLUSIONS

In the paper a general model of the variance decomposition of heterogeneous pop-
ulations is investigated. The aim of the study is to show how the commonly used,
classical statistical procedures can be derived from the general model by introduc-
ing different assumptions and restrictions. The detailed analysis of the expectations
of the sums of squares under different restrictions revealed the common root of the
given methods (ANOVA, two sample ¢ test, estimation from stratified samples, es-
timation by means of the independent subsamples), helped us to understand them
better. Besides, the paper promotes the correct and efficient applications of the
above mentioned methods.
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A TéKEPIACI ARFOLYAMO/K )
MODELLJENEK ALKALMAZHATOSAGA
MAGYAR ERTEKPAPIRPIACON?!

RAPPAI GABOR
JPTE Kozgazdasigltudomdnyi Kar

A hatvanas években kidolgozott tékepiaci arfolyamok elmélete alapjan kép-
zett modell (CAPM) az értékpapirok kockdzatossaganak mérését szolgdlja.
A felhasznéldk a végeredményt jelentd B-egyiitthatét altalaban a kozonséges
legkisebb négyzetek mddszerével hatarozzdk meg, és gyakran kapnak az el-
mélettel nem konzisztens eredményeket. Ebben a tanulmanyban az elmélet
bemutatdsa utin meghatarozzuk a f-egyiitthatét 3-3 magyar, illetve amerikai
részvényarfolyamra. A paraméterbecslés verifikaciéja a magyar eredmények
elvetéséhez vezet, melynek okaként részint a tSkepiac ,,tokéletlenségét”, ré-
szint a hozamid8sorok variancidjanak nemstacionaritdsat jelolhetjiik meg. A
variancia-stabilizélé Box-Cox transzformécié utan lehetévé vélik elméletileg
helyes paraméter, valamint egyensilyi, piaci hozamsav meghatarozdsa.

Bevezetés

A tékepiaci drfolyamok elmélete alapjan képzett modell (CAPM) a hatvanas
évek elsd felében jelent meg a szakirodalomban.? Az elmélet alapvetd célja
a kilénféle értékpapirok egymashoz, illetve egy piaci atlaghoz viszonyitott
kockdzatossdgdnak meghatirozasa. A modell alkalmazhatd valamennyi be-
fektetési tipusra, tehat a részvényekre és a kotvényekre is. Az altalanos
megfogalmazds mellett ugyanakkor kidolgoztak egy specialisan a kotvények
esetében hasznalhatd verziot is, ennek bemutatdsatdl ebben a tanulmanyban
eltekintink.

A gyakorlatban hasznalt modellek esetében a felhasznaldk kovetkezteté-
seiket linedris regresszidszamitas eredményei alapjan vonjak le. Az elmélet
kidolgozdi nem vizsgaltak, hogy mddszertani szempontbdl indokolt-e a klasszi-
kus legkisebb négyzetek maddszerével nyert paraméterek értelmezése, illetve

1A tanulmdny a Gazdasdgmodellezési Tarsasag III. Szakért8i Konferencidjan
(Dobogdks, 1994. oktdber 4-6.) elhangzott eldadas szerkesztett valtozata. Beérkezett
1994, december 8.

2Lasd Sharpe [1963] és Lintner [1965]
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hogy teljesiilnek-e a paraméterbecslés sziikséges feltételei. A magyarorszdgi
értékpapirpiacra vonatkozo elemzések j6 része a CAPM alapjin ,,megmagya-
razhatatlan” eredményeket kap, az értékpapirelemzok gyakran jelentik ki,
hogy a hazai tékepiac fejletlenségébdl kovetkezden az elmélet ndlunk nem
alkalmazhatd. Ebben a tanulmédnyban az elmélettel nem konzisztens ered-
mények keletkezésének moddszertani okairdl, illetve a modell egy alternativ
felhasznaldsi lehetségérdl lesz szd.

Az dltaldnos modell

A CAPM az értékpapir-arfolyamoknak egy egyensilyi modellje, vagyis a
kereslet és kinalat azonos szintje mellett értelmezheté.2 A tSkepiac felépitését
a kovetkezd tdblazat szemlélteti:

Befektetd
Erték- L. 2. 2% h = H o
papir
1. wiy Wig Wip Wi H 3]
2. w21 W9 Wop Wor 92
i wi1 Wig S Wik s WiEr 0;
N WN1 WN2 R WNR i WNH On
N;— L | fwnt1n Fwnt12 o0 Fwngir o0 twyprm 0
1
Zg:ﬁi $1 P2 cee Ph [ YH 1

A fentiek értelmében a piacon H befektetd van jelen, akik N kockdzatos
befektetés és 1 kockdzatmentes hozadéki ratit biztositd, hitelviszonyt meg-
testesité értékpapir kozil valaszthatnak. Ezen utobbi befektetés pozitiv,
illetve negativ egyenleggel szerepelhet a befektetdk portfolidjdban, annak
fuggvényében, hogy papir-kibocsatdk, vagy -vdsarldk. A piaci viszonyokat
jellemzé tipikus elem w;; megmutatja, hogy a h-adik befektetd az i-edik
értékpapirbdl megszerzett allomanydval mekkora részesedéssel bir a teljes
piac befektetéseibdl. Ertelemszeriien fwn41,n mutatja a h-adik befekte-
t6 kockdzatmentes befektetésének részesedését a piac egészéhez viszonyitva.
Az i-edik sorésszeg (0;) az i-edik papir részesedése a befektetések kozul.
Az oszlopOsszegek megmutatjdk az egyes befektetdk Osszes befektetésének

3Mivel a szabélyozott tS8kepiacok (tipikusan pl. a t8zsde) meglehetésen atomizaltak,
ezért az egyensily feltételezése nem indokolatlan.
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aranyat a befektetések Osszegén beliil. Ertelemszeriien a kockdzatmentes
hitelnyjtasok sszege (37, wit1,s) egyenld 0-val
Tekintsiik, ezek utan a h-adik befektetd haszonfiiggvényét:®

Un = “(thﬂzh) (1
ahol
e a h-adik befektetd portfolidjanak vart hozama

N
B I{ _
Tph = % (Zwihm +wN+1,h7‘f)

=1

az 1-edik értékpapir vart hozama 7;

a kockdzatmentes hozam ry

a h-adik befektetd portfolidhozam-variancidja

2
Oph = ¢2 Z Z WihWihTij

i=1j=1

e az i-edik és j-edik befektetés hozamai kozotti kovariancia o;;.

A racionalisan gondolkodd h-adik befektetd célja a haszonfliggvény maxi-
maldasa. A maximum elsSrendi feltételei (Ay a h-adik befekteté haszon-
fuggvényére vonatkozd Langrange-multiplikdtor, az elsé feltétel a kockdzatos

portfoliéra (i = 1,2,...,N), a mésodik feltétel a kockdzatmentes papirra
vonatkozik):

Oup (971,)1 Sup aa’gh Y i o

8th 3wih atfgh Bwih h ¢h a

Buh 17 3uh
—r M =0
Bon ¢hr + 802, ¢2 Zwmm] + h¢h

és

up, 3?,;}; Oup (90'}2,,1 ]\ 1 Oup, —1 1
— R = b
Iph Own1h 002, OwNt1h ¢n  OTpn b1 " én

=0

4Egy zart piacon ugyanis a hitelfelvevdk csak annyi hitelt tudnak felvenni, mint ameny-
nyit a hitelnyijtdk kinilnak.

SFeltételezzilk, hogy a haszonfiiggvény additiv, a befektetd els6dleges célja a hozam
maximalizdldsa valamilyen kockdzati szint mellett.
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Osszeadva a két feltételt elimindlhatjuk a Langrange-multiplikdtort:

Ouy, duy, 1
— (F'—T'f)-‘r 2— winoi; | =0
Orpn 8o§h @3 ; J
A fenti egyenlet az egyensilyt megtestesits feltétel, ebbél adédéan érvényes-
nek kell lennie valamennyi befektetdre és valamennyi befektetésre. Ha ez
fennall, akkor felirhatjuk az Gsszefiiggést barmely két befektetés kozotti kap-
csolatra is. Vegyiik az i-edik és a k-adik értékpapirt:

Gea(Fi—ry) —Hat- (2 ; Z,_lw,nou)

Bup
ot h( k _rf) Gu,, (2 i ZI-V_lquhO'kj)

ami az aldbbi formdra egyszeriisithetd:

Ti— Ty _ Tk — T

— N - N
L1 WinGi; i WihOkj

Ismeretes, hogy
H
> win=b;,
h=1

mindezt felhasznalva, és az eléz8 egyenletbe helyettesitve, megkapjuk a vala-
mennyi befektetésre érvényes kozos ratat:

TP —Tf Tk — Ty
== =7- (2)
21—1‘9 iy Zj:10j‘7kj

Bévitsiik a fenti torteket f;-val, és Gsszegezziink valamennyi befektetésre:

LL—I(”‘gk_’fﬂi‘} T’m—rf _ (2(1)
_12"_'&{} Tkj i
ahol
® 7., a piac egészére érvényes vart hozam (a ,,piaci portfolié” virt hoza-
ma),
2

e 0/ a plac egészén érvényes vart hozam variancigja.

m
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A (2) és (2a) egyenletet egymasba helyettesitve kapjuk a CAPM &ltaldnosan
ismert formédjat:

_ Tm —Tf Oim
- Tim 3
L8 rf + om om ) ( )
vagy
e =Tp+ (Tm —15)0i (4)
ahol
® Oy = E]N:l fjoi; a piaci hozam és az i-edik befektetés hozamanak
kovariancidja

o i = oim/02, az i-edik befektetés in. 8 egyiitthatdja.

(4)-ben felirt Osszefiiggés az aldbbi médon interpretalhaté: az i-edik papir
vart hozama megegyezik a kockdzatmentes kamatlab és a kockdzati prémium
osszegével.

Ezen utébbi tényezdnek szintén két Gsszetevdje van:

e egyrészt az értékpapirpiacon vart dtlaghozam (részvények vart atlag-
hozama) és kockdzatmentes kamatlab kiilonbsége (ez minden részvény
esetében dllandd);

e masrészt az egyedi értékpapir atlagtdl eltérd kockdzatossagadrt jard | ju-
talom”.

A kockdzatmentes hozamot 4ltalaban a redlkamatldb, az inflacids varako-
zas és a likviditasi prémium fliggvényében valtozd értéknek szoktik definidlni.
A kockazati prémium elsd tényezSje az egyedi értékpapirok tekintetében kon-
stans. Mindebbél kovetkezik, hogy az i-edik és a j-edik értékpapir vart
hozamanak kiilonbsége kockdzatossdguk kiilonbségébél ered, a kockdzatos-
sag proxyjaként hasznilhaté a G-egyiitthato.

A h-adik befektetd portfolidjdnak egyiittes f-koefliciensét az egyes érték-
papirokhoz tartozd béték sdlyozott dsszegeként hatarozhatjuk meg:

N
Bro =D 0if; . (5)
i=1

Konnyen beldthaté, hogy a piac egészére szamitott f-egyiitthaté értéke 1.
Rendezziik 4t a CAPM (4)-ben bemutatott form4jat!

Ty — 11 = Bi(Fm — 1) (6)
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Az ,extra-hozamokra”, vagyis a kockdzatmentes hozamot meghaladé vart
hozamokra vezessiik be a kovetkezd jeloléseket!

yi:%‘i'—rfw (7)
Ty = Tm —7j .

Amennyiben rendelkeziink kiilonbézd idépontokbdl szdrmazé empirikus meg-
figyelésekkel a kockdzatmentes hozam, az egyedi értékpapir, illetve a piaci
portfolié hozamdra vonatkozdan, akkor (6) és (7) alapjdn mar képezhetd
olyan formula, mely alkalmas § regresszids egyenleten keresztilli becslésére:

Yir = Bty (8)

7 értelmezése a fentiek alapjin kézefekvd: a piaci portfolié hozamanak 1 sza-
zalékpontos valtozdsa atlagosan §; szdzalékpontos vdltozdst eredményer az
i-edik értékpapir hozamaban, a kockdzatmentes hozam 4llanddsagat feltéte-
lezve. A paraméter elGjele és abszolit értéke egyardant lényeges informacidkat
hordoz:

e amennyiben G-koefliciens el6jele pozitiv, akkor a konkrét értékpapir
hozama a piaci portfolié hozamaval azonos irdnyba mozog (a befek-
tetés konjunktirdban j6), amennyiben az el8jel negativ, akkor az egyedi
értékpapir és a piaci portfolié hozama ellentés irényba valtozik (a papir
dekonjunktiraban jé befektetés);

o agresszivnek nevezzitk a portfoliét, ha a f-egylitthatd abszolit értéke
1 felett van (a papir az atlagnal kockdzatosabb), illetve deffenzivnek,
ha a koefficiens értéke kisebb, mint 1.

Az értékpapirpiaci elemzdk véleménye szerint a piacra vonatkozd feltételek
teljesiilése esetén, a CAPM segitségével meghatarozott 3-értékek 0.5 és 1.5
kozott vannak.

Végezetul ejtsiink néhdny szét az un. a-egyiitthatérél! o a tényleges,
illetve a CAPM éltal definidlt vart hozam kiildnbségét méri:

o =1 =T =1 —1p = (P — 1)

Ha az értékpapir korrektil értékelt, akkor o; = 0. Ha az értékpapir alul-
értékelt (tulkeresletes) «; > 0, vagyis a tényleges hozama magasabb, mint a
vart (a vartnal magasabb aron adhatd el). Ha «; < 0, akkor az értékpapir
tulértékelt, azaz a vart arfolyamon nem adhatd el.
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A tokepiaci arfolyamok modelljének tesztje

A CAPM altalanosan bevett empirikus tesztje a kovetkezd idSsoros adatba-
zison alapuld regresszids becslést hasznalja:

rio— T =a+bB; + €y .

Amennyiben a CAPM feltevései korrektek, ugy a regresszids modell az alab-
biak szerint alakul:

1. A regresszids konstans (a) értéke 0.
2. A regresszids egyiitthatd (b) értéke (rms — )

3. G; mellett egyetlen tovabbi magyardzd valtoz6 sem 4ll szignifikans kap-
csolatban az eredményvaltozéval (az egymasba agyazott modellek ko-
zotti vélasztds esetében meg szoktak vizsgdlni az atlagos osztaléknagy-
sag, az agazati hovatartozas, a cégek névekedési adatai, a P/F-nagysag
hatdsét).

Végezetill megemlitendd, hogy az empirikus vizsgilatok altaldban nem
igazoljak teljesen a CAPM fenndllasat. A gyakorlatban a fenti regresszids
egyenlet interceptje dltaldban pozitiv; a regresszids egyutthatd kisebb a vart-
nal; valamint 1éteznek tovabbi szignifikins magyarazd véltozdk.

A CAPM szemléltetése empirikus adatokon

Az aldbbiakban a CAPM-ben targyalt osszefliggéseket szemléltetjiik a New
York-i Ertéktézsde (New Yorker Stock Exchange, NYSE), valamint a Bu-
dapesti Ertékt6zsde (BET) részvényeinek napi zarddrfolyamal alapjan. Elem-
zésiink adatbazisat 3 amerikai és 3 magyar részvény arfolyama, a piaci port-
foliét reprezentald tézsdeindexek, valamint az amerikai értékpapirpiac vo-
natkozasaban a kockdzatmentes hozamot megtestesité 90 napos kincstarjegy
hozama, a magyar részvénypiacon a DAIWA-MKB Kincstarjegy Hozamindex
(DWIX) értékei alkotjak.
Az adatbdzisban szerepld részvények, illetve tdzsdeindexek:

e NYSE (1991. janudr 3. — 1991. december 17., 244 megfigyelés)®

— Coca Cola Company (COCA)
— Eastmen Kodak Company (KODAK)

6 Az adatbazis a MetaStock 3.1 tézsdei elemzd szoftver adattarabdl szarmazik.
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~ McDonald’s Corporation (MCDON)
— Dow-Jones Industrial Average (DJIA)

e BET (1993. janudr 6. — 1994. augusztus 31., 411 megfigyelés)”
— Fotex Elsé Amerikai-Magyar Fotdszolgaltatasi Rt. (FOTEX)
- Idegenforgalmi, Beszerzési, Utazasi és Szallitdsi Rt. (IBUSZ)
— Pick Szeged Rt. (PICK)

— Budapesti (ideiglenes) Ertéktézsdeindex (BETI)

Az elemzés el8tt meg kell hataroznunk a részvények (értékpapirok) hozamit.
Vizsgalatunkban az értékpapirok hozamat az alabbi médon szamoltuk:
P —Pii

it = ————= X 365
. P

ahol Pj; az i-edik értékpapir zardarfolyama a t-edik napon.

Lathatd, hogy a hozamokat valamennyi esetben éves szinten hataroztuk
meg, élve azzal az értékpapirkereskedelemben bevett konvencidval, hogy éven
beliil linearis kamatozdst kell feltételezni.

A részvények arfolyamadra, illetve hozamara vonatkozd leird statisztikai
mutatdkat tartalmazzak a kdvetkezd tablak:

1. tdbla: A részvények zdrddrfolyamainak alapstatisztikdi

Részvény Zaréarfolyam (3§ vagy Ft)

(névérték) Minimdlis Maximalis  Atlag  Szdrds
COCA (0.5 §) 43.00 74.75 58.26 7.00
KODAK (2.5 §) 37.75 4950 | 42.88 2.30
MCDON (1 9) 26.75 37.25 | 33.09 2.19
FOTEX (100 Ft) 238.00 557.00 382.18 101.21
IBUSZ (1000 Ft) 900.00 4600.00 | 1598.37 | 801.07
PICK (1000 Ft) 1200.00 8105.00 | 3489.55 | 2293.83

7 Az adatbazis a FORNAX Monitorbél szarmazik.
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2. tdbla: A részvények hozamainak alapstatiszitkde

Részvény Hozam (%)

Minimalis Maximalis Atlag Szérés
COCA -19.351 23.384 | 0.795 5.403
KODAK -22.234 21.940 | 0.195 6.389
MCDON -15.368 23.657 | 0.406 6.012
FOTEX -25.550 228.125 | 0.752 | 14.476
IBUSZ -2563.472 906.970 | 4.948 | 84.842
PICK -31.523 321.524 | 3.401 | 23.868

A fenti alapadatokat vizsgilva szembeotls, hogy a magyar részvényar-
folyamok relativ szérasa lényegesen magasabb, ugyanigy — nagysdagrenddel —
magasabbak a magyar részvényhozamok szérddasi mutatdi. Meg kell emliteni,
hogy a Budapesti Ertéktézsdén, annak ellenére, hogy vizsgalatunkba az adas-
vétel targyat leggyakrabban képezé részvényeket igyekeztink valasztani, az
elemzésbe vont részvényekre nem kotottek minden megfigyelt napon tzletet.
Azokon a tdzsdenapokon, amikor a vizsgalt részvényekkel tranzakcié nem
tortént, a zdréarfolyamot az el6z6 napi zardarfolyammal azonosnak tekin-
tettik, ennek kovetkezménye, hogy a magyar részvény-hozam iddésorok vi-
szonylag sok helyen tartalmaznak 0 értéket.

A CAPM-ben rejlé osszefuggések felhaszndldl a kockdzat-meghatarozast
célzé egyenletet altaliban a kozonséges legkisebb négyzetek mddszerével be-
csiilik. Az LNM-vel nyert eredményeket mutatja a 3. téabla:3

3. tdbla: A modellbecslések eredmeényei 7; —rp = B;(Tm —1y)

Részvény | f-mutatd t-érték n? DW
COCA 1.218 | 156.735 | 0.517 | 1.813
KODAK 1.075 9.927 | 0.302 | 2.151
MCDON 1.083 | 10.465 | 0.332 | 1.923
FOTEX 0.127 0.732 | 0.001 | 2.038
IBUSZ 2.276 1.229 | 0.007 | 2.242
PICK 0.373 1.861 | 0.008 | 1.875

A modellbecslések eredményeit vizsgalva az aldbbi megallapitasokat te-
hetjik:

8 A tablak fejrovatdban alkalmazott jelSlések a szokasosak: t-érték a paraméter és stan-
dard hibijanak a hdnyadosa; R? a determindciés egyiitthaté; DW a Durbin-Watson-féle
d-statisztika értéke.
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e az amerikai részvényérfolyamokra vonatkozd [-egyiitthatdk értéke a
modell szerint meghatérozott sdvban taldthatd; valamennyi szignifikan-
san kiilonbozik 0-t4l, ugyanakkor a magyar részvényarfolyamokhosz tar-
tozd fJ-koefficiensek , megmagyardzhatatlan” értékeket vesznek fel, nem
mindig szignifikansak;

o NYSE részvényeivel becsiilt modellek szignikansak, a modellek ma-
gyardzo ereje 30-50% kozott mozog, a magyarorszagi arfolyammodellek
magyarazé ereje gyakorlatilag 0,

e valamennyi modellre vonatkozé Durbin-Watson mutatdk kielégitéek.

A fentiekbdl kovetkezSen a magyar részvénypiacon az elmélet megalapo-
zatlannak latszik. A kovetkezd részben ennek okat kutatom.

A modell feltételrendszerének vizsgalata

A Budapesti Ertékt6zsde arfolyamaira, illetve a részvények hozamara vonat-
kozd becsléseink sem a modellek illeszkedését tekintve, sem a paraméterér-
tékek tekintetében nem bizonyultak megfelelének. Ennek oka lehet egyrésat
az elmélet feltételeinek nem teljesiilése, masrészt a mdédszertani kiinduld fel-
tevések érvénytelensége. Esetiinkben valdsziniileg mindketts fennall. Elméle-
t1 oldalrdl vizsgédlva a kérdést valdsziniisithetSen:

o nem tekinthets a BET tokéletes tékepiacnak (valdszinlisithets, hogy a
kereslet, és kindlat nincs dinamikus egyensilyban; a jelenlevé befekteték
szdma sem tekinthetd végtelennek);

e a piaci portfoliét reprezentald (ideiglenes) tézsdeindex vélelmezhetSen
nem hatékony proxy, Gsszeallitdsa nem korrekt;

e az egyedi részvények kereskedésében bedlld hosszi szunetek, illetve az
ebbdl adédé hosszu idSintervallumokban megjelend alacsony hozamok
torzitjak a tényleges Osszefiiggéseket.

Ugyanakkor médszertani szempontbdl is taldlhatunk magyarszatot a fenti
eredményekre. Vizsgaljuk meg a CAPM 4ltal becsiilt S-egyiitthatd (paramé-
ter) stabilitdsat. A paraméterstabilités tesatelésére az ismert Chow-prébat
alkalmazhatjuk. A préba lényege, hogy becsiiljik az alabbi regresszids mo-
delleket:

rie = Birm + € t € 71, ahol a hozam negativ

Tt = PaPme + €& t €Ty, ahol a hozam pozitiv
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és teszteljik a
Ho: p1 =P

Hy: B # P

hipotézisrendszert. Legyen az elsé modellbdl szdrmazd rezidudlis négyzetosz-
szeg RSS1, a modell szabadsagfoka NDF1; a masodik modell rezidudlis négy-
zetosszege RSS2, szabadsigfoka NDF2; a mintaiddszak szétvalasztdsa nélkil
becsilt modell eltérésnégyzetosszege RSS, szabadsigfoka NDF. Amennyiben
a nullhipotézis igaz (a paraméter értéke allandd), dgy az

(RSS — R$S1 — RSS2)/3

F= (Rss1+ #5S9)J(NDF1 + NDF3)

valdszintliségi valtozd (1; NDF1+N DF?2) szabadsigfokpdru F-eloszldst kovet,
azaz alkalmas a nullhipotézis tesztelésére. A vizsgdlt részvényarfolyamokra
vonatkozd Chow-teszt eredményeit tartalamazza a kovetkezs tabla:

4. tdbla: A Chow-teszt eredményer

Részvény (NYSE) Jé] B B2 F p-érték
COCA 1.218 0.995 | 1.379 2.485 0.064
KODAK 1.075 | 0.931 | 1.203 1.488 0.431
MCDON 1.083 | 0.994 | 1.152 1.145 0.677
FOTEX 0.127 | 0.191 | 0.093 | 13.020 0.000
IBUSZ 2.276 | 2.365 | 2.234 3.732 0.015
PICK 0.373 | -0.178 | 0.731 1.082 0.432

A paraméterstabilitdsi teszt eredményei alapjan lathato, hogy az amerikai
részvények esetében mindig el kell fogadni a nullhipotézist, ugyanakkor a
BET-en jegyzett részvények esetében a paraméter stabilitdsira vonatkozd
nullhipotézis csak a PICK részvény esetén elfogadhats. (Ebben az esetben
viszont elgondolkodtatd, hogy a paraméter a kiilonb6zé mintaidészakokban
el6jelet valt, ennek magyardzata lehet, hogy az egyik minta — drfolyamcsokke-
nés — viszonylag kis elemszamu.)

Mi okozhatja a paraméter instabilitisat? A kérdésre a vdlaszt a hozam-
id8sorok természetének vizsgilata adja. Lehetséges ugyanis, hogy a piaci
portfolié hozama és az egyedi részvény hozama csak latszatkapcsolatban van
egymassal (a két 1d8sor nem kointegralt). Ennek ellentmondani latszik, hogy
valamennyi modell kielégité Durbin-Watson értékkel rendelkezik.
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Vizsgaljuk meg a hozam-id8sorok integraltsigst! A hozamok varhatd
érték stacionaritdsit a Dickey-Fuller féle m-prébéval vizsgaltuk.® Az eredmé-
nyek (kritikus érték 1%-os szignifikancia-szinten —2.58):

5. tdbla: Dickey-Fuller T-préba eredménye:

Részvény (NYSE) T Részvény (BET) T

COCA -16.858 | FOTEX -21.163
KODAK -16.549 | IBUSZ -20.214
MCDON -14.856 | PICK -19.437

Léthatjuk, hogy a hozamidésorok mindegyike (az amerikai és a magyar
részvénypiacon egyarant) virhaté értékében stacionarius. EbbdSl adédéan a
kointegracié hidnydra vonatkozd feltevés tesatelése értelmetlen.

Meglepd eredménnyel jar ugyanakkor a hozamok variancia-stacionarita-
sanak tesztelése. Az erre vonatkozs Goldfeld-Quandt-préba eredményeit tar-
talmazza a 6. tdbla (az F-eloszlds szabadsdglokpirja az amerikai arfolyamok
esetében 110;110, a magyar részvényeknél 200;200):

6. tdbla: A Goldfeld-Quandt préba eredményes

Részvény (NYSE) | I | p-érték | Részvény (BET) F p-érték
COCA 1.34 0.06 | FOTEX 7.06 0.00
KODAK 1.07 0.36 | IBUSZ 217.85 0.00
MCDON 1.19 0.18 | PICK 3.86 0.00

Lathatd, hogy az amerikai részvények koziil valamennyi hozam variancia-
stacionernek bizonyult. Ugyanakkor a Budapesti Ertéktozsde részvényel ese-
tében a nullhipotézist el kell vetni. Mindez megmagyargzza kordbbi eredmé-
nyeinket: a variancia instabilitédsa vezet a paraméter (B-egyutthatd) instabili-
tasahoz, azaz a kockdzat-meghatdrozé modell eredményeinek megkérddjelezé-
séhez. A részvények hozamanal észlelhetd nemstacionarius variancia ismét a
piac tokéletességére vonatkozd kiinduld felvetés elvetését jelenti.

A CAPM egy alternativ felhasznéldsi lehetdsége

Amennyiben egy idésor variancidjaban nem stacioner, ugy sztochasztikus id6-
sor-modellekkel (Box-Jenkins-modellek) tigy vizsgalhatjuk, ha elébb valami-
lyen variancia-stabilizalé transzformdacidval kikiiszobholjlik a nemstacionaritist.

9Az egységgyok létére vonatkozd hipotézis tesztelésére szolgilé eljsrasokat részletesen

lasd pl. HUNYADI [1994] cikkében.
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A leggyakrabban alkalmazott stabilizald transzformdcié a Box-Cox-transzfor-
maci6. Helyettesitsiik a modellezni kivant idésor értékét a kdvetkezd transz-

formalt értékkel:
s J 3} =1), haA#£0;
ry =
Inry, had=0,

X alkalmas megvéalasztdsa iterdcios dton torténhet.

Lathatd, hogy a valtozd (részvény-hozam) helyébe a Box-Cox-transzfor-
maltjat helyettesitve egy paramétereiben nemlinedris modellhez jutunk, va-
gyis ha meg kivanjuk tartani a becsiilt S-egyitthaté eredeti értelmezését,
akkor az egylitthaté értéke a piaci hozam fliggvényében valtozik.

Ennek alapjan kézenfekvéen addédik a modell egy alternativ felhaszndldsi
lehetdsége: kiindulva abbdl, hogy amennyiben az elmélet érvényes, igy 4 ab-
szolut értékének 0.5 és 1.5 kézott kell lenni, meghatarozhaté a piaci portfolié
hozamanak egy olyan savja, amelyikben a CAPM érvényes, vagyis amelyben
feltételezhetS az értékpapirpiac egyensilyi volta. Ez mas szavakkal annyit
Jelent, hogy amennyiben a piaci portfolid hozama (empirikus elemzésekben
a tézsdeindex véltozasa) egy elére meghatarozhaté savon kiviil esik, gy a
piaci mechanizmusok nem érvényesiilnek tokéletesen. Vegyiik észre, hogy az
empirikus modellezés esetén ez a hozamséav (véltozasi litem) részvényenként
(értékpapironként) eltérd lehet, 4m ha a transzformaciéban szerepls A para-
méter abszolit értéke az elméletben elvart értékhatdrok kozdtt marad,®
akkor a savok jelentds mertékii atfedéseket tartalmaznak.

Példaul a FOTEX részvényei esetén, a varianciastabilizdld transzformacid
utan a kévetkezd modellhez jutunk:

A= _05 rporex — 1

) = 0.016rggr; + €.

A f-egylitthatd valtozasat szemlélteti a kovetkezd dbra:
1.6

14
1.2

15
08
0.6
04

Béta

Piaci hozam (%)

10 Az elméletileg vart A-érickek tekintetében a szakirodalom nem egységes, MILLS [1990]
—1 < A < 1 intervallumot javasol.
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Lathatjuk, hogy az elméletileg elvart g-értékek a piaci portfolié hozama-
nak —4% és +5% kozotti valtozdsa esetén keletkeznek.

A Budapesti Ertéktdzsde mindharom részvényhozamanak transzforméa-
ciéja utdn becsiillt modellek alapjin meghatérozott piaci portfolié hozam-
sdvok, melyekben az értékpapirpiac ,,tokéletes”-nek foghaté fel:

7. tdbla: BETI hozamsdvok ,,egyensilyt” piacon

Részvény rm—rs (%)
Minimalis Maximalis
FOTEX -3.97 5.07
IBUSZ -4.12 6.21
PICK -5.23 6.14

Ldthatd, hogy az intervallumok nagyjabdl fedik egymadst, az értékpapirpiac
egyensﬁlyinak tekinthetd, ha a piaci portfolié hozama kockdzatmentes hozam
-5% és kockdzatmentes hozam +6% kdztt talalhatsd. Ez annyit Jjelent, hogy
a Budapesti Ertéktézsdeindex és a DWIX atlagos szintjét!!feltételezve, ha a
t8zsdeindex napi véltozdsa kivil esik a 0.66-1.01 pont intervallumon, akkor
a piaci szereplék irraciondlisan viselkednek.

VélelemezhetSen a piac ,,tokéletességére” vonatkozd kritérium napi adat-
béazis alapjan torténd meghatédrozdsa — a folyamatok varhato érték jellegébél
addddan — nem alkalmazhatd a gyakorlatban. Eves szinten mindez azt jelen-
tené, hogy raciondlisan mitkodé magyar értékpapirpiac esetén a t&zsdeindex
évente legaldbb 240, legfeljebb 370 ponttal emelkedik. (Vegyiik észre, hogy a
t8zsdeindexnek — egyensilyi piacon — feltétleniil emelkednie kell, ezt a feltételt
egyébként az amerikai, illetve nyugat-eurépai t3zsdéken hasznalt indexek tel-
Jesitik.)

Osszegzés

A CAPM hasznalhatésdgdra vonatkozé megéllapitasokat a kovetkezdkben
foglalhatjuk ossze:

o a CAPM eclméletileg helyes modell, am rendkivil érzékeny nemcsak a
kiindulé médszertani feltevések, hanem a mikrockondmiai (piacra vo-
natkozd) feltevések teljesiilésére is;

e amennyiben a paraméter (8-egyutthatd) ériéke az elméletileg vart in-
tervallumon kiviilre esik, ez a feltevések nem teljesilésének j6 proxyja;

1A vizsgélt id8szakban az 4tlagos BETI 1175 pont, az 4tlagos DWIX 25.5%.
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e ha a f-egyutthatd instabil, ez a részvényhozam variancidjanak nemsta-
cionrius voltdra vezethetd vissza, alkalmazands valamilyen variancia-
stabilizdlé transzformacid; az igy nyert paraméterek meghatarozzak azt
a portfolid-hozam intervallumot, melyben a CAPM a kockdzat kielégito
prozyjdl képes becsilini.
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ON THE APPLICATION OF THE CAPITAL ASSET PRICING MODEL
ON THE HUNGARIAN STOCK MARKET

The capital asset pricing model (CAPM) developed in 1960’s is used for the mea-
surement of the risk of securities. The [-coefficient as an endresult is usually
estimated with the method of ordinary least squares (OLS), and often gives results
inconsistent with the theory. In this study after having the theory introduced the
B-coefficient is estimated for 3-3 American and Hungarian share prices. The veri-
fication of the parameter estimation leads to the denying of the Hungarian results
that can be partially explained by the disequilibrium of the capital market and
partially by the nonstationarity of the variance of the returns. The introduction
of the Box-Cox transformation providing variance-stabilization results in the de-
termination of the adequate theoretical parameter and the determination of the
equilibrium market return range.
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ON THE EXPECTED OUTPUT ANALYSIS OF TWO-
STAGE TRANSFER-LINE PRODUCTION SYSTEMS
SUBJECT TO INSPECTIONS AND REWORK!

M. N. GOPOLAN - S. KANNAN
Indian Institute of Technology, Bombay

This paper deals with the transient analysis of two-stage transfer-line pro-
duction systems subject to an initial storage of unlimited capacity and inter-
stage, end-stage inspections. It provides an integrated framework to consider
manufacturing, inspection and rework activities simultaneously. Rework of
a defective item produced by a machine is done on the same machine it-
self. Explicit expressions for some of the system characteristics have been
obtained using the state-space method and regeneration point technique. All
the random variables involved in the analysis are assumed to be arbitrarily
distributed (i.e., general).

Introduction

Consider the following problem in a two-stage transfer-line production sys-
tem. Products coming out of machine I are inspected at an inspection point
before it is being transferred to machine II for further processing. While the
good ones are transferred to machine II, the products that are not confirm-
ing to specifications are further classified as products that are reworkable and
otherwise. In the latter case the product is scrapped. A similar strategy is
adopted for the products coming out of machine II.

The main reason to study productive systems is that every enterprise,
private or public, manufacturing or service, involves a productive system.
There is an operation function in all enterprises. In manufacturing, the pro-
ductive system is of great importance within the enterprise as a whole. In
many service organizations, the produtive system and the product offered are
so completely bound up together that they are indistinguishable. While the
‘production line’ plays an important role in our life, very little research on
the interactions between the stages in a line is reported [1].

The focus of analysis of this paper is discrete part manufacturing systems,
where each item processed is distinct. Such systems are normal in mechanical,

1Beérkezett 1994. szeptember 12.
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electrical and electronics industries making products such as cars, refrigera-
tors, electric generators, or computers. The analysis of production systems,
though not given importance to the extent it deserves, is one of the oldest
problems in industrial engineering [2].

Variation in the production rate of the stations may be due to external
causes such as power supply failures, material shortages, strikes, or perhaps
the way incoming orders arrive and production plans are prepared [3].

The efficiency of a transfer line with no inventory banks can be substan-
tially less than that of the efficiency of the individual stages. Inventory banks
provide a means of improving the line efficiency so that it becomes closer to
the efficiency of the worst stage, that is, the stage with the lowest throughput
if it were operated on its own.

Systems without internal storages are frequently encountered in industry.
In that case, since there is no buffer in between machines, the behaviour of
each machine is highly dependent on one another due to the effect of blocking,
Two types of behaviour are encountered in such lines: synchronous behaviour
and asynchronous behaviour. In the case of asynchronous behaviour, parts
can move independently of each other, whereas in the case of synchronous
behaviour, transfer of parts from one machine to the next one occur simul-
taneously. This may be the case, for instance, when a rigid parts transfer
system is used. It should however be noticed that in the case of two-machine
transfer lines, it is easy to show that the production rate obtained using
asynchronous transfer is greater than that corresponding to a synchronous
transfer.

Thus, the production rate of a transfer line with synchronous behaviour
provides a lower bound on the production rate of the same line with asyn-
chronous behaviour.

The basic causes of problems in production lines are different production
rates, variability of the service times due to randomness, and station break-
downs. Losses in line efficiency are evidenced in periods where a station is
blocked or starved. A station is blocked if the service of the item in this
station is completed and service in the next station is still going on so that it
is not possible for the item to enter the next station. In this case, the station
remains idle until the service in the next station is completed. A station is
starved if there are no items either in the buffer or in service.

The analysis of the two-stage systems provides useful hints to describe
generalised (i.e., n-stage) systems and such an analysis is getting a great deal
of attention over the last few years. This is because of the reason that any
multistage system can be analysed by formulating the system as a two-stage
system [4].

Several authors [5,. . .,16] have analysed production systems to find various
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measures of system performance. But, in all their works, inspection has not
been taken into account or rejected items were scrapped. But, this may not
be feasible always. This is particularly so when the cost of an item is high.
In fact, as it has been pointed out by Gupta and Chakraborty [17], rework is
becoming inevitable in many production systems. Not much work has been
reported on rework. Some authors have suggested the rework of rejected
items, but their analysis is confined to deterministic models [18]. Others
have considered only Markovian approach. Also, most of the work in the
literature are mainly concentrated on the analysis of steady-state behaviour
of the system which may not be useful in reality, as most of the systems-will
breakdown or collapse before reaching steady-state. Some authors [19,20,21]
have analysed the transient behaviour of the system without taking into
account the concept of rework, and the models are too specific as they deal
with Markovian distributions only.

The present paper deals with the transient analysis of a family of two-stage
production systems (since, the processing times at both the stages including
rework are assumed to be arbitrarily distributed) subject to an initial buffer
of unlimited capacity, inter-stage, end-stage inspections. The processing time
of each type of rework is governed by a different distribution. The analysis
is carried out by modelling the production system as a queueing systemni.

Production system under study is modelled using regeneration point tech-
nique. For details of this approach, we refer for Uematsu et al [22], Birolini
[23]. Integral equations have been written for various state probabilities by
identifying the system at suitable regeneration epochs [24]. These equations,
which are of convolution type, have been solved by successive approximation
(25] .

The following system characteristics have been obtained under the as-
sumption that the distributions of all the random variables involved in the
analysis are arbitrary.

1. Expected number of jobs completed by machine I in [0, ¢].

2. Expected number of jobs completed by machine 11 in [0, ¢].

3. Expected number of visits of the system to blocked state in [0,1].

4. Expected number of reworked jobs completed by machine I in [0,1].
5. Expected number of reworked jobs completed by machine 1T in [0, ).

6. Expected number of visits of the system to rework state (i.e., to a state
in which either machine I or machine 11 is busy with rework) in [0,t].
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The presentation of contents of this paper is organised as follows. Section
2 gives a list of assumptions we made, section 3 gives notations used, while
sections 4 and 5 deal with system modelling and evaluation of system char-
acteristics respectively. Numerical illustrations are given for some particular
cases in section 6. Section 7 is devoted to conclusion.

2. Assumptions

1.

10.

Initial buffer is of unlimited capacity and hence machine I is never
starved.

. Transfer of units from the initial buffer to machine I and from machine

I to machine II are instantaneous.

. Inspections at both the inter-stage and end-stage are of instantaneous

type.

. Whenever a product is to be reworked, then the respective machine will

immediately start reworking the defective product.

. Processing times at both the stages are independent, random and ar-

bitrarily distributed (including processing times of rework).

. Products from machine I will be inspected ony when machine II is free.

(This is to avoid indefinite blocking.)

. Stage II (i.e., machine II) is never blocked.
. Reworked jobs are always perfect.

. Machine I/II is perfect (i.e., reliable).

Setup is instantaneous.
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3. Notations

pdf

cdf

sf

f1(¢)/ f2()
F1(:)/F2(:
F1(:)/F2(:
91(-)/92()
G1(-)/Gal:
G1(+)/Ga(:
Pg1/Pg2
prl/prZ

)
)
)
)

Ps1/Ps2

probability density function

cumulative distribution fucntion

survivor function

pdf of processing time of machine I/machine II
cdf of processing time of machine I/11

sf of processing time of machine I/II

pdf of processing time of rework in machine 1/11
cdf of processing time of rework in machine I/11
sf of processing time of rework in machine 1/II
probability of a job completed by machine I/1I is good
probability of a job completed by machine 1/11

is not good but reworkable

probability of a job completed by machine I/II

is neither good nor reworkable and hence a scrap.

convolution: f(t)*g(t) = fot flu)g(t — u)du

4. System modelling

The system under consideration is modelled by identifying the state of the
system at any instant ¢, The possible states of the system are givenin Table 1.
Figure 1 represents the schematic diagram of the production system. All the
one-step transitions are searched between states 1 and 6 and are depicted in

Figure 2.

Table 1: State space

State Machine I Machine IT
1 Busy Free
2 Busy with rework Free
3 Busy Busy
4 Busy Busy with rework
5 Blocked Busy
6 Blocked Busy with rework
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5. Evaluation of system characteristics

In this Section, expressions for the various measures of system characteristics
have been obtained.

5.1 Expected number of jobs completed by machine I in [0, t]

The expression for the expected number of jobs completed by machine I in
[0,t] is obtained as follows.

Let M{(t) denote the expected number of jobs completed by machine T
in (0,], given that the system was in state 1 at time ¢ = 0.

Starting with state 1, the next regenerative transition is to state 3 (i.e.,
the product from machine I is good) or, to state 2 (i.e., the product from
machine I is not good but reworkable), or to state 1 itself (i.e., the product
from machine [ is neither good nor reworkable), with probabilities py1, pr1
and p,; respectively; i.e.,

M{(t) = fi(t) * [ M) + pra M3 (1) + o MI ()] + F(8) . (1)
Following a similar logic, one can obtain the remaining equations.
M7 (t) = g1(t) * [M3(1)] + G (1) )

M) = [f@)F2(t) + f2() Fi(t)] = [pgr(pg2 + ps2) M (2)
+ prl(p_(ﬂ + psZ)le(t) + pal(pg2 + Psz)M{(t)]
+ pr2 [F1 () f2(t)] * M{ (1)

+ Pr2 /Ot [/Ou fa(u1)g2(u — u1) u fi(v) dv duy

+ fl(u) /(;u fz(ul)Gz(u e ul)dul]
[pglMaf(t —tu) + s ME(t — w) + pa Mt - u)] du
+ g2+ p22) [ [AP) + AP ()] du

+ pr2 /Ot [/Ou Sfo(u1)Ga(u — uy) ’ fi(v)dvdu,

+ f1i(w) /Ou fa(u1)Ga(u — ul)dul] du +p,2/0 fo(u)Fy(u)du

(3)
Mg (t) = ga(t) * [pgr M5 () + priM3 () + par M{ (2)] . (4)

The above set of integral equations can be arranged in matrix form (refer to
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Jones [25]) as follows:

G(1) - /0 W(u)G(t — u)du = L(1)

where W is a square matrix of order n (n = the number of equations) con-
sisting of the coefficients of M{’s, G and L are column matrices of order n x 1
consisting of M{’s and terms independent of M;’s respectively.

The above set of integral equations, being of convolution type, can be
solved by the method suggested by Jones [25].

5.2 Expected number of jobs completed by machine II in [0, t]

Let M{¥(t) denote the expected number of jobs completed by machine II in
[0,t], given that the system was in state 1 at time ¢ = 0.

The set of equations corresponding to this case can be obtained using the
logic similar to the one given in the previous Subsection.

The matrices G and W will remain the same, with terms M/’s being
replaced by M/!’s, whereas the L matrix will be of the form

L= [le L?) L3) L4]T

where
La = (pg2 + ps2) /Ot[fl(u)Fz(u) + fo(u) Fy(uw))du +
Pra /0’ [/O“ f2(u1)ga(u — w1) /uz: fi(v)dvdu, +
fi(w) /0" Fo(u1)Ga(u — Ul)du1] du +

t
per [ PP (),
0
Ly =Gs(t) .
5.3 Expected number of visits of the system to blocked state in
0, ¢t]

Let MPL(t) denote the expected number of visits of the system to blocked
state in [0, ], given that the system was in state 1 at time ¢ = 0.
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The L; elements of L matrix, corresponding to this case, are

Li=Ly=0,

L3:/0 f2(u)Fi(u)du +

p,Z/Ot [/Ou P il = u1)/uu fl(v)dvdul]du ,
Li=0

5.4 Expected number of reworked jobs completed by machine I in
(0,¢]

Let M{¥(t) denote the expected number of jobs completed by machine I in
[0,1], given that the system was in state 1 at time ¢ = 0. The L; elements of
L matrix, corresponding to this case, are:

Li=0, Ly=Gyt), Ls=Ls=0.
5.5 Expected number of reworked jobs completed by machine II in
[0, ¢t]

Let M{2(t) denote the expected number of reworked jobs completed by ma-
chine II in [0, ], given that the system was in state 1 at time ¢ = 0. The L;
elements of L matrix, corresponding to this case, are

Li=Ly=0,
Ls =Pr2/0 [/0 f2(ul)yz(u—u1)/ fi(v)dvdu; +

fi(u) /O" fa(u)Ga(u — ul)dul] dul;,
Ly = Go(t) .

5.6 Expected number of visits of the system to rework state in [0, t]

Let M{'S(t) denote the expected number of visits of the system to rework
state in [0,?], given that the system was in state 1 at time ¢t = 0. The L,
elements of L matrix, corresponding to this case, are

Ly =priFA(2), Ly =0,



On the expected output analysis. . . 43
t
Ls :Prz/ [fa(w) Fy(w)]du +
0

pri(pg2 + Ps2)/0 [f1(w) Fa(u) + fa(u)Fi(u)]du +

prlpr2/0 [/0“ Sa(ur)ga(u — up) /“ fi(v)dvdu; +

fw) | * faur)Gau — ul)dul] du |

Ly = pr1 [Ga(t)] .

6. Numerical illustrations

Programs have been devised to obtain the numerical values. The numerical
values for the expected number of jobs completed by machine I; machine
II, reworked jobs completed by machine I in the interval [0,t] are given in
Tables 2 and 4. The numerical values for the expected number of reworked
jobs completed by machine II, expected number of visits of the system to
blocked state, rework state in [0,t] are given in Tables 3 and 5 for some
selected values of parameters where

J1(t) = Ay exp(—A1t), Fo(t) = Akt exp(—Aqt),

91(2) = Agt* L exp(—t*2), g2(t) = Agexp(—Aqt) .

Sensitivity of the numerical values with respect to changes in parameters are
obvious from the Tables.

7. Conclusion

In this paper, the concept of rework is incorporated in the probabilistic anal-
ysis of two-stage transfer-line production systems with an initial storage of
unlimited capacity. A stochastic model of a two-stage production system
subject to an initial buffer of unlimited capacity, inter-stage and end-stage
inspections and rework is developed by modelling the production system as a
queueing system. Analytical expressions for some of the measures of system
performance such as expected number of jobs completed by machines I/11,
expected number of reworked jobs completed by machines I, IT and expected
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number of visits of the system to some states of interest in a given interval
of time have been obtained. A numerical approximation method is used to
solve the system of integral equations. Such a transient state analysis pro-
vides an insight to the various characteristics of functioning of the system
and is useful when it is desired to monitor the system over a finite horizon of
time.

STAGE 1 STAGE I
Pgl pg:!
on > MACHINEI =2 LS > MACHINEII[ LS >
P < P}'i& >
v A 4
Pa Pz

Figure 1. Schematic diagram of the production system

—e— indicates that the transition is regenerative

Figure 2. One-step transilion diagram
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Table 2: Effect of processing rate of M/c I on the expected outpul
/\2 el 2,)3 = 2,)\4 =1

M|t Jobs Jobs Reworked jobs
by M/c1 | by M/c 11 by M/c 1
0.5 | 0.40542 0.03212 0.00345
1.0 | 0.70618 0.15423 0.02054
1 | 1.5 | 0.99099 0.36556 0.04848
2.0 | 1.27554 0.63885 0.07965
2.5 | 1.55947 0.95048 0.11085
0.5 | 0.66295 0.07175 0.00621
1.0 | 1.04283 0.30715 0.03415
2 | 1.5 1.38993 0.64977 0.07562
2.0 | 1.72968 1.03976 0.11819
2.5 | 2.06346 1.44813 0.15855
0.5 | 0.82858 0.10836 0.00844
1.0 | 1.22511 0.41930 0.04339
3 | 1.5 1.60278 0.82466 0.09131
2.0 | 197717 1.25941 0.13750
2.5 | 2.34574 1.70134 0.17992

Table 3: Effect of processing rate of M/c I on the expected oulput
Aa=2,23=2,24=1

A1 | t | Reworked jobs | Blocked | Rework
by M/c II state state
0.5 0.02059 0.02566 | 0.05643
1.0 0.06351 0.11048 | 0.11443
11156 0.11840 0.24871 | 0.17480
2.0 0.18249 0.42093 | 0.23885
2.5 0.25354 0.61200 | 0.30603
0.5 0.04160 0.05526 | 0.09879
1.0 0.11321 0.23429 | 0.18263
2 |15 0.19350 0.49965 | 0.26059
2.0 0.28109 0.80295 | 0.33797
2.5 0.37406 1.11987 | 0.41574
0.5 0.05745 0.08256 | 0.12767
1.0 0.13729 0.33317 | 0.21521
3 | 1.5 0.21917 0.67152 | 0.29105
2.0 0.30694 1.03534 | 0.36547
2.5 0.39937 1.40320 | 0.44007
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Table 4: Effect of processing rate of M/c II on the ezpected output
AM=123=2,M=1

Ao | 2 Jobs Jobs Reworked jobs
by M/cI | by M/c 1l by M/c 1
0.5 | 0.38091 0.03110 0.00347
1.0 | 0.65387 0.17502 0.02106
3 | 1.5 ] 0.91949 0.41770 0.05100
2.0 | 1.18480 0.72149 0.08583
2.5 | 1.44860 1.06176 0.12160
0.5 | 0.36317 0.03759 0.00349
1.0 | 0.61912 0.20530 0.02153
4 | 1.5 | 0.87006 0.47132 0.05296
2.0 | 1.11986 0.79540 0.09011
2.5 | 1.36807 1.15423 0.12850
0.5 | 0.34700 0.04471 0.00350
1.0 | 0.58800 0.22953 0.02193
5 | 1.5 | 0.82501 0.50923 0.05442
2.0 | 1.06095 0:84463 0.09308
2.5 | 1.29555 1.21380 0.13304

Table 5: Effect of processing rate of M[c II on the expected output
Ai=1,A3=2A=1

A2 | t | Reworked jobs | Blocked | Rework
by M/c 11 state state
0.5 0.01058 0.02103 | 0.04194
1.0 0.03744 0.10823 | 0.07433
3 |15 0.07745 0.24418 | 0.10954
2.0 0.12801 0.40405 | 0.14959
2.5 0.18614 0.57514 | 0.19371
0.5 0.00836 0.02339 | 0.03489
1.0 0.03269 0.11586 | 0.05668
4 115 0.07114 0.24673 | 0.08272
2.0 0.12041 0.39315 | 0.11452
2.5 0.17708 0.54642 | 0.15094
0.5 0.00764 0.02633 | 0.02944
1.0 0.03171 0.11976 | 0.04459
5 | 1.5 0.07032 0.24170 | 0.06549
2.0 0.11963 0.37409 | 0.09282
2.5 0.17606 0.51125 | 0.12508
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DINAMIKUS TERMEL}(%I—FOQYASZTOI MODELLEK
IRANYITHATOSAGA!

MOLNAR SANDOR ES SZIDAROVSZKY FERENC
Kozponti Bdnydszali Fejlesztési Intézel — Arizonai Egyetem

Két termel8i-fogyasztdi modell artrajektoridjanak irdnyitasival foglalkozunk.
Az alapmodell esetén kimutatjuk, hogy mindig taldlhaté nemnegativ irdnyi-
tés, ha a célul kitizott drsorozat nem nagyon csokkend. A mddositott modell
pedig tetszdleges arsorozatra iranyithatd.

1. Bevezetés

Egy kordbbi dolgozatunkban megvizsgaltuk diszkrét dinamikus oligopol mo-
dellek irdnyithatdsigat (Molnar és Szidarovszky, 1994a). Kimutattuk, hogy
a Cournot-féle becslések mellett a termelési vektor akkor és csak akkor telje-
sen iranyithatd, ha csak két, nem azonos margindlis koltségfliggvénnyel ren-
delkezd termeld alkotja a termelési oldalt. Adaptiv becslések mellett pedig
megadtuk az irdnyithatdsig szikséges és elégséges feltételét. Dinamikus oli-
gopol modellek olyan kiterjesztésével foglalkoztunk a Molnar és Szidarovszky
(1994b,¢) dolgozatokban, amikor a termel8k minden egyes id8szakban tovabb-
ra is maximalizaljak hasznukat, viszont az ar a keresleti-kinalati viszonytdl
figgben valtozik. A modellek globalis aszimptotikus stabilitdsat vizsgaltuk
meg, és sziikséges és elégséges stabilitdsi feltételeket adtunk. Jelen dolgoza-
tunkban ugyanezeknek a rendszereknek az irdnyithatdésagaval foglalkozunk.
Szitkséges és elégséges feltételeket adunk a teljes drtrajektoria irdnyithatdsa-
gara.

2. Az alapmodell irdnyithatésdga

Ebben a paragrafusban a Molnér és Szidarovszky (1994b) dltal bevezetett di-
namikus modellel foglalkozunk. Feltesszitk ismét, hogy N a termelGk szama,

Ci(zk) = Brzl + byzy + i

1A kutatast a Magyar-Amerikai Tudomanyos és Technolégiai Kozos Alap (JF No. 224)
és az NSF (INT-9312030) tdmogatta. Beérkezett 1994. november 17.
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(mindharom egyiitthaté pozitiv) a k-dik termeld kéltségfiiggvénye, valamint
d=Dp+d (D < 0,d > 0) a piac keresleti fiiggvénye. Feltételeztitk azt
is, hogy minden egyes ¢t > 0 idSpontban az &sszes termeld elészor meg-
becsiili a varhaté drat, majd a varhaté hasznat maximalizalja, és a profit-
maximalizdlé termékmennyiséget valasztja termeldsi programjanak a t-dik
idépontban (t = 0,1,2,...). Az drdinamizmust a keresleti-kinalati viszony
vezérli, azaz az ar novekszik, ha a kereslet meghaladja a kinalatot, csokken, ha,
a kinalat nagyobb, mint a kereslet, és véaltozatlan marad a kereslet és kinalat
egyenlSsége esetén. Feltesszitk tovdbba, hogy a kontroll csak a keresleti
figgvényre vonatkozik. Hogyha az 4r és/vagy a koltségfiiggvényck iranyitdsa
is folyik, akkor a profitmaximalizdlé feltételbdl kdzvetleniil leolvashatd, hogy
ebben csak az irdnyitdsi valtozok hanyadosa jatszik szerepet. Igy az egyik
mindig 1-nek vilaszthato. Ha pZ(t) jeloli a k-dik termeld drelSrejelzését a
t-dik idépontra, akkor a Szidarovszky és Moln4r (1994b) modell alapjin

N
p(t+1)=p(t)+ K ((Dp(t)+d)“ Zp 23_ bk) ) (1)
k=1

k

ahol u(t) > 0 jeloli az irdnyitast.
Tegyiik fel el6szor, hogy minden termeld ismeri a pontos 4rat. Ebben a
teljes informdcids esetben

pE(t) = p(t)

igy az (1) modell atirhaté a kovetkezd alakra:

_ _ o P(t) — b
K (Dp(t) + d)u(t) = p(t + 1) — p(t) + K o =5 (2)

k=1

Jelolje ezutan p~(t) (t > 0) az eléirt artrajektoriat, és tegyik fel, hogy a
kezdeti ¢ = 0 idSpontra p(0) = p*(0). Tegyiik fel tovdbba, hogy

(A) Dp"()+d>0 (t=0,1,2,..).

Ekkor pozitiv irdnyitas a (2) egyenlet alapjan akkor és csak akkor létezik, ha

* " I{Np*(t)_bk
O R Y )

Tegyiik most fel, hogy

(B) pP)y>b  (k=1,2...,N é t=0,1,2..).
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Ekkor a (3) egyenlStlenség gy értelmezhetd, hogy a {p*(¢)} sorozat nem
lehet nagyon csokkend.

Tegyiik fel ezutdn, hogy a termel6k statikus becsléseket alkalmaznak.
Ekkor

pi(t) = p(t - 1),

és a (2) egyenlet a kévetkezdképpen mddosul:
. p(t . bk
K (Dp(t) + d)u(t) = p(t + 1) )+ K Z , (4)
igy pozitiv irdanyitds akkor és csak akkor lehetséges, ha

PE+1)> —KZ‘D - _b’“. (5)

Tekintsik ezutan azt az esetet, amikor az Osszes termel6 adapitiv becslést
alkalmaz:

pE (1) = ap(t)p(t = 1) + (1 - cx(M))pF (t — 1) , (6)

ahol 0 < a(t) < 1 tetszdleges k = 1,2,...,N ést = 0,1,2,... esetén.
Egyszerii szadmolassal lathatjuk, hogy ebben az esetben az (5) feltétel alakja:

_Kzak p*(t— 1)+ (1 — ax(t))pE(t — 1) — by

P+ 1)> 9 5 NG

Ez a feltétel kozvetleniil csak akkor alkalmazhatd, ha az {a(t)} sorozatok
eldre adottak. A tovabbiakban olyan feltételt vezetiink be, amely biztositja,
hogy tetszdleges 0 < ag(t) < 1 egyiitthaték mellett 1étezzék pozitiv irdnyitas.
Tegyiik fel az el6zdeken kiviil, hogy

©) pP(0)>b,  (k=1,2,...,N).

Vegyiik észre elészor, hogy a (B) feltétel és a (6) rekurzié alapjan pf () > by
tetsz6leges k és t > 1 mellett is. Vezessik be ezutan a kovetkezd jeloléseket:

pe(0) = p (0) ,

ést > 1 esetén

pi(t) = min{ p (0);p*(0); " (1);...;p*(t = 1) } .
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Nyilvanvald, hogy a (7) egyenlStlenség akkor és csak akkor teljesiil minden
k, t és tetszbleges ay(t) € [0, 1] egyiitthatdk mellett, ha

N
p(t+1) > p*(t) —I{Zp*k(t ;;E_b’“ . (8)
k=1

Tegytik fel ezutan, hogy az Gsszes termeld extrapolativ becsléseket vélaszt.
Vagyis k =1,2,...,N és 1> 2 esetén

pE (1) = e (t)p(t — 1) + (1 — ax())p(t - 2) , (9)

ahol az ay(t) egyiitthatdk valamennyien pozitivak. Kénnyen lathato, hogy
ebben az esetben a (7) feltétel a kovetkez6képpen médosul:

N . "
P> PO - K ar(t)p*(t — 1) + (1 — ax(t))p*(t — 2) — by . (10)

k=1 2Bk

feltéve, hogy p(0) = p*(0) és p(1) = p*(1). Hasonldan az adaptiv esethez,
ez az cgyenlStlenség csak akkor alkalmazhatd, ha az {ay(¢)} sorozatok elére
adottak. Ellenkesd esetben olyan feltételeket kell taldlnunk, amelyek tetszé-
leges egyiitthat6 sorozatok esetén biztositjdk pozitiv irdnyitas valtozdk léte-
zését. Tegyiik most fel, hogy az (A) feltételen kiviil

(D) 0<art)<ew() < A(t) (k=1,2,...,N é t>2), (11)
ahol {ag(t)} és {Ax(t)} ismert sorozatok. Vezessiik be a kivetkezd jeldlést:
Q) =

min {ax (£)p* (L= 1)+ (1— 0 (6) 5" (t— 2); Ap(0)p* (6= 1)+ (1 As(1)) p*(1—=2)}
ekkor (10) akkor és csak akkor teljesiil tetszéleges (11)-nek eleget tevé ag(t)
egylitthaték mellett, ha minden ¢t > 1 esetén

N
(t+1) >p*<t>—f<;%jbk ~ (12)

3. A méddositott modell irdnyithatdsdga

A Szidarovszky és Molnar (1994c¢) dolgozatban az alapmodell olyan médosit4-
séval foglalkoztunk, amikor minden egyes idSpontban megkéveteltiik a keres-
let és kindlat egyensiilydt, és a rendszer dinamizmusit az ar-elérejelzések
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adtak. Ismét feltéve, hogy az iranyitas csak a keresletfliggvényt befolydsolja,
a modell a kovetkezéképpen irhatd fel:

N
(Dp(2) + d)u(t) = 3 Pf%;bk _ -
k=1

Az (A) és (B) feltétel fenndllasakor a teljes informdcids esetben és statikus
becslések mellett is pf (t) > by, igy a (13) egyenletet pontosan egy pozitiv u(t)
érték elégiti ki, igy mindig van pozitiv kontroll. Ha ezeken felil a (C) feltétel is
teljesil], akkor adaptiv becsléseknél is az el8z6 esethez hasonldan pf (1) > by
tetszéleges k és t mellett, igy pozitiv irdnyitas akkor is mindig taldlhatd.
Tekintstik végll az extrapolativ becslések esetét. Ha (B) feltételeken kiviil
Ag(t) < 1 tetszdleges k és t esetén, akkor Qx(t) > by.

Igy tetsz8leges {a(t)} sorozatok mellett (13) jobb oldala pozitiv, igy
pozitiv irdnyitds mindig taldlhaté. Ha valamilyen ¢ > 2 mellett valamelyik
termeld olyan p(t) drbecslést kap, amelynek megfelel6 profit-maximalizald
termelésmennyiség nem pozitiv, akkor az csak zérus lehet. Ekkor (13) jobb
oldaldn a megfelel6 tagot 0-val kell helyettesiteniink. Ha legalabb egy terme-
16nél a profit-maximalizalé termékmennyiség pozitiv, akkor is pozitiv a (13)
jobb oldala, igy pozitiv irdanyitds ismét létezik. Ha pedig az Osszes termeld
optimalis termelési programja zérus, akkor u(t) = 0 a megfelels irdnyitds.

4. Megjegyzések

A koltségfiggvényekre tett feltételek a kovetkezéképpen értelmezheték. A
By > 0 feltétel a koltségfiiggvény szigord konvexitdsat koveteli meg. Mint-
hogy b = C,(0) és ¢ = Cj(0), az elsé feltétel a koltségek zx = 0 helyen vald
szigori novekedését irja eld, a méasodik pedig feltételezi a termelési meny-
nyiségektdl fiiggetleniil 1étezd koltségeket is. A keresleti figgvényben D < 0
feltételezi, hogy a keresleti fliggvény az arban szigorian csokken, d > 0 pedig
szitkséges ahhoz, hogy pozitiv kereslet egyaltaldn fellépjen. (A) feltétel sze-
rint a p*(t) drak mellett a piaci kereslet mindig pozitiv. A (B) feltétel szerint
az adott arsorozat mellett az Osszes termeld profit-maximalizalé termelési
programyja is pozitiv, amint ezt a Szidarovszky és Molndr (1994b) dolgozatban
fel is tettiik. A (C) feltétel azt jelenti, hogy a t = 0 id6pontban az Gsszes ter-
meld olyan arbecslést valaszt, amely mellett a kezdeti profit-maximalizéls ter-
melési programjuk pozitiv. Adaptiv becslések esetén dltalaban felteszik, hogy
az ar(l) egyutthatdk pozitivak. Dolgozatunkban megengedjik az ag(t) = 0
esetet is, amely annak felel meg, ha a k-dik termel6 a ¢ idopontban ismét az
el6z6 arbecslését haszndlja. A {pr(t)} mennyiségek definiciéjabél kézvetleniil
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leolvashatd, hogy pi(t — 1) a k-dik termeld lehetd legalacsonyabb drbecslése a
t-dik idSpontra vonatkozdan. Extrapolativ becslések esetén ehhez hasonléan
a Q(t) mennyiség is felfoghatd gy, mint a lehetséges minimalis el8rejelzés,
amelyet a k-dik termel6 a ¢ idépontban kaphat varhatd drrél. Megjegyezziik,
hogy az Osszes feltételi (3), (5), (7), (8), (10) és (12) egyenlStlenségek nem
kivanjdk meg, hogy a {p*(t)} sorozat novekedsd legyen, csupan azt jelentik,
hogy a p™(t+1) —p~(t) arvaltozdsok alulrdl korldtosak legyenek, ahol az alsé
korldt a (B) és (C) feltételek alapjdn mindig negativ a teljes informéacids e-
setben a statikus és adaptiv becslések mellett. Megjegyezziik tovdbbd, hogy
ag(t) < 1 (vagy Ae(t) < 1, ¢ > 0) mellett extrapolativ becslések esetén is
negativ az alsé korldt. Ha ay(t) > 1, akkor elképzelhetd, hogy valamilyen
idépontban az egyes termelSk profit-maximalizalé termelési mennyisége nem
adodik pozitivnak. Ilyenkor zérus az optimadlis termelési mennyiség, igy (10)
és (12) jobb oldalanak masodik tagja zérus, ha az dsszes termeld esetén zérus
a profit-maximalizalé termelési program, és pozitiv, ha legalabb egy termeld
optimalis termelést mennyisége pozitiv.

Megjegyezziik végiil, hogy a mddositott modell esetén az (A), (B) és
(C) feltételek mellett mindig van pozitiv:irdnyitds, ha a termelék teljes in-
formdciéval rendelkeznek az arral kapcsolatban, vagy statikus, vagy adaptiv
becsléseket alkalmaznak. Extrapoldciés becslések esetén is mindig van nem-
negativ iranyitds.

A modellek és az irdnyitas a tobbtermékes esetre minden tovdbbi nehézség
nélkul kiterjeszthet6. A részletek kidolgozasat az érdeklédd Olvasdkra bizzuk.

Irodalom

1. Molnar S. és Szidarovszky I. (1994a) A dinamikus oligopol probléma irdnyit-
hatésdgarol. Szigma, 1994/3. 95-102.

2. Molnar S. és Szidarovszky F. (1994b) Egy diszkrét dinamikus termeldi-fo-
gyasztéi modell stabilitdsdrdl. Szigma, 1994/4. 207-219.
3. Szidarovszky F. és Molndr S. (1994c) Adaptiv és extrapolativ becslések egy

specidlis diszkrét dinamikus termeldi-fogyasztdi modellben. Szigma, 1994 /4.
221-227.

ON THE CONTROLLABILITY OF THE DINAMIC PRODUCER-CONSUMER
MODEL

In this paper we examine the control of price trajectories of two production-con-
sumption models. We prove that in case of the base model there exists a non-
negative control if the target price series is not decreasing very much. The modified
model is controllable for arbitrary price series.
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A HELYE’;‘TESI'TES ES KOMPLE}\/IENTARITAS
ERTELMEZESI PROBLEMAI
A KOZGAZDASAGI ELMELETBEN 1.1

BARANCSUK JANOS
JPTE Kozgazdesdgludomdny: Kar

A javak helyettesitd és kiegészits kapesolatdnak szokasos definicidja a kereslet
keresztrugalmassaganak elGjelén alapul. A cikk els6 része azt vizsgalja, hogy
ez a megkozelités nem homotetikus vasarloi preferencidkat — luxus- illetve
1étsziikségleti motivumok jelenlétét — feltételezve miért nem nyjt kielégitd
informacidt a javak fogyasztdsi kapcsolatdra, és bemutat egy dltalanositott
mutatdt a torzitds kikiiszobolésére.

Bevezetés

A cimben jelzett kérdéskor még a mikrockondmia eléggé absztrakt, s gyakran
oncélinak tiind vildgan belil is némileg l'art pour l’art jelleglinek, s mint
ilyen, akadémikus vitak gerjesztGjeként hat. A javak kozti kapcsolat mi-
lyensége ugyanis ldiszdlag ,jézan paraszti ésszel” is belathatd, szitkségtelenné
téve a tudoményos(kodd) mérési technikak igénybevételét.

A helyzet azonban valdjaban nem ilyen egyszerti. Amint Hoch Rébert irja:
,,a helyettesithet8ség mértéke nemcsak a javak természetétil fiigg, hanem a
jovedelem szinvonaldtdl is. Két jészag kozott mas lehet a helyettesithetdség
mértéke alacsony és megint mas magas jovedelemszinvonalon.”? Vagy: ,a
komplementer javak kozott esetenként helyettesitési viszony is fennall. [...]
Megforditva: a helyettesek egymas kiegészitdiis. [...] Ismét csak nagymérték-
ben fiigg a jovedelemszinvonaltdl {...], hogy két rokon joszag kozott a kiegé-
szit8 kapesolat vagy a helyettesité kapcsolat erésebb-e...”3 stb.

Témank fontossdgara utal az is, hogy a helyettesités és komplementaritas
probléméja tobb, nem ritkan gyakorlati szempontbdl érdekes szdlon keresztiil
kapcsolédik a modern polgari elmélet tovabbi teriileteihez. Ezt annak ellenére
allithatjuk, hogy az emlitett szdlak logikai szekvenciajaban a ,,k620s 16” sze-
repét egy mélyen elvont (bar elmélettorténetileg a |, sziklevélhez hasonléan

1Beérkezett 1994. oktdber 28.
2[14] 163. old. (Kiemelés t8lem — B.J.)
3U.o.
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elsorvadd”) tedria: a (szubjektiv) értékelmeélel tolti be. Az innen kiindulé
elméleti hajtasok” egyike a gazdasdg: beszdmitds tedridjanak kozvetitésével
a ma is relevans, neoklasszikus jovedelemeloszidsi magyarazatok felé mutat,
mig a mdsik az dr- €s keresletelmélet illetve -elemz€s teriiletére visz. Az itt
kidolgozott, helyettesité javakra vonatkozd kereszidrdsszefiggések jelennek
meg azutdn a piact formdk modern elméletének Triffin-féle valtozataban is.4

Dolgozatunk [. része a helyettesités és komplementaritds két legelter-
Jedtebb megnyilvanulasi médjanak bemutatdsaval foglalkozik, nagy figyelmet,
szentelve annak, hogy az ezeknek megfeleld kritériumrendszerek mennyiben
képesek a javak tényleges kapcsolatat megragadni, illetve kifejezni. A II. rész
vizsgalodasai a kétféle megkozelités eredményeinek sszevetésére iranyulnak,
megkisérelve az esetleges eltérések logikai vetiileteinek — nem utolsésorban
kritikai szemléletl — feltarasdt is.

A helyettesités és komplementaritds megkozelitése
a hasznossdg kardindlis felfogdsa alapjin

A kardinalista megkozelités kidolgozasa I. Fisher, Fdgeworth, Johnson, Pa-
reto, Slucky, illetve H. Schullz nevéhez fliz8dik,® de ez a felfogds lelhetd fel
még Dominedondl, tovabbd az oszirdk iskola tagjainak publikacidiban, pél-
daul Bohm-Bawerknél is.®

Amint Hicks irja: , Edgeworth és Pareto a kdvetkezSképpen definialta a
komplementer és a versenyzé (helyeitesité — B.J.) javakat [.. ]: A fogyasztd
koltségvetésében Y komplementer kapesolatban all X-szel, ha X kinalatdnak
novekedése (Y dllandd) noveli Y hatdrhaszndt; ¥ pedig versenyzd kapcso-
latban 4ll X-szel (mds szavakkal: helyettesitdje X-nek), ha X kinalatdnak
névekedése (Y dllandd) csékkenti Y hatdrhaszndt. E definicid alapjan magétdl
érbetédének latszik, hogy a komplementer, illetve a versenyz8 kapcsolat meg-
fordithatd: ha Y komplementer kapcsolatban 4ll X-szel, akkor X is ilyen
kapcsolatban 4ll Y-nal; ha Y helyettesiti X-et, X is helyettesiti Y-t.”7

A fentebb megfogalmazott kategorizdlasi elv adekvat megjelenitéje a ha-
tdrhaszon keresztvdllozds figguénye. Bz valamely jészdgfajta hatdrhasznanak
alakuldsat szemlélteti, ha mennyisége konstans, de egy masik termékbdl elfo-

4Lasd R. Triffin: Monopolistic Conpetition and General Equilibrium Theory. Harvard
University Press, Cambridge, 1940. 102-105. old.

5[7] 64-67.0ld., [6] 117. old., [16] 483-513. old., [25] 268. old., [29] 1-26. old. [28] 468-
512. old.

6(5] 30-48, 765-807. old., [3], [4]. Lasd még [10] 56. old. és [21] 222. old. Hicks és Allen
korai publikiciéiban ugyancsak taldlkozhatunk ezzel a megkozelitéssel: [11] 52-76. old. [1]
486-506. old. Késdbbi munkdikat a kardinalizmus kritikdja és elutasitasa jellemzi.

7[13] 83. old. V. &.: [8] 162. old., [23] 106. old., [10] 110. old.
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gyasztott volumen valtozé. X és Y javak esetén az X hatdrhasznara vonat-
kozé keresztvaltozos fliggvény matematikailag az

U=f(X,Y) (1)

altalanositott hasznossagi fliggvény X szerinti derivaltjdnak értékeit tartal-
mazza, tetszbleges rogzitett Xo és vdaltozé Y nagysdgok mellett. Képlet-
szerilen:

MU; = 9(Y|XO) ) (2)

ahol MU, hagyoméanyosan az X termékfajta hatdrhasznat jeloli.

A kardinalizmus szerint egy termékfajta hatarhasznanak (M Ug) mértéke
alapvetSen az illetd jészagra iranyulé vigy, szikséglet intenzitasatdl, vagy
mas iranybdl megkdzelitve: a termékbdl rendelkezésre &llé készlet relativ
nagysagatdl, a tulajdonképpeni sziikosségtél fiigg. Ennek megfeleléen, ha X
és Y kieg€szitd, komplementer viszonyban all egymassal, vagyis egy bizonyos,
osszetett szikséglet kulonbozé komponenseit elégitik ki, akkor fogyasztasuk
valamilyen (szélsSesetben merev) ardnyok szerint bizonyul elényosnek. Y
mennyiségének novekedése tehat automatikusan megnéveli az X fogyasztdsa-
ra irdnyuld vigyat (masképpen kifejezve: az X relativ szlikossége megnd), s
ez maga utan vonja MU, novekedését is. Ezt a jelenséget tapasztaljuk pl. az

U=X°Y"  (a,b>0) (3)
Cobb-Douglas-tipusd hasznosséigi fuggvények esetén, melyekbdl
MU, = aY?X¢! (4)

szigorian monoton névekvd keresztviltozés derivalt szarmaztathato.
Ugyanigy, ha a javak helyettesitdek (masként kifejezve: versenyzSek, vagy
kompetitivek), ez azt jelenti, hogy mindegyikik tobbé-kevésbé ugyanazon
sziikséglet kielégitésére alkalmas. Az Y-bdl rendelkezésre allé készlet noveke-
dése mérsékli tehat az illetd szlikséglet kielégitésének X-re harulé terhét, ami
egyenértékii az X-re irdnyulé vagy, s igy MU, mérséklddésével. Ez figyelhetd
meg az
U=(InX +InY)"/? (5)

hasznosséagi fliggvény vizsgdlata soran, melybdl

1
T 2X(InXo+InY)t/2

MU,

szigoriian monoton csékkend keresztvaltozds funkcid kovetkezik.
A javak figgetlensége esetén az &ltaluk kielégitett sziikségletek fiiggetlen-
ségérdl van sz6. Ekkor a hatarhaszon keresztvaltozés funkcidjanak képe egy
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vizszintes, jelezve, hogy a jészdgfajtédk hatdrhaszna csakis sajdt mennyisé-
glk vdltozdsara reagal. A fliggetlen javakra jellemzd &ltaldnos hasznossigi
fuggvény additiv, pl.:

U=2x"%42yY2 (7)
amibdl ]
MU, = (8)
X}

formula szdrmazik.

A valésdgban azonban — mint Hoch Réberti8] mar idéztitk — csak ritkan
ilyen ,,vegytiszta” a javak kapcsolata. Sokkal inkabb valdszintibb, hogy a ke-
resztvaltozds gorbe pozitiv és negativ meredekségil szakaszainak szekvenciaja
figyelhet6 meg a fogyasztd jovedelmi szintjének elmozdulisat érzékeltetve.

A javak kozotti fogyasztdsi kapcsolat milyensége a hatarhaszon keresztval-
tozés fliggvényének derivdltja révén is megdllapithatd. Pozitiv meredekségii,
vagyis novekvd fiiggvény esetén ugyanis a derivalt szintén nagyobb nullingl,
ami komplementaritdsra utal. Ugyanigy a negativitds helyettesitd, a zérus
pedig fiiggetlen javak jelenlétét jelzi. Kénnyen belathaté, hogy a keresztval-
tozds fiiggvény elsd, illetve a hasznossagi fliggvény masodik keresztderivaltjad
ekvivalens, s mivel a keresztderivalt értékére nézve kozombéos a differencidlas
sorrendje, ebbdl az is kovetkezik, hogy a javak fogyasztdsi kapcsolata— miként
erre Hicks® utal Pareto és Edgeworth definicidja kapcesdn — szmmetrikus.

Amint Heller Farkas irja: ,Mds megolddst kerestek H. Hotelling,'? J. R.
Hicks és R. D. G. Allen!! annak a meghatdrozdsira, hogy a komplementari-
tas, vagy a helyettesithet8ség mennyiben forog fenn az egyes javak kozdtt.”12
Es ez érthetd, mert az elézéekben bemutatott kritériumrendszer — barmennyi-
re is logikusnak tlinjén — komoly problémaéval terhes, ha a fogyasztdi javakra
kivanjuk alkalmazni. Amint Hicks vélekedik: ,,Az Edgeworth-Pareto-féle
definicid [..] a hasznossdg mérhetetlenségének paretéi elvével is ellentétes.
Ha a hasznossdg nem mennyiség, hanem csupan egy index a fogyaszté pre-
ferenciaskalajan, akkor a komplementer jészagokra adott definiciéjanak sincs
vildgosan értelmezhetd jelentése. A komplementer és a versenyzd javak kdzotti
killonbségtétel a hasznossagnak attdl a tetszés szerinti mértékétdl fliggben
valtozik, amelyet éppen kivalasztottunk.”!3

8[23] 108. old.

[13] 83. és 85. old.

10[15] 577-616. old.

U Economica. New Series I. kdt. 52-56. old., 196-219. old.
12(8] 162. old.

13[13] 84. old. V. &.: [23] 109-110. old. és [21] 314. old.
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A javak fogyasztdsi kapcsolatdnak djabb megkozelitése
a haszncssdg ordindlis megkozelitése alapjan

A javak kiegészité, helyettesits vagy fliggetlen viszonydnak megdllapitisira a
hasznossag kardinalis értelmezésének helyére 1épé ordinalis megkozelités gon-
dolatmenete szerint tehat nem alkalmazhatjuk a hatarhaszon keresztvaltozds
fliggvényét. Az ilyen jellegti kapcsolatok jellemzésére a szakirodalomban nap-
jainkra meghonosodott mddszer a kereslet kereszidrrugalmassdgdnak elem-
zésére épil.14

E logika szerint Y jészdgfajta kiegésziti X-et, ha ¥ keresletének kereszt-
arrugalmassaga (eiy’z) kisebb, mint nulla, helyettesiti, ha nulldndl nagyobb,
illetve Y jészagfajta fiiggetlen X-tél, ha a keresztdrrugalmassig éppen zérus.

Ez a kategorizdlds azon a gondolatmeneten alapul, hogy ha az X jészdg-
fajta 4ra, p, példdul csdkken, és ennek kovetkeztében az illetd termék keresett
mennyisége novekszik, akkor abban az esetben, ha az Y komplementere az
X-nek, sziikségszertien megnd ez utébbira irdnyuld szilkséglet intenzitdsa, s
ezaltal vasarolt mennyisége is. A p, és Y ellentétes mozgdsa miatt tehédt a
keresztrugalmassigi mutatd értéke negativ.

Mutatis mutandis, ugyanezen okoskodds alapjan lehet megérteni a helyet-
tesités és fliggetlenség esetét.!d

Mivel a keresztarrugalmassig matematikai értelemben a kereslet kereszt-
véltozds fiiggvényének elaszticitasa, az illetd funkcié geometriai szarmaztaté-
sanak alapja pedig a kozombosségi térkép, ezért igaz, hogy a helyettesitési/ki-
egészitd reldcidk most targyalt tesatelési eljarasinak eredményei kizdrélag az
indifferencia-gorbék rendszerének ,topografiai” paramétereitdl fiiggenek!6 —
szemben Pareto ,,csoportképzé ismérvekre” adott értelmezésével. 0 ugyanis
,,mihelyt definiciéjat a kozdmbosségi gorbék fogalmaiban prébélta értelmezni,
nehézségekbe iitkdzott, [hiszen] lehetetlen megadni a kozombosségi gorbék
gorbiiletének azt a fokat, amely megfelelne a komplementer és a helyettesitd
javak kiilonbozéségének. . 717

A hatarhaszon keresztvaltozds fiiggvénye, illetve a kereslet keresztarrugal-
masséga nem mindig azonos eredményt szolgaltat a termékek viszonyat illets-
en, bar a kétfajta elv segitségével képzett csoportok nagyban fedik egymast.

11,4sd pl. [2] 400-401. old., [9] 57-58. old., [17] 144. old., [18] 100, old., [26] 135. old,,
[27) 592. old., [31] 145-146. old., [32] 159. old., [14] 162-163. old.

15 A, Marshallnak a kapesolt keresletre és osszetett kindlatra vonatkozd gondolatai
ugyanezen logikai clemeket tartalmagzzak. Lasd: in [23] 61-62. old. V. 5. még: [9] 57—
58. old.

16Fy azt is jelenti, hogy egy fiktiv, kardindlis hasznossagi fiiggvény monoton transz-
formacidi érintetlenti]l hagyjék a jészigfajtik kapcsolatdra megallapitott besorolast.

17(13] 83-84. old. (Besziras télem — B.J.)
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Tekintstik példaul az

1 171/2
U=|C—- = —= , (C — oo, konstans) (9)

hasznossagi fliggvényt, amely az elsd elv szerint a javak kiegészitd, mig a
mdsodik szerint helyettesilé jellegére utal. Ugyanakkor a (3) alaki Cobb-
Douglas-tipusi fliggvény vizsgalata sordn a hatdrhasznok keresztreagdldsabol
kiegészitd, mig a keresztrugalmassagokbdl fliggetlen viszonyra kovetkeztethe-
tunk.

Mig a hatarhaszon keresztvaltozds fliggvénye alapjin a javak kapcsolatat
a szimmetria jellemezte (vagyis ha pl. az X kiegészitette Y-t, akkor ez utébbi
is kiegészitette X-t), addig a keresztdrrugalmassdg esetén nem kizart az asz-
szimmetria lehet8sége. Pl. eléfordulhat, hogy el® értéke negativ, ami az
Y kiegészitd jellegére utal, ugyanakkor azonban €£¥ pozitiv értéket ad, ami
viszont az X joszag helyettesits statuszat jelzi.'® A mikrookondmia irodal-
manak vonatkozd fejezetei ezt a jelenséget az illetd termékfajta karakterisz-
tikainak (azaz tulajdonsdgainak) sajatos viszonydra vezetik vissza, amikor is
— az el6bbi értékeket alapul véve — Y tulajdonsigainak, funkcidinak halmaza
b&vebb, mint X-¢é, vagyis X karakterisztikahalmaza részhalmazdt képezi Y-
énak. Pl. a vajaskenyér (V) kiegészité jészagnak mindsul a vaj nélkiili kenyér-
hez (X) képest, hiszen valamivel cizellaltabb sziikségletek kielégitésére képes,
ez utébbi ugyanakkor — az éhség csillapitdsa, mint alapfunkcid tekintetében
— csak helyettesiteni képes az el6bbit.

A keresztarrugalmassdgok asszimmetridjanak logikai
elemei

Soron kovetkezd gondolatmeneteink nagyban tdmaszkodnak a kereslet rugal-
massagi azonossagaira. Elészor ezeket mutatjuk be.'®

Legyen X ésY jészdgfajta ara p, és py, a fogyasztd nominaljovedelme I, a
két termékbél keresett mennyiség pedig X és Y. A joszagfajtik koltségvetési
részesedése s; és sy, ahol pl.

_ Xps
Sg = T (10)

A kereslet jovedelemrugalmassigainak jelolése rendre: el és 6;. Ekkor:

18 Ahogy Hicks irja: ,,Ha X 4rdnak cstkkenése ndveli az Y iranti keresletet, akkor ebb&l
nem kovétkezik sziikségszertien, hogy Y aranak csSkkenése is néveli az X irdnti kerésletet.”
[13] 90. old. 1&bj. Lasd még pl. [31] 146. old., [17] 144. old., [18] 100. old., [14] 162-164. old.

19 A rugalmassigi azonossigok levezetése megtaldlhaté pl. [17] 144-147. old., és [31]
151-154. old.
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L (kéliséguelési) azonossdg.
seel + s ef =1, 11
x Y=y

vagyis a két rugalmassagi érték koltségvetési részesedésekkel siilyozott 4tlaga
egységnyi.

II. (kéliséguetési) azonossdg. A koltségvetési részesedésre az el5bb adott
meghatdrozast hasznalva igaz, hogy

spel” + syel” = —s, (12)

ahol €8¥ az X jészdgfajta keresletének sajatdrrugalmassaga, eb? pedig az Y
keresletének keresztarrugalmassaga.

E formula természetesen Y termék sajat- és X keresatdrrugalmassigdaval,
valamint ¥ koltségvetési részesedésével — mutatis mutandis — ugyancsak fel-
irhaté.

I (,,interferencia”-) azonossdg. Ha p;, p, illetve I azonos irdnyban és
azonos szazalékban valtozik, akkor teljesil, hogy

P 4 eP¥ p el =0, (13)

Az €l626 azonossaghoz hasonldan ez is felirhatd az Y jészagfajta keresleti
rugalmassagaival.

Erdemni fejtegetéseinkre rdtérve, a III. szamu, ,,interferencia’-azonossig
egyszeril dtalakitdsaval nyerjuk, hogy:

e = e el (13a)
illetve
e = —el¥ — el (13b)

Az 1. rugalmassédgi azonossdg alapjan ugyanakkor észrevehets, hogy mivel
az el illetve ej stilyozott szdmtani dtlaga egységnyi, ezért valamelyik jészag
jovedelemrugalmassagénak atlag folé valé emelkedése sziikségszeriien a masik
rugalmassagi érték atlag ald vald stillyedésével jar egyiitt. Masként megfogal-
mazva: kéttermékes modellben az egyik joszdg luzusjellege torvényszeriien a
masik létszukségleti jellegét vonja maga utan. A fenti, dtalakitott  interferen-
cia”-azonossagra vonatkoztatva viszont ez azt jelenti, hogy X luxusjészig-
ként valo viselkedése, vagyis el relative magas szintje az eP¥ mutatd értékére
csokkentSleg hat, ami egyidttal noveli az X joszig kiegészit6ként vald meg-
Jjelenésének lehetGségét. Az Y joszagndl kibontakozd hatdsok természetesen
forditottak, a jovedelemrugalmassigi mutatd relative alacsony szintje a he-
lyettesito jelleg megjelenését segiti eld. (Hangsulyoznunk kell, hogy ezek az
effektusok nem vezetnek biztosan ellentétes eldjell keresztdrrugalmassagok
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kialakuldsdhoz, ez a jelenség az illeté hatasok viszonylagos gyengesége esetén
virtudlis marad.)

Ugy tiinik tehat, hogy a javak asszimmetrikus fogyasztédsi kapcsolatdért
a preferencidk homotetikus?®? jellegének sériilése, vagyis a luxus-, illetve 1ét-
szitkségleti motivumok megjelenése a felelés. Ezt a megéllapitdst tdmasztja
ald az a tétel, mely szerint ha a fogyasztd preferencidi homotetikusak, akkor
kéttermckes modellben mindkét joszdgfajta keresletének kereszidrrugalmassdga
azonos eldjeli, tehdt kapcsolaluk szimmetrikus.

Bizonyitds. Induljunk ki ismét a fenti, dtalakitott , interferencia”-azo-
nossagokbdl, és egyuttal tételezzik fel, hogy

g=e=1, (14)
tehat a preferencidk homotetikusak. Beldthatd, hogy ha
[e£7[>1,

akkor ebbél
ey >0

kovetkezik, ami X joszag helyettesitd jellegére utal. Fejezzilk most ki a (12)
azonossagbol eh®-t:
et = —(1+ s’;”)s—x

7 5 (12a)

Mivel pedig
le5] > 1,

ebbdl kovetkezden
e’ >0,

vagyis Y jészdg is helyettesits. Ugyanigy bizonyithatd, hogy ha |27 értékét
nulldnak, vagy egynél kisebbnek valasztjuk, X és Y viszonya tovdbbra is
szimmetrikus marad, a kapcsolat jellege azonban fliggetlen, vagy kiegészitd
lesz. m

A most igazolt osszefiiggés ikertételeként teljesil, hogy ha egy kéttermékes
modellben X ésY josazdg keresletének keresztdrrugalmassdga ellentétes eldjeld,
akkor a negativ eldjel mindig luzus, a pozitiv pedig mindig létszikségleti ter-
méket takar.

20Homotetikus preferencidkrdl beszéliink, ha a jovedelemszint valtozasa mennyiségileg
igen, szerkezetileg azonban nem érinti a javak keresletét. Lasd errél pl. [31] 137-138. old.,
illetve [32] 103. old.
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Bizonyitds. Tételezzik most fel, hogy
el® >0, és eb¥ < 0.
Fejezzik ki ezutdn a (12) egyenletbdl e2-t:

s
el =" (1.0 RE ) (12b)
Sz
Az Y jészag keresletének keresztarrugalmassdgira vonatkozd kiindulé fel-
tevésiinkbdl kovetkezik, hogy ekkor

|eBF| > 1.
Mivel az atalakitott ,interferencia”-azonossdg alapjén
—ePT _ P =l | (13c¢)

az X sajatarrugalmassigara kapott érték behelyettesitésével adddik, hogy

el >1,
s ezért
s§<1,

vagyis X jdszag luxus-, Y pedig létsziikségleti cikk. m

A keresztarrugalmassdgi mutatd torzitdsal nem-homo-
tetikus preferencidk esetén

El6z6 fejtegetéseink arra engednek kovetkeztetni, hogy valamely jészdg kiegé-
szitd tulajdonsaga luxusjellegének, helyettesitd tulajdonsdga pedig létsaiik-
ségleti jellegének kovetkezménye (is) lehet, asszimmetrikus viszony esetén
pedig a keresztarrugalmassdgi értékek eldjele javarészt e tényezékre vezethetd
vissza.

Valdban igaz-e, hogy egy kéttermékes modellben a negativ keresztarrugal-
massaggal jellemezhetd luxuscikk mindig kiegésziti, a pozitiv keresztarrugal-
massaggal jellemezhetd 1étsziikségleti cikk pedig mindig helyettesiti a masi-
kat? Vagyis igaz-e, hogy egy luxuscikk karakterisztikahalmazdnak a vele par-
huzamosan fogyasztott létszikségleti cikk hasznalati, élvezeti tulajdonsigai
mindig részhalmazat képezik?

Intuitiv alapon is belathatd, hogy nem. A modellinkben szerepld két
termékfajtat ugyanis egymastdl mar elsé pillantdsra teljesen fiiggetlennek bi-
zonyuld luxus-, illetve Iétsziikségleti cikk is képviselheti (pl. a legmodernebb
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CD-lemezek és a kenyér), amikor is a két karakterisztikahalmaz metszete iires
halmazt alkot. Valdsagos kiegészitd, illetve helyettesits viszonyrdl tehét szé
sincs. Osszegezve: a luxusjelleg oka lehet a negativ, a létsziikségleti pedig a
pozitiv keresztdrrugalmassiagnak, ezen el6jelekbdl azonban korantsem kovet-
kezik az illetd javak kiegészitd/helyettesitd kapcsolata.

Meg kell azonban jegyezniink, hogy ha a luxus-, illetve 18tsziikségleti ka-
tegéridkba sorolhatd javak karakterisztikdira mégiscsak a halmaz—részhalmaz
viszony jellemz6, akkor — trividlis médon — a luxustermék jatssza a kiegészits,
a létsziikségleti pedig a helyettesitd szerepét. Ekkor ugyanis éppen a luxus-
tulajdonsagok lesznek azok, amik mintegy kiegészitik a kommersz joszag
élvezeti adottsigait.

Igazolhato viszont az is, hogy ha két jész4g tulajdonsdgainak osszefiiggése
a halmaz-részhalmaxz relécidval irhaté le, ez nem sziikségszeriien jar egyiitt a
luxus-, illetve létszilkségleti motivumok megjelenésével. Ezzel gyakorlatilag
azt allitjuk, hogy létezik ilyen konstelldciét megjelenité, homotetikus prefe-
renciakat tiukrozé hasznossagi fliggvény.

Allftdsunk igazolasara tételezziik fel, hogy adott

U= f(Z,X) (15)

homotetikus hasznossagi fiiggvény, ahol Z és X kolcsondsen kiegészitik egy-
mast, vagyis
el <0 és ef? < 0.

(Legyen pl. Z a vaj, X pedig a kenyér.) Definidljuk most Y jészagfajtat,
ami Z és X meghatdrozott arany szerinti egyiittese. Igazolhatd, hogy ha a
fenti U9 hasznossigi fliggvényiink rendelkezett a homotetikus tulajdonsaggal,
akkor az

Ul = g(¥, %) (16)

figgvényiink is homotetikus marad,?! vagyis teljesiil ugyan, hogy Y jészag
karakterisztikahalmaza magaban foglalja X tulajdonsigainak Gsszességét, de
az Y luxus-, illetve X létsziikségleti jellegére utald kritériumok megjelenése
nélkiil. Ebben az esetben a keresztdrrugalmassdgi mutaték természetesen
szimmetrtkus kapesolatot jeleznek, aminek jellegét az hatdrozza meg, hogy
az Y termékfajta felépitésében milyen ardnyban részesedik Z és X. (Ha
példdul az Y nagyrészt Z-bél - vajbdl — és elenyészé mértékben X-bél —
kenyérb6l — all, akkor Y és X kozott minden bizonnyal kiegészitd viszonyt

21Beldthaté ugyanis, hogy az U! fiiggvény ugyanazon Z és X mennyiségekhez ugyan-
akkora hasznossdgértéket (indexszamot) rendel, mint U°, azzal a kiilénbséggel, hogy U!
értelmezdsi tartomanydbol hidnyoznak azok a jészdgkombindcidk, melyekben az X termék
kisebb ardnyban van jelen, mint amilyen ardnyban az Y jdszégfajta felépitésében részt
vesz.
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regisztralhatunk, mig az X jészégfajta Y-on beliili dominancidja helyettesité
kapcesolathoz vezet.)

FelvethetS, hogy a most targyalt esetben észlelt, szimmetrikus viszonyt
Jelzd keresztdrrugalmassigok félrevezetSek lehetnek, mivel Y — tobblettulaj-
donsdgai révén — mégis kiegésziti az X-ct, ez utébbi pedig helyettesiti Y-t.
Allaspontunk szerint azonban a szunrnetrlkus relacié elfogaddsa kordntsem
logikatlan. Ha ugyanis - példankndl maradva — csak relative kevés vaj
keril a kenyérre, akkor az igy nyert vajaskenyér nem annyira kiegészit&je,
hanem legfeljebb kiegészité tulajdonsiggal rendelkezd helyettesitdje a natur
kenyérnek. Ugyanigy: a centiméter vastag vajréteg alatt roskadozé kenyér-
szelet sem els6sorban helyettesitSje, hanem inkabb helyettesité tulajdonsiggal
rendelkezé kiegészitdje a vaj nélkiili kenyérnek.22

Kovetkeztetéseink szerint a javak kiegészitd vagy helyettesits jellege (mint
ok, vagy kovetkezmény) nem kapcsolhats azok luxus- vagy létsziikségleti
kategdridkba vald tartozdsdhos, tehdt a jovedelemrugalmassdgi értékek atlag
korilli ingadozasdnak (vagyis a luxus- és létsziikségleti motivumoknak) a
keresztdrrugalmassag eléjelére gyakorolt hatdsa nem valdsigos, hanem csak
pszeudo-kiegészits, vagy -helyettesitd tulajdonsagra utal. Természetes ezért
az a torekvés, hogy a keresztarrugaimassigi mutaté dltal hordozott torzité
hatast kisziirjiik, vagy ha ez nehezen megoldhaté, egy maésik, az emlitett
torzitastél mentes indikdtort keressiink.

Mivel az el6bbickben targyalt problémak a preferenciak homotetikus jel-
legének sériilésével fiiggnek Ossze, ezért logikus, hogy a jészdgok valdsigos
fogyasztdsi kapcsolatdnak tesztelése sordn ilyen preferencidk meglétét kell
szimuldlnunk. Elvi lehetdségként kinalkozik pl. az a mddszer, amelynek
segitségével megallapithatnank, hogy milyen lenne a keresztdrrugalmassig
mértéke illetve eldjele, ha a preferencidkat homotetikussa igazitanank, vagyis
ha a jovedelmi hatds fogyasztdsi struktirat befolydsold szerepétdl eltekinte-
nénk. E megoldds kézvetlen alkalmazdsa azonban kissé nehézkes. Célszeriibb
tehdt, ha egy eredményét tekintve analég, kezelhetéség szempontjébdl azon-
ban el6ny6sebb eljarast alkalmazunk.

Kitér6. Az drviltozas fogyasztdsi struktirara gyakorolt
hatasai

Egy kéttermékes modellben az egyik termékfajta (pl. X) drdnak megvaltozasa
altalinos esetben elmozduldst idéz el8 sajat, de a masik jészdg (V) kere-
sett mennyiségében is. Ezcket az elmozduldsokat a teljes ar-, illetve teljes

22Lasd még pl. [17] 144. old. és [18] 100. old. V.5.: [18] 4.3. alfejezet, illetve [19], [20],
[24] és [30].
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keresztarhatassal azonosithatjuk, és két masik effektus, a helyettesitési és
jovedelmi (kereszt-) hatds ered6jeként hatarozhatjuk meg.?? E vizsgalatok
analégidjara lehetSségiink van annak elemzésére, hogy egy joszagfajta ar-
valtozasara, illetve az ennek sordn kibontakozé helyettesitési és jovedelmi
hatésra visszavezethetSen milyen mddosuldsok kovetkeznek be a fogyasztési
strukturdban, vagyis a tulajdonképpeni X/Y ardnyban. Ha eredményeinket
szazalékos formaban fejezzitk ki, nyerjik a helyellesités rugalmassdgdt?®, il-
letve ennek komponenseit.

A helyettesités rugalmassaga azt mutatja meg, hogy ha X és Y termék-
fajta drdnak ardnya: p;/p, 1%-kal médosul, akkor ennek kévetkeztében hany
%-kal valtozik a fogyasztds struktirdjat kifejezd X/Y ardny. Bar esetiinkben
eredetileg csak X joszag ara mozdult el, belathatd, hogy p./p, szdzalékos
valtozasa — p, allanddsiga esetén — p, szdzalékos eltolddédsaval egyenls. A
mutatd képletszeriien:

5= dX:Y) : d(ps : py)
X:Y Pz : Dy

: (17)

amikor is d(p; : py) — 0. Mivel az ar(ardny) elmozduldsival altalaban el-
lentétes iranyu a keresleti struktura valtozdsa, ezért a mutatd értéke nulldnal
kisebb. Konvenciondlisan azonban a rugalmassigi mérdszam abszolit értéké-
vel dolgozunk.

Témank szempontjabdl sziikségesnck tartjuk a helyettesités rugalmassiga-
nak drnyalt értelmezésmédjait bevezetni. Ennek megfelelden, ha a képletben
szerepld d(X : Y) differencia a teljes arhatds altal kivaltott fogyasztdsi arany-
valtozast takarja, akkor a rugalmassag nyers mutatdszdmat (6g), ha pedig a
helyetiesitési hatisra visszavezethetd mddosulést, akkor a mutatdszam tiszta
valtozatat (6c) nyerjiik. Konnyen belathatd, hogy a két rugalmassagi érték
kiilonbsége a keresleti ardny jovedelmi hatasra visszavezethetS valtozasaval
kapcsolatos, és arra utal, hogy az 4r mddosuldsédval jaré jovedelmi konzekven-
cidk hogyan vettek részt a végso fogyasztdsi struktira kialakitasiban. Ezt a
tobbé-kevéshé rezidualis faktort &p-mel jeloljik, és a tovabbiakban Maslow-
féle tényezdének® nevezziik.

Felirhaté tehat, hogy:

bp = b¢c + bur (18)
23 A tovdbbiakban ez utébbi két effektust Hicks kompenziciés médszerére tdmaszkodva
értelmezzik. Lasd [12] 62-82. old. A témardl ldsd még [18] 71-74.0ld., [31] 15.4 alfejezet.
24L4sd még pl. [23] 90-91, 139-142, 266, 271-275. old., [8] 163-167. old., valamint [13]
134. old.
25A sziikségleti/fogyasztdsi struktira az egyén jovedelmi szintjének fiiggvényében
véltozik. E jelenség két kivalé kutatéja E. Engel miilt szdzadi porosz statisztikus, il-
letve az amerikai A. H. Maslow, aki e témat szdzadunk els felében az emberi motivacid

elméletében dolgozza ki. (Lasd pl. Psychological Review, 50. k., 1943. 370-396. old.) A
fent bevezetett tényezd ez utdbbi gondolkodd nevét Srzi.
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Ha fogyaszténk preferencidi homotetikus jellegliek, akkor a jovedelmi hatés
nincs befolyéssal a keresleti ardnyok alakuldsdra. Ekkor a Maslow-féle tényezd
értéke zérus, a rugalmassdgi mutatészdam nagysaga kizarélag a helyettesitési
hatas fliggvénye lesz,

br = b¢ (19)

egyenlSség teljesiil. Ha viszont igaz, hogy X jészdgfajta létszitkségleti, Y
pedig luxuscikk, akkor a fogyasztdsi ardnyok mddositdsdban a jévedelmi
hatds is részt vesz olymddon, hogy az X : 'Y ardnyban a helyettesitési hatds
ltal kivaltott elmozduldst Y javdra korrigdlja, mérsékelve 6 értékét. Ennek
megfeleléen 6y negativ elGjeld.

X luxus-, illetve Y 1étsziikségleti jellege esetén a hatas természetesen for-
ditott, a Maslow-féle tényezé értéke hozzdadddik a rugalmassagi mutatészam
tiszta valtozatahoz.

A keresztdarrugalmassdg és a helyettesités rugalmassdga
kozti kapcsolat

Kiindulasként tételezzik fel, hogy p, — ceteris paribus — csokken. Ekkor,
ha az Y keresletének keresztarrugalmassiga — eb® — zérus, beldthato, hogy
a joszagfajtak koltségvetési részesedése valtozatlan marad. Ha ugyanis az Y
terméknek nemcsak az ara, de a kereslete sem mddosul, akkor a vaséarlasat
finanszirozd fogyasztdi kiadas is konstans; adott nomindljovedelem mellett
pedig ez azt jelenti, hogy a véltozd ari X jészagra forditott osszeg nagysaga
sem mozdul el.

Igazolhatd, hogy a fentebb vazolt esetben a helyettesités rugalmassdganak
(abszolut) értéke éppen egységnyi. A helyettesités elaszticitdsa ugyanis, mint
lattuk, azt mutatjameg, hogy ha a p;, (s ennek kovetkeztében a pg : py ardny)
1%-kal véltozik (esetiinkben csokken), akkor hany %-kal médosul (jelen eset-
ben n8) az X : Y hanyados értéke; e két ardnyszdm szorzata pedig:

Pz X I;p Iq; Ry Sg¢
£ = —_—= = — 20
py Y L, LI sy (20)

a jészagfajtak koltségvetési részesedésének ardnyat adja. Ha pedig a szorzé-
tényezSk kozul a masodik (X : Y) ugyanolyan litemben né, mint amilyenben
az els8 (pg : py) csokkent — tehdt & = 1 —, akkor az drardnyokban bekovetkezd
valtozas nincs kihatdssal a fogyasztd jovedelmének termékfajtak kozotti meg-
oszlaséra. (A most bemutatott osszefiiggés a rugalmassagi mutatd nyers és
tiszta valtozatra egyardnt érvényes, mig azonban a nyers mutatdszam egy
konstans nomindljovedelem, addig a tiszta egy bizonyos hasznossagi szinthez
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- kozombosségi gorbéhez — kotddS konstans redljovedelem — vagyis kom-
penzalt nomindljovedelem — felhasznaldsi aranyainak véltozdsira utal.)
akkor a konstans nomindljovedelem mellett szdmitott 65 (abszolit) értéke
egységnyinél kisebb, a keresztarrugalmassag pozitiv nagysiga esetén pedig
egynél nagyobb lesz.

A jovedelmi hatds keresztdrrugalmassdgot torzité jel-
legének kisziirése

Az el6z6ekben bemutattuk, hogy a keresztdrrugalmasség, illetve a helyettesi-
tés nyers rugalmassiganak értéke kozott egy-egy értelmi megfeleltetés all
fenn. Emlékezzilink arra is, hogy a helyettesités rugalmassiganak nyers értéke
a mutatdszam tiszta nagysaganak, illetve a Maslow-féle tényezd Osszegeként
definidlhatd, ahol ez utdbbi faktor éppen az altalunk kiszlirendd effektus
erdsségét, tehat a jovedelmi hatdsnak a fogyasztdsi ardnyok elmozduldsaban
vald szerepvallaldsat méri. Mint tudjuk, homotetikus preferencidk esetén 6y
zérussal egyenld.

A homotetikus preferencidk szimuldldsa mdr most azt jelenti, hogy a Mas-
low-féle tényezd értékét figyelmen kivil hagyjuk (tulajdonképpen nulldnak
vessziik), vagyis a helyettesités tiszta rugalmassiganak nagysigdt vigy te-
kintjiik, mintha megegyezne a nyers mutatdszam szintjével. Az ilymédon
értelmezett jelz6szdm szolgalhatna alapul ahhoz, hogy az egy-egy értelmii
megfeleltetés altal leirt transzforméacié révén kovetkeztessiink a keresztdrru-
galmassdg szimuldlt mértékére. Erre azonban taldn nincs is sziikség, hiszen a
helyettesités tiszta rugalmassiga kozvetlentl és torzitatlanul informal a hasz-
nossag ordinalis értelmezését feltételezve a javak fogyasztdsi kapcsolatdrdl.

Vagyis, ha p; csokken, és

~ 6c < 1, akkor az X és Y kiegésziti egymast, ha
- 6¢ = 1, akkor fiiggetlenek, illetve ha
— bc > 1, akkor helyettesitik egymast.

A termékfajtdk viszonyat ez a mutatdszam szimmetrikusnak tiinteti fel, hiszen
a kiszdmitdsat megadd képlet (17) osztéként szerepld tortjének:

d(pe : py) (17(1)
Pz ' Py

értéke akar a p;, akar a py oldalardl kiindulé véltozas miatt mozdul el 1%-kal,
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ez a mutatdszam szintjére nézve kozombosnek bizonyul.2® Ez a tény azon-
ban kordbbi kovetkeztetéseinket tdmasztja ald. Nevezetesen: homotetikus
preferencidk esetén a javak fogyasatdsi kapcsolatdt a kéleséndsség jellemzi.
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THE THEORETICAL PROBLEMS OF DEFINITION OF SUBSTITUTES

The

AND COMPLEMENTS (PART ONE)

modern economics defines the substitute or complementary relationship be-

tween commodities usually by the positivity or the negativity of the cross elasticity
of demand. This paper argues if the consumer preferences aren’t homotetic, the
cross elasticity gives only biased information about the relation of the commodi-

ties.

The paper examines the possibility of eliminating this bias and suggests the

application of another definition based on a new criterion of substitutes and com-
plements.
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RicHARD A. BREALEY — STEWART C. MYERS: Modern Villalati
Pénzigyek I-II. McGraw-Hill, New York — Nemzetkozi Bankarképzd
Kézpont — Panemn — Budapest, pp 993.

Nemrégiben keriilt a szakkonyvesboltok polcaira az angol-amerikai szerz6-
paros nagysikerd tankonyvének harmadik magyar kiaddsa, ami jél jelzi azt a
hidnypdtld szerepet, amit a pénzligyi kozgazdasdgtan hazai szakirodalmaban
e mi betolteni igyekszik.

A vilagon szamos Corporate Finance, Principles of Corporate Finance és
hasonlé cimi konyv van forgalomban - kettd azonban kiillonosen népszerii:
a Brigham-Gapensky szerzéparos konyvét a ,,didkok kedvencének” tartjak,
mig ez a kdnyv a " professzorok kedvence” rangot vivta ki maganak. Erdemes
tehat Attekinteni, hogy mire véllalkoztak a szerzék a tankonyv megirdsaval,
mennyiben sikeriilt céljaikat elérni, s hogy miért vélhatott e mii a hazai pro-
fesszorok korében is az egyik kedvenc pénzigyi tankonyvvé.

A kozelmiilt évtizedeiben a kozgazdasdgtan egyes dgaiban egy olyan trend
bontakozott ki, amelynek sordn a kozgazdasagi elemzés médszertana egyre
egységesebbé vilt, erbteljesen tdmaszkodva a kozgazdasagtanban lefektetett
értékelméleti alaposszefiiggésekre. Azok az in. alkalmazott kozgazdasdgtani
diszciplindk, amelyek korabban elsosorban empirikus érdeklédést tantsitottak
- gondoljunk példaul a munkagazdasdgtanra, az emberi er6forrasok kozgazda-
sagtandra vagy a pénziigyi tudomanyokra —, ma mar a kozgazdasagtani érték-
elméletre alapozott egységes médszertan alapjan folytatjdk vizsgalédasaikat.
gy a kordbban erdsen lefrd Jellegli, az iizleti és pénzligyi élet egyes teriile-
teinek specialistait felvonultatd pénziigyi tudomdny is erételjes atalakuldson
ment keresztiil, amelynek eredménye, hogy kialakult az in. ,,pénzligyi koz-
gazdasagtan”, amely nem csupan elnevezésében, hanem tartalmaban és mad-
szertanaban is egy alkalmazott kozgazdasdgtani tudomanydg. A pénzigyi
kozgazdasagtan targyat a t8kepiacok miikodésének, a tékepiaci eszkozok ki-
nalatanak és drazdsanak kérdései képezik. A tudomanyteriilet médszertana-
nak alappillére pedig, hogy az eszkdz0k drazdsa soran helyettesitd pénziigyi
termékek arazasat hivja segitségil, ahol az drazott eszkdz és a helyettesitd
eszkoz ardnak osszhangjat a piaci arbitrdzs dllitja helyre. A pénziigyi kozgasz-
dasagtan vizsgalatanak targyat erds leegyszeriisitéssel négy nagy, egymdssal
osszefliggd teriletre lehetne osztani: a pénziigyi piacok mikodésének és haté-
konysdganak elemzésére, a kockdzat és a hozam (4r) Gsszefliggés vizsgilatara,
az opcids arelméletre és az un. vallalati pénziigyi kérdésekre.

A Modern Vdllalaty Pénzigyek talan az elsd olyan magyar nyelven meg-
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jelent &tfogd szakkdnyv, amely a tdrsasigok pénziigyi dontéseinek elernzését
ebben a korszerii és egységes mddszertani alapokon nyugvé pénzigyi kozgaz-
dasagtani keretben targyalja. A fentiekben felsorolt négy f6 vizsgalati teriilet
kozil a szerzbk céljainak és a konyv cimének megfelelden a véllalati pénz-
lgyek kertiltek elotérbe. Ugyanakkor azonban — s taldn ez emeli ki a konyvet
a hasonlé cimmel és témaval megjelent egyéb szakkonyvek sordbdl — nem
ragadja ki a véllalati pénziigyek specialis kérdéseit a pénziigyi kozgazdasigtan
egészének osszefiiggéseibdl, hanem azt igyekszik bizonyitani, hogy a vallalati
pénziigyi dontések is illesztheték az dltalanos mddszertani keretbe. Emellett a
kotet szamos olyan 1j tudomanytertiletr8l is dttekintést ad az olvasd szamara,
amelyek eddig hidnyoztak a véllalati pénziigyekkel foglalkozd tankonyvekbdl
és szakkonyvekbdl. Ilyen példdul az n. redlopcidkra vonatkozd elméletek
targyaldsa, ami a pénziigyi piacokon forgalmazott opcidk arazisat segitségiil
hivva prébal értékelni vallalaton beliil meglevd, redleszkozokre vonatkozd le-
hetdségeket (opcidkat).

A kétkotetes mi els6 részében a szerz6k megmutatjdk, hogyan helyezhetd
el egy (részvény)tarsaségi formaban mikodd gazdasigi véallakozas a tékepiac
egészében, milyen médon értelmezhetd az érték fogalma a véllalati pénziigyi
dontésekben és hogyan nyilik lehet&ségiink a vallalati eszkozok értékelésére a
kockazat figyelembevétele nélkiil.

A midsodik részben keril bevezetésre a kockdzat fogalma, itt kaphat az
olvasd egy rovid osszefoglaldst arrdl, hogy miképpen értelmezi és méri a koc-
kazatot a pénziigyi kozgazdasigtan, és hogyan vehetd figyelembe a kockdzat
a pénzigyi és realeszkozok arazasaban.

A harmadik rész a véllalatok pénzigyi eszkozokkel torténd finanszirozdsa-
nak bemutatdsan keresztiil mutat ra a pénziigyi piacok hatékonysaganak és a
véllalati pénziigyek sszefiiggéseire, a piaci hatékonysdg elméleti és gyakorlati
JelentOségére.

A negyedik résztdl kezdve tér ra a tankonyv a sziikebben vett vallalati
pénzigyi problémakorék targyaldsara, természetesen kihasznalva az elézé ré-
szekben bevezetett alapdsszefiiggéseket. Ezekben a fejezetekben keriil sor a
vallalati osztalékpolitika és a tOkeszerkezeti politika elemzésére, a villalati
pénzigyi tervezés és teljesitményértékelés attekintésére.

A masodik kotetben (hetedik rész) vezetik be a szerz8k a negyedik nagy
pénziigyi kozgazdasigi dgat, az opcids drelméletet, és rAmutatnak arra, hogy
az 4relmélet alkalmazdsival miként valhatnak megalapozottabba az eddig
csupan intuitiv alapon kezelt vallalati pénziigyi dontések.

A masodik kotet tovihbi részei emellett még szdmos olyan specialis vélla-
lati pénziigyi témat tartalmaznak — példaul a nemszetkézi vallalati pénziigyek,
a véllalatfelvasdrlasok és fuizidk gazdasigtana stb. — amelyek feldolgozasara
ebben az elméletileg is jol megalapozott kontextusban még csak szérvanyosan
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keriilt sor a hazal irodalomban.

Aki tehat kedvet kapott, hogy a kés8bbiekben a pénziigyi kozgazdasdgtan
valamely agaval, vagy azon belill is a vallalati pénziigyek egy-egy kérdésével
tudomanyos igénnyel foglalkozzon, tekintse a Modern Vallalati Pénziigyeket
egy olyan alapmiinek, ami kézértheté médon segit eligazodni a teriilet alap-
vetd osszefiiggdseiben, ugyanakkor szdmos utalast és hivatkozast tartalmaz az
egyes problémak szakértéinek tudomanyos munkdira, igy segitheti az induldst
egy-egy probléma elmélyiiltebb kutatasiban. Kiilon szeretném felhivni a fi-
gyelmet a konyv legutolsé alfejezetének cimére: ,,Amit nem tudunk: 10 meg-
oldatlan probléma a pénziigyekben”.

Farkas Adam

KoMLGSI SANDOR: Bevezetés az egyensilyi és oplimalizdld modellek
vizsgdlaidnak malematikai mdédszereibe. Janus Pannonius Egyetemi Kiado,
Pécs, 1994. pp. 466.

A Janus Pannonius Tudoményegyetem Kozgazdasagtudomanyi Kara egy 1j
képzési struktirdval és hozza kapcsolddd tantargyi reformmal igyekszik meg-
felelni azoknak az elvardsoknak és kovetelményeknek, melyeket a tarsadal-
mi-gazdasdgl valtozasok a felséfoku intézményektsl megkovetelnek. Ezek a
valtozasok a matematika alaptargyak oktatasat is érintették.

Uj tantdrgyi programok kidolgozdsa valt sziikségessé, ami azt eredmsé-
nyezte, hogy a kordbbi tankdnyvek és jegyzetek mar nem feleltek meg mara-
déktalanul az oktatas céljainak. A korszerisitési program keretében sziiletett
Uj tankonyvek egyike a bemutatdsra kerild Bevezetés az egyensilyi és opti-
malizdlé modellek vizsgdlaidnak matematikai mddszereibe cimd konyv.

A szerzd a bevezetdben olyan egyszeril kozgazdasagi problémakat vazol,
amelyek lefrdsdhoz, kezeléséhez vagy megolddsdhoz nélkilozhetetlen a mate-
matikai analizis és linedris algebra eszkozrendszere. Alahuzva ezzel a kor-
szeril matematikal ismeretek sziikségességét kozgazdasagi problémak egzakt
targyaldsaban.

A tankonyv lényegében két részre bonthatd. Az els6 hét fejezet a dontésel-
mélet alapprobléméjanak az optimalizdlé modellek segitségével torténd meg-
oldasdhoz szikséges matematikai analizisbeli fogalmak, tételek és eljarasok
leirdsat tartalmazza. A kovetkezd négy fejezet a linearis algebra alapjaival,
a linearis terek és bazisaik segitségével megfogalmazhaté elemi bazistransz-
formacids eljarassal és annak alkalmazdsaival ismerteti meg az olvasét. Bér
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alaptargyrdl van szd, a szerzé lgyes kézzel épit be olyan részeket, melyek a
megfelel6 tudoméanyagak legijabb eredményeit fémjelzik.

Az elsé fejezet a valds szamhalmaz axiomatikus felépitését irja le, kiemelve
a teljességi axioma szerepét. A valds szdmhalmaz szerkezetének feltérképezése
ugyanis nélkulozhetetlen a fiiggvények tulajdonsdgainak és a hatardtmenet-
miivelet fogalmanak pontos megértéséhez. Az egyvdltozds fiiggvényeket tér-
gyald fejezet lényegében Gsszefoglalja és osztalyozza a fiiggvényekkel kapcso-
latos kozépiskolai ismereteket, kiegészitve olyan, egyébként a kozépiskolai
torzsanyagban homalyban maradt fontos elméleti kérdés tisztdzasaval, mint
példdul az exponencidlis fliggvény értéke irracionalis helyeken, vagy a sza-
kaszonként szigoriian monoton figgvények inverzei. A tobbvaltozés fiiggvé-
nyekrél szolo fejezetben a k-dimenzids euklideszi terek linedris és metrikus
struktirajanak targyaldsa utdn két elemi szélséérték-szamitasi médszer, a
szintvonal médszer és az eliminédcids mddszer keriil ismertetdésre.

A hatdratmenet-mutvelet a kozos motivum a kovetkezd fejezetekben. A
sorozatokra vonatkozd tételek altalanos alakban, vektorsorozatokra vannak
kimondva, ha annak van értelme. Egyébként szdmsorozatokra. A fiiggvények
hatarértéke és folytonossdga problematikdjinak leirdsa is a tobbvaltozds fiigg-
vényekre épil. A differencidlszamitas cimii fejezetben az egyvaltozds fiigg-
vények differencidlszdmitasa utdn a fogalom kiterjesztéseként a tobbvdltozds
fiiggvények irdnymenti és parcialis differencidlhdnyadosa és derivaltja utén a
folytonossagot is biztosité Fréchet-féle 4ltaldnositasig jutunk el. A kordbbi
fejezetek eredményeit haszndlja ki a flggvényvizsgalat analitikus médszereit
leird fejezet, melynek kézéppontjaban az egyvaltozds fiiggvények lokalis szél-
sOértéke létezése szitkséges és elégséges feltételeinek killonbozé alakjai dllnak.

A konyv mésodik részében a linedris algebra alapfogalmai és eljarasai
kozott a matrix-miiveletek, kvadratikus formak, kvadratikus matrixok sajat-
értékel, sajatvektorai és f8tengelytranszformacidja, kvadratikus matrixok in-
verze és determindnsa szerepel. A vektorrendszerekkel kapcsolatos linedris
fiiggetlenség és rang fogalom indukélja a vektorrendszer altal generalt altér
bazisa és dimenzidja fogalméinak bevezetését, és azok Osszefliiggéseinek tar-
gyaldsat.

A bazistranszformacié a kézponti fogalma a kovetkezé résznek, mely lehe-
téséget ad killonbozé vonatkoztatssi rendszerek értelmezésére, és egy vektor
adott vonatkoztatdsi rendszerbeli koordindtdinak kiszamitasara. Az elemi
bézistranszformacié egy sor alkalmazasara latunk példat: fliggetlenség vizs-
galat, kompatibilitds vizsgalat, vektorrendszer és matrix rangjanak meghata-
rozasa, linedris egyenletrendszer megoldasa, kvadratikus matrix inverzének,
determinadnsanak és inercidjdnak meghatdrozdsa. A névum, melyet a konyv
kinal a hozzdértd szdmara, hogy a t6bbvéltozds fliggvények optimalitasi kri-
tériumai vizsgalata soran elegendd egy adott szimmetrikus matrix, a Hesse-
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métrix sajatértékei eldjelének az ismerete. Az ebben a kategdridban irt tan-
konyvek a Hesse-matrix definitségi vizsgalatira a hagyomdnyos, determinéan-
sok kiszamitdasan alapuld eljardst ajanljdk. Ez a konyv ehelyett a Hesse-
matrix inercidja segitségével torténd vizsgalatot preferdlja, mely az inercia
kiszamitdsara szolgdlé Cottle-algoritmus egyszeriisége miatt gyakorlati szem-
pontbdl sokkal gyorsabb. A pivot algoritmus alkalmazdsai kozott végil elju-
tunk a linedris programozasi feladat megoldédsara szolgdld szimplex algorit-
musig,.

A konyv utolsd, tizenkettedik fejezete a tobbvidltozds fliggvények feltétel
nélkili és egyenléség-feltételes szélséérték-problémajaval foglalkozik, Ossze-
kapcsolva a linedris és analitikus rész tartalmat. Két példat 1dtunk statisztika-
bdl vett fliggvényillesztési szélséérték feladatra. Végil pedig eljutunk az
egyenléség-feltételes szélséérték feladatok megolddsaban alapvetd szerepet
jatszd Lagrange-féle multiplikdtor médszerhez.

A konyv egyetemi szintli kozgazdasz képzés céljabdl irédott. Tartalma
és a feldolgozds mddja alapjan azonban szakmailag megalapozott médon
ajanlhatjuk nem kozgazdasagi jellegli kurzusok szamadra is, mert az egyes fe-
Jjezetek kozgazdasdagi elkotelezettség nélkiil targyaljdk az egyes témakoroket.
Ugyanakkor ajanlhato olyan kurzusok szimadra is, amelyek nem olyan széles
matematikai apparatust igényelnek, mint amilyet a kényv atfog, mert az
egyes fejezetekbdl az altalanositott részek elhagyasaval szlikebb alapkurzus
anyaga is konnyen osszeallithatd.

Gyetvan Ferenc
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