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VARIANCIAFELBONTAS: ELOFELTEVESEK
1S KOVETKEZTETESEK!

HAJDU OTTO - HUNYADI LASZLO
BKE Statisztikai Tanszék

A varianciafelbontds a statisztika elméletének egyik legaltalanosabb, legtobb
teriileten alkalmazhatd osszefliggését, nevezetesen a heterogén sokasagok vari-
anciajanak az tin. kiilsd és a belsd variancia 6sszegére vald bontdsat eredmé-
nyezi. A varianciafelbontds tulajdonsagait tankonyvek, szakkonyvek és tanul-
manyok sora (pl. [1,2,3,4,5,6,7]) vizsgilja, néhny fontos sokasdgi Osszeflig-
gésre Hunyadi [4] cikke hivta fel a figyelmet. Jelen tanulmany a varianciafel-
bontas soran eldallé kiilsd, belss és teljes eltérésnégyzetosszegek mintavételi
ingadozdsdban rejlé, a mintavételi kovetkeztetések alapjaul szolgdld torvény-
szeriiségek, alkalmazdsi elSfeltevések attekinthetS rendszerbe foglaldsdt tiizi
ki céljaul.

Valahdnyszor egy ismeretlen sokasdg jellegzetességeinek a vizsgdlata all
érdeklédésiink homlokterében, és a teljes sokasag megfigyelése vagy lehetetlen,
vagy folosleges, kovetkeztetéseink soran kénytelenek vagyunk egy mintavétel
eredményeire hagyatkozni. Praktikus megkozelitésbdl tehat értelmetlennek
tlinik sokasdgi és mintabeli jellemzék egymas mellett valé szerepeltetése,
hiszen ismert sokasdg mellett szitkségtelen a mintavétel, ismeretlen sokasag
esetén pedig csak mintaadatok allnak rendelkezésiinkre. A kovetkeztetéseink
mindségét azonban az alkalmazott mintavételi méd, tovdbba a mintabeli in-
forméacié feldolgozdsanak a modja alapvetden befolyasolja. Ha ismerjik e
tényezék hatasmechanizmusat, s kozben a sokasagrdl tokéletes informaciéval
rendelkeziink, akkor szembeallitva kovetkeztetéseinket és a valdsagot, meg-
itélhetévé valik, hogy milyen hatékonyan hasznaltuk fel a mintavétel ered-
ményeit. A valdsigot természetesen nem ismerjik, viszont foltételezhetjuk
tobb, vagy kevesebb jellegzetességének az ismeretét, s ezek birtokdban meg-
adhatjuk magdnak a mintavételnek, illetve a mintabeli informacidk feldol-
gozdsanak azon mddjit, amely mellett kovetkeztetéseink varhatéan a leg-
megbizhatdbban fogjdk kozeliteni az ismeretlen sokasagi jellemzéket.

A fenti gondolatmenetet csoportositott (rétegzett) sokasdgra, s igy csopor-
tositott mintara alkalmazva arra kivinunk rémutatni, hogy milyen mintavételi
tervet kell késziteni, illetve milyen statisztikdkat célszerli szamolni a rétegzett
sokasdg minél megbizhatdbb jellemzése érdekében akkor, ha a sokasdgrol

1Beérkezett 1994. november 3.
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tobb, vagy kevesebb ismeretiink van. A sokasdgrdl alkotott ismereteink iin.
eléfeltevések formdjéban kertlnek megfogalmazasra. Mint dltaldban a minta-
vételi kovetkeztetések, a varianciafelbontdson alapuldk is kétirdnyiiak, becs-
lési, valamint hipotézisvizsgalati céliak lehetnek. Mig becslési feladatok
esetén minden, a sokasagrdl alkotott eléfeltevésiinket egy minél jobb becslés
érdekében mozgdsitjuk, addig a hipotézisvizsgalat sordn maga a hipotézis is
eléfeltevéseink egyike, amely mellé més feltevések is tarsulhatnak.

Lévén a vizsgalandd sokasdg rétegzett, teljeskori leirdsa a szobanforgd je-
lenség (véltozd) csoporton beliili jellemzdinek, és a csoportok egymashoz vald
ardnydnak ismeretét igényli. A sokasdg megaddsa soran e kérdés a vizsgalt
valtozé csoporton beliili eloszlasainak &sszehasonlitasara iranyul. Alapvets
kérdés az, hogy a valtozo normalis eloszlasti-e vagy sem, a csoporton beliili
variancidk egyenléek-e vagy sem, tovdbb4, hogy a varhaté értékek kiilonbss-
nek-e, vagy sem. A tanulmédny a varianciafelbontds mintavételi varhatd érté-
keinek altalanos formuldkba 6ntése alapjén néhany alapvetd, széleskorlien
hasznalt modellnek a fenti kritériumokra, tovabbd a mintaelemszam eloszté-
sdra, és a becsls-, illetve tesztfiiggvény megvalasztasira vals érzékenységét
vizsgalja.

Ennek érdekében elséként a rétegzett sokasag ismeretét feltételezd diald-
nos modellt definidljuk, majd meghatarozzuk a mintdbdl szamitott eltérés-
négyzetosszegek varhatd értékét ezen altaldnos modell keretei kozott, Est
kovetden megmutatjuk, hogy az egyenld rétegvariancidkra és egyenld réteg-
atlagokra, tovdbbd a mintaelemszdm elosztisara vonatkozd feltételek kiilon-
kilon, vagy egyidejii figyelembevétele miként eredményezi az altaldnos modell
szlikiilését, a kiilonféle eltérésnégyzetosszegek varhatd értékei hogyan egysze-
riisddnek, nyernek statisztikai tartalmat aziltal, hogy az éltaldnos modellt
fokozatosan specidlis modellekké redukaljuk. Végiil azt targyaljuk, hogy a
mintavételi virhato értékek fokozatos egyszeriisddése hogyan szolgdlja néhany
kozismert, a varianciafelbontds elvén alapulé becslési, illetve hipotézisvizsga-
lati eljirds miikddését, gyakorlati alkalmazhatdsigit. A gyakorlati vonatko-
szdsokat illetéen figyelmiinket — messze a teljesség igénye nélkiil - az arinyos
rétegzéshdl végrehajtott beceslések, illetve az egyszempontii, klasszikus vari-
anciaanalizis elméletére koncentriljuk.

Modellfeltevések

Az aldbbiakban egy normdlis eloszldsd, rétegzett sokasdgot leird altaldnos
modellt adunk meg, amely modellt a kdvetkezd jelolésrendszer foglal egységbe.
Tekintsiik a sokasdgot, mely j = 1,..., m szdamui rétegre tagolodik. Az egyes
rétegekre, illetve a sokasagra vonatkozdan az 1. tablazatban foglalt jellemz5k
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ismeretét feltételezzirk:

1. tdbldzal: A sokasdg leirdsa

Jellemzd Rétegek Alap-
1 j m sokasig
Valtozo Y: W p7n Y
Altaldnos egyed Yi1 Y;; Yim Y;
Rétegarany P 2 P 1
Viérhaté érték 11 Hj Lm 7
Variancia o? o} ol o?
Réteghatas TI= UL — 4 Ty == Tm =l — 4 0

A tablazattal kapcsolatban megjegyzendd, hogy a rétegaranyokat kifejezés
P; értékek végtelen sokasdg esetén a j-edik rétegbe keriilés valészinfiségét
Jelentik, bar ezek a valdszinliségek nem szitkségképpen ismertek. A j-edik
réteg variancidja definicid szerint?

of = E((Y; - 1)), oY)

a teljes sokasigé pedig
o? = E((Y —p)?) . (2)
Az alabbiakban sorra vessziik a csoportositott sokasagra vonatkozd, a cso-
portok és a teljes sokasdg viszonydt leiré mindazon dsszefliggéseket, amelyek
ismerete a tanulmany mondanivaldja szempontjdbél elengedhetetlen.
Rogzitsiik a centrdlis tendencidi® kifejezd, rétegen beliili varhatd értékeket
rendre az

B =w  (G=1,...,m) (3)

szinteken. Jelolje a rétegen beliili varhaté értékek stlyozott szdmtani 4tlagat
m

Bv) =D vk (4)
j=1

doy=1 (5)
i=1

altalanos silyrendszer felhaszndlasival. Ekkor a sokasidgra értelmezett

u=T(P) (6)

2Az Y véletlen valtozé vérhatd értékét a tovabbiakban E(Y) jeloli.
3Centrdlis tendencia alatt azt értjiik, hogy egy sokasdg egyedeinek tilnyomd tébbsége
egy rogzitett szdmhoz kdzeli értékkel bir, akériil, és ahhoz kdzel ingadozik.
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kozépérték is rogzitett, Ebbél kdvetkezden a réteghatasok tényleges réteg-
aranyokkal sulyozott 4tlaga
T(P)=0, ()

valamely feltételezett rétegaranyokkal siilyozott 4tlaga azonban a konkrét
sulyrendszer fiiggvénye:
7(v) =7

Ebbél kévetkezden a rétegatlagok sulyozott szamtani atlaga csak akkor egyen-
16 a sokasdg dtlagdval, ha silyként az egzakt P; rétegardnyok allnak rendel-
kezésre, egyébként az egyenléség nem &ll fenn:*

ﬁ(”)zzvjl‘j:ZUJ:(N+TJ):#+F(U)¢#~ (8)

j=1

A rétegek szorédasat a kulsd szdrdsnégyzettel jellemezzitk. A kiilsd vari-
anciat a réteghatdsoknak a rétegaranyokkal stilyozott szérasnégyzete allitja
el6. Mivel modelliink szerint a réteghatésoknak a rétegaranyokkal stlyozott
szamtani dtlaga zérus, ezért a kiils szérasnégyzet egyben a réteghatdsoknal
a rétegaranyokkal silyozott négyzetes atlaga négyzetével is megegyezik:

HP) = By —7P) =3} A =F(P)=ck. ()

A Kkiils6 szérdsnégyzet természetesen csak abban az esetben zérus, ha vala-
mennyi rétegatlag (rétegen beliili varhaté érték) egyenld egymassal, s igy a
sokasag dtlagdval (varhatd értékével). Ekkor valamennyi réteghatas zérus:

0% =0 ha H1 = [y = ...= lbym = 4, (10)
vagyis
ek =0 ha NM=T=...=Tp,=0. (11)

A rétegek belsd sadrdddsal osszefoglaléan az 4tlagos rétegen beliili széras-
négyzettel jellemezziik, amely két esetben egyezik meg a belsd szérdsnégyzettel
Egyrészt akkor, ha silyként a rétegaranyok rendelkezésiinkre allnak:

FHP)= 0%, (12)

*A rétegaranyok ismerete nem irredlis feltevés, még végtelen (megszamolhatdan
végtelen) sokasdg esetén sem. Gondoljunk pl. a budapesti napi mozibevételek sokasigara,
melyet két rétegre, a hétkdzi és a hétvégi napi bevételekre bonthatunk. Itt a rétegaranyok
5/7 és 2/7, a rétegitlagok jelentése pedig a napi atlagos hétkozi és hétvégi bevétel.
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masrészt akkor, ha valamennyi rétegen belil a szérasnégyzet megegyezik.
Ekkor ugyanis a silyoknak nincs befolyasuk az atlagos értékre:

7(v) = o} ha cl=cgi=.. .=q% =0?. (13)

A varianciafelbontas ismert eredményeképpen pedig a teljes variancia a kiilsé

és a belsé variancia Osszege:

o’ =04 +0% . (14)

Mintavételi varhatd értékek

A rétegzett sokasdgra vonatkozé kovetkeztetésinket — legyen annak célja akar
valamely jellemz6 becslése, akdr valamely hipotézis vizsgalata — a mintabeli
eltérésnégyzetosszeg dekompozicidjara, s a komponensek varhatd értékeire
alapozzuk. Ezért az aldbbiakban elséként a kilsd, belsé és teljes eltérés-
négyzetosszegek varhatd értékeinek dltaldnos formuldit adjuk meg, amelyek
a vizsgalt feltevések mellett leegyszertisodnek, ezéltal érdemi, a tanulmany
kozponti mondanivaldjat jelents kovetkeztetések levondsat teszik lehetdvé.

Vegyunk rétegenként figgetlenl, rendre ny, ..., n, elemi, rétegen belul
fiiggetlen és azonos eloszldsi (FAE) mintdkat, amelyekre

m
an:n, és wj =n;j/n. (15)
j=1

A mintaelemszam rétegek kozotti w; megoszlasit mintaelosztdsnak nevezziik,
s ez feltevésiink szerint nincs mintavételi ingadozdsnak kitéve. Ekkor a
mintabeli csoportatlagok rendre

Yise o Im s (16)

az n elemi (teljes) minta atlaga

y(w)=7, (17)
a mintabeli korrigalt szérasnégyzetek pedig rendre

25

sf = Z(yij _:‘_/j)z/(nj -1) G=1...,m) (18)

i=1

alakdak lesznek. Tekintsiik ezutdn a mintabeli teljes eltérésnégyzetosszeg
kiilsé és belsd Osszetevikre bontasat:

SS = SSk + SSp (19)
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ahol
m Ny
S5S=3"3 (v -9?, (20)
j=li=1
SSk =Y n;(H; - )?, (21)
i=1
m nj
SSp =Y (wj—7,;)* - (22)
j=1i=1

A mintavétel kévetkeztében mind a teljes, mind a bels8, mind a kiilsé eltérés-
négyzetosszeg mintavételi ingadozdsnak van kitéve. Az egyes eltérésnégyzet-
osszegek mintavételi virhaté értékét az aldbbi sltalanos formuldk® szolgal-
tatjak:

E(SS) = (n - 1)7%(w) + Z n(r; —7 w)) = (n—1)7%(w) + no?(w) (23)

E(5Sp) = E(Z("j —Ds}) =3 (n —1)of =D nj(of —a2/n;) (29)

=1 j=1

m

B(SSk) =) _(1—w)o? + an (15 — 7 (w))? 2(1 —w;)o? + no?(w).
Jj=1 j=1
(25)
Lathatd, hogy a fenti varhatd értékek az aldbbi tényezdk fiiggvényei:

. mintanagysdg,
. mintaelosztds,

1

2

3. rétegvarianciak,

4. atlagos rétegvariancia,
5

. réteghatédsok variancigja.

Vegyiik észre, hogy mind az atlagos rétegvariancia, mind a réteghatasok vari-
ancigja silyozottan értendd, ahol silyrendszerként a (w) mintaelosztds sze-
repel. Nevezetes esetekben e vdrhaté értékek egyszeriibb alakot Sltenek. E
nevezetes esetek a kovetkezdk:

5 A varhatd értékek alabbi formuldinak a levezetését az Olvasé az I. Figgelék (F.1)-(F.8)
azonossagai alapjan ellendrizheti.
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Homoszkedaszticilds: valamennyi rétegvariancia egyenlS egymassal, s igy
rétegarahyoktdl fiiggetlenill a kozos variancia egyben a bels§ variancidt is
jelenti:

2 2 2

2 Bl e — o2 =
ol =03=...=0, =0, =0p -

Korreldlatlansdg:® valamennyi rétegatlag egyenld egymadssal, s igy a soka-
sag atlagaval, amibdl kovetkezden valamennyi réteghatds, s ezért a killsé va-
riancia is zérus:

7'1:7'2:...:7',”:0:(7?{.

Ardnyossdg: a teljes n mintaelemszam rétegek kozotti szétosztasa a tény-
leges rétegaranyoknak megfeleléen torténik:

w; = Pj, vagyis T(w)=0.

Ha a fenti harom tulajdonsag kiilon-kiilon, vagy valamilyen kombinacioban
egyidejiileg teljesiil, akkor a (23), (24) és (25) eltérésnégyzetek varhaté értékei
a kovetkezdk szerint alakulnak:

Ardnyossdg esetén:

E(5S) = (n—l)o%—{-i anJ-Z = (n—l)df;—i—n??(P) = (n—l)a']zg +nok (26)

j=1
m m m
E(SSg) = Z(n] —1)o? = n5?(P) — Za]? =no} — Z o} (27)
j=1 i=1 j=1
m m m
E(SSk) =Y (1-P)oi+> nyrf =7 (1= Po} +nmi(P)=
j=1 j=1 j=1 (28)
Z (712 —o} + nok .
j=1
Korreldlatlansdg esetén:
E(SS) = (n - 1)a*(w) (29)
E(SSp) = ng*(w) — Y o} (30)

j=1

6 A tanulmdnyban korreldlatlansig alatt azt értjiik, hogy a rétegatlagok egyenlSk
egyméssal, vagyis a csoportképzd (rétegképzd) valtozé nincs sztochasztikus kapcsolatban
a vizsgalt Y mennyiségi valtozéval. Megjegyzendd, hogy nominalis skaldn mért rétegképzd
ismérv esetén a sztochasztikus kapcsolatnak ezt a tipusit a magyar statisztikai terminolégia
nem korreldciénak, hanem vegyes kapcsolatnak nevezi.
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E(SSk) :Zaf — 72 (w). (31)

Homoszkedaszticilds esetén:

E(SS) = (n—1)0? + no?(w) (32)
E(SSp) = (n — m)o? (33)
E(SSk) = (m —1)o? + no?(w) . (34)

Ardnyossdg és homoszkedaszticilds esetén:

E(58) = (n-1)o? + nT(P) = (n — 1)o? + nok (35)
E(S$Sg) = (n — m)o? (36)
E(SSk) =(m—1)o} + nr2(P) = (m — 1)0? 4+ nok . (37)

Ardnyossdg és korreldlatlansdg esetén:

E(SS) = (n-1)o} (38)
E(SSp) = no} — ia} (39)
ji=1
E(SSk) =Y ot ~d}. (40)
j=1

Korreldlatlansdg és homoszkedaszticitds esetén:
E(SS) =(n-1)o, E(SSp)=(n—m)o?, E(SSk)=(m—1)s?. (41)

A fenti varhato értékeket azért kell ismerniink, mert segitségiikkel tudjuk
megvélaszolni azt a kérdést, hogy a sokasdg milyen jellegzetességei mellett
mely statisztika becsiili torzitatlanul a sokasdg kiilsd, belsd, illetve teljes vari-
anciajat. A toviabbiakban sorra vessziik mindazon statisztikak torzitatlansdgi”
tulajdonsagait, amelyek szamitasat a mintabeli eltérés-négyzetosszeg dekom-
pozicidja teszi lehet6vé, majd megmutatjuk, hogy ezek a tulajdonsdgok mit
jelentenek néhany fontos gyakorlati alkalmazds szemszogebal.

"Egy becsléfiiggvény torzitatlan, ha mintavételi varhaté értéke megegyezik a becstilni
kivant sokasdgi jellemzével.
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Torzitatlansagi kovetkezmények

A teljes eltérésnégyzetdsszeg tulajdonsdgai

A rétegenkénti fliggetlen mintavétel alkalmazdsat feltéve, altaldban SS sem-
milyen transzformacidja nem alkalmas a sokasdg valamely variancidjanak
torzitatlan becslésére. Még az SS/(n—1) statisztika® sem, mivel (23) alapjan

E(nsfl) :EZ(

Specialisan azonban, aranyos rétegzés és korrelalatlansag egyidejii teljesiilése
esetén az SS/(n — 1) statisztika (38) szerint alkalmas a belsd, s egyben a
teljes variancia torzitatlan becslésére:

o2(w) # o2 . (42)

E(nsfl):a%:tf?. (43)

Ebbdl is lathatd, hogy korreldlatlansig esetén értelmetlen a rétegek megkti-
lonboztetése.

A belsS eltérésnégyzetdsszeg tulajdonsdgai

1. A teljes mintaclemszammal vald osztds Utjan nyert SSgp/n statisziika
dltalaban nem alkalmas a o'} belsé variancia torzitatlan becslésére, mivel (24)
figyelembevételével:

SSg iy S wjo
B(=7) = ijf—Z;J:a%w)—Z Lpdh.
j=1 j=1
Ardnyos rétegzés, vagy homoszkedaszticitds esetén azonban 72(w) = o},

tehat a lefelé torzitds mértéke meghatdrozhatd:

™ w;o?
>, (45)
nj

=1

SN

w,

amely ardnyossdg esetén®

(46)

zm:Po
j=1

8Az SS/(n — 1) statisztika az n elem minta egyszerd véletlen médon vald kivalasztasa

mellett nyidjtana torzitatlan becslést o2-re.

90%_ a j-edik réteg mintadtlagdnak mintavételi variancigjat jeloli.
2
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homoszkedaszticitds esetén pedig
g2 (47)

lesz.
2. Altalanossagban az 55p /(n — m) statisztika sem becsli torzitatlanul
a bels6 variancidt, hiszen (24) alapjdn:
SS o (n; — 1)s? = (nj — 1)o?
P(E) =) = B k.
j=1 j=1

Homoszkedaszticitds teljesiilésekor azonban torzitatlan statisztika, mivel (33)-
at tekintve:

E‘(ns_slin) =ol=0%. (49)

A kilsO eltérésnégyzetdsszeg vizsgalata

A homoszkedaszticitds és a korreldlatlansiag egylittes teljesiilésekor az
5SSk /(m — 1) statisztika a kozos variancia, s igy egyben a belsd és a tel-
Jes variancia torzitatlan becslésére alkalmas, (41) alapjan ugyanis:

E(:;SLKl) =ol=0}=0?. (50)

Ha azonban csupdn a homoszkedasaticitds érvényesiilését feltételezziik, akkor
(34) szerint:

E(%) ot + ol (w). (51)

Az (50) és (51) varhaté értékek viszonylatdban a

n
<ot i) (52)
relécié mindig teljesiil, viszont w megvalasztésanak a fiiggvényében o2(w) is
valtozik.
Alkalmazdsok

A bels6 variancia becslése

Mivel (49) alapjan az SSp/(n — m) statisztika varhaté értéke csak homo-
szkedaszticitas esetén egyezik meg a bels§ variancidval, ezért valahanyszor a
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belsé variancia torzitatlan becslése a célunk és a homoszkedaszticitas telje-
stlését semmi nem tdmasztja ald, akkor a belsé variancia becslésére masik
becsléfuggvényt kell keresniink. Tekintsuk az

“b
€
Il
™
gcn.\,

statisztikat, amelynek varhaté értéke minden esetben
E(3%(w)) = 7%(w) .

Mivel 7%(w) = ¢} mind ardnyos rétegzés, mind homoszkedaszticitds esetén
teljesill, ezért 32(w) mindkét esetben a belsé variancia torzitatlan becslését
nyuyjtja. A belsd variancia nem homoszkedasztikus kortilmények kozotti torzi-
tatlan becslésének igénye tipikusan a klasszikus rétegzett mintavételen alapuld
becslések készitésekor meril fel.

Ezzel szemben az

2. 588 _ i (nj — 1)s

P n—-m <4 n—m
j=1

formuldval definidlt in. , pooled” mintabeli variancia

"
(nj — Da?
E(Sg) = Z g :
Ji=11
varhatd értéke dltaldban nem egyezik meg a bels§ variancidval, ezért sz
kizarélag homoszkedaszticitds esetén lesz a kozos o2, s igy a belsé varian-
cia torzitatlan becslfiggvénye. Ezek a feltételek pedig tipikusan a vari-
anciaanalizisnek, és kétmintds esetének, a kétmintds ”pooled” t-teszinek az
alkalmazasi feltételei.
Ugyanakkor beldthatd,'® hogy a mintabeli korrigilt s? variancidkat més és
més v; silyrendszerekkel atlagolva, 52(v) minimumdt az sg pooled variancia
szolgdltatja.

Becslés fiiggetlen részmintdkbdl

Flggetlen részmintakbdl valo becslés esetén az n elemi teljes mintat véletlen-
szerlien és fuggetlenil m szamu egyenld részre, mondhatni rétegre bontjuk
ugy, hogy

nj = N és n=mn,

108 pecidlis esetre lasd a II. Fiiggelék azonossagait.
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teljesiiljon. A rétegenkénti egyenld mintaelemszdam alkalmazdsat a

feltevés clfogaddsanak megfeleld ardnyos rétegzés indokolja, mig a rétegek
fuggetlen és véletlen kialakitdsa — a rétegképzés és a vizsgalt Jjelenség kor-
relalatlan voltanak biztosftasaval — a kiils variancia zérus értékének a felté-
telezését teszi redlissa.

Feltételezve tehat a homoszkedasztikus korreldlatlansig és az ardnyossag
egylittes teljesilését, a sokasdg u varhaté értékének torzitatlan becsléfliggvé-
nye fiiggetlen részmintdk esetén

m

_ Y;

YFRM :Z—'l )
=1

amelynek elméleti variancidja

[S]

O¢

Var(gram) = =

Ebbél kovetkezden viszont 14thatd, hogy fiiggetlen részmintdk alkalmazdsa
mellett az dtlagbecslés variancidjanak becslésére hasznalt

i1 (Ui — Yprm)?
m(m — 1)

statisztika torzitatlanul becsli az elméleti variancigt, mivel homoszkedasztikus
korreldlatlansag esetén (41) szerint

E< SSk ) _U_:E("e 2ie1(7; _yFRM)Z):E(Z;::I(!_fj "?F‘RM)?)

nem(m — 1) m(m —1)

2
nm—1)/" n

A varianciaanalizis teszt!! ereje

A varianciaanalizis teszt statisztikajanak egyik mikodési alapelve azon kozis-
mert tétel, miszerint a szabadsagfokkal osztott (korrigalt) kiilsS eltérésnégy-
zetosszeg varhatd értéke homoszkedaszticitds esetén nem kisebb, mint a kor-
rigdlt belsd eltérésnégyzetosszeg varhatd értéke, az egyenléség pedig csak a

11 A varianciaanalizis nullhipotézise szerint Hy :1 =12 = ...7m, amely tesztelésének
- normdlis eloszldsti csoportok esetében — a homoszkedaszticitds teljestilése alkalmazdsi
elofeltétele.
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homoszkedasztikus korreldlatlansdg esetén all fenn, mikor a kérdéses varhaté

értékek éppen a kozds o2 varianciaval egyenlk:

S8
E(&— af:...:ofn,‘rl:...zrm):oZ:E(—B)g
m—1 s n—m
B(3K otz = o2) = o4 " olw).
. o1 Om (4™ + m— 10',.(11))

Minél nagyobb tehat a réteghatasok szérédasa, s igy annak o?(w) mértéke,
annal magasabb a korrigalt kiilsé eltérésnégyzetosszeg varhatd értéke a vari-
anciaanalizis alternativ hipotézisének helyessége esetén, vagyis annal nagyobb
e proba szelektivitdsa, azaz a préba ereje. Mivel azonban a w mintaelosztds
megfelelé megvilasztasaval o2(w) befolyasolhatd, igy a varianciaanalizis ereje
novelhetd, de csokkenthetd is. Ugyanakkor viszont a 7; réteghatisok a gya-
korlati szamitdsok esetén eredendden ismeretlenek, tehit nem tudjuk meg-
mondani egzaktan azt a w silyrendszert, amely o2(w)-t a sokasdgi réteghatd-
sok mellett maximalja. E maximélds soran tehat w nevezetes eseteit tudjuk
csak kezelni. A réteghatdsok variancidjanak

o2(w) = 7(w) - 7(w)

formulajat tekintve, ilyen feltevés lehet‘a mintaelosztds tekintetében az ard-
nyossdg esete. Ekkor ugyanis a réteghatdsok 7(P) dtlagdnak zérus az értéke,
s ezért a varianciaanalizis teszt erejének viszonylagos nagysaga ez esetben a

my(w) = TH(P) <TH(w) (54)

formaban is frhat6. Amennyiben tehat (54) fenndll, gy a varianciaanalizis
ereje ardnyossdg esetén nagyobb, mint nem ardnyos mintaelosztds mellett.12
A varianciaanalizis erejét a ”pooled” variancia minimum tulajdonsdganak
a szempontjabdl vizsglva tovabba az is lathatd, hogy mivel sg a varianci-
aanalizis F' probafiiggvényének a nevezdjében szerepel,!® ezért a pooled vari-

ancia haszndlata is az ANOVA erejének a novelését szolgdlja.

12 Az (54) alatti relacié pl. abban az esetben biztosan teljesil, ha a réteghatdsoknak
a mintaelosztdssal stlyozott négyzetes atlaga kisebb, mint a rétegaranyokkal sulyozott,
hiszen ez esetben (54) baloldala negativ, jobboldala viszont mindig pozitiv.

1B3p = (S5, /(m 1))/ (SSp/(n - m)).
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A mintaelemszam elosztdsanak kérdése

Szamos statisztikaelméleti irodalom (pl. [1, 5]) a varianciaanalizis modellfel-
tevéseinek a targyaldsakor a

m
T(w) =D Jwin; —p =0
i=1

::::::

elre rogaitetiek, és f(P) = u, ezért T(w) = 0 elére torténd rogzitése csak az
alabbi esetekben indokolt:

- egyrészt, ha valamennyi réteghatas zérus;

— masrészt, killonbdzé réteghatasok melletti ardnyosan rétegzett minta-
vétel mellett;

- harmadrészt, ha egy végtelen sokasig rétegaranyai nem ismertek, de
azokat egyenlSnek feltételezve, rétegenként azonos elemszdmu mintdkat
veszink.

6sszefoglalés, kovetkeztetések

A tanulmanyban a heterogén sokasagokat jellemzd altaldnos modellt vizsgal-
tuk. Altalanos volt a modell abbdl a szempontbdl, hogy feltételeit olyan tagra
szabtuk, hogy abba mind a varianciaanalizis, mind a rétegzett mintavétel,
mind a részmintés becslések belefértek, ugyanakkor sz(ik volt a modell abban
az értelemben, hogy csak egyetlen ismérv (véltozd) szerint csoportositottuk
a sokasdgot.

Médszeriink az volt, hogy a mintdbdl szdmitott négyzetisszegek varhatd
értékét tekintettiik, és bemutattuk azok egyszeriisddési lehetéségét haromféle
feltétel mellett.

F6bb kovetkeztetéseink az aldbbiak voltak:

a) kimutattuk, hogy ardnyosan rétegzett mintavétel esetén a mintasilyok-
kal 4tlagolt korrigdlt mintavariancia ad torzitatlan becslést a belsé va-
rianciara;

b) megmutattuk, hogy megfeleld feltételek mellett a pooled variancia torzi-
tatlan, és minimadlis variancidji becslést ad a koz6s (belsd) variancidra;

¢) belattuk, hogy a szokdsos feltételek mellett a fiiggetlen részmintdk méd-
szere az dtlagbecslés variancidjira torzitatlan becsldfiiggvényt ad;
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d) megvilagitottuk, hogy a varianciaanalizisnél szokédsos 7(w) = 0 feltevés
valdjaban az egyenld sokasagi rétegaranyok melletti ardnyos mintavétel
hallgatdlagos feltételezésével azonos, végiil

e) kimutattuk, hogy a mintaelosztds véltoztatisaval a varianciaanalizis F'-
tesztjének szelektivitdsa (és ereje) novelhets, és dltaldnos esetben ez azt
jelenti, hogy az egyenletes mintaelosztdsbdl vald kovetkeztetés javitja a
teszt erejét.

Figgelék

I. A mintabeli eltérésnégyzetosszegek mintavételi varhaté értékének
a meghatdrozdsdhoz sziikséges azonossigok

Irjuk fel a mintabeli teljes, bels® és kiils6 eltérésnégyzetosszegeket az alabbi
formékban, kihasznélva a tényt, hogy az eltérésnégyzetdsszeg a mintaelemek
konstanssal vald eltoldsdra invaridns.

A teljes eltérésnégyzetisszeg, valamennyi mintaelemnek ugyanazon y kon-
stanssal vald eltoldsa (csokkentése) nyoman:

m Nj

SS=) 3 (wi—-9)°=
j=1¢=1
m m Nj
2
ZZ(%J —w?=n(g -t =300 (s — i)+ — w) " —nly - )=
] 1i= 1 j=1i=1
ZZ (wi5 — 15)? +Z"J(N1_ﬂ +22(/‘J Z%J'_ﬂj)_”(y—#)?
gI=iSe=1 i=1
(£.1)
A belsd eltérésnégyzetosszeg, a mintaelemeknek csoporton beliili, rendre u;
(7 =1,...,m) konstanssal vald csokkentése utén:
m nj m Ny
585 = (v = 7;) Z(Z (vi — 1) = n (y; — u;))—
j=1i=1 g=iy =1 (PﬂQ)

m 1y

SO i —w)? =D (@5 -
j=1

j=1li=1



16 Hajdu Otté — Hunyadi Lédszlé

Végiil a killsé eltérésnégyzetosszeg egyszerii kivondssal:

m m
SSk =3 ni(G; — )+ > ni(uy — p)* +

Jj=1 j=1

., (F.3)
2 Z(ﬂ] ) Z(yz] uy) —n(g - ﬂ)
i=t
Tekintsik tovdbba a kovetkezd nevezetes varhatd értékeket:
Ej(yij — i) =0, (F.4)
of
E((y; — p#;)?) = Var(g;) = -~ , (F.5)

n;
m m
9 =EQ wig;) =) win - (£6)
ji=1 j=1

Az (F.4), (F.5) és (F.6) azonossagok felhasznaldsdval

Bl(5-£@)"] =
3 o~ Wi = 72 P
Var(?):ZwJ?Var(yj)zz :1'] :%ijo.f: T(lw) ’ (F£.7)
Jj=1 j=1 J j=1

majd (F.7) figyelembevételével

E((y—u)?) =E(y - E@) + E(y) — n)?) = Var (@2) + (E(y) — p)* =

72 (w) (i nidj ) _ W) (E}nﬂ"f”) :327(1w)+?z(w)

n n n2

=il
(F.8)
A fenti varhatd értékeknek az (F.1), (F.2), (F.3) formuldkba helyettesitésével
nyerjik a (23), (24) és (25) alatti &ltaldnos varhaté érték képleteket.

II. A mintabeli ,,pooled” variancia minimum tulajdonsdga

Altaldban belathato, hogy ha 6, és f, torzitatlan és fiiggetlen becsléfiiggvények
f-ra, akkor

a) ab) + (1- a)éz = §, is torzitatlan, és

b) Var (63) akkor lesz minimalis, ha

a= h\/ar—(ﬂz)h (F.9)
Var (6,) + Var (f) ’
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ami belathatd, ha felirjuk a
Var (f3) = o Var (6;) + (1 — «)?Var (6;)

egyenletet, és megkeressiik a minimumat o fliggvényében.

Specidlisan két, normalis eloszldsu réteg, és rétegenkénti fiiggetlen minta-
vétel esetén legyen 8 = o2, §; = s2, 0, = s3. Ekkor mindkét becslSfiiggvény
torzitatlan, variancidjuk pedig

204
V. 2 — e
ar(sy) —
és .
20
Var(s2) = =
ar (o) = e

Az (F.9) eredmény figyelembevételével esetiinkben

nl—-l
n1+n2—2’

amely felhasznaldsival az

s _ (n1=1)s} + (ny ~ s}

5p
ny+ng—2

”pooled” variancia valéban torzitatlan és minimélis variancidju. Ez az ered-
mény kettonél tobb rétegre is azonnal altaldnosithato.
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VARIANCE DECOMPOSITION: ASSUMPTIONS AND CONCLUSIONS

In the paper a general model of the variance decomposition of heterogeneous pop-
ulations is investigated. The aim of the study is to show how the commonly used,
classical statistical procedures can be derived from the general model by introduc-
ing different assumptions and restrictions. The detailed analysis of the expectations
of the sums of squares under different restrictions revealed the common root of the
given methods (ANOVA, two sample ¢ test, estimation from stratified samples, es-
timation by means of the independent subsamples), helped us to understand them
better. Besides, the paper promotes the correct and efficient applications of the
above mentioned methods.



