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FOLYTONOS DINAMIKUS TERMEL@I—I}‘OGYASZTOI
MODELLEK STABILITASAROL!

MOLNAR SANDOR ES SZIDAROVSZKY FERENC
BKE Matematikai és Szdmitdstechnikai Intézel — Arizonai Egyelem

Dolgozatunkban folytonos idéskaldju termelGi-fogyasztdi rendszerek globalis
aszimptotikus stabilitdsit vizsgaljuk meg. Feltessziik, hogy az drdinamizmus
megegyezik Arrow (1960) modelljével, viszont a piaci kindlat profitmaxi-
malizdld termeldk egylittes termeléseként all el5. Kimutatjuk, hogy Cournot-
féle becslések mellett a rendszer mindig globalis aszimptotikusan stabilis, vi-
szont adaptiv és extrapolativ becslések mellett a becslési M} paramétereknek
elegend8en nagyoknak kell lennitik ahhoz, hogy ezt a tipusi stabilitdst ga-
rantalni tudjuk.

1. Bevezetés

Korabbi dolgozatainkban (Szidarovszky és Molnar, 1994a,b) két specialis ter-
meldi-fogyasztdi modellt és azok stabilitasat vizsgaltuk meg kiilonféle tanulasi
sémak (statikus, adaptiv és extrapolativ) mellett. Az id8skalat mindkét eset-
ben diszkrétnek tételeztuk fel. Jelen dolgozatunkban e modelleknek a foly-
tonos idéskala esetére vald kiterjesztésével foglalkozunk. Modellink joél kap-
csolja 0ssze Arrow (1960) dinamikus piaci modelljét a dinamikus oligopol jaté-
kok elméletével (Okuguchi és Szidarovszky, 1990). Hérom sémat vizsgalunk
meg részletesen: Cournot, adaptiv és extrapolativ elSrejelzési modelleket.
Mindharom esetben az adédé dinamikus rendszer globalis aszimptotikus sta-
bilitasara adunk sziikséges és elégséges feltételeket.

2. A matematikal modell

Hasonldan a diszkrét esethez jelolje ismét N a termel6k szamat, akik ugyanazt
a fajta terméket allitjak eld és azt egy kozos placon egyiitt értékesitik. Jelolje
z(t) a k-dik (k = 1,2,..., N) termel6 altal el6allitott mennyiséget, és tegyuk
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fel, hogy az Osszes termeld koltségfiiggvénye kvadratikus:
Ck(:ck):Bkar,%—l—bkxk + ¢ (k‘:l,?,...,N) (1)

ahol az egyiitthaték valamennyien pozitivak. Ha p jeldli a szébanforgé termék
arat, akkor tegyik fel, hogy a piaci keresletfliggvény

K(p)=Dp+d (2)

alaki, ahol D < 0 és d > 0. Feltessziik, hogy minden egyes t > 0 idépillanat-
ban az Osszes termeld (£ = 1,2,..., N esetén) és a plac is (k = 0 esetén)
elészor megbecsiilli a virhaté arat. Jeldlje pf(t) a becsiilt arat. Az Gsszes
termeld ezutdn meghatarozza a profit-maximalizdlé termelési programjat:

zi(t) = aIgmax,, »o {mkpkE(t) — (Bra? 4 brzy, + ck)} . (3)
Pozitiv megoldast feltételezve egyszerii differencialdssal adédik, hogy

Ef
) pE() = b
wp(t) = 22 _F (Z)Bk E

Dinamikus modellinkben (hasonléan Okuguchi és Szidarovszky, [1990] mo-
delljéhez) feltessaiik, hogy az Osszes termels a profit-maximalizdlé és jelen-
legl termelési mennyiség kiilonbségének aranydban valtoztatja meg termelési
programjat. Ez a feltétel matematikailag az

s1(t) = Ka (%ﬁ N a:k(t)) 4)

differencidlegyenlettel irhaté le. A piac varhaté igényét a Dp¥(t) + d kife-
Jjezés adja meg. Az armozgisrdl feltesszilk, hogy az a vérhaté hidny (vagy
tobblettermelés) fliggvénye:

N
p(t) =K (Dpf ) +d-)" mk(t)> . (5)

ahol Ky (k =1,2,...,N) é K pozitiv llanddk. A (4) és (5) egyenlet egy

folytonos dinamikus rendszert definidl, amely tulajdonsdgai nagymértékben

fiiggenek a pZ(t) becslések dinamikajatdl és megvalasztdsatol.
Dolgozatunkban harom konkrét esetet vizsgalunk meg:

(i) Cournot-tipusi becslések esetén feltessziik, hogy
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vagyis a k-dik termel (k > 1) vagy a piac (k = 0) pontosan ismeri az
arat.

(i) Adaptiv becslések esetén

pE(t) = Me(p(t) — ¥ (1)) (M)
ahol My > 0.
(iii) Eatrapolativ becslésrél akkor beszéliink, amikor
pE () = p(t) + Mip(?) (8)

ahol M}, adott allandé.

A tovabbi paragrafusokban ezzel a harom esettel foglalkozunk részletesen.

3. Cournot-féle becslések

Amennyiben az Gsszes termeld és a piac is Cournot-féle becslést alkalmaz, a
(4), (5) és (6) egyenletek Osszekapcsoldsaval az z1, 29, ..., TN és p valtozdkra
egy olyan linedris differencidlegyenlet-rendszert nyerink, amelynek egytttha-
tomatrixa

7
_[{1 l.
2B,

Ao —
- r. K

— 1\

BN
K ... —-K KD

Tudjuk a linearis rendszerelméletbdl (1d. példaul Szidarovszky és Bahill,
1992), hogy a rendszer akkor és csak akkor globélis aszimptotikusan stabilis,
ha Ac sajatértékeinek valds része negativ. A maétrix sajatérték-egyenlete a
kovetkez8képpen irhaté fel:

Ky

—I{kUk—i-TBk’U:)\uk (k:1,2,,..,N)
. (9)
~KY up+KDv=)v,
k=1
Az elsd egyenletbdl
Kkv

Uk

T9B(A+ Kp)
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ahol feltételezzuk, hogy A # —K}. Ellenkezs esetben a A = — K sajatérték
nem befolyasolja a rendszer stabilitdsi tulajdonsigait. Ha ezt az osszefuggést
a (9) mésodik egyenletébe helyettesitjik, akkor v # 0 kovetkeztében egy
egyszeril egyenlet adddik A-ra:

N K,
' P N WP 1
‘kZ_I2B,C(A+Kk) DA (10)

Tegyik fel, hogy egy A = o + i@ komplex (vagy 8 = 0 esetén valds) szdm
gyoke a (10) egyenletnek. Ekkor egyszerii szdmolassal lathaté, hogy

N

_K Z ka(a + Ky —if)
2B a—|—]\k)2+ﬂ2)

=—KD+a+iff.
=1

Tegylik most fel, hogy o > 0. Ekkor a bal oldal valds része negativ, D <
0 kovetkeztében pedig a jobb oldalé pozitiv. Ez az ellentmondds mutatja,
hogy o < 0. Tehdt tetszéleges paramétervalasztis mellett a rendszer globalis
aszimptotikusan stabilis.

4. Adaptiv becslések

Tegyiik most fel, hogy az Osszes termel8 és a piac is adaptiv becslést alkal-
maz. Ekkor a (4), (5) és (7) egyenletek Osszekapcsoldsdval ismét egy linedris
differencidlegyenlet-rendszert nyertink, amelynek egyiitthatématrixa most

K
[ K iy
L 2B,
n Ky
_Ky
QBN
As=| K ... -K 0 KD
My —M,y
M, -M,

k IM:N “ _MN)
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alakd. A matrix sajatérték-egyenlete:

K
— Kpup + ;Tkk'vk:/\uk (k:l,?,...,N)

N
~-K Z ug + K Dvg = Av
k=1

M()'l) . M()’U() = )\'Uo

Mkv—Mkvk:/\'uk (k:l,Z,...,N).
Az utolsd két egyenletbd!
- _Me
A + My ’
ahol ismét feltessziik, hogy A # —M},. Az elsd egyenletbél

Uk

o Ii'k T .KkM)C y
n 2Bk()\+]{k] i = QB)C(/\—FIX’)C)(/\-}-M/C) ’

Uy
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(11)

(12)

amelyet és a (12) reldciét k = 0 esetére a (11) masodik egyenletébe helyettesit-

ve egyetlen egyenletet nyeriink A-ra:

N 0
—KZ I&k’Mk KDM, — 0,
o1 2Bk()\+[\'k)()\+Mk) A+ My

(13)

Az egyszeriiség kedvéért tegyik fel, hogy Ky = K* és My = M* minden k

mellett. Ekkor a (13) egyenlet is leegyszeriisodik:

—KK*M* i | KDM*
20+ K*)( M+ M=) &= By~ A+ M+
amely egyszerl szamoldssal a kévetkezdre redukalédik:
= 0
N XN(K* + M*)+ MK*M* — KDM*) + KK*M* Z — —D
k=1 2Bk

=0.

A kozismert Hurwitz-féle kritérium (Id. példdul Szidarovszky és Bahill, 1992)

alapjan a gyokok valds része akkor és csak akkor negativ, ha

N
1
(K" +M*)(K*M*— KDM*)— KK*M* ( E e D) >0,
k=1 ZBk
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minthogy a harmadfokii polinom &sszes egylitthatdja pozitiv. Megjegyezziik,
hogy e feltétel atirhaté az ekvivalens

Y1
KK* *_1)*2
kzzlw,c :

L K*—KD

(14)

alakba.

Tegyik fel ezutdn, hogy a termel6k tovdbbra is adaptiv becslést alkal-
maznak, viszont a piac pontosan ismeri az arat. Ekkor az A4 matrix a
kovetkez8képpen médosul:

K
[ K e |
! 2B, )
" —[X’N RN
A% = 2Bn
-K ... —-K KD
M, —-M;
\ My —MN)

A fentiekhez hasonléan lithaté be, hogy a Ky = K* és My = M* specialis
esethen a sajitértékek a

/\3+A2(K*+M*—KD)—{—/\(K*M*+KK*D—KDM*)+
N
s TSR AL 1 _ -
KK*M (};_1 2B, D> =0

egyenlet gyokei. A Hurwitz-féle kritérium szerint a sajatértékek valds része
akkor és csak akkor negativ, ha

N
1
M**(K* — KD)+ M~ | K** —2KK*D* + K*D? - KK* Y — | -
k=1 2Bk
KK*D(K* —KD)> 0.

Konnyen kimutathatd, hogy a bal oldal két valés gydkkel rendelkezik, az

egyik pozitiv és a masik negativ. Ha My jeldli a poszitiv gyokst, akkor a
rendszer akkor és csak akkor globalis aszimptotikusan stabilis, ha

M > My . (15)
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5. Extrapolativ becslések

Tegyuk fel elészor, hogy az Osszes termeld és a fogyasztdk is extrapolativ

becslést valasztanak. A (4), (5) és (8) egyenlSségek Osszekapcesolasaval olyan
lineéaris differencidlegyenlet-rendszert nyerink, amelynek egytitthatématrixa

) KMo\ LS
2B, ! 2B,
Ag =
1 _KNMN K Ky
2By N 2By
1—- KDM, -K ... -K KD
alaki. A matrix sajatérték-egyenlete a kovetkezd:
. K Ky My
—K — :)\( - ) k=12,...,N
puy + 2Bkv Ug 2B, v ( )
5 (16)
~K Y up+ KDv = 1- KDMo)v.

k=1
Az els6 egyenletbd]
- f&’k(l + AMy)
" T 2B,(A + K»r)
ahol feltettiik, hogy A # —Kj;. Ezt a reldciét (16) masodik egyenletébe
helyettesitve egy egyszerii egyenlet adédik A-ra:

N
. A’k(l—}—)\Mk) . n

-K =——— 2+ KD=XM1l-KDMy).
\; 2Bk(Kk+A)+ KD = M1 — KDMy) (17)

Tekintsik ismét a specidlis esetet, amikor Ky = K* és My = M* (k =
1,2,...,N). Ekkor a (17) egyenlet a

N

—KK*(1+AM~) 1 . .

- — 4+ KD—-A1—-KD =
2K+ N ’;:1 B, + K A( {DMp) =0

egyenldségre redukalddik, amely ekvivalens a

AX(1— KDMo) + A

N
) Tk ATk 1
<M __KD+K*(1—KDM0)>

1N
KK~ (EZ——D> =0
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legfeljebb masodfoki egyenlettel. Harom alesetet kiilonbéztetiink most meg:

(i) Ha 1 — KDMy = 0, akkor az egyenlet linearissa valtozik. Az egyenlet
egyetlen gyoke valds, amely akkor és csak akkor negativ, ha

2D
M* > =, (19)

L1
3L
k=1 B"‘
(ii) Ha 1 — KDM; > 0, akkor a gyokok valds része akkor és csak akkor
negativ, ha a linedris tag egyiitthatdja pozitiv. Ez a feltétel ekvivalens az

9K D — 21{*(1 — KDMy)

KK* Z 3

M > (19)

egyenlétlenséggel.
(iii) Ha 1 — K DMy < 0, akkor a rendszer semmiképpen sem lehet. globalis
aszimptotikusan stabilis, hiszen a konstans tag mindig pozitiv.

Tegytik fel ezutan, hogy a termelék tovdbbra is extrapolativ becsléseket
alkalmaznak, viszont a fogyasztdk ismerik a pontos drat. Ekkor My = 0, igy
a (ii) aleset feltétele teljesil, és a (19) egyenlStlenség tovabb egyszertisddik:

—2K*
M 2KD K (20)

KK* Z—

Tekintsiik ismét a (17) egyenletet altalanosan, de feltételezve most, hogy
1-KDMy >0és M =0 (k=1,2,...,N). Kimutatjuk, hogy az dsszes
gyok valds része negativ, Legyen A = a + i az egyenlet egyik gydke, ekkor
(17) alapjan

_K Z I\k 1+ oMy + zﬂMk)(a + Ky — ’lﬂ)

AT ALY +KD = (a+if)(1— KDM,),

és osszehasonlitva a valds részeket a kovetkezd adddik:

N o

K 1 M, K M

_Kz e (1 + aMg)(a + Ki) + 2 My) + KD = a(l— KDMy)
k=1

2B ((o + Kx)? + 42)
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Ha o > 0, akkor a jobb oldal nemnegativ, a bal oldal pedig szigorian negativ.
fgy a < 0 lehetséges csak, amely bizonyitja a rendszer globdlis aszimp-
totikus stabilitasat. Az imént elmondottak termeészetesen az My = 0 esetre
is vonatkoznak (amikor a fogyasztdk ismerik a pontos drat).

6. Megjegyzések

Az (1) koltségfiiggvény esetén ¢y = Cp(0), by = C4(0), és By = C"(zy)/2. A
cr, > 0 egyenlStlenség allando koltségeket feltételez, a by > 0 feltétel a kolt-
ségfiiggvény kezdeti novekedését jelenti, és a By > 0 feltétel a koltségfiigg-
vény konvexitdsat koti ki. A (2) keresleti fliggvényben D < 0 az drban vald
csokkentést jelenti, d > 0 pedig sziikséges ahhoz, hogy p > 0 esetén pozitiv
piaci kereslet adddjon. Feltettiik, hogy (3) megoldasa pozitiv. Ellenkezd e-
setben ugyanis az adott termeldnek az az érdeke, hogy kilépjen a piacrdl, igy
a tovébbiakban nem kell vele tobbé szdmolnunk. Igy aszimptotikus vizsga-
latokban az ilyen termelSktél eleve eltekinthetiink. Az (5) Osszefliggés gy
magyarazhatd, hogy varhaté hidny esetén az ar novekszik, vérhatd tobb-
lettermelés esetén csokken, egyensily esetén pedig valtozatlan marad. A
(7) adaptiv becslést gy értelmezhetjiik, hogy az édllanddan a becslési hiba
aranyaban valtozik. Az M} = oo esetben adaptiv becslések Cournot-tipusiira
redukalédnak. Extrapolativ becslések esetén nem tettuk fel, hogy My pozitiv.
Ha My, < 0, akkor a becslés bizonyos késleltetéssel torténik, ha My > 0, akkor
valdban extrapolaciérdl van sz6 az érinté mentén, ha pedig My = 0, akkor a
becslés 1smét Cournot-tipusiva egyszeriisodik.

Stabilitdsi vizsgalatainkban feltettiik, hogy az 6sszes termeld és a piac is
azonos tipusd becsléseket alkalmaznak. Ha ett6l az egyszerisitd feltételtdl
eltekintink, akkor a modellek matematikailag bonyolultabba vdlnak, de to-
vabbra is lineArisak maradnak, igy azok stabilitdasa a korabbiakhoz hasonléan
vizsgalhato.

Erdekes, hogy a rendszer Cournot-féle becslések esetén mindig aszimp-
totikusan globalis stabilis. Ha az Osszes termeld és a fogyasztdk is adaptiv
becslést valasztanak, akkor a stabilitdsnak (14) alapjan az a feltétele, hogy
M* elég nagy értéki legyen a tobbi paraméter rogzitése mellett. Jegyezzik
meg, hogy hasonlé feltétel addédik, amikor a fogyasztdk pontosan ismerik az
arat, de az osszes termeld tovdbbra is adaptiv becslést alkalmaz. Kovetkezés-
képpen M* = oo eleget tesz a stabilitdsi feltételeknek, ismét bizonyitva, hogy
Cournot becslések esetén a rendszer mindig globalisan aszimptotikusan sta-
bilis. Ez az eredmény egyébként pontosan megfelel a dinamikus oligopol
jatékok esetén bizonyitott kordbbi eredményeknek. (Ldsd Okuguchi és Szi-
darovszky, 1990).
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Vegytik észre, hogy a (18), (19) és (20) egyenlStlenségek jobb oldalai
valamennyien negativak, igy My = 0 kielégiti ezeket a feltételeket. Ezzel
a Cournot becslések melletti stabilitasi eredményt kaptuk ismét vissza.

Tobbtermeékes oligopol jatékokhoz hasonléan terjeszthetdk ki a dolgozat-
ban bemutatott modellek a tobbtermékes esetre. A részletek kidolgozasat az
érdekléds Olvaséra bizzuk.
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ON THE STABILITY OF CONTINUOUS PRODUCER-CONSUMER MODELS

In this paper the global asymptotical stability of continuous producer-consumer
systems is examined. The price dynamic is the same as in Arrow’s (1960) model,
but the market is different. Cournot, adaptive and extrapolative expectations are
discussed, and the corresponding stability conditions are interpreted and compared.



