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IDOSOROK FAKTORANALIZISE

ZIERMANN MARGIT - MICHALETZKY GYORGY
BKE Matematikar és Szdmitdstechnikar Intézet
FELTE Valdszinidségelméleti és Statisztika Tanszék

Jelen cikk a Magyar Operacidkutatasi Tarsasag 1994. évi rendes Kozgytlésén
elhangzott eléadasnak irasos valtozata. Az el6adds els§ részét Ziermann
Margit, a Budapesti Kozgazdasdgtudomanyi Egyetem egyetemi tandra, a
Tarsasag elsé elnoke tartotta, El6addsanak szovege megmaradt szamitogépen,
igy annak hii maésolatat kozoljik most.! A masodik részben Michaletzky
Gyorgy folytatta a Ziermann Margit altal kifejtett gondolatokat.

I. rész (Ziermann Margit)

Eléadasunk két kutatdi kollektiva idében és gondolataiban is egymadsra épiilé,
személyeiben is 0sszefonddd munkdssaganak, kozos gondolkodasanak eredmé-
nyeirdl, problémairdl, a kutatas jelen stddiumdrdl kivan képet adni. Tesszlik
ezt abban a reményben is, hogy — megismerkedve e témakorrel — talan masok
is kedvet kapnak a felvetett problémak tovabbgondolasara.

Kozgazdasdgi idosorokkal kapcsolatos kozos kutatdsaink 1968-ban kez-
dédtek el, s nagy intenzitdssal folytatodtak a hetvenes években, amikor is az
elsé team hérom tagja (Bankovi Gyorgy, Veliczky J6zsef és Ziermann Margit)
az Orszdgos Tervhivatalban, illetve koziluk ketten annak Szamitastechnikai
Kozpontjaban dolgoztak. Ekkoriban installaltak a Tervhivatal elsé modern
nagyteljesitiményt elektronikus szamitdgépét, mely csabitd lehetdségeket ki-
nalt a kor szinvonaldn &llé operdcidkutatasi (példdul nagyméretii matema-
tikal programozdsi) és mds, példaul idésoros modellek kiprébalasara, kezdve
a kiillonféle tipusu fuggvenyek illesztésén, egészen az tin. Box-Jenkins mo-
dellek verifikalasaig. Ebben az évtizedben a nemzetkozi okonometriai szak-
irodalomban, az Econometric Society eurdpai és mas konferencidin a Box-
Jenkins modellek vezették a preferdlt modellezési technikak listajat, bar ezek
ekkor még elsésorban skaldr és nem vektor értéki idésorokkal foglalkoztak.

A T0-es évek clején a hagyomdnyos népgazdasagl tervezés lényegében
statikus, és valosagképunk e tervezdi felfogassal ellentétes volt. Azoknak a

1Az eléadés kozlését azért is nagyon fontosnak tartjuk, mert ezutin nem sokkal Zier-
mann Margit eltdvozott kéziilink, fgy valdszintleg ez volt az utolsé eléadasa (A szerk. ).
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kozgazdasagi iskoldknak a nézeteivel azonosultunk, amelyck az orszdgok gaz-
dasdgdt dinamikus sztochasstikus rendszernek tekintették, s ezért a gazdasagi
id8sorok tudomanyosan is megalapozott vizsgalatat fontosnak, a gazdasagi
folyamatok prognosztizildsa egyik nélkiilozhetetlen eszkdzének ismerték el.
Akkor is és most is fontos kérdés, hogy e kovetelményeknek milyen mé+’, ‘kében
tud a matematikai modellezés eleget tenni.

Elve a szdmitéstechnikai lehetéségekkel, a tervezésben fontos szerepet jat-
sz0 kozgazdasagi makrokategdridk empirikus iddsoraira az vin. lépésenkénti
(stepwise) regresszidszdmitasi programok felhasznaldsival Skonometriai mo-
dellek felépitésébe fogtunk, felborzolva ezzel az ckonometriaj modellesdk,
egyébként ekkor még idehaza meglehetdsen sziik korének a lelki vilagat. Az
okonometrial modellek egyik igen egyszerii tipusa a kévetkezd alakban irhaté
fel:

n
vit) = @)+ D ey(t) i=1,2,...,m m<n,
j=1

ahol g;(t) idéfiiggvények (esetleg dllanddk), yi(t), 1 < i < m esetén az un. en-
dogén véltozdk, mig m < i < n esetén az 1n. exogén valtozdk, ¢c;; becsilt,
illetve megadott paraméterek.

A fenti regresszids egyenletek bal oldalan allé valtozékat magyardzott
valtozdknak, mig a jobb oldalan &llékat magyardzé véltozdknak is szokds
mondani. Az ismeretlen paramétereket a valtozdk t = 1,2,..., T idépontok-
ban megfigyelt értékei alapjin regresszidszamitassal becsiiljiik. Eléfordulhat,
hogy a magyardzé viltozék kozott in. késleltetett valtosdk is szerepelnek,
amikor is az y(t) véltozs késleltetettjének, mégpedig k-adrendii késleltetettjé-
nek az y(t — k) valtozdt nevezzik (k= 1,2,..., L; L a maximdlis késleltetés).
Ekkor - az okonometria szokésos széhasznalataval élve — n. elosztott késlel-
tetéses (disztributiv lag) modellrs] beszéliink.

Az Skonometriai modellek egyenleteinek a feldllitdsiban a gazdasagi fo-
lyamatok osszefiiggéseire vonatkozd kizgazdasagi ismeretek, feltételezések, a
fejlédés tovdbbi menetére vonatkozd elképzelések jitszanak szerepet, bar a
statisztikal becslések elméleti tulajdonsagai, a becslések elfogadhatésagi kri-
tériumal miatt ezeken az elképzeléseken gyakran valtoztatni kell. Eppen ez az
a pont, ami miatt ugy gondoltuk, hogy a magyardzé valtozdk kivalasztdsaban
statisztikai dontési kritériumokat is alkalmazunk, mas szdval a regressziészé-
mitést nem csupén az ismeretlen paraméterek, hanem a magyardzé valtozdk
kijelolésére is felhasznalhatjuk, a stepwise algoritmusok segitségével. Vitékra
éppen az adott okot, hogy ily médon gyakran nem a kdzgazdasigi vira-
kozdsnak megfeleldé magyardzé véltozdk keriiltek be az egyes egyenletekbe.
Mentséglinkre szolgdljon, hogy vilagszerte tapasztalhaté volt az 1j utak és
modszerek keresése az Gkonometridban. Utalunk itt példdul A. G. Ivakhnenko
heurisztikus, Un. onszervezédéses (self-organizing) mdédszerére, amelyet a
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miiszaki kibernetikaban és a biolégidban kivantak elsésorban alkalmazni, de
amelynek okonometriai modellépitésre t6rténé felhaszndlasival japan és ame-
rikai kutatdk egyardnt kisérleteztek.

Erdekességként jegyezziik meg, hogy az okonometriai modellezés a 30-as
évek elején, Haavelmo, majd Tinbergen munkdssigaval veszi kezdetét, ké-
s6bb mindketten Nobel-dijat is kaptak. Az elsd, igen egyszerii, alig néhény
regresszids egyenletet tartalmazé, de az asztali szdmoldgépeken faradsagos
munkdval szamszersitheté modelleket egyre bonyolultabb felépitésii, és mind
nagyobb meéretii modellek kovették, elsésorban a szdmitéstechnika és a szé-
mitastudomdny rohamos fejlédésének koszonhetden.

Visszatérve sajat modellkisérleteinkre, a stepwise algoritmust a magy ardzé
valtozdk késleltetettjel korére is kiterjesztettik. Részben e vizsgalatok tapasz-
talatal, részben pedig az idésorok elérebecslésekor fellépé kilonféle problémak
arra késztettek minket, hogy tin. teljesen rekurziv okonometrial modelleket
is szdmszerisitsink. E modellek regresszids egyenleteinek a jobb oldalan
csak idéfiiggvények és a magyardzé véltozdk késleltetettjei szerepelhettek
csupan. Az ilyen tipusi egyenletekkel az el6rebecslés technikai szempontbdl
igen egyszeriivé valik, de killonféle szimuldcids vizsgalatok is végezhetéek
veliik.

Sajnos dllanddan visszatéré problémaként jelentkezett kozgazdasagi id6-
soraink viszonylagos rovidsége, ami a korrekt mddon alkalmazhatd idésoros
modellek korét jelentdsen sziikitette. A Box-Jenkins modellek egy idésoros
valtozatai is legaldbb 50 tagi id8sorra tartottak igényt. Ezért, de mds, koz-
gazdasagi elméleti megfontoldsok miatt is az in. modellredukcids és informa-
cidslirits, a vizsgalt jelenségeknek a lehetd legkisebh informacids veszteséggel
Jaré, lehetd legjobb lefrdsara torekvd modellillesztési és becslési eljarasokra
koncentraltunk. Ilyen tulajdonsigokkal rendelkeznek tobbek kozott a faktor-
modellek, és a faktoranalizis gy{ijténéven ismert becslési eljarasok.

Bizonydra tobbek el6tt is ismeretes, hogy a faktoranalizis eredete Hotelling
(1933) [8] nevéhez, s pszicholdgial jelenségekkel kapcsolatban megfogalmazott
mérhetd ismérvek fiuggetlen megfigyeléseibdl szarmazé mintdk, statisztikal
felmérések ki€rtékelésének problémajahoz fiizédik. Filozéfiai hatterében az a
feltételezés 4ll, hogy a lelki jelenségeket formdld s egymadssal minden bizonnyal
kolcsénhatdsban is allo valddi tényezdk szdma jéval nagyobb lehet azoknal,
mint amelyeket megfogalmazni, netdn mérni is médunkban all. Joggal gon-
dolhatunk viszont egyrészt arra, hogy a mérhetd, az in. manifeszt véaltozdk
tobb-kevesebb meértékben mégiscsak tiikkrozik a nem megfigyelhets, az iin.
latens valtozokat is. Masrészt. hogy e latens valtozdk kozott olyanok is lehet-
nek, melyek a manifeszt véltozdk mindegyikében, esetleg tobbségiikben je-
lentés szerepet jatszanak. A faktormodellezesi eljardsok (s ezek irodalma ma
mar oridsi) célja éppen e latens valtozdk, faktorok meghatarozasa, becslése
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Ugy, hogy altaluk a manifeszt viltozdk valamilyen matematikai kritérium
értelmében vett , lehetd legjobb” becslését kapjuk.

Konnyi belatni, hogy a gazdasagot valamely komplex objektumnak te-
kintve, hasonlé szituiciéval 4llunk szemben. Brthetd tehat, hogy a gazdasag
fejlédésével, kozgazdasagi jelenségek modellezésével foglalkozd kutatdk egy
része is osztotta a fentickben kifejtett modellezési nézeteket és a faktoranalizis
eszkoztdrahoz nyilt. Jdnossy Ferenc (1963, 1967) [9] vizsgalatai is, melyek
mérészamanak — a naturalis mutatdk sokasdgat figyelembe vevd — szellemes,
heurisztikus eljardsokat dolgozott ki, szintén a tobbvaltozds vizsgilatok fon-
tossagat tamasztottak ala.

A gazdasdgi fejlodés tényezdinek idbsor vektoraira hazankban Rimler Ju-
dit (1970) [12], Meszéna Gydrgy és Simon Bélané (1973) [11] valamint mds
kutatok Is szamszeriisitettek faktormodelleket. I vizsgdlatok mindegyike
tanulsagosnak bizonyult. Erdemiik, hogy az ekkortdjt még kétségteleniil
tulsilyos determinisztikus kozgazdasagl gondolkodast a sztochasztikus fel-
fogéssal gazdagitottak, egyittal a kozgazdasagi Jjelenségségek soktényezds
statisatikal vizsgalatdnak lehetségeire és fontossdgéra irdnyitva a figyelmet.

A faktoranalizist azonban mégsem elsdsorban idésorokra dolgoztak ki,
hanem fiiggetlen megfigyelésekre. Az id8sor vektor konzekutiv idépontokban
megfigyelt értekei nemesak a komponesek egyidejii, de sajit és egymas korabbi
értékeitél is fiigghetnek. Epitve e késleltetett kapcsolatokra, természetszerii-
leg vetédott fel az a gondolat, hogy az empirikus idésorok alapjan latens
mozgasformdk, azaz a manifeszt valtozdk és a latens valtozdk, valamint a 14~
tens valtozok kozotti feltételezhetd sztochasztikus kapesolatokat is becsiljiik.
Szandékaink szerint tehat a klasszikus faktormodellezés alapgondolatait az
idésor empirikus struktirdjit is figyelembe véve kivantuk a dinamikus elem-
zés talajdra atiltetni. Az erre a koncepcidra épiils faktoranalizist neveztiik
el dinamikus faktoranalizisnek.

Ahogyan a faktoranalizisen belil is tobbféle koncepcié és ennek megfele-
léen tobbféle eljdras ismeretes, a dinamikus faktoranalizist sem egyetlen jét
koriilhatérolt feladatként, hanem sokféle elgondoldsra, feltételezésre épuls s
ezért szertedgazd feladatkorként kell elképzelniink. Ily médon mindazokat
a modszereket, amelyek az idésor vektorok és métrixok dinamikus tulaj-
donsdgai vizsgdlatdban az idSsorelemzési eljardsokat valamilyen médon &t-
vozik a faktoranalizis informdcidsiiritd, modellredukcidra vezetd eljarasaival,
valéjaban dinamikus faktoranalizisnek nevezhetjiik.

Vehink egyidejiileg s télink fliggetlenill masok is és mas utakon Jarva,
ugyancsak foglalkoztak ezzel a témaval, sét érdekes és véletlen egybeesésként,
egyikdjik, Geweke (1977) [7] szintén dinamikus faktoranalizisnek neveste el
az altala kidolgozott mdodszert.

Els6ként az in. dinamikus fékomponens modell matematikai megfogalma-
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zésara (1974), majd kidolgozédsara (1975) [2] keriilt sor. Itt az eredetileg adott
valtozéknak azokat az, egymadsra ortogonalis linearis kombinacidit, mester-
séges valtozoit kerestilk, melyek mindegyikének idGsora a legkisebb négyze-
tek elve értelmében autoregressziv sémaval a lehetd legjobban becsiilhets.
Az e kovetelményeket kielégité mesterséges vidltozdkat neveztiik dinamikus
fékomponenseknek, a meghatdrozasukra szolgalo matematikai algoritmust és
annak szamitégépl adaptacidjat dinamikus f8komponens analizisnek. Gon-
dolataink, mint az késébb kideriilt, bizonyos elvi rokonsagot mutattak Box és
Tiao (1977) [6], az iddsor vektorok kanonikus transzformacidjaval foglalkozd
munkajaval. Ha a dinamikus fékomponens modellbél az autoregressziv becs-
léssel kapcsolatos kdvetelmény rendszert elhagyjuk, akkor a konvencionalis
faktoranalizis egy specidlis, ismert fokomponens modelljét kapjuk.

Sajat munkénkban a tovdbblépést a dinamikus faktoranalizis feladatanak
megfogalmazdsa és kidolgozdsa jelentette (1977) [3]. A dinamikus f6kompo-
nensekkel szemben megfogalmazott kovetelményeken kivil a keresett mes-
terséges valtozdknak azt az Ujabb, egyébként a hagyomdnyos faktorokkal
szemben is fennallé kovetelményrendszert is ki kellett elégitenick, hogy az
eredeti valtozdk mindegyikének a legkisebb négyzetek elve szerinti lehetd
legjobb becslését is adjak. Mieldtt a feladat matematikai megfogalmazasara
ratérnénk, hisz eddig csupan az elvek kimondasardl volt szd, réviden a fej-
lesztésekrél és az alkalmazasokrdl is beszélnék. Dinamikus faktormodelleket
sokféle empirikus id8sor vektorra, elsdsorban a magyar és més nemzetgazda-
sagok kozgazdasagi iddsoraira, folyd- és véltozatlan aras idésorokra szamsze-
risitettiink. Rajtunk kivil e munkdban egész kis csapat vett részt, munka-
tarsaink: Berde Eva, Ernyes Eva, Getherné Simon Erzébet, Postané Vellay
Gyorgyl, Turny Miklésné [5]. A faktorok meghatarozdsara készilt program-
jaink (elsésorban Bankovi Gyorgynek és Veliczky Jézsefnek koszonhetden) a
vezérléparaméterek segitségével egyszertien és rugalmasan mikodtek; néhany
ponton a modellezé dontéseiben bizonyos szabadsaggal rendelkezett. Nu-
merikus tapasztalataink igen kedvezdek voltak. A faktorok meghatarozasara
felirt optimalizéacios feladatot, melyrdl késébb még sz6 lesz, iterdcids eljarassal
oldjuk meg, s gyorsan kapunk olyan eredményeket, melyeket tovdbb javitani
méar nem érdemes. Ezek azonban tapasztalati, numerikus eredmények, s
ha még oly kedvezéek is, az eljaras konvergencidjat elméletileg eleddig bi-
zonyitani nem tudtuk.

A faktorkeresd program PC-s valtozatdval is rendelkezink ma mar, melyet
néhany éve Bankovi Gyorgy dolgozott ki. E programban az input adatok és
a modell méreteire vonatkozdan bizonyos korlatok léteznek, amelyek azonban
végsé soron alakithatoak.

Elméleti fejlesztéseink koziil kettSrol teszlink emlitést, bar sajnos az ezek-
ben tejld lehetdségek kiaknazasara eddig messze nem kerilt sor. Egyikik a
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dinamikus faktormodellt szimuldcids vizsgdlatokra, masikuk kontroll valtozdk
bevezetésével a faktorok, illetve a vdaltozdk kivanatos palyamddositasa elér-
hetéségének vizsgalatara tették alkalmassd. Tovdbbi fontos elméleti és nu-
merikus fejlesztésnek tartjuk, hogy az 1980-as évek elején a dinamikus fak-
toranalizist id8sor matrixokra is kiterjesztettiik. Mindezekre azonban jelen
el6adasunkban nem tériink ki, mint ahogyan konkrét modellvizsgalatainkra
sem, noha ezek szdma jelentds. Csak az illusztrdcid kedvéért, hogy a hall-
gatésag mégis valamelyes vizudlis képpel birjon a dinamikus faktorokrél, be-
mutatom egy korabbi vizsgalatunk sordn meghatdrozott dinamikus faktorok
abrajat.

Az alabbi két dbrdn annak a vizsgdlatnak az eredményét lathatjuk, mely-
nek soran négy orszég adatainak 1953 és 1979 kozotti idésorara illesztettiink
dinamikus faktormodellt. Az elsé faktor levalasztdsa utdn a rezidudlis idSsor-
bél vélasztottuk le a mdsodik faktor folyamatot. Az dbra a faktor folyamatok
elore becsiilt értékeit is tartalmazza.
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Az elsd két dinamikus faktorvekior orszdgkomponenses
(Belgrum, Ddnia, Irorsadyg, Hollandia),
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Az utébbi méasfél évtizedben sok figyelemre méltd elgondolas és eredmény
szilletett szerte a vildgban a matematikai rendszerelmélet, a dinamikus rend-
szermodellezés, az irdnyitaselmélet, s dltaldban tobbdimenszids idésoros vizs-
galatok terén. Az 1981-82-es években éppen azért kezdeményeztiink egy
szeminarium-sorozatot kozgazdasigi modellez8k, mérnokék és matematiku-
sok tészvételével, hogy ezekkel az eredményekkel megismerkedjink. E sze-
minariumi tevékenységiinknek adja mintegy osszefoglalasat az 1986-ban, a
Miiszaki Kényvkiaddnal megjelent Iddsorok analizise . konyv, Tusnddy Gé-
bor és az eléadd szerkesztésében [13]. Részben az itt elkezdett kézos munka,
részben pedig a dinamikus faktoranalizis néhdny nyitott kérdése és az djabb
idésoros eredmények atgondolasdnak szukségessége ismét Osszehozott egy,
a korabbinal szélesebb koérfi kutatéi team-et, melynek Tusnady Gdbor a
vezet&je, s tagjai a kordbbiban szerepl6kon kiviil Bolla Marianna, Gerenesér
Lészlé, Marosi Judit, Michaletzky Gyorgy és Vagd Zsuzsa. Ennck az egyiit-
tesnek a dinamikus faktoranalizis témakorét érinté néhény eredményérdl,
problémairdl fog Michaletzky Gyorgy révid ismertetést adni, miért is ezennel
4t is adom neki a szot!

II. rész (Michaletzky Gyorgy)

Ebben a részben a Bankovi Gydrgy — Veliczky JSzsef — Ziermann Margit ltal
kifejlesztett dinamikus faktornalizis modell egyfajta lehetséges tovabbfejlesz-
tésérdl lesz sz6, mely lehetdvé teszi, hogy egyszerre tébb faktorfolyamatot is
meg lehessen hatérozni. Jelolje

yl(t) i:l,‘..,n tlglﬁt‘g
a rendelkezésre 4116 adatok halmazat, melyet valamely stacionérius idésor egy

realizaciéjanak képzeliink el. Ezen adatokbdl kiindulva szeretnénk meghata-
roznl az

Fi(t) i=1.. M 1 <t<ty

faktorfolyamatokat. Az aldbbi kritériumokat figyelembe véve akarunk vélasz-
tani a kiilonbozd lehetséges faktorfolyamatok kozots:

e a faktorok segitségével jol becsiilhetd y értéke,
e a faktorok meghatdrozhatoak az y ismeretében,

e a faktor folyamat jol predikdlhaté.
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Természetesen ezen elveknek tobbféle matematikai modell cleget tehet.
Ezek kozil mi az alabbit vizsgaltuk részletesebben:

) = D bym(), (1)
=1

L,

E@t) = Y ciFi(t—k) +cjo, (2)
k=1 o

Gi(t) = doi+ Zdjz'Fj(t) : (3)

Tehat a faktorfolyamat pillanatnyi értékét a megfigyelt y folyamat pillanat-
nyi értékébdl akarjuk meghatarozni, és visszafeld, az y folyamat becsléséhez
a faktorfolyamat pillanatnyi értékét hasznaljuk fel. Emellett az i-edik fak-
torfolyamat elSrejelzésében csak az i-edik folyamat multbeli értékei vesznek
részt.

A fenti egyenletekben szereplé paramétereket az

M n
far = 3wl IFy = 1P+ 57 w¥ ||y — 62
J=1 i=1

funkcional minimalizalasaval vilasztjuk meg. Mivel a funkcional elsé tagjabdl
a faktorfolyamatokra alkalmazott, tetszéleges konstans szorzd kiemelhetd, és
ez nem befolyisolja a masodik tag értékét, ezért valamilyen kilon perem-
feltétel segitségével biztositani kell, hogy a faktorfolyamatok ne lehessenek
tetsz8legesen kicsinyek. Tegyiik fel tehat, hogy

(Fj, Fiy = bj1..

Mielétt a konkrét algoritmus vizsgilatara ratérnénk, nézziink meg egy spe-
cidlis példat, ramutatva arra, hogy olyan esetekben, amikor a prllanatny:
kovariancia strukfiira semmiféle informaciét nem ad a faktorfolyamatok je-
lenlétére, az iddsor viselkedésébdl mégis kiolvashatéak a héttérfolyamatok.

Példa. Legyenek 2, ..., z, fiiggetlen, staciondrius folyamatok, melyekre
D?(z(t)) = 1. Definidljuk az y; folyamatokat a kévetkezéképpen:

w(t) =) uijz(t)
i=1

ahol az U = [u;;] matrixra teljesiil, hogy UUT = J. Vegyiik észre, hogy ekkor

cov(y(t)) =1.
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Keressuk a faktorokat
t):szjyl(t)y .7:1)>M

alakban. A faktorokra vonatkozé ortogonalitdsi feltétel azt jelenti, hogy a
b1, ..., bar vektorok ortonormalt rendszert alkotnak, ahol by = [by5, .. .,bnj]T,
Ekkor a minimalizédlandé funkcional

ZD (F5()|F;(s),s < t) — min

a feltételes szérasnégyzetek osszege. Jeldlje a z hattérfolyamat feltételes ko-
variancia matrixat A :

cov(z(t)|z(s),s < t) = diag(61,...,6n) -

Tegytik fel, hogy 8 < 62 < ... < 8,. Megmutathatd, hogy a kovetkezd tétel
igaz:

Tétel.

ZDZ |F(s)s<t)>2&,

i=1

tehdt a z folyamal elsé M koordindldja adja a legjobb M faktort.

Megjegyzes. A fenti tétel tetszOleges y(t) = Az(t) esetén is igaz, feltéve,
hogy ker(A) = 0.

Megjegyz€s. Az
y(t) = Us(t) +e(t)

4ltalanosabb modellben, ha UUT = I és e(t) fuggetlen sorozat, melyre
cov(e(t)) = o1,

fennall, hogy

M=

9 1 ,
D2(Fi(0)|Fy(s),s <1) 2 57— D i

1 3=l

<.
n

ahol 8, < 6, < ... <6, acov(z(t)|y(s), s <) feltételes kovariancia métrix
sajatértékei.
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1. Az f4r funkciondl szerkezete

Vegyiik észre, hogy az y beeslését meghatdrozd regresszios feliilet paraméterei,
¢s a faktorok elSrejelzésében 1évs konstans tag rogzitett by, i=1,...,n; j =
LiooooMésejpi=1,...,L;; j=1,..., M mellett konnyen szamolhatéak,
hiszen egyszerti linedris regressziés probléma megoldasal. Vezessiik be az
alabbi jeldléseket:

Y az y tapasztalati kovarianciamdtrixa

CJT = [1,—6]'1, o .,—CjLJ] g

A faktorfolyamatokra kirétt peremfeltétel ekkor réviden igy irhaté:

bJTYbI =4,
vagy masképpen, az

x]' = Yl/ZbJ‘
vektorok ortonormaltak. Ekkor tehat a fukciondl rogzitett c1, ..., cpr mellett
X1,..., Xp szerint kvadratikus, és rogzitett x;,..., xpr mellett Cl,...,Cpf

szerint kvadratikus. Pontosabban fogalmazva az yi(t) mérési eredményekbsl
felépithetd egy
Aaﬂ,’yﬁ

négyes tenzor, hogy a feladat
fat = ) €alpAaps€yCs — min
afyd

alakban irhaté, ahol

A peremfeltételek szerint
X1,...,Xy ortonormalt rendszer |

€1y, ¢pr elsd koordindtaja adott (= 1) .

Iz a feladat tehat c-ben regresszids jellegli, mig x-ben sajitvektor Jjellegii.
Természetes tehdt, hogy cikk-cakk algoritmus segitségével hatarozzuk meg a
funkciondl minimumadt. A regressziés lépés elvégzése nem jelent kiilonssebb
nehézséget, ugyanakkor a criss-cross algoritmus masik lépése nmagaban is
érdekes szélséérték meghatdrozasi feladatra vezet.
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2. Kvadratikus alakok Gsszegének maximalizdldasa
Egyszerti szdmolds utdn kapjuk, hogy rogzitett cT, ... cT; mellett az
fag — min

feladat atirhaté

M
frvad = ZXJTAJ'XJ‘ — max
j=1
alakba, ahol A; > 0 az adatokbdl és a rogzitett ¢y, ..., car értékekbd] szamolt
matrixok, xi,...,xp n-dimenzids ortonormalt vektorrendszer. Ez specialis

esetben visszaadja a jolismert sajatvektor-sajatérték feladatot. Bar ennek
megoldasa kozismert, roviden felidézzik annak okaért, mert mar ekkor is
lathatjuk, hogy globdlisan konvergdld algoritmus megszerkesztése nem lehet
egyszeril probléma.

e Ha M = 1, akkor az xT Ax — max feladatot kapjuk, mely a maxi-
malis sajatértékhez tartozd sajatvektort definidld szélséérték feladat.
Jélismert, hogy ez egyértelmii, ha Ay > A2 > ... > A,

e Hao A; = = Ay = A, akkor
max fxvad = tr XTAX |

ahol X = [x1,...,xu]. Ekkor a szélséértéket meghatdrozé vektorrend-
szer generalja a A matrix els§ M sajatértékéhez tartozd sajatvektorok
altal kifeszitett alteret. Az altér egyértelmi, ha Ay > -+ > Ay >
AM41 > -+ Specidlisan M = n esetén bdrmely ortonormalt bazis
esetén max fyyaq = trA.

o Létezik az Ay,..., Apy matrixoknak kozos sajatvektorrendszere, Felte-
hetjik, hogy ekkor ezek diagondlis métrixok. Ha az xy,...,xpr vek-
torok a kozos sajatvektorok koziil keriilnek ki, akkor a funkciondl sta-
ciondrius pontjat definidljak. Ezért természetes kérdés, hogy vajon a
funkciondl globalis maximumbhelyét meg lehet-e taldlni ilyen alaku vek-
torrendszer formajaban.

Tegylik fel tehat, hogy A; = diag(Ai,...,AL), i=1,..., M. Ekkor

M n
f — A2
kvad — iy o

j=1i=1



88 Ziermann Margit — Michaletzky Gyorgy

és X1,...,Xp ortonormalt vektorrendszer. Ha csak a

M n

2 2 2 _
Emijgl, és Ezij_l
j=1 i=1

feltételeket tartjuk meg, akkor az a:fj valtozdkban linedris programozasi
feladatot kapunk, annak is egy specialis formajat, a szallitasi felada-
tot. Jol ismert, hogy ez felveszi maximumat tin. permutdcid matrixon.
(Azaz (L‘Z-Zj = 0 vagy 1, és minden j-re pontosan egy ¢ mellett 1 az érték,
kiilonbozé j-k mellett kiilénbozd i-kre.) Ebbél elemenként négyzetgyo-

kot vonva ortogonalis métrixot kapunk, tehdt létezik
X =90D

alaki megoldas, ahol ® permutdcidé métrix, D pedig az oszlopvek-
torok iranyftasit adja meg. D = diag(£1,...+1). Azaz létezik olyan
megoldés, mely a k6z6s sajdtvektorok kozil kerill ki.

Latjuk, hogy alkalmas matrixok esetén a funkcional globalis maximum-
helye nem egyértelmd, s6t még csak nem is izolalt pontokbdl &ll.
Algoritmus

A Lagrange-multiplikdtor médszer alkalmazdsival kénnyen megkaphatjuk
hogy a staciondrius pont feltétele, hogy az

)

[Alxl,...,AMxM] :[xl,...,xM]S

egyenlet teljesiiljon, ahol S szimmetrikus matrix. Specidlisan az A;x; vek-
torok benne vannak az xi, . .., xps vektorok altal kifeszitett altérben. Globalis
maximumbhely esetén S > 0. Masképpen

AX)y=XS, XTXx=1Iy, S$>0,

(ahol A(X) = [A1x1,..., Ayxpr]). Ez nem mas, mint az A(X) matrix polar
felbontdsa.
Ennek alapjdn legyen az algoritmus egy lépése a kovetkezd:

adott x1,...,xp vektorok esetén a kovetkezd zy,...,zp vektorrend-
szert az A(X) métrix polar felbontdsabél definialjuk, tehat

AXy=2S, zZTz=1 S§>0.
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Megjegyzés Ez alépés ekvivalens a kovetkezé feladat megoldasaval: Adott
Ai1xy, ..., Apxpr vektorok esetén keresend$ olyan zi,...,zp ortonormalt
vektorrendszer, melyre

M
E ”Ale == Zi”2 —+ min 5
i=1
vagy masképpen
M
E ziTAixi — max .

i=1

Ez az észrevétel rogton felveti a kovetkezd kérdést. Bevezetve az

M
_ T
Soitin = Zzi Aix;

i=1

funkciondlt, az algoritmus egy 1épése voltaképpen ezen bilinearis funkciondl
cikk-cakk algoritmussal torténé maximalizaldsat jelenti. igy Soilin nyilvdnva-
l6an né az algoritmus sordn. De vajon egybeesik-e a kvadratikus funkcionadl
szélsGértéke a bilinedriséval? Hogyan viszonyulnak egymashoz az egyes funk-
cionalok szélsdértékhelyeil, stacionarius pontjai?

Az els6 kérdésre rogton valaszt ad a kovetkezd magdtdl ért8dd egyenldt-
lenség:

M

Z(Zi —xi)T Ai(zi — xi)

i=1

M M M

Z ZlTAiZi + ZX?Aixi -2 ZZZTAixi
i=1 =1

=l

<)
IN

Igy a globélis maximumbhelyek egybeesnek. Megmutathatd, hogy M < n
esetén a lokdlis mazimumhelyek is azonosak.
Hogyan viselkedik az algoritmus a kordbban vizsgélt specidlis esetben? Ha

Ay == Am = A, akkor ha az x;,...,x3 vektorok az A sajatvektorai,
akkor z; = x;, tehat ezek az algoritmus fixpontjat alkotjdt. Sét, konnyen
megmutathatd, hogy ha az xi,...,x vektorok A-invaridns alteret general-

nak, akkor is helyben maradnak az algoritmus soran. Tehdt ezek fiyad sta-
clonartus pontjal. Azonban csak akkor kapunk lokdlis maximumbhelyet, ha
az M legnagyobb sajatértékhez tartozé sajatvektor alterét feszitik ki. Azaz,
ekkor egyben globalis maximumbhelyet definidlnak.
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Az 3ltaldnos esetben konnyen lathatd, hogy az algoritmus soran az fiyaqd
funkciondl értéke is nd. S6t az X, Xa, ... métrixok egyre kozelebb keriilnek
egymashoz, igy az algoritmus torléddsi pontjai egyben staciondrius pontok,
és a torlédasi pontok halmaza dsszefiiggé halmaz.

Befejezésil megjegyezziik, hogy az elfadas éta eltelt 1dé alatt részleteseb-
ben elemeztiik az algoritmus és a funkciondl szerkezetét, és tobbek kozott si-
kertilt megmutatni, hogy ha az algoritmus sordn adédd pontok globélis maxi-
mumbely , kozelébe” keriilnek, akkor az algoritmus konvergens lesz, és ter-
mészetesen globalis maximumhelyhez tart. Az algoritmus azonban nem lesz
feltétleniil globalisan konvergens, hiszen lattuk, hogy létezhetnek olyan kiin-
dulé értékek, melyek az algoritmus fixpontjai és amelyek nem globalis maxi-
mumhelyek. A funkciondl minden staciondrius pontja egyben az algoritmus
fixpontja is.
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THE FACTOR ANALYSIS OF TIME SERIES

The present paper is the written form of a lecture presented in 1994 at the Annual
Meeting of the Hungarian Operational Research Society by late first President of
the Society, Margit Ziermann and her coworker. In the first part of the lecture
M. Ziermann gave an overview of the history of econometric models applied in
Hungary with the main emphasis on the dynamic factor analysis model introduced
by Gy. Bankévi, J. Veliczky and M. Ziermann. Although at that time - 1974 -
the application of stochastic and at the same time dynamic models in econometrics
did not belong to the main streamline of the mathematical models of econometrics
in Hungary, the dynamic factor analysis model cannot be considered as an 1solated
attempt, neither in Hungary nor in the international literature. The second part
of the lecture contained the latest developments in the analysis of the model. To
determine the factor processes three criteria were applied. (i) the factors are linear
functions of the observed process y, (i) the observed process can be estimated using
the factor processes, (iii) the prediction error for the individual factor processes is
small. The estimation of the parameters is determined by minimizing a functional
containing the estimation error [(i)] and the prediction error [(iii)]. An example was
presented where the covariance matrix of a process y was the unit matrix, so every
"static” model fails to recover the hidden structure, but a functional based on the
"dynamic” properties reaches its global minimum at the true model. Numerically,
the minimization problem was handled by a criss-cross algorithm, alternating two
steps — a regression step —, and another one having its own interest — minimizing the
sum ol heterogeneous quadratic forms. For this latter problem a locally convergent
algorithm with strictly increasing values of the functional was analysed.






