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PENZ- ES TOKEPIACI IDOSOROK SZTOCHASZTIKUS
VOLATILITAS MODELLJEI!

VARGA JOZSEF
PTE Koézgazdasagtudomdnyt Kar

Ebben a dolgozatban az id8sorok sztochasztikus volatilitds modelljeivel kap-
csolatos fontosabb fogalmakat foglaljuk dssze a teljesség igénye nélkul. Tar-
gyaljuk az ARCH folyamatok altaldnositdsat, médositott valtozatait, tovabba
foglalkozunk az ARCH folyamatoknak az eszkoz értékelési elméletben betdl-
tott szerepével.

Bevezetés

Pénz- és tékepiaci id6sorok statisztikai mddszerekkel torténd elemzésekor cél-
szeril az (1,22, . .., zp) megligyelt id6sort valamely sztochasztikus folyamat
egy realizdciéjanak tekinteni. Ezt a realizdciét 4ltaldban az {@;}T szimbo-
lummal jeldljiik, mig maga a sztochasztikus folyamat egy alkalmas valdszint-
ségi mezén értelmezett valdszintiségl valtozdk { X} egyiittese. Altaldban
elegend® az indexhalmazt a 7 = (00, T) halmazra korlatozni, tovabbé, ha
nem okoz félreértést, akkor mind a generdld sztochasztikus folyamat, mind
pedig a realizdcidja jelolésére az x; szimbdlumot szokds alkalmazni. Fzekkel a
megéllapoddsokkal a sztochasztikus folyamat leirhaté egy T-dimenzids vald-
szintiség-eloszldssal, és a realizdcid valamint a sztochasztikus folyamat kozotti
kapcsolat hasonld a minta és a populdcid klasszikus statisztikdban megismert
kapcsolatdhoz. A valésziniiség-eloszlds teljes meghatarozdsa helyett megelég-
szunk az elsé- és masodrendli momentumok, vagyis az

E((L‘l), E(:Lg) e - ,E(.’L‘T)

varhato értékek, a
Var(z1), Var(zz), . .., Var(er)

variancidk, és a T(T — 1)/2 szdmi
Cov(zy,zj), 1<

kovariancia meghatdrozisival. Ha feltételezhets az egytittes normalis eloszlds,
akkor ezek a momentumok teljesen meghatarozzék a sztochasztikus folyamat
tulajdonsdgait. Ha a normalitdsra vonatkozd feltételezés nem helytalld, de
linedrisnak tekinthetd a folyamat olyan értelemben, hogy a folyamat jelen-
legi értékét kordbbi értékeinek és mds vele kapcsolatban allé folyamat je-
lenlegi és multbeli értékeinek linedris kombindcidja generdlja, akkor ezek a

1Beérkezett: 2001. janudr 24.
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momentumok szintén meghatérozzik a folyamat {6 tulajdonsdgait. A folya-
mat Osszes elsé- ¢s médsodrendli momentumdnak meghatérozasa (becslése)
azonban mindkét esetben lehetetlen, mivel T szdamd megfigyelés (egyetlen
realizdcié) all rendelkezésre a T + T'(1" + 1)/2 szdmi ismeretlen paraméter
meghatdrozdsira. Ezért tovdbbi egyszertisitd feltételezésekkel kell élntink az
ismeretlen paraméterek szdmanak csokkentésére.

Figyelembe kell vennlink, hogy az egylittes eloszlds ismeretlen paraméte-
reinek egyetlen realizdciobdl torténd meghatarozdsa csak akkor megalapozott,
ha a folyamat ergodikus, ami nagy vonalakban fogalmazva azt jelenti, hogy a
minta alapjan becsiilt momentumok kozelitik a populdcidén alapuld megfeleld
momentumokat, ha a realizdcid hossza minden hatdron tul né. Mivel pedig
az ergodicitds femndlldsdl egyetlen realizdacid alapjin nem ellendrizhetjik, a
tovabbiakban feltessziik, hogy minden vizsgdlandé idésor rendelkezik ezzel a
tulajdonsaggal.

Az egyik fontos egyszerisité feltételezés az iddsor stacionaritdsa, amely
esetben a folyamat egy bizonyos statisztikai egyensilyban van. Szigord ér-
telemben akkor mondjuk staciondriusnak a sztochasztikus folyamatot, ha
tulajdonsdgait nem befolydsolja az idétengely origdjanak megvéltoztatésa,
masképpen fogalmazva, ha az egylittes eloszlas barmely 1,19, . .., ¢, id6pont-
egylittes esetében megegyezik a t1 +k,to+k, ..., t, +k idopontokhoz tartozéd
egylittes eloszldssal, ahol k tetszdleges iddeltolds (késleltetés). Az n = 1 eset-
ben ez azt jelenti, hogy a peremeloszlasok nem fiiggnek az id6t6l, ami viszont
azzal jar, hogy ha E(|X;|?) < oo, akkor mind a vdrhaté érték, mind pedig a
széras allandd, azaz

E(z1) =E(z2) =... =E(zr) =E(z,) = 1

Var(z;) = Var(zy) = ... = Var(zr) = Var(z;) = 02 .

Az n = 2 esetben a szigori stacionarités kdvetkezményeként az Osszes
kétvéltozos eloszlas fiiggetlen az id6tol, igy az Osszes kovariancia csak a k
késleltetéstd] figg, vagyis

Cov(xy, x14%) = Cov(ze, zork) = ... = Cov(wr_k, 1) = Cov(zs, k) .

Ezért az autokovariancidt, illetve az autokorreldcidt a kévetkezéképpen értel-
mezzuk:
e = Cov(zs, k) = B((zs — ) (ze—r — p))

B Cov(zs, Tt—1) W
Pl = vz
(Var(w:) - Var(z;_)) Yo
Az autokovariancia és az autokorreldcid is csak a k késleltetéstdl fiigg. Mivel
ezek a feltételek a folyamatnak csak az els, illetve masodrendil momentumait
tartalmazzék, ezt a stacionaritdst mdsodrendi vagy gyenge stacionaritisnak
nevezzilkk. Az autokorreldcidkat, mint a k késleltetés fuggvényét autokor-
relacid fugguénynek is nevezik.
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Az idésorelemzés alapvetd tétele (Wold-dekompozicid) szerint minden gyen-
gén staciondrius, tisztdn nemdeterminisztikus (v, — p) sztochasztikus folya-
mat kifejezhetd korreldlatlan valdsziniiségi valtozdk linedris kombindcidjaliént.
(Tisztdn nemdeterminisztikusnak akkor mondjuk a folyamatot, ha (z; — u)
egyetlen linedrisan determinisztikus komponenst sem tartalmaz.)

A linedris kombindcid vagy linedris filter értelmezés:

$t*#:at+wl'at41+w2'at;2+---:Z/l/)j'atfjﬁ Po=1.
=0

Az {a; : t = 0,41,42,...} korreldlatlan valdszinliségi valtozok sorozata,
amelynek elemeit az iddsor innovdcidinak nevezzik, és egy rogzitett eloszlds-
bél szérmazéd valtozdknak tekintjiik 8ket, tovabba feltessziik, hogy

E(a;) =0, Var(a;) = E(a?) = 0? < o0

Cov{as,ar_g) = Elara—) =0, Vk#0.

Egy ilyen tulajdonsigi sorozatot fehér zaj folyamatnak neveziink, és jelolésére
altaldban az a; ~ WN(0,02%) szimbdlumot alkalmazzuk. A linedris filter
értelmezéshen szereplt egytitthatdkat az irodalomban f silyoknak nevezik.

Az id6sor nem-linedris jellegének modellbe foglaldsa gy torténhet a leg-
egyszeriibben, hogy megengedjitk a folyamat variancidjinak, vagy feltételes
variancidjdnak bizonyos diszkrét idépontokban valé megvéltozasat, vagy foly-
tonos viltozdsit. A staciondrius folyamat variancidja allandé ugyan, de bi-
zonyos feltételes varianciai valtozhatnak.

Az z; nem linedris staciondrius folyamat Var(z;) variancidja minden ¢
idépontban allandd, a Var(zi|zi—1, z1—2, . . .) feltételes variancia azonban fligg
a folyamat megfigyelt értékeitél, ezért periddusrdl periddusra véltozhat.

1 Sztochasztikus volatilitas modellek

Tegyiik fel, hogy az {z.}} sorozatot az
Ty —= K + U'tUt (1)

szorzatfolyamat generalta, ahol Uy egy standardizdlt folyamat, vagyis E(Uy) =
0 és Var(U;) = 1 minden ¢ idépontban, oy pedig olyan pozitiv valészintiségi
véltozékbdl 4116 sorozat, amelyre Var(zi|oy) = o7. Tehdt oy az z, feltételes
sz6rdsa. Altaliban feltételezik, hogy Uy = (z; — u)/oy normalis eloszldsi és
fuggetlen a 0:-t68l. A tovdbbiakban feltesszik, hogy U, szigoru értelemben
vett fehér zaj folyamat. Megmutathat6, hogy az (1) egyenlet a

daP
- = d(log P) = pdt + o dW

sztochasztikus differencidlegyenlet megolddsanak diszkrét idejit kozelitése,
ahol z; = Alog P, W(t) pedig a standard Wiener-folyamat. Ez az dn.
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diffizié folyamat, amelyet a finanszirozds-elméleti modellekben eszkozérté-
kelésre alkalmaznak.
A fenti feltételekbdl kovetkezben x; varhatd értéke i, variancidja

E(z; — p)? = E(o}U?) = E(o}) E(U}) = E(07)
az autokovariancia fliggvény pedig
E((z; — p)(wi—k — 1)) = E(oro1_1UUs—i) = E(0v0¢ Ut ) E(Up—i) = 0,

vagyis fehér zaj. Vegyiik észre, hogy az S; = (z, — p)? négyzetes és az My =
|z, — | abszolat eltérés autokorreldlt lehet. Példdul a négyzetes eltérésre
fennall

Cov(St, Se—r) = E((S; — B(S:))(Se—k — E(Si—r))) = E(SeS;_1) — (E(S,))* =
B(ofo? ) E(URUZ ) ~ (B(D)” = B(ofo? ) — (E(0?))”,

és Igy az S; k késleltetésti autokorrelacidja

E(UtZUt k) (I (‘Tt))
E(o}) — (E(e?))”

Ezek utdn felmeriil a kérdés, hogy milyen modell lehet alkalmas a o feltételes
szérds lefrasdra? Nyilvanvald, hogy normaélis eloszlds nem johet széba, mivel
pozitiv valdszinlségi valtozdkbdl 4116 sorozatrdl van szd, de mert o, eloszldsa
valdszintleg jobb oldali ferdesdgli, ezért a lognormaélis eloszlds megfelelé va-
lasztasnak tlinik. Legyen

Pk,S =

hy =log UtZ = +vihi—1 + 7, (2)

abol n, ~ NI D(O,(J’%) (figgetlen azonos normélis eloszldsd, zérus varhatd
értékkel és rff, variancidval) és fuggetlen az U; folyamattél. A h; szokésos
értelmezés szerint a véletlen és nem egyenletes 1] informaciénak a pénz- és
tokepiacokra torténd bedramldsit reprezentalja. (Id. Clark (1973), Tauchen

és Pitts (1983)). Ezzel
zy = p+ Upexp(he/2) .

Felhaszndlva, hogy U: mindig staciondrius, azt kapjuk, hogy =z; akkor és
csak akkor (gyenge értelemben) staciondrius, ha hy is az, ez pedig a |y| <
1 esethen teljesiil. Ezzel a feltételezéssel, valamint a lognormélis eloszlds
tulajdonsdgainak a felhaszndldsdval beldthatd, hogy x; és S; minden péros
rend(i, az

B((m — ) = B((S)"?) = BOPE(exp(rie/2)) =

7l
W exp(run/2 + Trf,%/4)
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Osszeflggéssel meghatdrozott momentuma létezik, ahol

2
ad.
i = E(hi) S i ju’h és (7}21 . Var(ht) — l——n’y% g

A pératlan rend{i momentumok mind zérussal egyenléek. A momentumoldkal
meghatarozott csucsossag vagy kurtdzis mérték

E(S7) _ (-
(E(S))?  (B(z: — p)?)?
ami azt jelenti, hogy a folyamat vastagabb farokrészekkel jellemezhetd, mint

a normalis eloszlds. Az S; autokorreldcié fiiggvényének meghatdrozdsihoz
vegytk figyelembe, hogy

= 3exp(oi) >3,

B(SuS:_&) = E(6202.,,) = E(exphs - expha_i) = B ((exp(he + hu_)) =
exp ((un + 03) + (un +1103)) = exp (2 + (1 +)) .
Ezzel a k késleltetésil autokovariancia
Cov(St, S-k) = exp (2un + (L + 7)) — exp(2un + 0f) =
exp(2pn + a7y) (exp(ogyy) — 1)
az autokorreldcié pedig

_ explady) — 1
e exp(o?)—1 °

Az (1) logaritmusit véve a négyzetes eltérésre

7],5

log 2
—71B+ og Uj

log Sy = hy —l—logUt2 = pn+ 1

adddik, ez pedig azt mutatja, hogy log S, ~ ARMA(1,1), de az atlagtdl
vald eltérések nem normélis eloszldstak. Ha az U; normdlis eloszldsd, akkor
log U? vérhaté értéke —1.27, a variancidja pedig 4.93, és az eloszlds nagyon
hosszil bal oldali farokrésszel rendelkezik, ez pedig annak a kovetkezménye,
hogy zérushoz nagyon kozeli szémok logaritmusait vessziik. A log S; auto-
korrelacis fuggvénye
k
PklogS = L" .
' 14 4.93/0%

Eléfordulhat, hogy az S; bizonyos értékei zérussal egyenléek, ezeknek pedig
nem vehetjik a logaritmusét. Ennek a problémédnak a kikiiszobodlésére a
Koopman és szerzdtdrsai sltal javasolt

2
c+8
log St %log(S’t +c- S%) — St“_css%
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transzforméciét szokds alkalmazni, ahol s% az S, minta alapjén becsiilt vari-
ancidja, ¢ pedig egy kis szam, amelyre Koopman és szerzdtarsai a 0.02 értéket
javasoljdk (Koopman et al. (1995)).

A gztochasztikus volatilitds (SV) modellek alkalmazdsdnak legnagyobb ne-
hézségét az jelenti, hogy a becslés rendkiviil nehéz. A becslési mddszerek egy
része mazimum likelthood mddszer, amelyek igen intenziv szamitégep alkal-
mazast igényelnek. Ilyen mddszereket ismertet Shephard (1996). Kényelme-
sebb becslési médszer a kvdzi mazimum likelihood (QML) médszer, amelyrsl
vézlatos lefrds talalhaté Koopman et al. (1995) 7. fejezetéhen. Ez a becslési
eljaras a Kalman filter médszert alkalmazza a o volatilitds becslésére.

2 ARCH folyamatok

Az z, feltételes szdrdsdat meghatdrozd folyamatrdl feltettiik kordbban, hogy
nem figg az z,-t6l. Példaul a (2) AR(1) lognormalis modellben oy az {m;, 0y 1,
01-2,...} informécié halmaztdl fiigg. Most azt az esetet vizsgdljuk meg,
amikor a feltételes szords az x; multbeli értékeinek figgvénye, vagyis

or =T(Tp 1, 2,...) .

Abban az esetben példaul, amikor oy csak a1 fuggvénye,

o = I(xy1) = (ao + oz — /L)2)1/2 ) (3)

ahol ap > 0 és oy > 0. Ha Uy ~ NID(0,1) és figgetlen oy-t8l, aklor
xy = o+ Uroy fehér zaj feltételes eloszlasa normélis eloszlds, vagyis

2¢|Ti_1, Ty_g, ... ~ NID(u,02)
és
Var(@y|zi_1) = g + o (w1 — p)?
Ha oy < 1, akkor a feltételes variancia

&o

Va.r(ch) = 1—(\41 .

és x; gyenge értelemben staciondrius. Az x; negyedik momentuma véges, ha
3af < 1 és ekkor a kurtézis
2
31 —a3)
1—3a2

Bz az érték haromndl nagyobb, ezért az z; feltétel nélkili eloszldsa a normélis
eloszldsénal vastagabb farokrészil eloszlds. Ha ez a momentum feltétel nem
teljestil, akkor az 7 variancidja nem véges, ezért 27 nem stacionérius (gyenge
értelemben véve). Ezt a modellt Engle (1982) vezette be, és elsérendi auto-
regressziv feltételes heteroszkadasztikus (ARCH(1)) folyamatként ismert. Az
ARCH folyamatok a pénz- és tdkepiaci idésorok nem linedris modelljeinek
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killondsen népszerii osztélyit alkotjdk. Ezt a népszertséget szdmos publikd-
ci6 jelzi, amelyek koziil csak néhanyat emlitink. Engle és Bollerslev (1986),
Bollerslev, Chou és Kroner (1992), Bera és Higgins (1993), Bollerslev, Engle
és Nelson (1994).

Az ARCH(1) modell az ¢, = 2y — p = U0y kényelmesebb jeloléssel a
kivetkezd alakban irhatd:

et|re—1,21—2,... ~ NID(0, o*tz)

2 2
op =ap+ e -

Bevezetve a vy = e7 — o2 jeldlést, a modell
2 2
€ = g+ ey + 1y

alakban is irhaté. Mivel E(vg|z;_1,%s_2,...) = 0, a modell az e? négyzetes
eltérés AR(1) modellje. A hibdk azonban nyilvanvaléan heteroszkedasztikusalk,
mivel vy = o2(U2 —1). Az ARCH(1) modell természetes médon addédé
ltaldnositésa az ARCH(q) folyamat, ahol (3)-at

. 1/2
T(@p-1, -2y -y Ttmgq) = <Oéo +> oulmi — M)Z) (4)
=1

valtja fel, ag > 0, a; > 0, 1 <1 < q. A folyamat gyenge értelemben véve
staciondrius, ha az ARCH paraméterek karakterisztikus egyenletének minden
gydke az egységkoron kiviil esik, vagyis, ha Y7 | o < 1. Ebben az esetben
a feltétel nélkiili variancia

A B
Var(z;) = =57 o

A feltételes variancia fliggvény
q
(Itz =ap+ Za,;e%_i :
i=1

A modellek gyakorlati alkalmazdsa sordn, ha a g nagy, a nem korldtozott
becsiési eljards gyakran vezet az «; paraméterckre kirétt nem-negativitdsi
feltétel megsértésére. Ez a feltétel a of feltételes variancia pozitivitdsdnak
biztositdsdhoz sziikséges. Néhdny korai alkalmazasban ennek a feltételnek a
biztos{tdsdra csokkend késleltetési struktirat alkalmaztak.

A modell rugalmassigdnak novelésére Bollerslev (1986, 1988) bevezette az
altaldnositott ARCH (GARCH) modellt. A GARCH(p, g) folyamat feltételes
variancia fliggvénye

g P
op = o + Zaﬁ?—i + Z/@W—?—i = ao + a(B)e; + f(B)ot

7—1 a=1
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ahol p > 0, 8; > 0, 1 <1 < p, o(B) és B(B) a B késleltetd operdtor
polinomjai. A GARCH(p, ¢) modell feltételes variancidjanak egyértelmii meg-
hatédrozottségahoz a megfeleld o7 = 0y + 8(B)e? (ARCH(co)) modell minden
egyiitthatéjanak pozitivnak kell lennie. Abban az esetben, amikor a(B) és
B(B) nem rendelkezik kozos gydkokkel és a B(B) gydkei az egységkoron kiviil
helyezkednek el, ez a pozitivitasi feltétel akkor és csak aldor teljesiil, ha a
0(B) = a(B)/(1— 3(B)) minden egyiitthatéja nemnegativ. Ennek sziikséges
és elégséges feltételeird] Nelson és Cao (1992) dolgozatdban olvashatunk. A

D) 2 2
o =ap+ ey + o)

GARCH(L, 1) folyamat esetében ezek a feltételek megkdvetelik mindhdrom
paramnéter nemmegativitdsas.

Ez a modell rendkiviil népszer{i a pénz-és tdkepiaci idésorok modellezése
tertiletén. A GARCH(p, q) folyamatnak a fentivel egyenértékii alakja

ef = a0+ ((B) + B(B)) ety + v = BB 1, (5)

vagyis e ~ ARMA(m,p), ahol m = max(p,q). Ez a folyamat akkor és
csak akkor gyenge értelemben stacionarius, ha az «(B) + B(B) gydkei az
egységkoron kiviil helyezkednek el, vagyis, ha (1) + (1) < 1. Ez a feltétel
biztositja, hogy ¢, is gyenge értelemben staciondrius. Mivel az ARCH folya-
matok vastag farokrészekkel rendelkeznek, a gyenge stacionaritds feltételei
gyakran szigoriibbak a szigori stacionaritds feltételeinél. Megmutathatd pél-
déul, hogy e; és 02 a GARCH(1, 1) modellben akkor és csak akkor szigorian
stacionarius, ha

B (log(ﬂl + o:lUf)) <0,

és ez teljesiil példaul, ha U, ~ N(0,1), oy = 3 és f; = 0, a gyenge sta-
clonaritds feltételei ugyanakkor nem teljestilnek. Bougerol és Picard (1992)
dolgozatdban olvashatunk az dltaldnos eset, a GARCH(p, q) folyamat stacio-
naritdsi feltételeirdl.

A stacionaritési feltételek koriili bonyodalmak vezettek a CARCH model-
lek volatilitds dllanddsdga vagy volatilitds tartéssdga (volatility persistence)
fogalménak bevezetéséhez. Ha (5)-ben (1) +5(1) = 1, akkor az a(B)+5(B)
polinomnak van egységeytke. Ekkor a modellt integralt GARCH modellnek
vagy IGARCH(p, ¢) modellnek nevezziik (Engle és Bollerslev (1986)). A pénz-
és t8kepiaci idésorok esetében gyakran fordul eld, hogy «(1) + (1) nagyon
kozel esik 1-hez, és ha ez teljesiil, akkor egy idésori kilengésnek, virhaté
értéktdl vald eltérésnek a feltételes variancidra irdnyuld hatésa tartds olyan
értelemben, hogy minden el6rejelzés tekintetében lényeges marad.

Bollerslev et al. (1994) a GARCH modellek volatilitds 4llandésdgénak a
fogalméat nem tartotték megfelelének. Javasoltdk gy médositani a fogalmat,
hogy a kilengések nem 4llandésulnak, ha o? stacionirius olyan értelemben,
hogy az E(0?,,ler,e1-1,...) feltételes varhaté érték konvergal az /(1 —
a(l) — B(1)) feltétel nélkiili variancidhoz, ha s — co. Mésik definicié az
eldrejelzések momentumaira vonatkozé feltételt tartalmaz, amely szerint a
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kilengések akkor és csak akkor nem allandésulnak, ha valamely n > O-ra tel-
jesiil, hogy az E(Jﬁskt, €t_1,...) feltételes varhaté érték konvergal egy, az
€4-1,E4—2, ... sorozattdl fliggetlen véges szdmhoz. A volatilitds dllanddsag
vizsgdlatdnak eredménye sajnilatos modon attdl is fugghet, hogy melyik
definfciét alkalmazzuk. Tekintsitk példdul a
O'tQ+1 = ag+ oqef + ,610*? = g+ alaf(Uf + 51)

GARCH(1,1) modellt, amelyre a médositott definiciéban szereplé feltételes
varhaté érték

s—1

E(o?,  les, €61, ..) = a0 Z(a‘l + B1)* 4+ ooy + B1)°

k=0
Beldthatd, hogy a feltételes viarhaté érték akkor és csak akkor konvergdl az
ap/(1 — ag — 1) feltétel nélkili variancidhoz, ha ay + f; < 1. Az IGARCH
modellben oy + £ = 1, ekkor tehdt a feltételes vdarhaté érték végtelenbe
konvergdl, ha s — oo, mivel ekkor

E(0t2+s,5ta Et—1,-- ) =Ss-ap+ O‘? .

Az IGARCH modell azonban szigoriian stacionarius, a szigoru stacionaritds
esetében pedig E((f?ﬂslat,st,l,...) véges szdmhoz konvergdl, ha 0 < n <
1 (1d. Nelson (1990)). Ezekbdl az eredményekbdl arra kovetkeztethetiink,
hogy barmely nyilvinvaldan jelenlevé volatilitds allandésag inkdbb az eloszlds
vastag farokrészének a kovetkezménye, mint a nem-stacionaritas velejdrdja.

A volatilitds dllanddség jellemezhetd az impulzus vdlasz egyitthatd (im-
pulse response coefficient) segitségével is. A ¢ = a1 + 51 jelolés bevezetésével
a GARCH(1,1) modell igy irhaté:

(1-¢1B)ef =ap+ (1 — BBy,

vagy
Ae?2 =(1—-B)(1—$B)~'(1 - 5By =06(B)y; .

Az impulzus vélasz egyiitthaté a O(B) késleltetd polinombdl hatirozhaté
meg.

Q=1 Oi=¢1-bi—1, O;=(h1—B)( 1> j>2.

A kumulalt impulzus vdlasz ©; = 0, mivel a ©(B) polinomnak van egység-
gytke, vagy méasképpen

S0, =(¢—B)s ",
J
amely exponencidlisan konvergdl zérushoz, ha ¢ = a1 + 61 < 1. A ¢ =
oy +B1 = 1 esetben azonban, amikor tehdt IGARCH(1, 1) modellrél van sz,
Ae?2 =g+ (1 - BBy,
5.0, =105 =0O(1) #0, ezért a volatilitds dllanddéséga nem véges.
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3 Modédositott GARCH folyamatok

Feltételeztiik ugyan, hogy e, feltételes eloszldsa normalis eloszlas, ez azonban
nem lényeges feltétel. Példdul Bollerslev (1987) azt az esetet vizsgdlta, amikor
az eloszlds ismeretlen v fokszdmi standardizalt t-eloszlds, és a fokszdm a ren-
delkezésre all6 adatokbdl becsiilhetd. A v > 4 esetben egy ilyen eloszlds lep-
tokurtikus, ezért az eloszlas farokrészei vastagabbak a normaélis eloszldsénal,

Jorion (1988) a normdlis és a Poisson-eloszlas keverékét, Baillie és Boller-
slev (1989) az exponencidlis eloszlast, Hsieh (1989) normélis és lognormaélis
eloszlés keverékét, Nelson (1991) pedig az dltaldnositott exponenciélis elosz-
last vizsgdlta.

Tovabbi médositasokat eredményezett, hogy az addig feltételezett kvad-
ratikus kapcsolatndl rugalmasabb kapcsolatot engedtek meg a o7 és az &

kozott. Az egyszeriiség kedvéért a
o*tQ =qap + a16t2_1 + ,131012_1 =ap+ a10t2~1Ut271 + 51(’1&2—1 (6)

GARCH(1, 1) modell véltozatait tekintjik 4t.
Taylor (1986) és Schwert (1989) a feltételes széris modellezését javasoltdk
a variancia helyett. A modell:

oy = ag + ayleg 1|+ Proe_1 = og + a0 Uy | + Brog— . (7)

Itt a feltételes variancia az abszolit kilengések silyozott dtlagdnak négyzet-
gyoke. Ebbdl pedig az kdvetkezik, hogy nagy kilengéseknek kisebb a hatdsa
a feltételes variancidra, mint a standard GARCH modellben. A kilengésre
adott nem szimmetrikus védlasz explicit mddon szerepel a

log(a?) = ao + on f(et—1/o1-1) + Br log(07_1) (8)
exponencidlis GARCH (EGARCH) modellben, ahol
flee1/oe1) = Ores /o1 + (lee—1/0t-1] —E(les—1/0¢ 1)) -

Az f(-) informdcid hatds fiiggvény a feltételes volatilitds djraértékelésével
kapcsolatos, amely a log(o2) és az &; 1 1j informdcié kdzotti relaciét irja le.
Nem szimmetrikus vélaszt tartalmaz, mivel 9f/0e,—1 = O1+1, ha e, 1 > 0,
és Of/Oet—1 = ©1 — 1, ha ;1 < 0. Léthatjuk azt is, hogy a volatilitds a
minimumat veszi fel az e, _1 = 0 esetben. Kz az aszimmetria hasznos, mert
gyorsabb reagdldst tesz lehetGvé abban az esetben, amikor a piac hanyatlik,
mint az er6s6d6 piac esetében. Ez a tdkedttételi hatdsként ismert tényezd
rendkiviil fontos tobh pénz- és tékepiaci eszkoz tekintetében. Koénnyen iga-
zolhatd, hogy f(e: 1) szigori értelemben vett fehér zaj zérus vdrhaté értéklkel
és konstans variancidval, és igy log(c?) ARMA(1,1) folyamat, amely akkor
staciondrius, ha ) < 1.

A (8), (7) és (8) feltételeket magdban foglalé modell a nem-linedris ARCH
(NARCH) modell (Id. Higgins és Bera (1992)). A NARCH modell 4ltaldnos
alakja

of =g +arf(er 1)+ Fo) ;.
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Ennek egy valtozata a
oy =g+ o1 g M (es1) + Broy_, .

,kiiszob” ARCH, (threshold ARCH, réviditett jeloléssel TARCH) modell,
ahol

9(7) (Et—l) =6- I(Et_l > 0) i |Et_1|’)y +0- I(Et_l < O) . |z’:'1'__1"y .

Az I(-) indikdtor fiiggvényt jelol. A v = 1 eset a Zakonian-féle TARCH
modell (Zakonian (1994)), a v = 2 eset pedig a Glosten, Jagannathan és
Runkle (1993) &ltal kidolgozott GJR modell, amelyben az 1j informdciéra
kvadratikus volatilitds vélasz kovetkezik, és kiillonhozé egytitthatokat tartal-
maz a j6 és rossz hirek stlyozasdra. Megdrzi ugyanakkor azt a tulajdonsigot,
hogy a volatilitds minimdlis, ha nincs 1j informécid.

Ding, Granger és Engle (1993), majd Hentschel (1995) nagyon éltaldnos
modell osztélyt vezettek be. Engle (1996) aszimmetrikus ARCH (AARCH)
modellje, valamint Sentana (1995) kvadratikus ARCH (QARCH) modellje

2 2 2
of =ap+oer g + 61+ Bioi_y

alakban frhaté, ahol negativ § érték azt jelenti, hogy a jé hir, a kedvezo in-
formécié kevésbé noveli a volatilitdst, mint a rossz hir. A modellben &;_;
mésodik hatvanya is szerepel, ezért ezek a modellek nem specidlis esetei a
Ding, Granger és Engle, valamint Hentschel altal javasolt Altaldnos modell
osztdlynak.

A (6) GARCH(1, 1) modell formuldba foglaldsdnak egy masik lehetséges
médja az ag = w(l — ay — f1) segitségével térténdé megfogalmazds, ahol w a
feltétel nélkiili variancia, vagy masképpen a hosszitavi volatilitds, amellyel
a folyamat

of =w+ ai(e-1 —w) + Pulof, —w) -

Az EVIEWS programesomag ezt a modellt kiterjeszti arra az esetre, amikor
megengedett a visszatérés egy véltozé g; szintre. A modell:

o= qt+oi(el, —q1)+Bilof L —q-1)
= wt+l(g-1—w)+E&e — ot ).

Ebben a modellben ¢; a hossziitdvii volatilitds, amely ¢ hatvinykitev&ivel
w-hoz konvergil, a oy — g, ,,elt{ind” komponens pedig zérushoz tart o + 5
kitevéivel. Ez az tin. komponens GARCH modell 8sszekapcsolhaté a TARCH
modellel, lehetévé téve az allandd és az eltlind tag aszimmetridjdnak fi-
gyelembe vételét. Az aszimmetrikus komponens GARCH modell automatiku-
san épiti be az aszimmetriit az eltiind komponensbe.

Két tovabbi modell osztdlyt emlitink még, az egyik a strukturdlis ARCH
(STARCH) modell osztaly, amelyet Harvey, Ruiz és Sentana (1992) pub-
likélt, és az dtudltd ARCH (switching ARCH, roviditve SWARCH) modellek,
amelyekrd] lényegében egyidében kozdltek eredményeket Cai (1994), illetve
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Hamilton és Susmel (1994). A STARCH modell kiilénbdz8, nem megfigyelt
komponensekre bontja ¢;_1-et, amely komponensek mindegyike ARCH alaku,
a SWARCH modell pedig tébb, eltéréd ARCH modellt foglal magéban, ame-
lyek kozott Markov-lanc szerint atvalt a folyamat.

4 Hosszi memoériaji volatilitas folyamatok —
A FIGARCH modell

A hozam 1désorok egyik jellemzdie, hogy a hozamok abszolut értékeibdl, vagy
hatvényaibdl 4116 idésorok autokorrelacidi nagyon lassan szlinnek meg. Ez
kiiléndsen igaz a hozamok négyzeteibdl 4116 iddsorokra. Ding, Granger és
Engle (1993) az S&P 500 index napi értékeit vizsgdltdk az 1928 és 1991
kozotti idoszakban, és azt taldltdk, hogy az elsd negativ autokorrelacid 2598
késleltetés mellett fordul els. Hasonld eredményre jutott Mills (1996), a Lon-
don FT 30 napi hozamait vizsgdlva az 1935 és 1994 kozotti periédusban.
Vélaszul ezekre az eredményekre Baillie, Bollerslev és Mikkelson (1996) meg-
alkotta a Fractionally Integrated GARCH (FIGARCH) modellt. A FIGARCH
folyamatot, vagy FIGARCH(1, d, 1) modellt, mint az (5) dltaldnositdsat a ko-
vetkez6képpen értelmezziik:

A% = ag + (ci + B)A%E | + v — Py (9)
Ennek a fentivel ekvivalens alakja:
of =apg+(1—AYe] — (61 — (a1 + B)AYer 1 + Bror . (10)
A késleltetd operator segitségével (9) igy is irhaté:
A&} = af + A1 = (a1 + B1)B) (1 - BiB)ws = o + OB,
a (10) megfelelgje a késleltetd operdtorral kifejezve

2 Qo
T =)+ (1~ (1 ( +B)B)1—BB)1Ad) el

A FIGARCH(p,d, q) folyamat staciondrius, ha 0 < d < 1. Ha 0 < d < 1,
akkor ©(1) = 0, és igy a feltételes variancidra hato kilengések elhalnak. Nem
ez a helyzet a d = 0 esetben, amikor is Ej ©; hiperbolikus fiiggvény sze-
rint csckken, és ez fontos informdacié a volatilitast kivaltd kilengés, hatds
terjedésének moddjdra és sebességére nézve. A d > 1 esetben O(1) nem
értelmezett és a feltételes varincia rendkiviil nagy mérték.

A FIGARCH(1,d, 1) folyamat esetében az

= o+ n(B)e?

ap >0, ar+d>0 é 1—-2(ca+01)>d>0

feltételek biztosit)dk a feltételes variancia pozitivitdsat.
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5 ARCH az eszkoz értékelés elméletében

Az ARCH folyamatok jelentésége a pénzigyi idésorok modellezése teriiletén
a legvildgosabban az eszkoz értékelési modellekben nyilvdnul meg, ahol a
kozvetitd jovobeli bizonytalan események mellett kivanja maximalizalni vér-
haté hasznossiagat. Ennek szemléltetésére tekintsiik a kovetkezd példat. Te-
gyiik fel, hogy egy reprezentativ kozvetitd a W; vagyondt a g: mennyiségii és
p; egységari kockdzatos eszkoz, és az ; mennyiségii kockdzatmentes eszkoz
véisérlasira forditja. Ez utébbi egységdrat az egyszerliség kedvéért egység-
nyinek tekintjiik. A periédus végén a kockdzatos eszkoz részvényeinek értéke
egyenként 1;,1, ha osztalékfizetés nincsen, akkor ys41 = pey1. A kockdzat-
mentes eszkdz értéke pedig zsr; lesz, ahol ry értéke 1 plusz a kockdzatmentes
kamatldb. Ha a kozvetitd hasznossdgi figgvénye a

Wit = qyer1 +Zere

periédusvégi vagyondnak tin. 4tlag-variancia hasznossigi fliggvénye, akkor
allokaciés probléméja ennek a hasznossdgi fiiggvénynek a maximalizdldsa a
q: szerint, vagyis

max 2E¢(qeys41 + zere) — veVary (@) (11)

az indulé peridédusbeli vagyondra vonatkozé
Wi =zt + qipt
feltétellel. Ennek a feladatnak a megoldasa

P = 5 ‘Ey(ye1) — veaery  Vary(yes1) - (12)

Ha a kockézatos eszkoz mennyiségét rogzitjiik g értéken, tovabba vy, = v és
ry = r 4llanddk, akkor a (12) modell az eszkdz értékelési modell.

Ha a kockézatos eszkozt egy s periddus lejarati hataridds szerzodés kép-
viseli, akkor egy spekuléns ezért a szerz6désért legfeljebb

pe =1"" (Be(yers) — 6Varer1(ye+s)) (13)

drat hajlandé fizetni, ahol 7= végzi az v kockdzatmentes kamatlab melletti
jelenre diszkontélédst, és & = vq.

A modell egyszerfi 4tditumozdsdval azt kapjuk, hogy a hataridés szerzs-
dés értéke a t + 1 idSpontban, s > 2 periddussal a lejdrat elStt a kovetkezd-
képpen is irthaté

prr1 = 1'% (Bog1 (Wegs) — 6Varey1 (ye45)) -
Szorozva 7~ !-gyel, a t id6pontbeli varhaté értékeket véve és (13)-bdl kivonva

pt =1 ' Be(pra1) — 677° (Vars(yers) — Ex(Varey1 (yets))) - (14)
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Tegyiik fel, hogy y: végtelen mozgé 4tlag folyamatként értelmezhetd, ahol az
id8sor innovécidi korrelélatlanok, a o7 feltételes variancidja azonban fiigg az
id6tol, vagyis

Y¢ = €t + Oset—; = O(B)ey
2 o)

Var(yi+1) = Vari(esq1) = fft2+1 :
Felhasznélva (15)-6t,

Vart yt-l—s = <Z@ —15t+z> Ze Ei ot+1, il

=1

ezzel pedig
Vary(yers) — Bt (Varer (yies)) = O3 160841

és (14) most mér a kovetkez6képpen irhato:

pe =1 Ey(per1) — 6002 107y,

ez pedig az egyperiédusd hozam ismert formuldja, amely explicit formaban
tartalmazza az vy, valtozd variancidjénak a kockdzat kerild kozvetitére
gyakorolt hatdsat.

A (12) egyszerti eszkoz értékelési modell zart alakban megadott megoldésa
az y; valtozdét generdld folyamattdl fugg. Tegyik fel, hogy y, véletlen bo-
lyongdsi folyamat, amelynek innovéciéi GARCH(1,1) folyamatot kdvetnek.
Ekkor Ei(yit1) = vt és

k3 -1
Vari(yits) = Bt (Z E%H) =E; <20152+i> = $0%41 s

=1 i=1

igy

pe=1""(ys — 650741) -
Hatarid6s szerzddés esetében, ahol nem cserél gazdat pénz a t + s lejaratig, a
kockdzatmentes kamatlab zérus, tehdt r = 1, vagyis a megoldds a kovetkezore
egyszerlsodik

D= Yt — 530?_,_1 .

Ha 6§ # 0, akkor a hatdridds szerzédés kockdzati prémiuma idétél figgd. A
tévoli jovOre vonatkozd szerztdések esetében az {j informécid jelentds hatast
gyakorol az eszkozok értékére, mivel megvéltoztatja a kozvetitd érzékenységét
a végsé kifizetés variancidjaval, illetve minden kozbensé variancidval szem-
ben. Ez id6fliggd kockdzati prémiumot eredményez, és fgy jelentds hatassal
van az eszkdzok értékére.

Ha azt tételezzik fel, hogy az innovéacidk fiiggetlenek az idében, és a
konstans variancidjuk o2, akkor Vary(ysys) = 502, és a (12) eszkdz értékeld
modell megoldésa

Pt =Yyt — 60 2 )
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és bar az azonnali 4r variancidja szerepel az értékel6 egyenletben, mégsem
eredményez id6fiiggd kockézati prémiumot, mivel a modell nem teremt kap-
csolatot az 1ij informécié és a jovébeli bizonytalansig kozott.

Az irodalomjegyzékben taldlhaté dolgozatok szdmos alkalmazésrol sza-
molnak be, jelezve a volatilitds modellek finanszirozés-elméleti alkalmazha-
tosagat.
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STOCHASTIC VOLATILITY IN FINANCIAL TIME SERIES MODELS

In this paper a brief summary of financial time series volatility models is given.
We discuss generalised and modified versions of ARCH processes such as GARCH,
NARCH, AARCH, QARCH, STARCH and FIGARCH models as well as the role
of GARCH processes in asset pricing theory.



