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ARBECSLESI MODSZEREK ERTEKELESE
SZIDAROVSZKY ES MOLNAR DISZKRET DINAMIKUS
TERMELOI-FOGYASZTOI MODELLJE ALAPJAN!

BESSENYE] ISTVAN
JPTE Kizgazdasdgtudomdnyi Kar

Dolgozatomban a Szidarovszky és Molndr (1994a) altal definidlt diszkrét di-
namikus termeléi-fogyasztéi modellben bevezetett kiilonféle arbecslési méd-
szereket vetem egyebe. Az osszehasonlitds és értékelés alapja a kiilonféle
arbecslések alkalmazdsa esetén elérhet6 termel6i tobblet. Mivel egyensilyi
helyzetben valamennyi termel az arbecslés médszerétél fiiggetleniil azonos
profithoz jut, a dolgozat elsGsorban az egyensilytalansag esetére koncentral.
A médositott modell megvaltozott stabilitasi viszonyai azonban sziikségessé
teszik a stabilitds legalabb egy elegendd feltételének levezetését is.

1. Bevezetés

Diszkrét dinamikus termeléi-fogyaszt6i modellek stabilitdsat Szidarovszky és
Molnsr (1994a) vizsgaltdk. A vizsgélat a linedris rendszerelmélet (Szida-
rovszky és Bahill, 1992) azon eredményén alapult, mely szerint a globalis
aszimptotikus stabilitds szilkséges és elégséges feltétele az, hogy az egyiitt-
hatémaétrix sajatértékei az egységkor belsejében legyenek. Szidarovszky és
Molnar a stabilitdst azon foltevés mellett vizsgaltdk, hogy valamennyi ter-
mel azonos drbecslési médszert alkalmaz. A kiilonféle drbecslési médszerek
osszehasonlitdsa azonban egy olyan modell alkalmazésat teszi sziikségessé,
melyben a statikus, az adaptiv és az extrapolativ becslések egyiitt szere-
pelnek a teljes informécids esettel. Elészor egy olyan matematikai modellt
ismertetek, melyben az egyes termel6k koltségviszonyai azonosak, eltérés csu-
pan az drbecslés alkalmazott médszerében mutatkozik koztiikk. A kovetkezd
paragrafus a stabilitds kérdésével foglalkozik. Az eredmények egyszeriibb
értelmezése érdekében a dolgozat tovabbi részében a profit helyett a termel6i
tobblet alakuldsat vizsgdlom, és vetem egybe ennek az egyes termelSknél
képz6do nagysdgat. Az eredmények kozgazdasigi értelmezésére kozvetleniil
azok levezetése utén keriil sor.

1 Beérkezett 1995. december 8.
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2. A matematikai modell

Egy piacon négy termeld termeli ugyanazt a terméket. Jelolje zx(t) a k-
ik termeld altal a t idépontban elbéllitott mennyiséget (k = 1,2,3,4; t =
0,1,2,...). Valamennyi termelé azonos kvadratikus koltségfiiggvénnyel ren-
delkezik:

Ci(zx) = B(zr(t))” + bzk(t) + ¢, (1)

ahol B,b,c > 0. Amennyiben a k-dik termeld altal a t-dik periédusra becsiilt
drat Py(t) jeloli, a k-ik termeld profitja a termelés alabbi szinvonala esetén
maximalis: Pe(t) — b
% (2) —

BT @
ahol Pi(t) = b a k-dik termelé lizembezdrdsi dra. A termeléi tobblet definicié-
jabol kovetkezik (lésd pl. Varian, 1991), hogy ugyanezen kibocsatési szint
mellett maximilis a termeldi tobblet is, és ez a c¢ fixkoltségek nagysigaval
haladja meg a profitot. Jelolje Fo(t) a fogyasztok &ltal a t-dik periédusra
becsiilt drat. Ekkor a linedris keresleti fiiggvény:

.’Ek(t) ES

d(t) = DP(t)+d (3)

D <0, d > 0 paraméterekkel. Szidarovszky és Molndr nyoman legyen az ar
mozgésa olyan, hogy tiilkereslet esetén né, tulkinslat esetén pedig csokken.
Amennyiben a termékek nem raktdrozhaték (ilyen példdul a szolgiltatdsok
piaca), az ar alakuldsa legegyszeriibben az aldbbi mozgdsegyenlettel irhaté
le:

P(t+1) = P(t) + K [d(t) - ﬁjzxt)} , (4

ahol P(t) a termék tényleges dra a t-dik periédusban, K > 0 pedig adott kon-
stans. A szogletes zdr6jelben &ll6 kifejezés a tilkereslet nagysigaval egyenld.
Az egyes termeldk az aldbbi drbecsléseket alkalmazzék:

P(t+1)=Pt+1). (5)

Tehét az elso termel6 reprezentédlja a teljes informdcios esetet. A maésodik
termel6 az arat statikusan becsli:

Py(t+1)=P(t). (6)

A harmadik termel6 az drbecslés adaptiv médszerét alkalmazza. Legyen My
konstans, és 0 < M3 < 1. Ekkor:

Py(t + 1) = M3 P(t) + (1 — M3) Ps(2) . (7)
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Rogton latszik, hogy a statikus arbecslés az adaptivnak egy specidlis esete,
M3 = 1 esetén az adaptiv becslés statikussa valik, A negyedik termeld az
arat extrapolativ médon becsli:

Pyt+1) = MyP(t)+ (1 — My)P(t —1) . (8)

Vegyiik észre, hogy My = 1 esetén az extrapolativ becslés is statikussa valik.
0 < My < 1 esetén a becsiilt dr a két kordbbi periédusban tapasztalt ar
linedris interpoldcicja, My > 1 esetén pedig linedris extrapolacidja. Legyenek
tovabbé a vevdk tokéletesen informaltak, ekkor:

P(t+1) = P(2). (9)

Az gy definidlt diszkrét dinamikus rendszer stabilitési tulajdonsagait a ko-
vetkezd paragrafus vizsgélja.

3. A rendszer stabilitasa

Behelyettesitve a (2) és (3) egyenletet a (4)-be, majd az igy kapott 6sszefiig-
gést az (5)-be, a teljes informacids helyzet drbecslése az aldbbi médon irhaté
fel az egyes termeldk altal az elé6z6 periédusra anticipslt drak figgvényében:

Pi(t+1) = P (t)(1 + KD) +Kd_Kxi Aty -0

2.8 (10)

Felirva tovabba az (5) egyenletet a t periédusra, és ezt a (6)-ba helyettesitve
az alabbi egyenlet adédik:
Pt+1)=Pi(t). (11)

Ugyanigy az adaptiv drbecslés eredménye is felirhaté az €l6z8 periédusban
becsiilt drak figgvényeként:

Py(t+1) = MaPy(t) + (1 — Ms)Ps(t) . (12)

Alkalmazva a (6) egyenletet t-re, és ezt a (8) osszefiiggésbe helyettesitve az
alabbi egyenloség adédik:

Pi(t+1) = MyP () + (1 — My) Po(t) . (12)

A (10)-(13) egyenletek egy diszkrét dinamikus rendszert hatiroznak meg,
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melynek egylitthatomatrixa:

K K K K
I+KD=358 28 2B "B
1 0 0 0
A:
M, 0 1-M; O
My 1—- M, 0 0

Az A miétrix sajatérték-feladata:

2BA — (4B — 2M3B — 1)\ + (2B — 2M3B + 2M3 + My )X + "

(M3+M3M4—2M4))\—(1—M3)(1—M4)ZO ( )
A linedris rendszerelméletbdl ismert (Szidarovszky és Bahill, 1992), hogy a
globdlis aszimptotikus stabilitds sziikséges és elégséges feltétele az, hogy a
(14) egyenlet zérdhelyei az egységkor belsejében legyenek. Hogy ez a rendszer
paramétereinek mely értékei esetén teljesiil, az tobbféle médon levezethetd,
az eljards azonban meglehetGsen hosszadalmas, az eredmény pedig nehezen
kezelhetd. A stabilitds egy lényegesen egyszeriibb elegendé feltétele kaphaté
Gerschgorin tételének (ldsd pl. Stoyan és Tako 1993) folhaszndldsaval. E-
szerint az A matrix sajatértékei az alabbi korokben helyezkednek el:

K 2K
1)Az1l+ KD — 2B kézéppontd, 3B sugard korben. 2) A 0 kozéppontd,

1 sugard korben. 3) Az 1 — M3 kozéppontd Mz sugard korben. 4) A 0
kozéppontd |1 — My| + M, sugari korben.

Maésrészt a stabilitds szilkséges és elegendd feltétele, hogy az A maétrix
sajatértékeinek abszolit értéke ne legyen egynél nagyobb, tovdbba az origétdl
egységnyi tavolsdgra es6 sajatértékek multiplicitdsa ne haladja meg az egyet.
Az 1. kornek abban az esetben nincs az egységkoron kiviili része, ha

2 2 1

B %< D < B (15)
teljesiil. Ilyen D nyilvan K < (2/3)B esetén létezik. Az egyenldség kizarasa
miatt az els6 kor nem lehet az origé kozépponti egységkor, hanem annak egy
valédi részhalmaza. A mdsodik kér éppen az origé kozépponti egységkor,
a harmadik pedig 0 < M3 < 1 miatt az egységkor részhalmaza. A ne-
gyedik kor My < 1 esetén részhalmaza az egységkornek. A stabilitds ele-
gend§ feltétele tehat (15) egyenlStlenségek teljesiilése mellett az, hogy a
4. termel6 interpolativ drbecslést alkalmazzon. Ebben az esetben az origétél
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egységnyi tavolsdgra esd sajatértékek (ha egyaltalan vannak ilyenek) multi-
plicitdsa nem nagyobb egynél. A Gerschgorin-korok elhelyezkedésébdl lathatd
ugyanis, hogy az A métrixnak legfeljebb két olyan sajatértéke van, melyek
abszolit értéke egy. E két sajatérték vagy egyszeres multiplicitdssal szere-
pel, ekkor egyik a mésik konjugaltja, vagy pedig egybeesik, ekkor azonban
a valds tengelyen helyezkednek el, értékiik tehat 1 vagy —1. A (14) egyen-
letbe torténd behelyettesités révén egyszerii szamoldssal ellendrizhetd, hogy
az 1 csakis abban az esetben lehet az A mdtrix sajitértéke, ha Mz = 0.
Mivel ez az eset 1igy értelmezhetd, hogy 3. termelé mindig ugyanarra az arra
szamit, kizdrdsa nem jelenti az altaldnossag kiilonosebb megszoritdsat. Ha-
sonléképpen a (14) egyenletbdl kovetkezik az is, hogy —1 az A maétrixnak
biztosan nem sajétértéke, ha B > 1/4 — My /2 teljesiil.

Mindezek alapjan a stabilitds elegendé feltétele az aldbbiakban fogal-
mazhaté meg: A 3. paragrafusban definiélt diszkrét dinamikus rendszer sta-
bilitdasdnak elegendd feltétele az aldbbiak teljesiilése:

1. A (15) egyenl6tlenségek teljesiilése. Ennek kozgazdasagi tartalma a
kovetkezd: A rendszer stabilitdsdt noveli a minden termelére azonos hatar-
koltségfiiggvény meredekségének csokkenése vagy az armozgas tiilkeresletre
illetve kereslethidnyra valé érzékenységének novekedése.

2. A negyedik termelé becslési paramétere ne legyen egynél nagyobb,
arbecslése tehat az el6z6 két periddusban tapasztalt ar valamely linedris in-
terpolécidja legyen.

3. A valamennyi termel6 esetén azonos hatarkoltségfiiggvény meredeksége
legyen 1/4 — My /2-nél nagyobb.

Folhasznilva tovdbbd a linedris rendszerelmélet azon eredményét (1d.
példdul Szidarovszky és Bahill, 1992), mely szerint ha az A métrixnak leg-
alabb egy sajatértéke az egységkoron kiviilre esik, akkor a rendszer instabil,
az instabilitds elegendd feltétele a

1
D<-2K - =
< N (16)
egyenlétlenség teljesiilése. Ez esetben ugyanis az 1+K D—K/(2B) kozépponti
Gerschgorin-kor teljes terjedelme az egységkoron kiviilre keriil.
4. Az arbecslési médszer termeloi tobbletre gyakorolt
hatasa
A k-ik termeld dltal realizélt termeldi tobblet a kovetkezd osszefiiggés szerint

adédik:
Sk = P(t)zx(t) — Bxa(t) — bxx(t) (17)
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Behelyettesitve ebbe a (2) egyenletet:

= 5 [(PO -8 - (P0) - P)’] (18)

amibol rogton latszik, hogy minél pontosabb az arbecslés, anndl magasabb
termeldi tobblethez (és természetesen profithoz is) jut a termeld. A legma-
gasabb termeldi tobblethez tehat a teljes informaciéval rendelkezd termeld
jut. Ehhez az esethez célszerii a tovdbbiakban a tobbi drbecslési mdédszer
esetén adéds termeldi tobblet nagysdgat viszonyitani. A statikus arbecslés
esetén adédé termeldi tobblet teljes informaciés esethez valé viszonya a (6)
egyenlet t-re valé alkalmazédsdval az alabbi:

S, P(t) — P(t —1)\?
S_lzl_(_—_P(t)_b ) . (19)

Sk

Eszerint egyensily esetén a statikus arbecslést alkalmazd termelé pontosan
akkora termeldi tobbletet realizdl, mint a teljes informéciéval rendelkezé.
Ha azonban az ir novekszik vagy csokken a statikus drbecslés a teljes in-
formdciénal rosszabb eredményre vezet, éspedig anndl rosszabbra, minél na-
gyobb az egyik periédusrél a mésikra bekovetkezd arviltozds mértéke. Az
adaptiv drbecslés alkalmazdsa mellett realizdlhaté termel6i tobblet a kovetke-
zbképpen viszonyul a teljes informdciés esetben elérhet6 termelsi tobblethez:

Ss _ (P(t)—P(t-1)+(1—Ma)(P(t—1)—P3(t‘1)))2. (20)

P{t)—b

Eszerint dremelkedés esetén az adaptiv becslés akkor vezet a statikusnal
jobb eredményre, ha az el6z6 periédusban a termel6 tilbecsiilte az &rat,
arcsokkenés esetén pedig, ha az el6z6 periédusban aldbecsiilte. A (20) egyen-
let hétranya, hogy a termeldi tobblet alakuldsa az el6z6 periédusra anticipdlt
4r nagysagatol is fiigg. E hétrdny kikiiszoboléséhez a (7) egyenletbeli rekurzié

,,,,,,

P3(t) = Ms i(l — M) P(t— i)+ (1 — M3)"Pa(t—n) , (21)

im1

ahol n tetszoleges természetes szam. Legyen most n az utolsé olyan periddus
sorszama, melyben a piac egyensilyban volt. Ekkor:

_ Bd+2b
~ 2-BD’
ahol a jobb oldalon éppen az egyenstilyi 4r szerepel. Ennek meghatdrozdsdhoz
a (4) egyenletben a szogletes zargjelben all6 kifejezés értékét kell nulldval

P3(t—n) = P(t—n) (22)
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egyenlévé tenni, hiszen ott a kereslet kindlattdl vald eltérése szerepel. A ki-
nélat meghatdrozdsa azon egyensilyi foltevés alapjén tortént, mely szerint
valamennyi termelé helyesen becsli az drat. A (21) é (22) egyenletek fol-
haszndlasdval a (20) egyenlet az aldbbival helyettesitheté:

P(t)— Ms Ti(l - Mz)" 'P(t — 1) — (1 — M3)"?

—1— i=1
S P(t)—-b

Bd+2b
2-BD

(23)
A (23) egyenlet elénye, hogy az adaptiv drbecslés illetve a teljes informacié
esetén adédé termeldi tobblet viszonyat az ar utolsé egyensiilyi helyzet 6ta
végzett mozgasanak fliggvényében irja le. Végill a (8) egyenletet felhasznélva
extrapolativ drbecslések esetére az aldbbi hanyados adédik:

So_,_[PO=PE—1)+(1-M)(PE-1) - Pt~ 2) ? N
Sy P(t)—»b SCD)
Eszerint tartés dremelkedés illetve drcsokkenés esetén a linedris extrapolécié
jobb eredményt biztosit, mint a statikus becslés. Amennyiben az drvéaltozéas
iranya periédusonként mds és més, a linedris interpoldcié vezet a statikus
arbecslésnél jobb eredményre.

5. Kovetkeztetések

A (18) egyenlet lehetévé teszi a termeldi tobblet felirdsat a termeld altal an-
ticipalt r fiiggvényében. Kivonva a jobb oldalon &llé kifejezésbél a fixkolt-
ségek nagysadgst, az osszefiiggés a profit nagysdgdnak meghatdrozasdra alkal-
mas. Ezen egyenlet segitségével meghatdrozhaté egy-egy elézetes drinformacié
értéke. A killonféle drbecslési médszerekkel kapcsolatban a modell alapjén
az alabbi kovetkeztetések vonhatdk le:

1. Egyensiilyi helyzet akkor &ll fenn, ha valamennyi termel6 az &ltala
alkalmazott arbecslési médszer révén az egyensilyi drat anticipalja. Ebben
a helyzetben egyik arbecslési médszer sem tekinthetd jobbnak a mésiknal.

2. Egyensiilytalansag esetén egy termel$ anndl kisebb profithoz jut, minél
nagyobb hibdval becsli az drat. Az egyes drbecslési médszerek értékelése
nagymértékben fiigg a kordbbi dringadozdsok mértékétsl.

3. A (19), (20) és (24) egyenletekbdl jél 1atszik, hogy egy adott srbecslést
alkalmazo termel6 altal elérhetd termel6 tobblet anndl nagyobb mértékben
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kozeliti a teljes informdcids esetben elérheté szintet, minél kozelebb van a piac
egyensiilyi helyzetéhez. Az egyensulyi helyzettdl valé tavolsdgot jél jellemzi a
kereslet kindlattdl vald eltérése, amit a (4) egyenletben a szogletes zaréjelben
szerepld kifejezés reprezentdl.

4. Az adaptiv vagy extrapolativ drbecslés nem feltétleniil ad jobb ered-
ményt, mint a statikus. Extrapolativ arbecslés esetén azonban a becsiési pa-
raméter egyszerien megvalaszthaté olymédon, hogy a termel6i tobblet illetve
a profit meghaladja a statikus drbecslés mellett adédé értéket.

5. A stabilitas elegendd feltételét osszehasonlitva Szidarovszky és Molnér
(1994b) dolgozaténak kovetkeztetéseivel, a B paraméter, tehdt a véllalati
kindlati figgvény meredeksége tekintetében az eredmények azonossiga figyel-
heté meg. Eszerint a B paraméter egyéb feltételek véltozatlansiga mellett
torténéd novelése a stabilitast nem véaltoztatja meg. Més a helyzet a keresleti
fiiggvény meredeksége, a D paraméter vonatkozaséban. Szidarovszky és
Molnér eredményétdl eltéréen itt eldfordulhat, hogy |D| értékét novelve a
(15) egyenlétlenségek kozil a bal oldali nem teljesill, ami a rendszer insta-
billd valasét eredményezheti. A két modell stabilitasi tulajdonsdgainak ezen
eltérését a kiilonféle drbecslési mddszerek egyetlen modellbe épitése magya-
rézza.

A fenti eredmények azon feltevés mellett keriiltek levezetésre, mely szerint
a fogyasztok teljesen informaltak az drakkal kapcsolatban. Bér e foltevés igen
kézenfekvo, a modell a fogyasztdi drbecslés kiilonféle eseteire is kiterjeszthetd.
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ON THE VALUATION OF THE PRICE ESTIMATION METHODS ON BASIS
OF THE MOLNAR-SZIDAROVSZKY DISCRETE DYNAMIC MODEL

In the paper Molnér-Szidarovszky’s dynamic producer-consumer model is extended
as a dynamic market model, which can handle the different price estimation meth-
ods of the producers. Sufficient condition is derived for the stability of the corre-
sponding system. The price estimation methods are compared on the basis of the
reached producer surplus.
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