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Bevezetés

Magyarorszégon az 50-es évek masodik felében kezdtek el néhany tudomanyos
miihelyben (MTA Matematikai Kutaté Intézete, MTA Kozgazdasigtudoma-
nyi Kutaté Intézete, Marx Karoly Kozgazdasdgtudomanyi Egyetem) komo-
lyabban foglalkozni eleinte a linedris programozéssal, majd a nemlinedris
programozassal is. Ezen a teriileten elsésorban amerikai tuddsok tették meg
az elsé igen fontos 1épéseket és az akkori koriilmények kozGtt mér az is nagy
eredménynek szamitott, ha ezekhez a forrdsokhoz valaki hozza tudott jutni
és szakmai korokben valamint az egyetemeken terjeszteni tudta. Még na-
gyobb teljesitmény révid idén beliil ezen tudoményég fejlédéséhez érdemben
hozzéjarulni.

Martos Béla a 60-as években és a 70-es évek elején jelents 4j eredmények-
kel gazdagitotta a matematikai programozés elméletét és médszereit. Tanusit-
jék ezt az elsérendii folyéiratokban megjelent cikkei, ma is aktualis, di-
daktikus és szemléletforméalé konyve, valamint az az iskolateremtd szellemi
kisugarzas, amely azéta sem veszitett intenzitdsabol.

Ebben az cléaddsban megprébilom Martos Béla legfontosabb munkait
a matematikai programozas éaltalinos keretében elhelyezni, a nem specia-
lista szamara is vildgossa tenni jelentdségiiket, a specialistat pedig inspirdlni
hasonlé szinvonald és mélységll eredmények elérésére. Néhdny altala fel-
vetett, azéta sem megoldott problémat is felelevenitek, egy kis liresen hagyott
teriiletet kitoltok, tovabbé egy lehetséges kutatdsi irdnyt vézolok a jatékel-
mélet teriiletérdl, amelyben a Martos-féle megkozelités hasznosnak igérkezik.

Matematikai programozasi feladatok kellemes tulajdonsigai

A matematikai programozési feladatot az aldbbi 4ltaldnos formdban adjuk

1Martos Béla 75. sziiletésnapja alkalméabdl rendezett iilésen elhangzott eléadés alapjan.
Beérkezett 1996. janudr 18.
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meg:

f(z) — min
MP : gi(z)gbiy i:la"',m

z€XCR",

ahol X konvex halmaz.

A tovébbiakban X mindig egy konvex halmazt jelol. Jeloljik tovdabba
az MP lehetséges megolddsainak halmazat a b := (b1,...,b,) jobboldal
(eréforrasvektor) fiiggvényében az aldbbi médon:

L) ={ze X |gi(r)<b;, i=1,...,m}.

Az optim4lis megolddsok halmazat pedig jeloljuk L°(b)-vel.

Ahhoz, hogy hatékony médszereket tudjunk alkalmazni az MP megoldésa-
ra, j6, ha az bizonyos "kellemes” tulajdonsidgokkal rendelkezik. Fzek megléte
teszi lehet6vé, hogy lokalis informécidkbdl globélis kovetkeztetéseket vonjunk
le, valamint, hogy az optimum keresését egy véges halmazra sziikitsik le.

Az MP feladatot ”jol viselkedének” nevezzilk, ha rendelkezik az aldbbi
tulajdonsagokkal minden b jobboldal esetében:

1. L(b) zart, konvex.
2. L°(b) zért, konvex.
3. Minden lokalis minimum egyiittal globélis is.

Nevezziik az MP feladatot ”igen j6l viselked6nek”, ha j6l viselkedd, és még
rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal is:

4. L(b) és L°(b) poliéderek.
5. Az optimum legaldbb egy csiicspontban is felvétetik.

6. Minden lokélis csicsminimum-pont egyuttal lokalis minimum-pont (és
igy a 3. tulajdonsdg miatt globalis minimum-pont) is.

A matematikail programozas elsé eredményeinek egyike, hogy az in. kon-
vex programozasi feladat, ahol f,g;,...,gm folytonos, konvex fiiggvények
jol viselkeds, mig a linedris programozasi feladat (X = R"™,f,g91,...,9m
linedrisak) igen jol viselkedd.

Martos tette fel elészor a kovetkezd kérdést: Meddig lehet elmenni az f,
g1, --,9m figgvények dltaldnositdsdban, hogy a fenti kellemes tulajdonsagok
koziil lehetéleg minél tobb megmaradjon?
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A felelethez sziikséges a kvazikonvex (kvazikonkév) fiiggvény definiciéja.
Az f : X — R fuggvényt kvazikonvexnek nevezzik, ha barmely z;,z, € X
és 0 < A <1 esetén

f(Az1 4 (1 = Nz2) < max{f(z1), f(z2)} -

Explicit kvézikonvex (Dedk (2], Martos (5] ) az f : X — R fuggvény, ha
kvézikonvex és minden z;,29 € X és 0 < X < 1 esetében

f(z1) # f(z2) = fOx1 + (1 — N)z2) < max{f(z1), f(z2)}.

Egy f fiiggvény (explicit) kvédzikonkdv, ha —f (explicit) kvdzikonvex.
Ezeknek a fogalmaknak a segitségével az aldbbi elégséges feltételeket ad-
hatjuk az egyes kellemes tulajdonsagok meglétére:

1.
2.
3.

Haagy,...,9gm feltételi fiiggvények kvazikonvexek, akkor L(b) konvex.
Ha az f,q1,. .., gm kvdzikonvexek, akkor L°(b) konvex.

Ha L(b) konvex é& f explicit kvazikonvex, akkor minden lokilis mini-
mum egyuttal globdlis is.

.Haag,...,gm figgvények kvidzimonotonok (kvézikonvex és kvazikon-

kév egyszerre) és alulrdl félig folytonosak, akkor L(b) poliéder. Ha L(b)
poliéder és f kvazimonoton, alulrél félig folytonos fiiggvény, akkor L°(b)
poliéder.

. Ha L(b) politép (korldtos poliéder) és f kvézikonkav, akkor a globalis

minimum legaldbb egy csicspontban felvétetik.

. Ha L(b) politép, f kvazikonkdv és explicit kvézikonvex, akkor minden

lokalis csticsminimum-pont egyittal globalis minimum-pont.

Az ezekkel az elégséges feltételekkel parba dllithaté sziikséges feltételek
jelolik ki a tovabbi altaldnositdsok hatérait.

Sziikséges feltételek:

1.

Ha L(b) konvex minden b-re, akkor a gi,...,gm feltételi figgvények
kvazikonvexek X-en. (Ez egyébként alternativ definiciéja a kvazikon-
vexitdsnak.)

. Ha f folytonos és az

f(z) — min
zel

feladat optimélis megolddshalmaza konvex minden I C X zért inter-
vallum esetén, akkor f kvazikonvex X-en (bizonyitdst ldsd késébb).
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3. Ha f alulrél félig folytonos X-en és X minden zért intervallumén a
lokdlis minimum egytttal globdlis is, akkor f explicit kvazikonvex X-
en. (Martos [5])

4. Nyitott probléma (Martos [8] ): Ha L(b) poliéder minden b-re, akkor
milyennek kell lenni a g1, ..., gn figgvényeknek?

5. Ha f folytonos és minden ¥ C X politépra igaz, hogy barmely lokélis
csicsminimum-pont egyittal globalis minimum-pont is, akkor f kvazi-
konkdv X-en és explicit kvadzikonvex X minden olyan zart interval-
lumén, amelynek végpontjai nem fekszenek X ugyanazon élén vagy
extremdlis irényan (Martos [5], (8] )

Nyitott probléma: Az f-re tett folytonosséagi féltétel enyhitheté-e alulrdl
félig folytonossdgra?

6. Ha X minden zirt intervallumén a globélis minimum a csiicspontok
legalébb egyikén felvétetik, akkor f kvazikonkdv X-en (Martos [5]).

A szimplex mdédszer hatékoérének bévitése

A fentiekben vizolt elméleti alapokon bizonyos specidlis programozssi fe-
ladatokra kifejlesztett médszerek hatékorét ki lehet terjeszteni dltaldnosabb
feladatok megolddséra. A legrégebbi és mindmaig egyik leghatékonyabb al-
goritmus a szimplex mdédszer, amelyet eredetileg a linedris programozasi fela-
dat megoldésira fejlesztettek ki. Ha azonban meggondoljuk azt, hogy a szim-
plex médszert hasznélva egy poliéder csiicspontjain 1igy haladunk szomszédos
cslicspontok sorozatan keresztiil egy optimdlis megoldésig, hogy kozben a
célfiiggvény értéke csokken (nem novekszik), akkor kénnyen létjuk, hogy
a linedrisndl altalanosabb célfiiggvény minimumat is meg lehet hatarozni a
szimplex médszerrel. Nevezetesen:

Ha az MP lehetséges tartomanya egy politSp és a célfiiggvény kvazikonkdv
(a csiicspontok kozott van optimélis megoldas) és explicit kvazikonvex (lokalis
csicsminimum=globalis minimum), akkor a szimplex médszer alkalmas az
MP egy optimalis megoldasdnak meghatdrozdséra.

Egyik legszebb példa az ilyen MP-re a hiperbolikus programozasi feladat:

SIF o
H: dr+ 46
z€eL,

ahol L politép és dz + § > 0 minden = € L-re.
Martos (3] az els6k kozott volt, aki felismerte, hogy a szimplex médszer
hatokore kiterjesztheté H-ra és az algoritmust részleteiben is kidolgozta.
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A szimplex médszer, megfelelé adaptéldssal, a konvex kvadratikus prog-
ramozasi feladat megoldésédra is hasznalhaté., Felmeril a kérdés, hogy kiter-
jeszthet6-e a szimplex mdédszer hat6kore kvédzikonvex kvadratikus célfiiggvény
esetére is. Ehhez azonban szlikség van a kvazikonvex kvadratikus fiiggvények
jellemzésére.

Tekintsiik az aldbbi kvadratikus programozési feladatot:

f(@):=  pz+izCz — min
zeL (L politép).

A kvazikonvexitds nem hoz semmi djat, ha az f fliggvényt az egész R™-en
vizsgdljuk. Ugyanis:

f expl. kvazikonvex R"-en —> f kvéazikonvex R™-en = f konvex R"-en.

Mss a helyzet, ha R} = {z € R™ | = > 0} felett vizsgaljuk f-et. A
kulcsfogalom a pozitiv szubdefinitség (Psd), amelyet Martos [6] vezetett be.
A C szimmetrikus matrixot Psd-nek nevezzik, ha barmely v € R™-re

vCv < 0= Cv >0 vagy Cv<0.

Léthatd, hogy a Psd &ltalanositasa a pozitiv szemidefinit (Pd) métrixoknak,
hiszen egy C szimmetrikus métrix akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit,

ha
vCv < 0= Cv =0.

Pusztan pozitiv szubdefinitnek (Ppsd) neveziink egy métrixot, ha Psd, de
nem Pd. Szép jellemzése a Ppsd matrixoknak az aldbbi (Martos [6]): Egy
szimmetrikus C' métrix akkor és csak akkor Ppsd, ha

(i) C-nek pontosan egy negativ sajitértéke van,
(i) C <o.

Ezen alapszik f kvazikonvexitdsdnak az aldbbi jellemzése (Martos [7]): Az
f(z) =pz+ %.’L’C.’L‘ nemkonvex kvadratikus fiiggvény akkor és csak akkor
kvazikonvex R -on, ha

(i) C Ppsd,
(i) p<O,
(iif) van olyan q € R™, hogy p = Cq és pg < 0.

(Ha C nemszingularis, akkor (iii) a pC~'p < 0 format 6lti.) Egy alternativ
jellemzés a kovetkezd (Cottle-Ferland [1)): f akkor és csak akkor kvézikonvex

R7-on, haa
C p
p’ 0
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matrix Ppsd.

Barmely "lokélis” megoldé modszer szempontjabdl a pszeudokonvexitas
igen fontos, (Az f : R®™ — R akkor pszeudokonvex az X nyilt konvex
halmazon az T € X pontban, ha az Z-ben létezik az f' gradiens és folytonos,
valamint f(z) < f(Z) = (z—-T)f'(Z) €06 f(z) < f(T) = (z—7)f'(T) <
0 fennall minden z € X-re). Erre vonatkozik a kovetkezd tétel (Martos [7]):

Az f(z) := pz + 32Cz nemkonvex, kvadratikus fiiggvény, amely kvézi-
konvex RT-on akkor és csak akkor pseudokonvex (és igy egyittal explicit
kvazikonvex is) az T € RY pontban, ha CZ +p # 0.

Martos [7] ezeken az elméleti alapokon kiterjesztette Frank és Wolfe méd-
szerét kvdzikonvex célfiggvény esetére.

Sziikséges feltétel az optimumhalmaz konvexitasara

Az MP feladat optimumhalmazanak konvexitdsa szintén a "kellemes” tulaj-

donsdgok kozé tartozik. A Martos-féle szitkséges feltételek kozé illeszkedik

az aldbbi tétel, amelyet, érdekes médon, sehol sem lattam még leirva.
Legyen X C R konvex és f: R®™ — R folytonos.

1. Tétel: Ha barmely I C X zart intervallum esetén az
f(z) — min
zel

feladatnak az optimumhalmaza konvex, akkor f kvazikonvex X-en.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy f nem kvazikonvex. Ekkor van olyan z! #
z? € X, és z° € [z!,x?], hogy

(1) f(z°) > max{f(z"), f(z*)}.
Feltehetjiik, hogy f(x2) > f(z!). Legyen
Hi={)0<2<1, f(Az° +(1 - Nz*) < f(z?)}, i=1,2

M:=max A\, i=1,2.
AeHi

A H' halmazok nemiiresek, zartak és korldtosak f folytonossiga és (1)
miatt, s igy A, \? létezik és mindkettd 1-nél kisebb. Ugyanakkor

FNE + (1= N)2') = f(z®), i=1,2
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ami szintén f folytonossagabdl kovetkezik. Legyen
yhi= Al 4+ (1= Dzt
y? = 2%2° 4+ (1 = A%)z?.
y' #y? és a A\, )\? definiciéja miatt az
f(z) — min
z € fy',y?

feladatnak pontosan két optimélis megolddsa van, az y! é y2, ami ellent-
mondés. g

Az f-re tett folytonossigi kikétés nem enyhitheté alulrdl félig folytonos-
sagra.

2. Tétel: Van olyan alulrdl félig folytonos f figgvény és X C R konvex
halmaz, hogy barmely I C X zért intervallum esetén az

f(z) — min
zel

feladatnak az optimumhalmaza konvex és f nem kvézikonvex.

Bizonyitds: Legyen X .= [-1,1]é f: R — R

T+1, ha -1<z <0,
f(x)::{—l, haz=0,
—z+1, haO<z<1.
a) f nem kvézikonvex. Ugyanis ha z! = —1,7% = 1,2° = 1/2, akkor

f(1/2) > max{f(-1), f(1)}.

b) f alulrél félig folytonos. Nézzilk az osszes {x € X | f(z) < B} nemiires
alsé nivéhalmazt 3 kiilénbozé értékeire:

(i) -1<B<0 : L(B)=A{0},

(ii) #=0 : L(ﬁ)={—1,0,1},
(i) 0<f<1 : L(B)=[-1,—-1+Blufo}uls,1-4),
(ivy 821 ¢ LB) =[-1,1).

Mindegyik esetben L(f) zért, tehat f alulrdl félig folytonos.
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¢) Az optimumpontok halmaza konvex barmely I := [¥!, %% intervallum
esetében. A lehetséges intervallumok és optimumhalmazok a kovetkezéek:

() y<y*<0 : L={y'},
(i) y'<y?=0 : L={0},
(i) 0=y'<y? : L={0},
(iv) o<y <y? : L={y?%,
(v) y<o0<y? : L={0}

Lathatd, hogy minden lehetséges optimumhalmaz konvex.

Martos-féle sziikséges feltételek jatékelméleti problémskra

Kozismert a matematikai programozas és a jatékelmélet kapcsolata. Természe-
tesen adédik a kérdés, hogy a jatékelmélet fontos egzisztencia tételeihez
hogyan lehetne Martos-féle sziikséges feltételeket adni, és igy itt is kijelolni a
lehetséges altaldnositdsok hatdrait. A gondolatot a legismertebb jitékelmé-
leti egzisztencia tétel, a minimax tétel példajan szeretném bemutatni.

Legyenek X és Y az R™ illetve az R™ konvex és kompakt részhalmazai, X
és Y pedig X ill. Y részhalmazainak csalddjai, (pl. az sszes zért részhalmaz,
Gsszes zart, konvex halmaz, Gsszes intervallum, stb.), az f : X x Y —
R fiiggvény pedig tartozzék egy adott F fiiggvényosztilyba (pl. folytonos
fiiggvények osztélya).

Az f fiiggvényt nevezziik teljes minimax tulajdonsigiinak az X', Y és F-re
vonatkozéan, ha f € F és

max min flz,y) = Iin max f(z,y)

fennéll minden X' € X és Y' € Y-ra.

Hogyan lehet jellemezni a teljes minimax tulajdonségi fiiggvényeket (81-
taldnositott) konvexitési tulajdonsagokkal?

Analég kérdés fogalmazhaté meg a Nash egyensiilypont létezésére is.

Mindenki, aki ezeknek a nehéz problémaknak a megoldasén fog dolgoz-
ni, gondoljon tisztelettel és szeretettel Martos Béldra, akinek a munkdssiga
nélkil ezeket a kérdéseket taldn fel sem tennénk. Mdrpedig, kis tilzdssal,
azt lehet mondani, hogy a tudomanyt a jé idében feltett j6 kérdések viszik
leginkabb eldre.
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ON BELA MARTOS'S CONTRIBUTIONS TO MATHEMATICAL
PROGRAMMING

The paper summarizes the main contributions of Béla Martos to the develop-
ment of the theory and methods of mathematical programming between 1962 and
1975. Necessary conditions for objective and constraint functions to produce ‘well-
behaving’ problems and extending the power of simplex-like adjacent vertex meth-
ods to nonlinear, nonconvex problems (primarily to hyperbolic and quasiconvex
quadratic programming) are are the accomplishment for which Martos will always
be considered as an inspirational source to the mathematical programming com-
munity. In addition to a systematic restatement of the most important results, a
necessary condition for the convexity of the optimum set is proved in the spirit of
Martos.
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