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Cikkiinkben a hiperbolikus (hdnyados) programozasi feladat megolddsara
4ltaldnositjuk a criss-cross médszert. A linedris és a kvadratikus programozasi
problémadkra megfogalmazott criss-cross algoritmusokhoz hasonléan a hiper-
bolikus criss-cross médszer is tetszdleges, nem feltétlenill megengedett bazis-
megolddsbdl indithaté. A hiperbolikus programozdsban szokédsos feltételek
mellett bizonyitjuk az algoritmus végességét.

1. Bevezetés

A hiperbolikus (hényados) programozssi feladat természetes dltaldnositésa a
linedris programozési feladatnak. A linedris feltételeket megtartva, linedris
célfiiggvény szélséértéke helyett két linedris fiiggvény hdnyadosat optimalizdl-
juk. Ilyen hdnyados fiiggvények természetes médon jelentkeznek a kozgazda-
sagtanban, amikor a profit/raforditds tipusui célfiggvények optimalizéldsa a
cél (lasd pl. [8]).

Annak ellenére, hogy a hiperbolikus programozés célfiiggvénye nem li-
nedris, s6t nem is konvex, a feladat megolddsdra hatékony algoritmusok is-
mertek. Ez az aldbbi eredménynek koszonheté. Habdr a célfiiggvény nem
konvex, de mint azt Martos [9] bizonyitotta, a célfiiggvény pszeudokonvex,
s6t pszeudolinedris, ami elégséges feltétele annak, hogy minden lokélis mi-
nimum egyben globdlis is legyen. A maésik kedvezd tulajdonsdg azonositdsa
Charnes és Cooper [4] nevéhez flizédik. Eszerint a hiperbolikus programozasi
feladat 4tfogalmazhaté egy ekvivalens linedris programozasi feladatta. Igy
nem meglep6, hogy a kiilonbozé linedris programozasi algoritmusok megfelelé
adaptalds utdn alkalmassd valnak a hiperbolikus programozési feladat meg-
oldaséra. gy a szimplex médszerek adaptdlésa utan [3,4,5] a kozelmiiltban
Karmarkar belsépontos algoritmusét is dltaldnositotték [1,2] hdnyados prog-
ramozasi feladatok megolddsdra. A hdnyados programozds eredményeinek
attekintése és egy teljességre torekvd, majd 1200 elemet tartalmazé irodalom-
jegyzéke taldlhaté Schaible [10] cikkében.

1Beérkezett 1996. februar 18.
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Cikkiunkben Terlaky [11,6] criss-cross algoritmusat 4ltaldnositjuk hanya-
dos programozési feladatok megoldésdra. Az &ltaldnositds megérzi a criss-
cross médszerek azon alapveto tulajdonsdgdat, hogy tetszdleges, nem feltétleniil
megengedett bazismegoldasbdl indithaté. A tovdbbiakban bizonyitjuk az al-
goritmus végességét az irodalomban [7,9] szokdsos enyhe feltételek mellett.
Végiil két, az irodalombdl vett egyszerii numerikus példa megolddssval il-
lusztraljuk az algoritmus lényeges lépéseit.

A kovetkezd fejezetben a hdnyados programozési feladat megfogalmazésa
utdn roviden Gsszefoglaljuk a hiperbolikus programozési feladat alaptulajdon-
sagait. Tovdbba targyaljuk a feladathoz rendelt pivot tdbla eléjelstruktirija
és a feladat megolddsa, nem korldtossiga illetve nem megengedettsége kozti
kapcsolatot.

2. A hiperbolikus programozasi feladat
alaptulajdonsagai

A tovabbiakban az aldbbi hiperbolikus programozési feladattal foglalkozunk:

T

. efx
in ——
o dTx
Ax = b ®),
X > 0

aholc,d,x € R*, be R™, A € R™*", rang(A) = m.

Legyen P .= {x € R" : Ax = b,x > 0} a (P) feladat megengedett
megolddsainak a halmaza. Kozismert, hogy a hiperbolikus programozési fe-
ladat duélisa a kovetkezé linedris programozasi feladat:

max —Yo
ATy + dy > —c (D).
bTy < 0

A dolgozatban egy 1j, véges pivot algoritmust adunk a hiperbolikus prog-
ramozasi feladat megolddsdra. Mddszertink a hiperbolikus feladatok esetén
szokdsos tablatdl eltérét haszndl, ezért ezt az aldbbiakban ismertetjiik.
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2 _]

—Cg [J 0
0
Vj l—) T
—dyp d 1
1. 4dbra

Az 1. ébran hasznalt jelolések értelmezése a kovetkezd:

co :=cgB ™ 'b, dy :==dgB~ b,
b:=B'b, €:=c—cgB A, d:=d-dgB !4,
q = (1/do)b, p =€ — (co/do)d,
ul® = tO 4 (5:/do)d, vj = B'aj + (d;/do) B,
T := B A,

ahol B jeloli az Ax = b linedris egyenletrendszer egy bazisét. A B bézis
vektorainak indexhalmazat jelolje Jg, tovabba Jy = J \ Jg a bézison kiviili
valtozok indexhalmaza.

1. Definicié Az x; vdltozd azt € Jp indez esetén primél nem megengedett,
ha b; < 0, tovdbbd az z; va’_ltozo’ pedig a j € Jy indez esetén duil nem
megengedett, ha T; < (co/do)d;.

Az aldbbi optimalitési (1. Megjegyzés), primél nem megengedettségi (2. Meg-
jegyzés) illetve dudl nem megengedettségi (3. Megjegyzés) feltételek jol is-
mertek és a pivot tabla konstrukciéjat figyelembe véve konnyen igazolhaték.

1. Megjegyzés Ha b >0 és p > 0, akkor a pivot tdbldnk optimdlis.

2. Megjegyzés Ha van olyanr € Jp index, amely esetén b, <0ésul™ >0
akkor nem létezik primdl megengedelt megoldds.

3. Megjegyzés Ha van olyanr € Jy indez, amely eseténp, <0 ésv, <0
akkor nem létezik dudl megengedett megoldds.

A fenti 1-3. Megjegyzések a bevezetésre keriilé algoritmusunk megdllasi
kritériumait fogalmazzak meg.
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Terlaky [11] criss-cross médszerét, illetve a 3. Megjegyzést szem elétt tart-
va, egy lehetséges pivot szabdly a kévetkezo lenne:

P. Pivot szabaly

L (i) Hab > 0é p > 0, akkor optimalis tablanal vagyunk.

(ii) Ha az (i) nem 4ll fenn, akkor legyen
k:=min{i:b; <0 vagy p; <0,i=1,2,...,n}.

II. (i) Ha valamely k indexre py < 0 és v < 0 akkor nem létezik dusl
megengedett megoldés.

(ii) Ha az(i) nem &ll fenn, akkor legyen
s:=min{j : vjx > 0,7 € Jg},
pivotéljunk az (s, k) pozicién és menjiink az I.-re.
II. (i) Ha valamely & indexre b < 0 és u(™ > 0 akkor nem létezik primal

megengedett megoldés.

(if) Ha az (1) nem &ll fenn, akkor legyen
ri={i:uk <0,i¢ Jy},

pivotsljunk a (k,7) pozicién és menjiink a II.-ra.

A P. Pivot szabdly mindenképpen finomitdsra szorul, hiszen a 7, illetve
Tkr helyen éllhat nulla is. Ez egyértelmiien annak a kévetkezménye, hogy a
tablan kivilli mesterségesen kiszamitott vektorok eléjele alapjan hatdrozzuk
meg a dontésiinket. Miel6tt az 1. brdn bemutatott tdbldn a P. Pivot szabsly
alkalmazdsa soran felmeriil hétranyokat mutatnank be, taldn érdemes felhiv-
ni a figyelmet bizonyos lényeges elényokre is.

1. Allitds  Legyen a dy # 0 az aktudlis B' bdzis esetén. Vdlasszuk ki az
(s,7) pivot pozicist a b,u'®) (illetve a p,v,) vektorok segitségével. Tegyiik
fel, hogy a pivot pozicidn lévs T). # 0. Ekkor a pivot transzformdcid utdn
elddlls dll # 0.

Bizonyitds. A P. Pivot szabaly alapjén b, < 0 és u,, = T, ;{—T)s%‘- < 0.
0

Tegyiik fel, indirekt médon, hogy a dj = 0. Ekkor a feltételiink alapjan a

_ 5
—df = —dy—d.—% =0,

TS T
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azaz dy = —(_1,;?’;- adédik. Felhasznilva a dj # 0 és 75 # 0 feltételeket,
kapjuk, hogy

|Q.I

r=0’

i

Tsr + l_)s

&

ami ellentmond az u,, < 0 feltételnek. m

Ap,v;és u® vektorok hasznilatabdl szdrmazé elényok a 2. fejezetben
definislasra keriils algoritmus végességének igazolasakor lesznek szembedt16k.
Ha a P. Pivot szabélyt szeretnénk meg6rizni (bizonyos finomitédsok mellett),
akkor a Tox = O (illetve 7, = 0) eseteket dthidalé megolddst — a pivot
tébla struktirdjanak megérzése mellett — kell taldlnunk. Nyilvanval6, hogy
a szabaly sltal kijelolt helyen nem pivotalhatunk. Célszerlinek latszik a —co
illetve —dg poziciék valamelyikén egy kiilsd pivotot végrehajtani. A p, v; és
u® vektorok definicidja alpjin nem igazdn meglepd, hogy a —do pozicié az
igazan alkalmas pivot-pozici6. Ennek hatdsit a kovetkezé sbran mutatjuk
be.

—¢ ... € ...|0 0]... Ej—ﬁ%dj —Zo
0 0 :
b; Tij :> ‘ T‘j+%z' 33;
; : 0 0 ; _
—do|... d ...|1 1. % =3
2. ébra

A transzformdcié feltétele dg # 0, de ez nyilvan teljesiil, hiszen egy olyan
sllapotnal voltunk, amikor a p illetve b vektorok kiszadmithaték voltak. A
—dg pozicién val6 pivotalds utdn nyert tabla a 3. dbrdn lathaté.

0 p —¢co/do

0 T=V=U q

1 —1/dod —1/dy
3. dbra

Vegyiik észre, hogy itt p és q a tébla részévé valt, mig a b vektor mar nem
taldlhaté meg a bazistablan. Ha ezen a tabldn tjra dontiink a pivot pozicié
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megvélasztdsarol, akkor ismét az (s, k) illetve (k,r) pozicikat jelolné ki a P,
Pivot szabdly, de jelenleg ezeken a pozicidkon a

Tek + %bs B %bs illetve a 7%, + %bk e d—(r)bk
értékek allnak. Akér vy akdr u®*) definiciéjat nézzilk meg, ezek az értékek
nem lehetnek nullak. Tehdt az el6irt pivot végrehajthaté. (Igaz, ezt megel6-
zéen egy speciélis pivotot is végre kellett hajtanunk.)

Mivel az eredetileg meghatérozott pivotéldst csak egy tovabbi segitségével
lehet végrehajtani, ezért kettds pivotildsrdl beszéliink. A kettds pivotélds
szembetiin elénye: utdna ugyanolyan vektorok alapjin dontiink a pivot
pozicié kivélasztdsardl, mint elbtte, azaz az el6jelstruktira szempontjabél
a kettOs pivot nem zavarja meg az eljsrast.

Ha a P. Pivot szabdlyt azzal pontositjuk, hogy szilkség esetén kettSs pi-
votot hajtunk végre, akkor igaz a kovetkezo 4llités:

1. Lemma Kettds pivot legfeljebb egyszer fordulhat elé. g

Ha az aktudlis bazisunk B’ olyan, hogy a g(x) = dTx fiiggvénynek nem
nulla szintvonaldn vagyunk, akkor a P. Pivot szaballyal vélasztott baziscsere
esetén g(x") # O lesz, vagyis nem keriilhetiink a nulla szintvonalra, amely
gondot okozhatna. A kettbs pivot elvégezhetéségének a feltétele szintén az,
hogy az aktuélis bazismegolddsunk esetén a d)y # 0 teljesiilion. Igy az aldbbi
feltételezéssel éliink.

1. Feltétel

{xeR": Ax=b}N{xeR":d"x =0} =0.

Az 1. Feltétel lényegében az elfajuls esetet zarja ki, vagyis azt, amikor
a megolddshalmaz része a g(x) nulla helyeinek a halmazénak (amely tulaj-
donképpen egy hipersik). Az 1. Feltétel nem igazan erés megkotés.

3. Egy criss-cross tipusii algoritmus

Ebben a fejezetben bemutatjuk a hiperbolikus programozasi feladat megolds-
sdra megfogalmazott criss-cross tipusi algoritmusunkat. Igazoljuk végességét
és két egyszerii példan illusztraljuk miikodését is. Mielétt ratérnénk az algo-
ritmus részletezésére, réjuk ki a hiperbolikus programozasi feladatra szokésos
pozitivitdsi megkotést, amelyre a késGbbiek sordn sziikségiink lesz:
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2. Feltétel
Pc{xeR":d7x>0}.

1. Algoritmus

Legyen adott egy By indulé bézis, amely kielégiti az (1.) feltételt.

1. 1épés; Szémitsuk ki a dg = dLB~'b és cg = c5 B~ b értékeket
illetve a p:=Cy — %EN és q := 1/dob vektorokat.
Legyen [ :={i € Jg : b; <0}u{i & Jp : p; < 0}.

Ha I = () akkor az alébbi esetek fordulhatnak el6:

0
(1) ® 0 @
@ 0 ®

- 1

4. abra

Optimaélis megoldds. STOP.

0| ® - &
0 (3]
2 : E
0 (5]
1 =]
5. dbra

Optima&lis megoldds. STOP.

25

kiilénben legyen 7 := mi;li és menjink a 2. lépésre.
1€
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2. lépés: Har e Jg
akkor (Dudl iterdcid)
szamoljuk ki a u(™ vektort és legyen
J={jéJp u,; <O}
Ha J = § akkor P =, STOP

kiilénben legyen s := min j.
jeJ

Ha 7., = 0 akkor hajtsunk végre egy kettds
pivotot a dy és az (r, s) pozicién,

kiilénben pivotéljunk az (r, s) pozicién.

kiilsnben ( Primdl iterdcid)
szamoljuk ki a v, vektort és legyen
J:={j € Jp:uj >0}
Ha J=0 akkor D= §, STOP

kiilénben legyen s := min j.
jeJ

Ha 7, = 0 akkor hajtsunk végre egy kettds pivotot
a dp és az (s,7) pozicién,
kiilénben pivotéljunk az (s, r) pozicién.
Menjiink az 1. lépésre. O
Az algoritmus végességének a bizonyitasa el6tt vizsgaljuk meg a megsllasi
kritériumait. A 4. dbran 1év$ eldjelstruktiira primédl megengedett megolddst

jelent és a —dp < O miatt a 2. Feltétel (is) teljesiil. (A dyp = O esetet a
2. Feltétel kizarja.)

0
D 0 D
b 0 @
+ 1

6. abra
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A 6. 4dbran 1évé eldjelstruktira eléforduldsat kizérja a 2. Feltétel, mert a
—dp > 0 nem lehetséges, ha primal megengedett megoldasunk van.

Az 5. dbrdn 1athaté eléjelstruktiirdval leirt megdlldsi feltételt két részlet-
ben térgyaljuk attdl fuggden, hogy a —1/do < O vagy pedig a —1/dp =
0. Kezdjik az egyszeriibb esettel, amikor is —1/dy < 0. Figyelembe véve
a q vektor definiciéjat, kapjuk, hogy a b > 0, azaz primdl megengedett
megolddsunk van (és a 2. Feltétel is teljesiil). A p > 0 osszefuggést (is)
figyelembe véve, megoldasunk optimalis.

A —1/dy = 0 esetet a kovetkez6 lemma segitségével oldjuk meg.

2. Lemma Legyen adott a kovetkezd eljelstruktirdji tdbla:

0|®...®

0 57
@

1 0

Ekkor a (P) feladatnak létezik megengedett megolddsa, a célfigguény korldtos
és az optimdlis célfiggvényérték csak hatdrériékben dllithato eld.

Bizonyitds. A fent ldthaté el6jelstruktira azt jelenti, hogy a

min cTu

Au — 1 = 0
dTu = 1 (Sp),

u > 0

T 2 0

feladat egy optimaélis bazismegolddsandl vagyunk, (¢ := cTd optimumérték-
kel) amely esetén 7 = 0, vagyis el6éllitottuk az

Au = 0
dTu = 1
u > 0

feltételrendszer egy megengedett megolddsat, az @i := q > 0 vektort. Ekkor
poliédertink nem korldtos és egy olyan irdnyhoz jutottunk, amely esetén az

Xk ‘= Xo+ ki € P
pontsorozat (xg € P és dTxq = 1) a kovetkezé tulajdonsdggal rendelkezik:

_efxp cTxo+kea  cTxo+keTa _ eTxg + k¢
Yok = qTx, ~ ATxo + kdTa  dixo+ &k  k+1
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Konnyen beldthatd, hogy a ¢ x monoton nem névekvd sorozat. Ha € > 0
pontossdggal akarjuk elééllitani a feladat megolddsat, akkor

— dp
k(xo,€) = w

kiiszobszdm adédik. m

Az 1. 1épés (2) esetéhez (5. dbra) kapcsolédik még az alabbi eljelstruktira
is (7. dbra), amelynek az eléfordulasst a 2. Feltétel kizarja.

Ol --- &
0 2]
o
1 +
7. abra

Az 1. Algoritmus végességének bizonyitdsa sordn mindvégig a 3. dbran
ldthaté tablat hasznaljuk, hiszen a pivot szabdlyt is ehbhez kapcsolédéan
definidltuk, azzal a kiegészitéssel, hogy a q vektor helyett mindenkor a b
vektorral dolgozunk. Az indokldsunk az un. ortogonalitdsi tételre épiil ([6],
2.5. Tétel). Mivel a kettds pivot nem valtoztatja meg a belépé és tdvozs vek-
tor kivdlasztdsdnak a szabdlydt, ezért a végesség bizonyitdsanal nem jatszik
szerepet (1. Allitds és 1.6 Lemma). A bizonyitds menete kiveti Terlaky [11]
bizonyitdsat.

1. Tétel A hiperbolikus criss-cross mddszer (1. Algoritmus) véges.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitst alkalmazunk, azaz tegyiik fel, hogy elja-
résunk nem véges. Mivel véges sok bazisunk lehet, ezért ez azt jelenti, hogy
valamelyik végtelen sokszor eléfordul. Ez csak tdgy lehetséges, ha az eljards
ciklizal. Jelolje az I* halmaz a ciklus sordn belép6 valtozék indexeinek a hal-
mazat (ezek nyilvdn pontosan azok, amelyek egyben a ciklus soran tavoznak
is). Legyen | := max i. Figyeljiikk az I. véltozé mozgdsat. Fkkor négy eset

lehetséges:

(a) az l. valtozé primdl iterdciéndl lép be a bazisba és primal iterdciénal
tavozik a bazisbdl;

(b) azl. viltozd primal iterdciénal 1ép be a bazisba és dual iterdciénal tavozik
a bézisbol;
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(c) az l. valtozé dudl iterdciénal 1ép be a bazisba és primal iterdciénal tdvozik
a béazisbdl;

(d) azl. véltozé dudl iterdciéndl 1ép be a bazisba és dudl iterdciénal tavozik
a bézisbdl.

A 8. dbra mutatja a négy pivot tébla elGjelstruktiirdjat amikor az l. védltozé
belép illetve tdvozik a bazisbdl (feliil a p vektor sora taldlhaté, mig jobbra
az utolsé oszlopban a q vektor helyén (3. dbra), a b vektoré). Az (A) tébla
azt mutatja, amikor az . valtozé primal iterdciéndl belép, a (B) tdbla azt a
helyzetet, amikor az l. véltozé primadl iterdciénal tdvozik a bazisbdl. A C

tébla azt mutatja, amikor az l. viltozé dudl iterdciéndl belép, és végiil a (D

tébla azt a helyzetet, amikor az [. valtozé dudl iterdciéndl tavozik a bazisbol.

l s

D D — —
5] S]

(S

) +

() (D)

8. dbra

Vizsgaljuk meg sorra a lehetséges eseteket. A konnyebb érthetdség kedvéért
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a megfeleld sor- illetve oszlopvektorok eldjelstruktirajat is megadjuk. (Ezek
definiciéja megtalalhaté Klafszky és Terlaky cikkében ([6], 433. oldal). Ter-
mészetesen nem szabad elfelejteni, hogy bizonyitdsaink — lévén hiperbolikus
programozasrél sz6 és nem linedris programozasrél - az (A, —b) métrix és
(c,0) vektor altal kifeszitett altér helyett a Lin((A, —b,0); (¢,0,0); (4,0, 1))
altérben torténnek.)

Mivel az (a), (c) és (d) esetek bizonyitdsa azonos technikst igényel, mig
a (b) eseté ezektol kissé eltérét, ezért elbszor az (a), (c) és (d) esetek bi-
zonyitdsdval foglalkozunk.

(a) Az l. valtozé primdl iterdciéndl 1ép be a bdzisba illetve az L.
valtozé primdl iterdciéndl tévozik a bézisbol és a belépd valtozé az s. Ekkor
a 8. dbra (A) és (B) tabldjat kell figyelembe venniink. Az ortogonalitdsi
tételt haszndlva azt kell kapnunk, hogy az (A) pivot tabla p sora merdleges
a (B) tabla s. oszlopdra.

Az ortogonalitdsi tételt a p vektor sordra és az s. valtozé oszlopéra kell al-
kalmaznunk. A p vektor soranak eléallitdsakor a p vektor definici6jst vesszitk
figyelembe, azaz t(P) = () — %‘01 t(@d, (Ebbd! azonnal adédik, hogy a ¢
és d oszlopdban 1 illetve — 2 4ll.)

I b cd
tP =[® ... o][-[0[1][-2]
t, =[o ... ol+|0]z[d]

Ekkor a t,Tt(P) < 0 adédik, figyelembe véve a ps elbjelét is, hiszen p, =

cs — # dy <0, ami Gjra ellentmondést eredményez.
do J

(c) Azl véltozé dudl iterdciéndl 1ép be a bézisba, a tévozsé valtozd
az r. illetve az [. valtozé primél iterdciéndl tdvozik a bazisbél. Ekkor a
8. abra (C) és (B) tabldjét kell figyelembe venniink. Az ortogonalitasi tételt
hasznélva azt kell kapnunk, hogy a SC) (teljes) pivot tdbla r. sora merdleges
a (B) tébla s. oszlopdra. Tehdt a t) és a t, vektorok merdlegesek.

! b ¢ d
) =[6 - e[=[=]0]0]
t: =[0 ... 6[+[0]+]+]

Ekkor nyilvdnvaléan t,Tt(") < 0, ami ellentmond az ortogonalitdsi tételnek.

(d) Az L. véltozé dudl iterdciénal 16p be a bézisba, a tdvozé valtozé
az r. illetve az l. valtozdé dudl iterdcidéndl tdavozik a bézisbél. Ekkor a 8.
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ébra (C) és (D) tabldjat kell figyelembe venniink. Az ortogonalitdsi tételt
hasznélva azt kell kapnunk, hogy a (C) (teljes) pivot tabla 7. sora meréleges
a (D) tébla b oszlopéra.

I b cd
t=[@ ... ®[-][— [0]0]

t, =[® ... &[-[-1[*]x]

A t{) c-vel és d-vel jelolt pozicidin azért all nulla, mert a c-nek és d-nek
sorvektorok felelnek meg (,,bazisban” vannak), mig a t, vektornal a * mindkét
esetben azt jelenti, hogy akdrmilyen érték allhat ott. Ekkor a t,Tt(") > 0
adédik, ami ellentmond az ortogonalitési tételnek.

Végiil térjiink ra a (b) eset targyaldséra.

(b) Az L. véltozé primal iteraciéndl 1ép be a bazisba illetve az I.
valtozé dudl iterdciénal tévozik a bazisbél. Ekkor a 8. abra (A) és (D)
tabldjat kell figyelembe venniink.

Az (A) t4blabél nyert vektorokat ‘-vel, mig a (D) tablabdl nyerteket ’-vel
jeloljuk, és igy nem okoz gondot, hogy mindkét tablabdl elééllitjuk a p-nek
megfeleld sor-, illetve a b-nek megfeleld oszlopvektorokat. A b-nek megfeld

oszlopvektorokat normaljuk 1igy, hogy a d-hez tartozé koordinita —1 legyen.
Ekkor az aldbbi vektorokat nyerjuk:

I b cd
t(P)'=|e; €B|—|0|1J'—§‘E.l
bo=le ... eo|-|g| | 1]
illetve a
! b cd
tP'=lo ... @ofo|1]-%]
tia zle}a @l*l‘}fl?{f _1]

Ekkor a merdlegességi tulajdonsdg miatt t’t”Tt(p)’ =0és ti)Tt(p)” =0

adddik, azaz 0 = t @) 4 ti)Tt(p)”. Azonban a fenti eléjelstruktiirat
figyelembe véve a két szorzat Osszege pozitivnak adédik, ami ellentmodés. A
tétel bizonyitasat befejeztik. m
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Végezetil két példdval illusztraljuk az algoritmus miikodését. Példdinkat
Martos [9] konyvébdl vettik és igy azonnal alkalmunk nyilik az algoritmu-
sunkat osszehasonlitani egyéb jél ismert médszerekkel. Igazdn nem meglepd,
hogy algoritmusunk més bazisokon keresztil kozeliti meg az optimalis megol-
dést, hiszen rendelkezik az 0sszes criss-cross algoritmus azon tulajdonsdgaval,
hogy sem nem primél, sem nem dudl megengedett bazisokat is meglatogat,
illetve a célfuggvény véltozdsa nem monoton.

Tekintsiik az elsé példat Martos ([9], 170. oldal} konyvébdl, amellyel sajat
modszerét illusztrélja.

1. Példa Keressik meg a @ fiigguény minimumdt.

_ 243)‘1 +6
Penes) = e
—z1+zy < 1
Ty — T < 1
Ty, T2 2 0

A feladat megengedett megoldas halmazdnak a csicsal a kovetkezok:
%1 = (1,0), %9 = (0,0), k3 = (0,1). A figgvényértékek pedig: ¢ =
6, 9o = 6, P53 = 3. Martos moédszerével az X1 csiicsbél az Xg csicsba
nem lehet kozvetleniil eljutni, mert nincsen kozbiilsd, primél megengedett
megoldas, ezért kénytelenek vagyunk az tin. regularizdcidt [9] végrehajtani,
ami nem jelent egyebet, mint egy specidlis 1ij feltétel hozzdvételét a fela-
dathoz. Esetiinkben ez az

T+ 12 <2

feltétel és igy tovabbi két primdl megengedett megolddst nyeriink %4 =
(1/2,3/2), %g = (3/2,1/2). Az %7 csiicsbdl kiindulva az Xy, %4 csicsokon
keresztiil jutunk el az optimédlis megolddshoz, az Xg csicsba, azaz hdrom
béziscserére és regulariziciora volt szikégunk a megoldds soran.

Ezzel szemben, ha a criss-cross médszert alkalmazzuk a feladatra és az %q
csicsbdl indulunk el, akkor az algoritmusunk szerint azonnal egy kettés pi-
votot kell csindlnunk, amelynek a végén az Xg csicsra érkeziink. A kovetkezd
lépésben az optimalis Xg csiicsra lépiink. A megoldds soran két 1épést tettiink
és a kettos pivot miatt hdrom béziscserét hajtottunk végre, de més 1itvonalon
jutottunk az optimalis megoldashoz.

Térjiink rd a masodik példdra, amely Martos Béla konyvének [9] a 177.
oldaldn taldlhaté meg és a hiperbolikus szimplex médszer illusztrildséra szol-
gal.
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2. Példa Keressiik meg a @ fiigguény minimumdt.

_ —6$1 b 5232
‘P(xl,IQ) - 21'1 7
Ty +2zp < 3
311 +2I2 < 6
T1,I2 Z 0

Az ;7 = T2 = 0 megengedett megolddsa a feladatnak és ekkor az in-
dulé bézisvéltozdk az y; és ya (mesterséges véaltozék). A hiperbolikus szim-
plex mddszer segitségével a kovetkezd bazisok nyerhetdk: {yy,y2}, {z2,y2}
és {z2,21}. A harmadik bazis optimélis megoldast szolgsltat. Két iterciéra
volt sziikség és természetesen (lévén szimplex tipusid médszerrdl sz6) a cél-
fuggvény monoton csokkent és a kozbiils bazisok primal megengedettek
voltak.

A hiperbolikus criss-cross médszert alkalmazva a feladatra a kovetkezd
bézisokhoz jutunk: {y;,y2}, {z1,y2} é {z1,22}. Esetiinkben a masodik
béazis dudl megengedett és primal nem megengedett. A célfiiggvény véltozasa
nem monoton, vagyis a megolddsunk magan viseli a criss-cross médszerek
jellemvondsait és szintén két iterdciéban oldottuk meg a feladatot, mint a
hiperbolikus szimplex médszerrel.
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THE FINITE CRISS-CROSS METHOD FOR HYPERBOLIC PROGRAMMING

In this paper the finite criss-cross method is generalized to solve hyperbolic pro-
gramming problems. Like in the case of linear or quadratic programming the criss-
cross method can be initialized with any, not necessarily feasible basis solution.
The finiteness of the procedure is proved under the usual mild assumptions. Fi-
nally, some small numerical examples illustrate the main features of the algorithm.



