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FOLYTONOS KS LIPSCHITZ-FOLYTONOS GLOBALIS
OPTIMALIZACIO: ALGORITMUSOK ES
ALKALMAZASOK

PINTER JANOS
Faculty of Management, Dalhousie University, Canada

A dolgozat célja a folytonos és Lipschitz-folytonos szerkezetii globdlis (t6bb-
extrémumi) optimalizalsi feladatok korének attekinté térgyalasa. Ossze-
foglaljuk a globdlisan konvergens adaptiv particiés algoritmusokra vonatkozo
alapfogalmakat és f6 eredményeket, és targyaljuk az implementécié kérdéseit
is. Végiil néhdny alkalmazisi esettanulményt ismertetiink. A dolgozat a
Pintér (1995b) monografian, illetve az annak alapjén benyijtott akadémiai
doktori téziseken alapul. A technikai részleteket illetden erre a konyvre, vala-
mint az irodalomjegyzékben felsorolt munkékra utalunk.

Kulcsszavak: Folytonos é Lipschitz-folytonos globélis optimalizacio; globali-
san konvergens adaptiv particiés algoritmusok; implementéciés kérdések; az
LGO integralt modellfejlesztési és algoritmus programrendszer; alkalmazdasi
esettanulmanyok.

1. Bevezetés

A dontéshozatal alapvetd emberi tevékenység. Dontéseink egy része igen
egyszerti, é kovetkezményeik sem il lényegesek; sok mas dontési szitudcio
viszont egyéltalin nem trividlis, és a dontéshozd(k) feleldssége komoly. A
déntési feladatok szdmszeriisitett megfogalmazdsa nem mindig indokolt, és
sok esetben nem konnyii. Az emlitett nehézségek ellenére, a megfeleld kvan-
tifikacié — dontési modell megfogalmazésa és numerikus elemzése — gyakran
segiti az objektiv(ebb) dontéshozatalt.

A tudoményos kutatdsban, miiszaki és gazdasagi feladatok megoldédsa
sorén megfogalmazott dontési (optimalizdcids) modellek tipikus alapszerke-
zete a kivetkezd: optimalizalandé egy kivalasztott (elsédleges) célfiiggvény
értéke — a dontés realitdsat biztosité — korlatozé leltételek mellett. Ennek
megfeleléen, a matematikai programozas alapmodellje a kovetkezd generikus

1Beérkezett 1996. julius 29.
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feladattipus vizsgélataval foglalkozik:
min f(z) z€eDCR" (1)

Az (1) optimalizalasi feladatban = a dontést leiré n-valtozés valds vektor; a
dontési feladat célfiiggvényét f : IR™ — IR, a megengedett dontések (nem
iires) halmazat pedig D C IR™ jeloli. A megengedett halmaz tipikusan a

D={fj(z)<0 j=1,...,J} (2)

alakban adott; f; : R™ — R! j = 1,...,J az z-re vonatkoz6 feltételeket leiré
fliggvények.

Az (1)—(2) szerkezetii modell globalisan optimélis megoldésa elemi ana-
litikus feltételek mellett 1étezik. (Példaként itt Weierstrass tételére utalunk,
amelynek értelmében D korldtos és zart volta, f folytonossaga esetén az (1)
feladat optimalis megolddsainak halmaza nem iires.)

A folytonos numerikus optimalizdcié elméletének sarkalatos klasszikus
feltevése szerint ez az optimdlis dontés lokalis informAcién alapulé keresési
eljrdsokkal egyértelmiien meghatdrozhats. Ez a feltevés sok gyakorlatilag
fontos esetben helytélls. Példaként a konvex programozési paradigma — kon-
vex D halmaz, szigorian konvex f fiiggvény — keretében leirhaté feladatok
széles osztdlya emlitheté: itt egy megfelel§ lokdlisan konvergens algoritmus
ltal meghatdrozott optimumpont (1) abszolit (globalis) megoldasa.

A numerikus analizis és operdcidkutatds modelljeinek, algoritmusainak
és modellalkotési-dontéstamogaté rendszereinek tilnyomé tobbsége — ldsd
pl. Bachem, Grétschel és Korte (1983), Murtagh és Saunders (1983), Hillier
és Lieberman (1986), Brooke, Kendrick és Meeraus (1988), Fourer, Gay és
Kernighan (1991), Schrage (1991), Wolfram (1991), Powell (1992), Press,
Teukolsky, Vetterling és Flannery (1992), Moré és Wright (1993), Winston
(1994), Heckert és Filliben (1995), MathWorks (1995), Reinhardt (1995).
Schittkowski (1995) munkéit — értelemszerilen lokalis megolddsok meghata-
rozésdra szoritkozik.

Nyilvdnvalé ugyanakkor, hogy léteznek olyan — gyakorlatilag is fontos —
feladatosztélyok, amelyek a globdlis optimum mellett més (lokalis) optimum-
helyekkel is rendelkezhetnek. Tekintsiink példaként egy nemlinedris egyenlet-
rendszert, amelynek az egzakt megoldds(ok)on tilmenden lokélis (pszeudo)
megolddsai is vannak. Ezek esetében a megfeleléen képezett hibafiiggvény
abszohit értéke pozitiv; az egyenletrendszer megoldasara alkalmazott lokalis
keres6 médszerek globdlis megolddshoz valé konvergencidja pedig éltaldban
véve nem biztositott.

Egy maésik példaként ‘fekete doboz’ (black boz, oracle) rendszerek optiméa-
lis bemené paramétereinek meghatdrozasa emlithets, A ‘fekete doboz’ pél-
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déul egy altalunk analitikusan nem ismert — vagy explicit formaban gyakor-
latilag nem kezelheto — rendszermodell lehet, amelyet a modell-output és a
rendelkezésre 4116 mérési adatok dsszevetése alapjan szeretnénk kalibrdlni. Az
egyes paraméter-kombinécick mindsége gyakran csak szdmitdsigényes méd-
szerekkel — pl. Monte Carlo szimulécios ciklusok végrehajtésa, vagy egy
‘beépitett’ differencidlegyenlet-rendszer numerikus megolddsa stb. 1itjan —
értékelhetd ki.

Az emlitett példakban — és szdmos més hasonlo esetben — a fent emlitett
konvexitasi feltételek nem mindig teljesiilnek, illetve azok ellendrzése nem
kényelmes, vagy gyakorlatilag Kkivihetetlen. Ezért az indukalt dontési feladat
tetszoleges lokalis megoldasanak globdlis optimalitdsa nem garantélt. Mivel
a lokalis megolddsok szdma és mindsége altaldban szintén nem ismert, in-
dokolt a globdlis megoldds meghatdrozdsara irdnyuls, meglelelé médszer al-
kalmazasa.

A globélis optimalizacié (GO) a matematikai programozési feladatok ab-
szoliit megoldasdnak meghatdrozdsara irdnyulé algoritmusok elméletével, gépi
realizéciés kérdéseivel és alkalmazasaival foglalkozik. A GO legelsé ered-
ményeit ismerteté munkdk az 1960-as évek elejétol kezdve jelentek meg az
operaciékutatasi irodalomban (lésd pl. Moore (1962), Kushner (1964), Tuy
(1964), Mockus (1967), Piyavskii (1967), Neimark és Strongin (1969)). A
tudoményteriilet népszeriisége az utébbi két évtizedben igen szamottevden
nétt: példaként Dixon és Szegd (1975, 1978), Strongin (1978), Wilde (1978),
Ziclinski é Neumann (1983), Evtushenko (1985), Fedorov (1985), Zilinskas
(1986), Pardalos é Rosen (1987), van Laarhoven és Aarts (1987), Forgé
(1988), Ratschek és Rokne (1988), Mockus (1989), Rinnooy Kan és Timmer
(1989), Torn és Zilinskas (1989), Diener (1990), Horst és Tuy (1990), Zhigl-
javsky (1991), Zhigljavsky és Zilinskas (1991), Floudas é& Pardalos (1992),
Hansen (1992), Horst és Pardalos (1995) munkait emlitjiikk meg.

A GO iranti novekvo érdeklbdést tikrozi az 1991 éta megjelent Jour-
nal of Global Optimization, é a Kluwer Academic Publishers dltal inditott
Nonconvez Optimization and ils Applications cimii konyvsorozat is. A je-
len dttekinté dolgozat alapjéul szolgalo monogrifia (Pintér, 1995b) ebben a
sorozatban jelent meg.

Az emlitett konyv a folytonos, ill. Lipschitz-folytonos szerkezetii GO fe-
ladatok megoldasdra szolgalé algoritmusok egységes elméletét, implemen-
taci6jat és néhany alkalmazasat targyalja. Fzen beliil kiilonos hangsilyt
kap az adaptiv, gradiensmentes (direct) particiés stratégidk osztélya: ezek a
médszerek a D megengedett halmaz szekvencidlis felosztaséihoz vezetnek, és
igen dltaldnos feltételek mellett rendelkeznek globdlis konvergencia-tulajdon-
ségokkal. A determinisztikus particios moédszerek mellett — véletlen keresé
eljarasokon, illetve ezeknek lokélis médszerekkel kombindlt kiterjesztésein
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alapulé — adaptiv sztochasztikus algoritmusokat is targyalunk, Az emlitett
médszertipusok alkalmazdsa elsésorban olyan esetekben Javasolhaté, amikor a
feladattal kapesolatban rendelkezésre 4116 strukturalis informécié ‘minimalis’,
illetve annak hasznalata nem kézenlekvé. (Itt utalunk a kordbban emlitett
feladattipusokra; tovabbi példikat késébb sorolunk fel.)

A dolgozat célja a folytonos, illetve Lipschitz globdlis optimalizdlasi [e-
ladatok korének attekinté targyaldsa, a fent emlitett konyv alapjan. (A dol-
gozatban alkalmazott jelolések is ezt a munkat kévetik.) Osszefoglaljuk a
globidlisan konvergens adaptiv particids algoritmusokra vonatkozs alaplogal-
makat é [6 eredményeket, és kitériink az implementdcié kérdéseire is. Végiil
néhany alkalmazdsi esettanulmdnyt ismertetiink. A konyvben tdrgyalt széles
koril irodalomjegyzékbél csak a legfontosabbakat emeljiik ki.

2. Glob4lis optimalizicié: modelltipusok és algoritmu-
sok

A Pintér (1995b) munka I. része a GO témakéréhez szolgdl révid bevezetés-
ként; két fejezetet foglal magaban (terjedelme kb. 40 oldal). Az &ltaldnos
globalis optimalizdldsi probléma (GOP) formalisan azonos az (1) feladattal,

min f(z) re€DCRY (3)

a kovetkezé — minimalisan eldirt — analitikus feltételek mellett:
® a megengedett megolddsok D halmaza korlitos és testszerii (robust,
tehat egy nem ures, nyflt halmaz lezdrdsa) I2"-ben;
e az f: D — R' célfiiggvény folytonos.
lusztrécicképpen tekintsiik az 1. abrat, amely egy GOP-t mutat be: kere-

sendé a Lipschitz-folytonos, tobbextrémumi célfiiggvény abszoldt minimuma
egy kétdimenzids intervallum-tartomény felett.
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1. dbra: Kétdimenzids intervallum felett definidlt tobbextrémumi fiigguény

Jelolie X* a (3) feladat globélis megoldasainak halmazit. A fenti elemi
feltételek biztositjak, hogy X* nem iires; legyen z* € X* esetén z* = f(z*).
Nyilvdnvalé, hogy z* garantalt becsléséhez — véges szdmi D-beli pont-
ban meghatdrozott figgvényérték alapjén — az f folytonosséganal erésebb
feltétel sziikséges. Ez leggyakrabban a kovetkez6 alaku:

e f: D — R! Lipschitz-folytonos, tehét tetszdleges z,y € D pontpéarra
nézve fennall

1
|f(z) = f(@)! < Lllz -yl - (4)

L = L(f, D) az [ fiiggvény (minimélis) Lipschitz-konstansa a D hal-
mazon (ill. annak egy tetszéleges — érvényes — felsé becslése); || - ||
pedig az euklideszi norma.

Elméletileg a (3) GOP megolddsa X* Osszes elemének és a 2* optimum
értékének meghatédrozasat jelenti. Az algoritmikus kezelhetdség érdekében
feltesszitk még, hogy
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o X* legfeljebb megszamlathato.

Megjegyezzik, hogy a legtobb gyakorlati feladat esetében X* véges; sok
esetben X* csak egyetlen * pontot tartalmaz.

Az ltaldnos globélis optimalizdlasi feladatosztaly legfontosabb specidlis
kategéridit a konyv 1.1. fejezete ismerteti. Ezek a kovetkezdk:

e konkdv minimalizdlds (CM);
e differencidlis konvex (DC) programozas;
e folytonos, ill. Lipschitz globlis optimalizécié (CGO, ill. LGO).

Itt csak az LGO probléméra (LGOP) utalunk, amelyben az f := f,
Lipschitz-folytonos célfiiggvény mellett a (2) alakd 1) halmaz is Lipschitz-
folytonos f; : R* — IR j =1,...,.J feltételi fliggvények &ltal definialt. Az
LGOP feladatosztdly igen altaldnos; egyebek kozott tartalmazza a CM és DC
feladatok osztalyat is. (CGOP még ennél is dltaldnosabb, hiszen abban csak
a problémét definidlé fliggvények folytonossigat tételezziik fel.) Az LGOP
vizsgdlatdra iranyuld kutatdsok szinvonalas dttekintését illetéen Horst és Tuy
(1990), Hansen é Jaumard (1995) munksit emlitjiik.

Az 1.2. fejezetben a kovetkezé gyakran alkalmazott megoldasi stratégidkat
targyaljuk roviden:

o ricsfedéssel, illetve véletlen kereséssel kombindlt lokalis algoritmusok;

e szekvencidlisan javuld lokdlis megoldédsok elésllitédsa (pl. tunneling);

® az Osszes lokdlis és globdlis optimum elé4llitésdra irdnyuls (pl. sta-
ciondrius pontokat keres$) médszerek;

e relaxécids (szekvencidlisan finomitott kiilsé approximécién alapuld)
eljarasok;

® a korldtozas és szétvdlasztés (branch and bound, B&B) elvén alapuls
médszerek.

Megjegyezziilk, hogy a jelen dolgozatban (a konyvben) kozponti témaként
targyalt adaptiv felosztdsi stratégidk osztilyahoz tartoznak a B&B tipusd
algoritmusok is.

3. Adaptiv particiés médszerek folytonos és Lipschitz
szerkezeti feladatok megoldasira

Az elméleti targyalds gerincét a konyv I1. részének hét fejezete alkotja (mint-
egy 110 oldalnyi terjedelemben). A 2.1. fejezetben bevezetjik az &ltaldnos
particiés algoritmus-séma (PAS) fogalmat.

2.1.2. Definicié. Legyen D C IR™ testszerii, I pedig egy véges indexhalmaz.
{D; : i € I} a D halmaz egy testszerd felbontdsa, ha D; i € I testszerii
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halmazok, amelyekre nézve érvényesek az alabbi reldciok:

D=\JD: é DinD;=68D)N6D;) ijel, i#] (5)
il
itt §(D;) a D; halmaz hatarét jeloli.
2.1.8. Definicié. Legyen adott D egy testszerii felbontdsa. A P{D;, f(D:)}
particié operétor egy olyan funkciondl, amelynek értékét a D; halmazbdl
kivélasztott z;(m) mintavételi pontok (sample points) és az azokban felvett
zi(m) = f(zi(m)) fiiggvényértékek hatdrozzdk meg:

P{D;, f(D:)} = P{zi(m),z:(m); m= ..., M} (6)

Egyszerii példaként egy n-dimenziés intervallum részintervallumokra valé
felbontasat emlitjiik: & mintapontok pl. a részintervallumok kivélasztott csics-
pontjai és/vagy belsé pontjai lehetnek. Megjegyezziik, hogy P{D;, f(D:)}
értéke tipikusan fiigg néhdny mds algoritmus-paramétertdl is, mint pl. a
Lipschitz-konstans (példakat késébb idéziink).

Particiés algoritmus séma

0. (Kezddértékek besllitasa) Legyen k := O (iterdcids index); az Io :=
{0} indexhalmaz és Do := D, {D; : i € Iy} = {Do} definidlja a
kezdeti felbontast.

1. (Mintavétel.) Minden ¢ € Iy, esetén védlasszunk mintapontokat D;-bél,
és hatarozzuk meg az ezekben felvett figgvényértékeket.

2. (Aggregicié.) Az {zi(m),zi(m); m=1,... , M;} informécié alapjan
hatsrozzuk meg a P{D;, f(D;)} i € I, értékeket.

3. (Kivalasztds.) Legyen t olyan index, amely kielégiti a

P{Dy, f(D1)} = max P{D;, f(Di)} (7

a
feltételt: ekkor D, tovabbi felbontdsa kovetkezik.

4. (Partici6 finomitas.) A D, halmazt nem-trividlis, véges, testszeri fel-
bontasaval helyettesitjik:

Di=\J Dy DyCD l€Lg (8)
teLy

igy az 1j aktudlis particié:

{Diii€]k+1} Iy = IkU{tIZIELk}\{t}. (9)
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Ezutédn attériink az algoritmus kovetkezd ciklusdanak 1. lépésére (k :=
k+1).

Globalis optimalizalasi algoritmusok széles kre — egyebek kozott a B&B
tipusii mdédszerek osztilya — irhaté le PAS specidlis eseteként. Illusztracio-
ként itt csupan Kushner (1964) és Piyavskii (1967) klasszikus egyvaltozés
algoritmusait idézziik: ezek a

min f(z) a<z<b (10)

GOP megoldéasara szolgdlnak. Tetszéleges [zi_1,2;] C [a,b] részintervallum
€s zi1 = f(zic1),2i = f(z;) fliggvényértékek esetén a megfelels P, =
P{z;_ 1,z 21,2} particiés operatorok alakja a kovetkezd.

Kushner operdtor:

—2(fg, —e—2)(fh —e—zi1) . :
o*(z; —z;_1) }’ fis = B m o (1)

P = exp

itt fi tipikusan egy kezdeti (rogzitett) ko-elemi mintsbdl adédés optimum-
becslés, € > 0, 0 > 0 pedig szintén rogzitett algoritmus-, ill. fiiggvénymodell-
paraméterek.

Piyavskii operdtor:

P = %{L(wi —~Tic1) ~ (2, + 2i)}; (12)

itt L az f fiiggvény Lipschitz-konstansianak egy tetszéleges (érvényes) felsé
becslése az [a,b] intervallumon.

A 2.2, fejezetben reguldris particié operdtorokat — és ezeknek megfelels,
PAS szerinti algoritmusokat — definidlunk. Ezt kivetden a reguldris PAS
globalis konvergencidjara vonatkozé sziikséges és elégséges feltételek egy igen
altaldnos rendszerét hatdrozzuk meg. A kovetkezd 6t fejezetben azutén ezeket
az eredményeket specializéljuk kiillonbozé CGOP, ill. LGOP feladatosztalyok-
ra. Jelolje N a természetes szamok halmazat,

2.2.2. Definicié. A P particié operdtor reguldris, ha eleget tesz a kovetkezds
feltételeknek:

P1. A particiés részhalmazok minden szigordan egymdsba skatulydzott
{D;,} sorozata egyetlen z = Neen Di, ponthoz konvergédl.

P2. A particié operitor folytonos:

PADy f(Di)} = P{Jim Di,,f(Jim D)}, (13
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P3. Legyen {D;,} particiés halmazok egy tetszdleges (nem feltétleniil szi-
goriian) egymasba skatulydzott sorozata. Ekkor minden z € (xen Dix
esetén fennéll

P{D;_,f(Di,)} > P{z, f(z)}, k€ N. (14)
P4. A P operétor korldtos: minden D;, C D esetén fennall
—00 < P{Di,‘, f(D.k)} < 0. (15)

A részleteket itt szitkségképpen mellézve megjegyezziik, hogy — megfeleléen
valasztott particié finomitdsi eljarast alkalmazva — pl. a Kushner vagy a
Piyavskii partici6 operétorok dltal vezérelt PAS egyarédnt reguldris. A tovab-
biakban kizérélag regularis particié eperéatorokat, ill. PAS-ceket tekintiink, és
ezekre vonatkoz6 sziikséges és elégséges konvergencia-feltételeket bizonyitunk
a konyv 2.2. fejezetében.

Jelolje X* egy tetszdleges PAS tipust médszer dltal generalt limeszpontok
halmazat. A 2.2.1-2.2.7. tételek és a 2.2.1-2.2.3. korollariumok eredményeit
— a2 tomor lefrds érdekében — a kovetkezd allitasokban foglaljuk Gssze.

Al. Minden z° € X® és x € D\ X°® esetén fenndll

P{z®, f(z*)} = ¢* > P{z, f(z)} (c* egy alkalmas konstans).
(16)
A2. A P{z, f(z)} =c =z € D (c egy alkalmas konstans) reldcié ekvivalens
az X® = D reldciéval.
A3. A P{z*,f(z*)} =c* > P{z,f(z)} (z"eX*,z€ D\ X" tetszdleges
pontpér, ¢* egy megfelel konstans) reldciék egyiittesen ekvivalensek
az X = X* reldciéval

Ez szavakban kifejezve a kovetkezoket jelenti. Minden reguldris particié
operétoron alapulé PAS olyan pontsorozatot generdl, amelynek hatdrpontjai
a P operator értelmében ‘egyenrangiak’; tovibba ‘jobbak’, mint a D halmaz
hatérponttél kiilonbozé osszes pohtja (lasd Al-ben a (16) reldci6t). Ezen be-
liil két 6 esetet kilonboztetiink meg. Az elsé esetben (A2) a generdlt pont-
sorozat mindeniitt siirii a D halmazon; igy a mintabdl nyert minimumbecs-
lések sorozata tart z*-hoz, és az ezeknek megfeleld mintapontok sorozaténak
torléddsi pontjai X* elemei. Megjegyezzik, hogy ez az — els6 pillantasra
taldn trivialisnak tiiné — eredmény (és ennek meglelels algoritmus-tipus)
foként a CCOP vizsgdlata kapesan alkalmazhatd, tehat amikor a feladatot
definialé fiiggvényekrél csupéan folytonosségot tételez(het)iink fel. A méasodik
esetben {A3) a PAS olyan mintapont-sorozatot general, amelynek torlédési
ponthalmaza megegyezik az X* optimalis halmazzal. Specidlisan, ha X* =
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{z*}, akkor a generalt pontsorozat egyetlen torléddsi pontja éppen a glob4lis
optimumhely. Az A3. eset eredménye elsésorban az altalinos LGOP kapcsan
alkalmazhaté.

Hangsilyozzuk, hogy a fentickben osszefoglalt dltalinos credmények tet-
szoleges, a PAS dltal lefrhaté algoritmus-realizicié esetére nézve érvényesek.
Példaként néhdny ismert, PAS tipusi algoritmust emlitiink, amelyek — meg-
felelé parametrizacié esetén — a kovetkezéképpen osztdlyozhatok:

e A2, eset: Kushner (1964), Mockus (1967), Mockus, Tiesis és Zilinskas
(1978), Zilinskas (1981);

o A3. eset: Piyavskii (1967), Neimark és Strongin (1969), Shubert (1972),
Strongin (1978), Boender (1984).

Megjegyezziik, hogy az itt felsorolt médszerek kézvetleniil kizardlag adott
(véges) intervallum felett definidlt, egyviltozos GOP megoldasdra szolgalnak.
Eizt, a feladattipust elemezziik a 2.3. fejezetben, specializdlva 2.2. ered ményeit.
A fejezetet egy dltaldnos érvényii hatékonysdgi becslés zarja, amely szamsze-
riisiti a passziv rdcsfedés (grid search) é& a PAS algoritmusosztaly elemei
kéz6tti minoségi kiilonbséget (2.3.1. tétel, 2.3.1-2.3.9. korollariumok).

Mivel (10) a legegyszeriibb (&ltalunk vizsgdlt) standard GO feladattipus,
megolddsara kb. hdrom évtized éta ismertek egyedi globdlisan konvergens
algoritmusol; ezek hatékony tobbviltozds kiterjesztésének médja azonban a
legutébbi évekig nem volt ismert. A 2.4. fejezetben az n-dimenziés interval-
lumon definialt GOP-1 vizsgdljuk:

minf(z) a<z<b azbecR" [:R" > R (17)

és megadjuk 2.3. eredményeinek kozvetlen kiterjesztését. Az n-véltozds esetre
érvényes globdlis konvergencia-eredmény (2.4.1. tétel) és hatékonysagi becslés
(2.4.2. télel, 24.1-2.4.2, korollariumok) bizonyitésén tdlmenéen bevezetjiik
a felbonthaté particié operdtorok fogalmat.

2.4.2. Definicié. {P}, P, = P{D;, f(D;)} multiplikativan felbonthatd
particid operdtorok sorozata, ha minden P; felirhaté a kévetkezd alakban:
PA{Dy, [(Di)} = P!{{zi(m)}} x P2{{z;(m)})},

(18)
m=1,..,M, i=ik), keN.

Szavakban kifejezve: P, dekompozicidjanak elsé tényezbje csak a mintapon-
toktél, masodik tényezdje pedig csak az ezeknek megfelel6 fuggvényértékekts]
fiigg.

2.4.3. Definicid. {P}, P = P,'{D,.,f(Dl)} additivan felbonthaté particis
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operétorok sorozata, ha P; felithaté a kévetkezd alakban:

P{D;, f(Di)} = PH{{z(m)}} + PP {{z(m)}},

(19)
m=1,...,M;, i=1(k), kEN.
Ismét a korabbi példikra tdmaszkodva: Kushner (1964) operdtordnak loga-
ritmusa a 2.4.2. definici6 szerinti, mig Piyavskii (1967) operatora a 2.4.3.
definici6 értelmében kozvetlenil felbonthatd.

2.4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a {F;} multiplikativan felbonthaté particié
operdtorok sorozata kielégiti a kovetkezé feltételt: = = () [zls, zwi], i = i(k),
k € N esetén fenndll

PH{{zi(m)}} =0, vagy PH{{z(m)}} 20 (20)

Ekkor a { P;} operdtor-sorozat &ltal irdnyitott PAS tipust médszer mindeniitt
stirii pontsorozatot general a D = [a,b} halmazon; igy a minimumbecslések
sorozata f*-hoz tart, és az ezeket szolgdltaté pontsorozat minden torlddési
pontja X*-hoz tartozik.

2.4.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy a { P;} additivan felbonthatd particié opera-
tor-sorozat kielégiti a kovetkezd feltételt: z = (" [ali,zus], i = i(k), k € N,
2z = f(z) esetén fennéll

PH{{zi(m)}} 20 d& P{{z(m)}} o Pi(2), (21)

ahol P? a z argumentum szigorian monoton csékkené fiiggvénye. Ekkor a
{P;} operdtor-sorozat altal irdnyftott PAS tipusdi médszer olyan pontsoroza-

tot general a D = [a, b] halmazon, amelyre nézve fennéll az X = X™* relacié.

A 2.4.3-2.4.4. tételek alapjan kozvetleniil definidlhatunk n-viltozés —
globalisan konvergens — PAS mddszerekhez vezeté partici6 operdtorokat.
Példaként itt csak Piyavskii opeiétorénak egy lehetséges n-dimenzids altala-
nositasat mutatjuk be:

M
1 '
Pi = LH{L‘UI == wli|| = ﬁ E zl(m) . (22)
' m=1

gy olyan 1j algoritmusok széles osztélydhoz jutunk, amelyek konvergencia-
tulajdonsdgai azonnal megadhatdk, az egyvaltozés moédszerek alapjaul szol-
z4l6 célfiiggvénymodellek - gyakorlatilag analitikusan és/vagy numerikusan
nem kezelheté — altalanositdsanak bevezetését elkertilve.
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Szimplex tartomdnyon definialt particiés algoritmusokat téargyalunk a 2.5.
fejezetben. Tekintsiik a (3) alaki LGOP-t, amelyben D egy — az adott
Vo, V1, .. .,Un € IR™ vektorok &ltal meghatdrozott — n-dimenziés szimplex:

D = D(vg, vy, ..., v,) =

n ™
{zeﬂ":zzzajvj, a; 20 j7=0,1,...,n, Zajzl}. (23)
=0 =0

Az altaldnos PAS-t erre az esetre alkalmazva, a konvergencia-feltételeket ele-
mezzuk, és példaként egy megfelelé particié operatort definialunk. Erre az
esetre is kiterjesztjitk — valamivel dltaldnosabb forméban — a felbonthatd
operatorok fogalmat.

A 2.6. fejezetben az dltaldnos konvex hal mazon, illetéleg a csillaghalmazon
(star set) definidlt LGOP-t vizsgaljuk. Ezt a feladatosztdlyt — a Lipschitz-
folytonos célfiiggvény alkalmas kiterjesztésével — egy a D halmazt befoglalé
n-intervallumon definidlt LGOP-ra vezetjiik vissza (2.6.1-2.6.2. lem mak), lgy
kozvetleniil adédik a konvex, ill. esillagalaki megengedett tartomany esetére
¢érvényes konvergencia-eredmény (2.6.1. tétel). Bzt kdvetéen numerikus szem-
pontbdl kilon elemezzitk a konvex D tartoményt meghatdrozé linedris és
nemlinedris feltételek kezelését, valamint a csilaghalmaz D esetét.

A 2.7. fejezet targya az dltaldnos LGOP megolddsdra alkalmas PAS be-
vezetése, és az erre az esetre vonatkozé globalis konvergencia-eredmény bizo-
nyitasa. Tekintsiik ismét az f; § =0,1,...,J (fo := f) Lipschitz-fiiggvények
altal definialt optimalizéldsi feladatot:

min f(z) z€ DCR", D={fj(z) <0 j=1,...,M}. (24)
A (24) feladat kapcsén — a korabbiakkal osszhangban — feltessziik, hogy

oD Clab],ésaz f; § =0,1,...,J Lipschitz-fliggvények értelmezve
vannak az [a,] intervallumon;

® ha D # (), akkor elédllithaté véges szdmi testszerti halmaz unidjaként;

e az X* halmaz legfeljebb megszamldlhaté.

Fizt az igen dltalanos feladattipust illusztralandd, tekintsiik pl. egy nemlines-
ris egyenletrendszer megoldasat az [a,b] tartoményon, a megoldasra vonat-
kozé tovabbi explicit feltételek mellett.

Az alapvets PAS sémadt a (24) LGOP feladat esetére — a B&B algoritmu-
sok szellemében — kiterjesztjiik. Nevezetesen, a Lipschitz-informdcié alapjén
a D nem-megengedett, illetve szuboptimalis részhalmazainak kizdrdsara iré-
nyuld lépéseket, iktatunk be, és megadjuk a korlatok megfeleld finomitdsénak
modjat is. fgy a kovetkezé dltaldnos eredményhez jutunk.
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2.7.1. Tétel. Teayiik fel, hogy a (24) LGOP rendelkezik a fent részletezett
szerkezeti tulajdonsigokkal, és az LGOP megolddséra szolgald algoritmus
a PAS megfelelé B&B tipusi kiterjesztésén alapszik. FEkkor a kévetkezd
allitdasok érvényesek:
e ha D = 0, akkor ezt véges szému lépésben megsllapitva az algoritmus
véget ér;
e ha D nem iires, és az algoritmus véges szamu lépésben befejezddik,
akkor a taldlt optimumbecslés globélisan optimalis;

e ha D nem iires, és az algoritmus végtelen, akkor a generélt mintapont-
sorozat torlédédsi pontjainak X* halmaza azonos a globalis megoldasok
X* halmazaval.

A 2.7.1 és 2.7.2. korolldriumok ezt az eredményt specializaljak, a PAS-
B&B algoritmus posztulalt tulajdonsagainak figgvényében.

2.7.2. Korollarium. Tegyiik fel, hogy a 2.7.1. tételben a (24) feladat
szerkezetére eléirt kovetelmények fenndllnak, és a PAS-B&B algoritmust egy
additivan felbonthaté particié operdtor-tipus irdnyitja, amely kielégiti a2.4.4.
tétel feltételeit. Ekkor — minden ilyen tipusu algoritmus-realizdcidra nézve
— érvényes a 2.7.1. tétel.

Megjegyezzilk, hogy a mindeniitt siiri mintapont-halmazt generalé algorit-
musok esetére vonatkozé eredmények természetesen ebben a legaltalanosabb
targyalt esetben is fenndllnak (tehdt elvileg a 2.5-2.7. fejezetek keretében is
alkalmazhaték). A CGOP eselére nézve szamitasi szempontbdl szintén igére-
tes sztochasztikus stratégiak vizsgalataval a konyv I11. részében foglalkozunk.

4. Implementdciés kérdések, médositisok és sztochasz-
tikus algoritmus kiterjesztések

Az adaptiv particiés algoritmusok elméleti kerete rendkiviil dltaldnos, igy tig
teret biztosit szamitégépi megvaldsitdsukra. A globalis optimalizdldsi prob-
léma inherens nehézsége szi.iksggmsé teszi olyan realizdcidk megvaldsitasait,
amelyek elfogadhaté megbizhatésaggal és hatékonysdggal oldanak meg redlis
méretii GOP-kat. A konyv 111. réze ennek a kérdéskornek a vizsgdlataval
foglalkozik (hét fejezetben, kb. 100 oldalnyi terjedelemben).

A 3.1. fejezetben elsoként egyviltozds GO algoritmusok hatékony (‘taka-
rékos’) n-dimenzids kiterjesziéseit vizsgdljuk. Tekintsiik ismét a min f(x),
a<z<b(a,zbe R") feladatot; a D = [a, b] n-intervallum D; = [l muy)
(i =1(k), ke N) részintervallumolkra valé felbontdséra irdnyuls, PAS tipusi
médszereket vizsgalunk,



84 Pintér Jinos

3.1.1. Definicié., A P; particié operdtor diagonalis tipust, ha

PAD;, f(Di)} = Pi{xli, zus, f (i), f(zu;)} (25)

alakban felirhaté: P, értéke tehdt csupdn az intervallum végpontjaitsl és
az ott felvett fiiggvényértékektsl fiigg (esetleges tovabbi fiiggvénymodell-
paraméterek mellett).

A jeldlés egyszeriisitése érdekében az 7 indexet elhagyjuk, és a 21 = f(zl),
2u = f(zu) jelolést alkalmazzuk.

3.1.2. Definicié. A P diagonilis operdtor multiplikaiivan felbonthatd, ha
Plzl,zu, 2, z2u} = P{zl,zu} x Pofzl. zu} (26)

alakban felirhatd.

3.1.3. Definicié. A P diagondlis operdtor additivan felbonthatd, ha
P{zl,zu, 2l 2u} = P{zl, zu} + Pp{2l, zu} (27)

alakban felirhatd.

3.1.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P multiplikativ diagondlis operédtor ren-
delkezik a kdvetkezd tulajdonsiggal: tetszéleges x € D esetén

liinzlzliinxu:x, wl<z<zu, zl=zl(k), zsu==zu(k), ke N

(28)
maga utan vonja a
liin Pi{zl,zu} =0, vagy li’?n Po{zl,2u} =0 (29)

reldciot. Ekkor a P &ltal irdnyitott PAS — egy CGOP-ra alkalmazva —
mindeniitt siiri pontsorozatot generdl a D = [a,b] halmazon; igy a mini-
mumbecslések sorozata f(x*)-hoz tart, és az optimumbecslések sorozatdnak
minden torléddsi pontja X*-hoz tartozik.

3.1.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P additiv diagonalis operdtor rendelkezik
a kévetkezd tulajdonséggal: tetszéleges © € D esetén (28) maga utén vonja a

lim £y {al,zu} =0, és lim Po{2l, zu} = P(2) (30)

reldcidkat: itt » = f(z) és P, szigorian monoton csikkend flizgvénye z-nek.
Ekkor a P dltal irdnyitott PAS — egy LGOP-ra alkalmazva — olyan pontso-
rozatot generdl a ) halmazon. amelvnek limeszpont-halmaza azonos X*-gal.
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Altaldnos diagonalis particié operdtorok esetére nézve a kovetkezd ered-
mények adédnak.

3.1.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P{zl,zu,z2l,zu} diagondlis operator ren-
delkezik a kivetkezd tulajdonsdggal: tetszéleges © € D esetén (28)-bdl kovet-
kezik, hogy alkalmas ¢ konstanssal fennall

P{z,z,2,2} = li,rcn P{xl,zu,z2l,2u} =c (31)

Ekkor a 3.1.1. tétel dllitdsa érvényes.

3.1.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P diagonélis operator rendelkezik a kovet-
kezé tulajdonsiggal: tetszéleges x € D esetén (28) alapjén kévetkezik, hogy
a

P{z,z,2,2} = li;n P{zl,zu, 2, 2u} (32)

hatérérték z-re nézve transzlicié-invarians, z-nek pedig szigorian monoton
csékkené fiiggvénye. Ekkor a 3.1.2. tétel dllitdsa érvényes.

A 3.1.1-3.1.4. tételek dimenzié-fiiggetlen volta lehetévé teszi — egyebek
kozott — az ismert egyvéltozds algoritmusok n-dimenziés diagonalis kiter-
jesztését. A konyvben részietezett példdk koziil itt csak Strongin (1978)
operitoranak kozvetlen dltaldnositdsdt idézzik:

(2u — 21)?

P{zl,zu, 21, 2u} = K||lzu — zl|| + Klzu—ol]

—2(2l+2u);  (33)
itt K > 4L tetszdleges valds szam (L az f figgvény Lipschitz-konstansa).

A 3.2. fejezetben a Lipschitz-konstans becslésének — gyakorlati szem-
pontbél igen fontos — kérdését vizsgéljuk. Ennek sordn rdmutatunk arra,
hogy az elméleti konvergencidhoz elegendd részhalmaz-specifikus becslések
érvényes sorozatat szolgdltatni: az ebbdl szarmazé numerikus elényok igen
szdmotteviek lehetnek. Vizsgiljuk a PAS egy megfeleld realizdcidja sordn
adéd6 — determinisztikus és/ vagy sztochasztikus médszerrel generdlt — min-
tapontok alapjan megadhaté als® korlatok kiilonbozd formadit is. Ezt kévetéen
az extremalis statisztikak elméletének klasszikus eredményeit foglaljuk ossze.
Végiil egyszeriien realizélhaté numerikus médszert adunk az emlitett elméleti
eredmények algoritmusokba valé beépitésére nézve.

Az 4ltalanos (24) alaki LGOP megoldéséra a 2.7. fejezetben javasolt PAS-
B&B algoritmus-keret elméletileg korrekt (2.7.1. tétel), ennek hatékony im-
plementéciéja és konkrét feladatok kapcsan torténd alkalmazésa azonban nem
feltétleniil egyszerti. Ezért a 3.3. fejezetben réviden foglalkozunk (24)-nek
a standardizalt (n-dimenziés intervallumon definilt) LGOP-ra térténé re-
dukciéjaval. A klasszikus biintetéfuggvény-transzformécio (l8sd pl. Fletcher
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(1983), Hillier és Lieberman (1986)) a célfiggvény és a korldtozé feltételek
egyiittesét egy parametrikus aggregalt fiiggvénnyel helyettesiti: példaként az
LGOP esetén jol alkalmazhaté

f(z,p) = pofo(x) + Y _ pj max{f;(x),0} (34)

=1

alakot javasoljuk (p = (po,p1,...,ps), pj > 0 alkalmasan vilasztott szor-
z6tényezdk). Igy olyan LGOP-hoz jutunk, amelyben a (Lipschitz-folytonos)
célfiiggvény ugyan meglehetésen bonyolult lehet, a megengedett halmaz ko-
zelitése viszont igen egyszerili, és ezért az hatékonyan particionalhaté. A
3.3.2-3.3.3. — szakirodalombdl idézett — tételek a biintetofiiggvény-eljaras
elméleti hatterére utalnak; ennek alapjdan iterativan parametrizalt PAS tipusi
médszerek ciklikus (interaktiv vagy automatikus) vegrehajtdsa javasolhato,

A 3.4. fejezetben a CGOP/LGOP feladatosztdlyok megolddsara &ltalunk
kifejlesztett LGO nevil programrendszert irjuk le. LGO egyesiti a modell-
épités és numerikus megoldds folyamaténak {6 1épéseit, egy — a felhasznélé
éltal aktivizdlhaté — menii-rendszer keretében. Ez a menil lehetévé teszi
a felhaszndlé éltal elemzett CGOP/LGOP feladatok (tetszés szerinti médon
ismételhetd) megfogalmazdsat, szintaktikus ellendrzését, osszeszerkesztését,
futtatdsit és az — alfanumerikus formédban el8éllitott és grafikusan is meg-
jelenithet6 — eredmények elemzését. A felhasznilénak a menii alatt ‘el-
rejtett’ operativ kornyezettel csak a minimélisan szikséges mértékben kell
érintkeznie; igy szabadon koncentrdlhat a modellfejlesztés feladatara.

Az LLGO-ba épitett globalis és lokélis (komponens-)algoritmusok végrehaj-
tdsa az emlitett menii-rendszerhez kapcsolddik. Az optimalizaciés rendszerbe
a kovetkezd megoldé eljardsok vannak beépitve (interaktiv vagy automatikus
végrehajtést egyarant megenged médon):

e adaptiv particién alapulé globélis keresés;
e cgyszerii (globdlis) véletlen keresés;

e Fletcher-Reeves-Polak-Ribiere lokalis keres6 algoritmus (dltalunk meg-
feleléen médositott forméban);

Powell-Brent lokélis keres6 algoritmus (ismét: médositott forméban).

Az LGO programrendszert Lahey, illetve Unix professziondlis Fortran
77 és 90 kornyezetben fejlesztettiik ki; IBM-kompatibilis személyi szdmité-
gépeken, illetve egyedi workstation gépeken és -hélézatokon installédltuk (a
jelen dolgozat elkészitése idején: az Egyesiilt Allamok, Hollandia, Indonézia,
Kanada és Németorszdg néhdny kutatSintézetében, illetve egyetemein). Meg-
emlitjitk, hogy természetesen mds hardware/software kornyezet is alkalmas
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platformként szolgélhat (a programrendszer {6 alkotdelemei standard Fortran
nyelven frottak; a menii és grafika viszont értelemszerien kornyezetfiggd).

Itt nem térhetiink ki az implementécik részleteire; tovabbi informéciét
tartalmaz Pintér (1995¢; 1996a, b). Igy csak megemlitjik, hogy a kényv 3.4.
fejezetében LGO-t illusztracidképpen 50-valtozés tesztfeladatok megolddsara
alkalmazzuk. (Gyakorlati alkalmazdsokat alabb targyalunk; id6kozben oldot-
tunk meg nagyobb viltozdszadmy, CGOP/LGOP szerkezeti feladatokat is.)

A II1. rész hatralévé 3.5-3.7. fejezeteiben sztochasztikus elemektél is fiiggd
déntési modelleket, illetve globalis optimalizalési eljarasokat vizsgalunk. Ezt
nem csak a véletlentdl (is) fiiggd dontési feladatok gyakorlati jelentdsége in-
dokolja, hanem az a koériilmény is, hogy a globilis optimalizaciés — kiilonos-
képpen a CGOP megoldasdra iranyulé — médszerek kozott a sztochasztikus
algoritmusok igen fontos szerepet jatszanak. Mivel a konyvnek ezek a fe-
jezetei részben a sztochasztikus programozds szakirodalmén, részben pedig
korébbi (dokumentdlt) munkénkon alapszanak, itt csak igen rovid attekintést
nyijtunk. A sztochasztikus dontéselemzés és optimalizécié széleskorii iro-
dalméabél példaként Dempster (1980), Berger (1985), Ermoliev és Wets (1988),
Kushner és Dupuis (1992), Prékopa (1995) munkdit emlitjik; a sztochasztikus
GO médszereivel kapcsolatban pedig Boender és Romeijn (1995) state-of-the-
art 4ttekinté tanulményara utalunk.

A 3.5. fejezetben roviden ismertetjik a sztochasztikus dontési modellek
fogalmét, majd néhany modell-varianst targyalunk (ezek egy része a konyv
IV. részében alkalmazésra keriil). Igen tomoren kitérunk néhany megoldési
stratégia bemutatdsara is.

A 3.6. fejezetben adaptiv sztochasztikus optimalizdlasi eljérasok egy alta-
lanos osztalydnak vizsgalataval foglalkozunk. A 3.6.1. tétel a sztochasztikus
programozasi feladatok széles osztélyara nézve ad feltételekel, amelyek garan-
taljak a globdlis optimumpont(ok) létezését. Ezt kovetten a Borel-Cantelli
lemmaét &ltaldnositjuk (3.6.1-3.6.2. lemmaék), az adaptiv algoritmusokra valo
alkalmazas érdekében. Ezt az eredményt felhasznélva, adaptiv véletlen kere-
sési eljdras-varidnsok 1 val6sziniiségii konvergencidjét igazoljuk (3.6.2. tétel,
3.6.1. korolldrium, 3.6.3. tétel).

A konvergencia-tulajdonsdgok megdrzése, egyben a lokalis hatékonysag
névelése érdekében sztochasztikusan kombindlt (hibrid) algoritmusok egy
igen altaldnos osztalydt vezetjiilk be. Ezek {8 iterdci6i lehetové teszik —
minden egyes lépésben — egy globalis (adaptiv véletlen keresé tipusi) al-
goritmus, illetve egy lokélis (pl. konjugélt irdnyokon alapuld) algoritmus so-
ron kévetkezé 1épésének (ciklusdnak) randomizdlt megvélasztésat. A 3.6.3.
lemma a Borel-Cantelli lemma. tovabbi — a hibrid stratégidnak meglelelé —
kiterjesztését szolgaltatja. Fnnek alapjén egy igen dltaldnos szerkezetli szto-
chasztikus programozasi feladat megoldésdra adunk olyan hibrid algoritmus-
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sémat, amelynek alkalmazdsa sordn a feltételi fiiggvények és a célfiiggvény
véletlen zaj &ltal toraftott értékeit megfeleld médon novekvd pontossdggal
hatérozzuk meg,. Igy sztochasztikus CGOP-kra vonatkozé — 1 valdsziniiség
— globdlis konvergencia-eredmény igazolhaté (3.6.4. tétel).

A 3.7. fejezetben zaj éltal torzitott figgvényértékek hatékony becslésének
kérdéseit vizsgaljuk. Feltessziik, hogy a becslés Monte Carlo szimuldciés cik-
lusok realizdcidin alapszik; igy — adott pontossagot és becslési megbizhatdsa-
got eléirva — a véletlen realizacick szdmanak lehetd redukciéjara toreksziink.
A valészinliségszdmitas klasszikus eredményeinek (Csebisev- és Bernstein-
egyenl6tlenség és kiterjesztéseik) felhasznildsdval bizonyitjuk a 3.7.1-3.7.2.
lemmékat és a 3.7.1. tételt: a tétel felsé becslést ad a sziikséges fiiggetlen re-
alizécick szaméra nézve. A 3.7.1. korolldrium ezt az eredményt specializélja
ismeretlen valdsziniiségek becslésére.

Amint erre mdr utaltunk, a 3.5-3.7. fejezetekben targyalt modellek és
eredmények az LGO algoritmus-implementacidba épitve, illetéleg a sztochasz-
tikus modellekhez vezet$ alkalmazasok kapcsdn keriiltek felhaszndldsra.

5. Alkalmazdsi esettanulmdnyok

CGOP és LGOP tipusi feladatokra vezeté alkalmazésokat tdrgyalunk részle-
tesen a konyv IV. részében (tizenkét fejezetben, mintegy 200 oldalon keresztiil).
A leirt alkalmazdsok koziil néhanyat 6nallé kutatésként, méasokat pedig team-
munka keretében dolgoztunk ki; a globalis optimalizdlasi stratégia és algorit-
mus-implementécié minden esetben sajat munkank.

Néhany bemutatott feladattipus kapcsdn tesztproblémak megolddsara szo-
ritkozunk, ezek jellege és mérete azonban nem-trividlis. M4ds esetekben a
vizsgdlt dontési feladatot egy nagyobb volumenfi kutatdsi project szerves
részeként oldottuk meg, és igy kozvetlen gyakorlati hasznositdsra is sor keriilt.

Az alkalmazott optimalizdlési metodika (kiilénosen az algoritmusok adott
implementécidja) értelemszertien a konkrét GO feladat vizsgalata idején ren-
delkezésre all6 szintet titkrozi. A kozolt szdmitdsi eredményeket — megold-
haté feladatok mérete, mitveletigény, gépidé — természetesen ennek figgvé-
nyében kell értelmezni; erre vonatkozé adatok tehat kizardlag illusztrativ
jelleggel szerepelnek itt, vagy a konyvben.

Az aldbbiakban a kényvben targyalt feladattipusok igen témor ismerte-
tésére szorftkozunk. Az alkalmazott matematikai jelélések az egyedi fela-
dattipusokra vonatkoznak (tehat nem feltétleniil kovetik minden tekintetben
a kordbban bevezetett jeloléseket).
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Nemlinedris approximacid; egyenlet- és egyenldtlenség-rendszerek
megoldasa

Egyenletek és egyenlétlenségek rendszerének megoldédsa a numerikus mate-
matika és — természettudomanyi, miiszaki, kozgazdasagi — alkalmazdsainak
egyik kiemelkedé fontossdgi terillete. Tekintsuk az

filxy=0 i=1,...,m, ze DCR” (m >n) (35)

nemlinedris egyenletrendszert, amelynek éltaldnos értelemben vett legjobb
— egzakt vagy kozelité — megolddsat keressik. Tegyiik fel ismét, hogy
az fi i =1,...,m figgvények Lipschitz-folytonosak a D korlétos, testszeri
tartomanyon (gyakran D = [a,b] C JR"); az dltaldnos értelemben tekintett
globdlis megolddsok X* halmaza pedig legfeljebb megszamldlhaté. Legyen
F={f .. ,fm} F:R*— R™ N{} pedig egy tetszoleges adott norma
az JR™ térben. Ekkor a keresett X* halmaz megegyezik a

minN{F(z)} z€D (36)

LGOP megolddshalmazaval. (Ha (35) egzakt megoldédsainak halmaza ires,
akkor (36) megoldssa a legjobb — normafiiggé — kozelité megoldas.) Nem-
linedris egyenlétlenségek rendszere konnyen illesztheté ehhez a leirdsmédhoz:
az fi(z) < 0 feltételt pl. a max{fi(z),0} komponens képviselheti a megfeleléen
kibdvitett F vektorfiggvényben.

A javasolt megkozelitésen alapulé médszert részletesen teszteltilk, tobb
széz véletlenszeriien generalt feladatra vonatkozé eredményeket osszesitve. A
tesztfeladatok tobbextrémumi jellegét polinomargumentumi trigonometrikus
fiiggvények linedris kombinéaci6i és méds —pl. a GO irodalmabd] ismert Shekel-
tipusi — fiiggvények szolgaltattdk; 1-5 valtozés egyenletrendszereket vizs-
galtunk. Az elmilt években tovibbi — esetenként bonyolultabb és nagyobb
valtozészami — (35) tipusi feladatokat is megoldottunk.

A részleteket melldzve megjegyezziik, hogy igen dltaldnos (Lipschitz-struk-
tiraji) nemlinedris approximacios feladatok is targyalhatck és oldhaték meg
LGOP-ként: néhany erre vonatkozé példat az aldbbiakban is bemutatunk.

Adatosztalyozas (cluster analysis) és konfiguracié-tervezés

Egy véges elemszami halmaz elemeinek megadott kritérium szerinti csopor-
tositdsa az operdcickutatas és alkalmazott statisztika szamos feladatanak
lényeges része. Legyen

O ={ox | k=1,...,N} az osztdlyozandé elemek halmaza;

dyt = d(ok,0/) 0k, 01 € O az elempérok kiilonbozdségének mérdszédma;
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D ={dw | k,l=1,...,N} a kiilonboz6ségi matrix;

Py = {Ch,...,Cn} az O halmaz egy M szdmii csoportra (clusterre)
valé diszjunkt felbontasa (C; # 0, C; N C; = 0, U; C; =0);

Ty a lehetséges Py particiék halmaza.

A fenti jelolésekkel az optimélis halmaz-felbontds feladatdnak (Optimal
Set Partition, OSP) szokdsos megfogalmazdsa a kovetkezd: keresendd az a
Py € mpr felbontds, amely — a D matrix &ltal kifejezett értelemben —
‘leginkébb homogén’, illetve ‘leginkdbb diszkriminativ’ osztélyozdst biztosit.

Megjegyezziik, hogy (OSP) szdmos kritériumfiiggvény-varidns altal kife-
Jezhetd; a problémakér nagyfokii kombinatorikus bonyolultsiga szintén is-
mert. A feladat megolddséra olyan GO megkozelitést javasolunk, amely
a clusterek magpontjainak (seed point) pozicidjit optimalizdlja: az egyes
magpont-konfiguracidk iterativ megvélasztdsat kovetéen az O halmaz ele-
meinek osztilyozdsa adott — a D matrix definicisjat titkrézé szabsly (pl. a
‘legkozelebbi magpont’) szerint automatikusan adédik. A vézolt médszert
néhiny szaz (kétdimenziés) vektor 3-5 csoportba valé soroldsan teszteltiik
el6szor; azéta nagyobb méretil feladatok megolddséra is alkalmaztuk.

Megemlitjiik még, hogy ez a megkézelités jéval 4ltaldnosabb konfigurécié-
tervezési problémék kapcsdn is hasznilhatd; erre a kovetkezé alkalmazési
feladattipus is példaként szolgal.

Egyeztetett szakértéi vélemények optimalizdlt Ssszegzése

Szakértéi becslések és vélemények (pozicick) osszegzése sok esetben sziikséges
és indokolt: példaként id8jdras-elérejelzésre, pénzpiacok és tézsdék mozgésa-
nak kovetésére, természeti eréforrasok feltdrasaval kapcsolatos hozambecslé-
sekre, vagy — egészen mds teriletr6l — kiszolgaldsi csomépontok (service
facilities), illetve zajos, veszélyes stb. létesitmények egyeztetésen alapuld
elhelyezésére utalunk. (Nyilvdnvalé e problémakérnek az adatosztalyozasi
feladattal és kiterjesztéseivel valé rokonséga is.)

Adott kvantitativ vélemények egyestetésen alapuld aggregaciéja matema-
tikailag pl. a kdvetkezd alakban fogalmazhaté meg:

néiB Hwid(ar,ac), ..., wpd(an, ac))|, a. =T{a,z} € A. (37)

Itt @ = (a1,...,a,) az adott szakértéi poziciSk (vektorok, valészinfiség-
eloszldsok stb.) vektora; a. az £ € D vektorral parametrizlt T operator
altal definidlt (aggregdlt) és az a. € A feltételt kielégits pozicic; a-,-) a
vélemények kiilonbozéségét kifejezé fiiggvény; wy, ..., w, az egyes szakértSk
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‘stilyat’ kifejezd szorzék; || - | pedig adott norma. Ez az altaldnos feladat-
megfogalmazés igen sokféleképpen specializdlhaté. Numerikus példdkban
vektorok és val6sziniiségeloszlasok globalisan optimalizilt aggregdcidjat vizs-
galtuk (pl. binomialis és Poisson-eloszlasok keverékének aggregaciéjal meg-
hatérozé LGOP-kat oldva meg).

Termék (keverék) tervezés

A fentiekben roviden bemutatott problémakkal valé szoros kapcsolat miatt itt
csak megemlitjiik, hogy megfeleld keverékek tervezése szintén modellezhetd
LGOP-ként. (A kényvben leirt numerikus példik gyakorlati hatterét egy mo-
sGszergyartasi feladat szolgdltatta.) Matematikailag egy adott Lipschitz-foly-
tonos egyenlétlenségrendszer megengedett megoldasait kerestik egy szimp-
lex-tartoméanyon, amelynek csticspontjai a gyértési alapanyagokat reprezen-
taltak. Ezek a feladatok még kis méretek (pl. 3-5 gydrtési komponens és
5-15 nemlinedris egyenlétlenség-feltétel) esetén sem feltétleniil egyszertiek:
a megengedett megolddsok halmazénak relativ mértéke ugyanis igen kicsi
lehet, és ez a halmaz gyakran ‘bonyolult’ (konvex és nem-konvex, diszjunkt
részhalmazokbél is allhat).

Komplex rendszermodellek kalibracidja

Osszetett rendszerek modellezése a tudomanyos és alkalmazott kutatdsokban
alapveté szerepet jatszik. A kvantitat{v modellalkotés folyamata a kovetkezod
{6 fazisokra bonthaté:

o identifikdcié: a modellvizsgalat célkitiizéseinek megfogalmazésa, a mo-
dell alapszerkezetének kivalasztdsa;
o kalibrécié: a modell illesztése (parametrizaciGja) a rendelkezésre allé
informéci6 alapjan;
e verifikicié és alkalmazas (elemzés, el6rejelzés, szabélyozas).
A modellkalibracié feladata matematikai szempontbol gyakran egy 'lekete
doboz’ jellegii nemlinedris approximacios problémahoz vezet. A témakor iro-
dalméabé] példaként itt esupdn a Beck (1985) dltal nytjtott (a kényvben is-
mertetett alkalmazisok téméjahoz kapesol6dé) dttekintést, a hazai — globdlis
optimalizdcichoz vezetd — kutatasok koziil pedig Csendes (1993) munkajat
emlitjitk.

A konyvben (4.5. fejezet) eloszor egy altalinos iterativ kalibraciés sémat
frunk le, és azt a GO témakorének keretébe illesztjitk. A kalibrdciés fela-
dat megfogalmazésit specidlis részletek — modell-diszkrétizacid, statisztikus
lefrasmad, tébbeéli modell-paraméterezés és a globalis optimum meghatéro-
zasénak szilkségessége — targyaldsa koveti.
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Ezt kévetéen kalibriciés modell-varidnsokat és illusztrativ gyakorlati pél-
dékat elemziink. Ennek sordn bevezetjiik az l,-norma fogalmén alapulé il-
leszkedési kritériumok osztdlydt, és foglalkozunk a lehetséges (acceptable)
kalibraciSk kérdéskorével is. Példaként a kovetkezd esettanulméanyokat tér-
gyaljuk (igen roviden, a konyv 4.6. fejezetének szakaszaiként):

o szélkeltette iiledék-felkeveredés sekély tavakban (Balaton);

e mikroszennyez&k transzportja, eloszldsa és elbomlasa tavakban (Ketel-
meer, Hollandia);

e egydimenziés (longitudinélis) folyami vizallds-vizhozam modell (Noor-
delijk Deltabekken, Hollandia).

A matematikai modell-leirds sltaldban véve megfelel$ kdzonséges, ill. par-
cidlis differencidlegyenletek rendszeréhez vezet; a kalibricié tehat ezek op-
timélt paraméterezését jelenti. A Balatonnal kapcsolatos feladatban a —
modell-parametrizaciétél fiiggé — numerikus megoldds eldéllitdsa viszonylag
egyszeril, a masik két modell kiértékelése viszont komolyabb szadmitdsigény .
Mindhédrom feladat esetében a kordbban alkalmazott lefrdst helyettesits, sza-
mottevé mindségi javuldst eredményezd modellalakot és paramétereket taldl-
tunk GO metodika alkalmazasdval. Ezek az eredmények a modellek alkalma-
zésa soran koézvetleniil hasznosithatoék.

Sekély tavak eutrofizacidjdnak vizsgslata esetén az iiledékbél kibocsstott
tapanyagok elemzése az 6koszisztéma leirdsa szempontjabél nagy fontossaggal
bir, l8sd pl. Somlyédy és van Straten (1986). A SED modell a foszfor-
kibocsatas dinamikéjat irja le; a modell illesztését a Veluwe té (Hollandia)
adataira nézve végeztiik el (4.7. fejezet). Ennek sordn részletesen elemeztiik
a kilonbozé modell-varidnsoknak az eredményre gyakorolt hatdsst, és igy a
megfelel6 kalibrdciés modellformék kivélasztdsanak kérdését is.

A fentiekben emlitettt modellkalibréiciés esettanulményokban az illesz-
tendd paraméterek szdma viszonylag kicsi (3-6) volt, kivéve a Noordelijk
Deltabekken modell néhény varidnsét. A 4.8. fejezetben egy felszin alatti viz-
vezet6 réteg (aquifer) modelljének paramétereit hatdrozzuk meg, a Wolfville
Formation (Nova Scotia, Kanada) esetére alkalmazva. A felszin alatti viz-
készletek mozgdsanak és minéségének nyomon kovetése sordn adédé modell-
illesztési feladatok nehézsége az e teriileten dolgozé szakemberek korében jol
ismert. A nehézségek 6 oka — a "bedgyazott’ multiextremalis paraméterezési
problémaén tilmenéen — az, hogy a parciélis differencidlegyenleteken alapuld
rendszermodellek numerikus kiértékelése rendkiviil szamitasigényes. (Esetta-
nulményunkban a modellparaméterek széma 60 felett volt; a workstation gépi
kornyezetben végrehajtott kalibrdciés futtatdsok idéigénye néhany perctsl
tobb érdig terjedt.) Az LGO programrendszer alkalmazdsa igen szamottevden
javitotta a modell mérési adatokhoz valé illeszkedését.
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Ipari szennyviztisztits rendszer tervezése és lizemeltetése

A reslisan fenntarthaté gazdasagi fejlodés stratégiajanak kialakitasa szik-
ségessé teszi a kornyezetvédelmi szempontok fokozott érvényesitését is. Az
ESIS (Environmentally Sensitive Investment System) Project (Halifax, Kana-
da) keretében egy olyan dontéstdmogaté rendszert dolgoztunk ki, amely lehe-
tévé teszi ipari szennyvizkezelési stratégidk kiértékelését és optimalizdlasét,
adott miiszaki feltételek és kornyezetvédelmi (szennyezdanyag-kibocsatdst
limit4lo) eldirdsok mellett. Ezt a munkét a 4.9. fejezetben ismertetjik. Az
ESIS prototipust a kanadai papiripar egy meghatdrozott szektorara nézve
dolgoztuk ki, de a koncepcié széles kori (hatésagi, ipari, konzulensi és ku-
tatdsi) alkalmazdsanak lehetésége — mas iparagak kapcsén is — nyilvanvalé.

Az interaktiv ESIS programrendszer — amelynek optimalizdldsi modulja
teljes egészében, szennyviztisztitémi modellje pedig részben sajat munkank
— jelenlegi valtozatéban a kovetkezd tipusi on-line alkalmazésokat teszi
lehetové:

o miiszaki, gazdasdgi és kornyezetvédelmi informécié (alapadatok), va-
lamint tisztitémii modell-paraméterek ellendrzése és médositasa;

e adott (kivalasztott) paraméterézésti szennyvizkezelé rendszerek mi-
kodésének determinisztikus szimuldcidja;

e optimalizdlt paraméterézésii tisztitomi-tervezési és -lizemeltetési va-
ridnsok meghatdrozasa.

Matematikai szempontbdl az utébbi feladat ismét egy ‘fekete doboz’ jel-
legli rendszer globélisan optimalizalt paraméterezéséhez vezet (a miiszaki
rendszermodell szamitégépi programja tobb ezer soros). A dontési véltozdk
széma — a vizsgdlt tisztitémii tipusétdl és a modelltél fiiggden, a jelenlegi
programrendszerben — 10 és 20 kozott valtozik.

Regiondlis szennyviztisztitasi stratégia optimalizaldsa

Hatékony regionalis szennyvizkezelési stratégidk kialakitdsa az utébbi évtize-
dekben intenziv kutatdsok targya: lasd pl. Bower (1977), Deininger (1977),
Beck (1985), Somlyédy és van Straten (1986), Patry és Chapman (1989). A
legtobb ez irdnyd vizsgdlat lényegileg determinisztikus rendszer-leirdsra épi-
tett szabalyozasi modelleken alapszik, bar léteznek fejlettebb — és redlisabb
— sztochasztikus modellvaridnsok is. A 4.10 fejezetben leirt sztochasztikus
dontési modell olyan megkozelitésen alapszik, amely a vizmindségi el6irasok-
nak a szokdsosnal pontosabb érvényesitését teszi lehetévé; a modell megolda-
sa ismét egy ‘fekete doboz’ rendszer globalis optimalizacidjdhoz vezet. A Zala
folyé térségére vonatkozé illusztrativ esettanulmény optimalizalasi feladatéat
az LGO rendszer egy korabbi valtozatanak felhaszndldsival oldottuk meg,
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négy szennyviztisztitdmi egyedi hatdsfokdnak koltséghatékony kombinaciéit
hatdrozva meg. FEnnek kapcsan parametrikus érzékenységi vizsgalatot is
végeztiink, és az eredményeket egyszerisitett determinisztikus approximdcién
alapulé eredményckkel vetettilk ossze.

Eutrofizdcié szabdlyozasa

A Balaton vizminéségének vizsgalatdra ést szabdlyozasdra iranyulé project
keretében (kordbban) kidolgozott sztochasztikus dontési modelleket frunk le
a 4.11. fejezetben. (A project kapcsdn végzett kutatdsokat illetéen lasd pl.
a Somlyédy és van Straten (1986) altal szerkesztett kotetet.) Az dltalunk
targyalt dontési modellekben adott eréforrds-korlatok mellett keressiik az
elérhetd ‘legjobb’ kornyezetéllapotot, amelynek statisztikusan valtozé jellegét
explicit médon figyelembe vesszitk. Igy killonbozd — statisztikai alapokon
nyugvé, nem feltétleniil konvex — sztochasztikus modellvaridnsokhoz jutunk.
Az egyes regiondlis vizmindségszabdlyozési stratégidk kiértékelése Monte Car-
lo szimulécié alapjdn hajthaté végre. Az igy nyert ‘fekete doboz’ modell
optimélis megolddsédra (a tanulméany készitésének idején) egy egyszerii — &l-
talunk kidolgozott — adaptiv véletlen keresé eljdrasnak az ismert MINOS
nemlinedris programozési rendszerrel (Murtagh és Saunders, 1983) valé kom-
bindacigjat alkalmaztuk.

Baleset jellegii vizszennyezés elhdritiasa

A baleset jellegii (véletlen) kornyezetszennyezési események hatékony meg-
elézése, ill. elharitdsa vildgszerte novekvé fontosségi feladat: gondoljunk pl.
olajszallité tankhajok — gyakran igen jelent6s negativ kovetkezményekkel
jéré — baleseteire. A konyv 4.12. fejezetében egy illusztrativ esettanulmanyt
irunk le, amelyben a Duna (hipotetikus) baleset jellegli szennyezését, és ennek
az ivévizszolgdltaté kiitrendszerre gyakorolt potencidlis hatdsat vizsgaljuk.
(A Duna baleseti szennyezésének kockdzatit és néhany korabbi esetét vizs-
gilja pl. Benedek (1988) munkaja.)

Az esettanulmany kapcsdn egy altaldnos sztochasztikus kockdzatelemzési
dontési modell-keretet specializalunk. Ezt koveten elemezzik egy vegyi
anyagokat gyarté iizembdl tartdly-meghibdsodds kovetkeztében kibocsitott
szennyezés Utjat, a folydban torténé elkeveredését és az ivéviz kitrendszerbe
valé bejutdsit. A baleseti kdr elhdritdsdnak modjat és koltségvonzatait az
iizemben alkalmazandé ellenérzési-karbantartési stratégia koltségeivel vetjiik
ossze: igy lehetévé vélik egy megbizhaté és koltséghatékony stratégia megva-
lasztésa. Ez a feladattipus matematikai szempontbél ismét egy ‘fekete doboz’
jellegii, sztochasztikus rendszer globalisan optimdlt bemené paramétereinek
meghatérozdsihoz vezet. Az egyszeriisitett numerikus példdban csak egyetlen
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modellparamétert optimalizdlunk; ez a példa azonban evidens médon ter-
jesztheté ki redlisabb — és j6val bonyolultabb — GO feladatok irdnyaba.

A kényv IV, része tovdbbi perspektivikus alkalmazésok felsorolasdval fe-
jezédik be. Az Olvasé tdjékozoddsat segiti a knyv kiterjedt irodalomjegyzéke
is (41 oldal terjedelemben). A munkét a legfontosabb targyszavak jegyzéke
zarja.

K6sz6netnyilvanitas

A jelen dolgozat alapjaul szolgalé munka témakore kb. két évtized ota foglal-
koztat. Szerctném kiszonctemet kifejezni legaldbb néhany professzoromnak
és kutaté-kollégamnak, 6szténzé hatést munkéjukért és gondolatébreszto esz-
mecserékért. Alfabetikus felsorolasban ezek a személyek a kovetkezok:

Blair T. Bower, Fkaterina V. Bulinskaya, Rolf A. Deininger, Forgé Ferenc,
Boris V. Gnedenko, Pierre Hansen, Reiner Horst, Brigitte Jaumard, Klafsz-
ky Emil, Kovdcs Laszlo Béla, Majthay Antal, Prékopa Andras, Charles R.
Scherer, Somlyédy Ldszl6, Roman G. Strongin és Szollosi-Nagy Andrés.

Tarsszerzéként valé kozremiikodésiikért szeretném koszonetemet kifejezni
kovetkezo kollégdimnak:

Carlijn Bak-Ijsberg, Benedek Pal, Johan G. Boon, C. Fodor Jénos, Roger M.
Cooke, Csendes Tibor, Dardzs Attila, Willem J. de Lange, Jacques J. B. de
Swart, Mort Fels, Russell J. Finley, Sjur D, Flam, Eligius M. T. Hendrix,
David S. Lycon, Dirk J. Meeuwig, Jay W. Meeuwig, Pesti Géza, Mysore G.
Satish, Somlyédy Lészlé, Walter J.H. Stortelder, Szabd Janos, Dorien ten
Hulscher, Diederik T. van der Molen, Johan van Zetten és Leo Voogt.

Munkamat elsésorban a kovetkezd intézmények tamogattdk (ahol hosz-
szabb vagy rovidebb ideig dolgoztam a konyvben targyalt problémékon):

e Egyetemi Szamitokozpont, Budapest

o Eotvos Lorand Tudoményegyetem, Budapest

o Kozgazdasdgtudomanyi Egyetem, Budapest

e Kaliforniai Egyetem (UCLA); és szdmos més amerikai egyetem, ill.
kutatdintézet

e Moszkvai Allami (Lomonoszov) Egyetem

e Vizgazdalkoddasi Tudomanyos Kutaté Kézpont (VITUKI), Budapest

o Delfti Miiszaki Egyetem

o Vizgazdalkodési és Szennyvizkezelési KutatGintézet (RIZA), Lelystad

e Dalhousie Egyetem, Halifax

e Atlanti Ipari Kutatéintézet (AIRI), Halifax

e Nova Scotia-i Miiszaki Egyetem (TUNS), Halifax
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e Matematikai és Szédmitdstudomdanyi Kutatéintézet (CWI), Amster-
dam

e Agriartudomadnyi Egyetem, Bogor

e Sriwijaya Egyetem, Palembang

Itt szeretném megkészonni az Orszagos Tudomanyos Kutatdsi Alap (OTKA),
a Holland Kutatdsi Alapitvany (STW), és a Német Kutatési Tarsulat (DFG)
tamogatésat; valamint néhdny — az irod#lomjegyzékben felsorolt — kutaté
kollégatdl és software-fejlesztd intézménytdl kapott informdciét és tamogatést
is.

Koszénom John Martindale-nek és a Kluwer Akadémiai Kiadénak a konyv-
project kezdeményezését, valamint a munka elkészitése soran nyijtott tdmo-
gatast.

A konyv alapjaul szolgdlé anyagok, illetve egyes fejezetek dtnézésével és
nagyszamu konstruktiv megjegyzéssel elsésorban Ray Coéte, Csendes Tibor,
Fiilop Janos, Eldon Gunn, Eligius Hendrix, Reiner Horst, Don Jones, Walter
Stortelder és Terlaky Tamds segitette munkdmat. Természetesen hasonlé
értelmii koszonet illeti tarsszerzéimet is. Csendes Tibor é Fiilép Jénos a
jelen dolgozat anyagét is szivesek voltak dtnézni.

Megkiilonboztetett koszonettel tartozom Leslie Stockhausen-nek a kényv
elkészitése sordn végzett rendkiviil gondos szovegszerkeszt6i munkéjaért, és
minden hatdron tilmené segitGkészségéért.

Végill — de nem utolsé sorban — szeretném koszonetemet kifejezni Susan-
nak és Jocinak, a Pintér és Pitman csalddtagoknak, kozeli és tavoli barataim-
nak.

Irodalom

I. A dolgozat témakdréhez kapcsoléd6é munkdk (mas szerzéktol)

1. Bachem, A., Grotschel, M., and Korte, B., eds. (1983) Mathematical Pro-
gramming: The State of the Art. Springer, Berlin.

2. Beck, M.B. (1985) Water Quelity Management: A Review of the Development
and Application of Mathematical Models. Lecture Notes in Engineering 11.
Springer, Berlin.

3. Benedek, P. (1988) River Danube pollution and its risk assessment. In: Risk
Assessment of Chemicals in the Environment., (ed. M. L. Richardson). The
Royal Society of Chemistry, London.

4. Berger, J. O. (1985) Statistical Decision Theory and Bayesian Analysis (2nd
edn.) Springer, Berlin.

5. Boender, C. G. E. (1984) The generalized multinomial distribution: A Bayes-
ian analysis and applications. Ph.D. Dissertation. Erasmus University, Rot-
terdam.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Globalis optimalizécié: algoritmusok és alkalmazdsok 97

Boender, C. G. E., and Romeijn, E. H. (1995) Stochastic methods. In: Hand-
book of Global Optimization (ed. R. Horst and P. M. Pardalos), pp. 829-869.
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

. Bower, B. T., ed. (1977) Regional Residuals Environmental Quality Manage-

ment. Johns Hopkins University Press, Baltimore.

. Brooke, A., Kendrick, D., and Meeraus, A. (1988) GAMS: A User's Guide.

Scientific Press, Palo Alto.

. Csendes, T. (1993) A paraméterbecslési feladat néhany szamitégépes eljarasa.

Kandidatusi értekezés, Jézsef Attila Tudomanyegyetem, Szeged.
Deininger, R. A., ed. (1977) Systems Analysis for Water Quality Manage-
ment. University of Michigan Press, Ann Arbor.

Dempster, M. A. H., ed. (1980) Stochastic Programming. Academic Press,
London.

Diener, 1. (1990) Einfihrung in die Methoden der globalen Optimierung (2nd
edn.) Lecture Notes, Institute for Applied'Math., University of Gottingen.

Dixon, L. C. W., and Szegd, G. P., eds. (1975, 1978) Towards Global Opti-
misation. Vols. 1-2. North-Holland, Amsterdam.

Ermoliev, Yu. M., and Wets, R. J.-B., eds. (1988) Numerical Techniques for
Stochastic Optimization. Springer, Berlin.

Evtushenko, Yu. G. (1985) Numerical Optimization Techniques. Springer,
Berlin.

Fedorov, V. V., ed. (1985) Problems of Cybernetics: Models and Methods in
Global Optimization. USSR Academy of Sciences, Moscow. (Orosz nyelven.)
Fletcher, R. (1983) Penalty functions. In: Mathematical Programming: The
State of the Art, (ed. A. Bachem, M. Grotschel, and B. Korte), pp. 87-114.
Springer, Berlin.

Floudas, Ch. A., and Pardalos, P. M., eds. (1992) Recent Advances in Global
Optimization. Princeton University Press.

Forgé, F. (1988) Nonconver Programming. Akadémiai Kiadé, Budapest.
Fourer, R., Gay, D. M., and Kernighan, B. W. (1993) AMPL: A Modelling
Language for Mathematical Programming. The Scientific Press, San Fran-
CISCO.

Hansen, E. R. (1992) Global Optimization Using Interval Analysis. Marcel
Dekker, New York.

Hansen, P., and Jaumard, B. (1995) Lipschitz optimization. In: Handbook of
Global Optimization, (ed. R. Horst and P. M. Pardalos), pp. 407-493. Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht.

Heckert, A. and Filliben, J. J. (1995) DATAPLOT Reference Manual. US
National Institute of Standards and Technology, Gaithersburg.

Hillier, F. S., and Lieberman, G. J. (1986) Introduction to Operations Re-
search (4th edn.). Holden Day, Oakland.

Horst, R., and Pardalos, P. M., eds. (1995) Handbook of Global Optimization.
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.



98

26

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Pintér Janos

. Horst, R., and Tuy, H. (1990) Global Optimization — Delermanistic Approaches.
Springer, Berlin.

Kushner, H. J. (1964) A new method of locating the maximum point of an
arbitrary multipeak curve in the presence of noise. Transactions of ASME,
Series D, Journal of Basic Engineering 86, 97—105.

Kushner, H. J., and Dupuis, P. G. (1992) Numerical Methods for Stochastic
Control Problems in Continuous Time. Springer, New York.

Lahey Computer Systems, Inc. (1994) Fortran 90 - User’s Guide. Incline
Village, Nevada.

MathWorks, Inc. (The) (1995) MATLAB - High Performance Numeric Com-
putation and Visualization Software. User’s Guide. Natick.

Mockus, J. (1967) Multiextremal Problems in Design. Nauka, Moscow. (Orosz
nyelven.)

Mockus, J. (1989) Bayesian Approach to Global Optimization. Kluwer Aca-
demic Publishers, Dordrecht.

Mockus, J., Tiesis, V., and Zilinskas, A. (1978) The application of Bayesian
methods for seeking the extremum. In: Towards Global Optimisation, Vol. 2,
(ed. L. C. W. Dixon and G. P. Szegé), pp. 117-129. North-Holland, Amster-
dam.

Moore, R. E. (1962) Interval arithmetic and automatic error analysis in digital
computation. Ph.D. Dissertation, Stanford University.

Moré, J. J., and Wright, S. J. (1993) Optimization Software Guide. SIAM,
Philadelphia.

Murtagh, B. A., and Saunders, M. A. (1983) MINOS 5.1. User’s Guide. Re-
port SOL 83-20R, Stanford University.

Neimark, J., and Strongin, R. G. (1969) Informational approach to the prob-
lem of search for the extremum of a function. Engineering Cybernetics 4,
17-26. (Orosz nyelven.)

Pardalos, P. M., and Rosen, J. B. (1987) Constrained Global Optimization: Al-
gorithms and Applications. Lecture Notes in Computer Science 268. Springer,
Berlin.

Patry, G. G., and Chapman, D. T\, eds. (1989) Dynamic Modelling and Ezpert
Systems in Wastewater Engineering. Lewis, Chelsea.

Piyavskii, S. A. (1967) An algorithm for finding the absolute minimum. In:
Theory of Optimal Solutions, pp. 13-24. Institute of Cybernetics (IK AN
USSR), Kiev. (Orosz nyelven.)

Powell, M. J. D. (1992) A direct search optimization method that models the
objective and constraint functions by linear interpolation. Numerical Analysis
Report DAMTP 1992/NA 5, University of Cambridge.

Press, W. ., Teukolsky, S. A., Vetterling, W. T., and Flannery, B. (1992) Nu-
merical Recipes in FORTRAN: The Art of Scientific Computing, Cambridge
University Press.



43.

44.

45.

46.

47.

48.
49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.
56.

58.

59.

60.

61.

62.

Globdlis optimalizacié: algoritmusok és alkalmazasok 99

Prékopa, A. (1995) Stochastic Programming. Kluwer Acadernic Publishers,
Dordrecht; és Akadémiai Kiadd, Budapest.

Ratschek, H., and Rokne, J. G. (1988) New Computer Methods for Global
Optimization. Ellis Horwood, Chichester.

Reinhardt, R. (1995) ISYTOP: Interactive System for Teaching Optimiza-
tion. Institute for Mathematics, Technical University of Ilmenau.

Rinnooy Kan, A. H. G., and Timmer, G. T. (1989) Global optimization:
A survey. In: Handbooks of Operations Research, Vol. 1. Optimization, (eds.
G. L. Nemhauser, A. H. G. Rinnooy Kan, and M. J. Todd), pp. 631-662.
North-Holland, Amsterdam.

Schittkowski, K. (1995) Parameter Estimation in Dynamical Systems with
EASY-FIT. User’s Guide. Institute for Mathematics, University of Bayreuth.
Schrage, L. (1991) User’s Manual for LINGO. LINDO Systems Inc., Chicago.
Shubert, B. O. (1972) A sequential method secking the global maximum of
a function. SIAM Journal on Numerical Analysis 9, 379-388.

Somlyédy, L., and van Straten G., eds. (1986) Modeling and Managing Shal-
low Lake Eutrophication. Springer, Berlin.

Strongin, R. G. (1978) Numerical Methods for Multieztremal Problems. Nauka,
Moscow. (Orosz nyelven.)

Toérn, A. A., and Zilinskas, A. (1989) Global Optimization. Lecture Notes in
Computer Science 350. Springer, Berlin.

Tuy, H. (1964) Concave programming under linear constraints. Soviet Math-
ematics Doklady 5, 1437-1440. (Orosz nyelven.)

van Laarhoven, P. J. M., and Aarts, E. H. L. (1987) Simulated Annealing:
Theory and Applications. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Wilde, D. J. (1978) Globally Optimal Design. Wiley Interscience, New York.

Winston, W. L. (1994) Operations Research: Applications and Algorithms
(3rd edn.). Wadsworth, Belmont.

. Wolfram, S. (1991) Mathematica — A System for Doing Mathemnatics by Com-

puter. (2nd edn.) Addison-Wesley, Redwood City.

Zhigljavsky, A. A. (1991) Theory of Global Random Search, (ed. J. Pintér).
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Zhigljavsky, A. A., and Zilinskas, A. (1991) Methods for Searching the Global
FExtremum. Nauka, Moscow. (Orosz nyelven.)

Zielinski, R., and Neumnann, P. (1983) Stochastische Verfahren zur Suche nach
dem Minimum einer Funktion. Akademie—Verlag, Berlin.

Zilinskas, A. (1981) Two algorithms for one-dimensional multimodal mini-
mization. Optimization 12, 53-63.

Zilinskas, A. (1986) Global Optimization. Mokslas, Vilnius. (Orosz nyelven.)



100

Pintér Jénos

I1. A dolgozatban 8sszegzett — 6nalle, ill. tdrsszerzékkel készitett
— munkak

i

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Pintér, J. (1981) Sztochasztikus médszerek optimalizaldsi feladatok megol-
désara. Alkalmazott Matematikai Lapok 7, 217-252.

- Pintér, J. (1982) Sztochasztikus eljdrdsok nem-differencidlhatd, sztochasztikus

szerkezett, globdlis optimalizdldsi feladatok megolddsdra. Kandidatusi érteke-
zés. Moszkvai Allami (Lomonoszov) Egyegem. (Orosz nyelven.)

- Pintér, J. (1982) Hibrid algoritmusok tobbextrémumi, nem-differencialhaté,

setochasztikus programonisi feladatok megolddsara. Vestnik M€ U, Ser. VMK
1982 No. 1, 39-49. (Orosz nyelven; angol forditasban: Bulletin of the Moscow
Unversaty Ser. 15 Computational Mathematics and Cybernetics 1982, No.1.)

- Pintér, J. (1983) A unified approach to globally convergent one-dimensional

optimization algorithms. Research Report IAMI-83.5, [stituto per le Appli-
caziont della Matematica e dell’Informatica CNR, Milano, Italy.

. Pintér, J. (1984) Stochastic optimization methods for solving mathemati-

cal programming problems. In: Statistics and Probability, (ed. J. Mogyorédi,
L. Vincze, and W. Wertz), pp. 271-282. Akadémiai Kiadé, Budapest.

. Pintér, J. (1984) Convergence properties of stochastic optimization proce-

dures. Optimization 15, 405-427.

. Flam, S. D, and Pintér, J. (1985) Selecting oil exploration strategies: Some

stochastic programming formulations and solution methods. Research Report
CMI 852611-1, Christian Michelsen Institute, Fantoft, Norway.

- Pintér, J. (1985) A modified Bernstein-technique for estimating noise-per-

turbed function values. Calcolo 22, 241-247.

. Pintér, J. (1986a) Globally convergent methods for n-dimensional multiex-

tremal optimization. Optimization 17, 187-202.

Pintér, J. (1986b) Extended univariate algorithms for n-dimensional global
optimization. Computing 36, 91-103.

Pintér, J. (1986¢c) Global optimization on convex sets. OR Spektrum 8, 197-
202.

Pintér, J., Szabé, J., and Somlyédy, L. (1986) Multiextremal optimization
for calibrating environmental models. Environmental Software 1, 98-105.

Somlyédy, L., and Pintér, J. (1986) Water quality management: Methodology
and applications. Foundations of Control Engineering 11, 177-189.

Pintér, J. (1987a) A conceptual optimization framework for regional acidifi-
cation control. Systems Analysis, Modelling and Simulation 4, 213-226.

Pintér, J. (1987b) Convergence qualification of partition algorithms in global
optimization. Research Report 87-61, Faculty of Mathematics and Informat-
ics, Delft University of Technology, The Netherlands.

Pintér, J., and Somlyédy, L: (1987) Optimization of regional water quality
monitoring strategies. Water Science and Technology 19, 721-727.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Globélis optimalizicic: algoritmusok és alkalmazdsok 101

Somlyédy, L., and Pintér, J. (1987) Optimization models in water quality
control. In: Systems Analysis in Water Quality Management, (ed. M.B. Beck),
pp. 201-210. Pergamon Press, Oxford.

C. Fodor, J., and Pintér, J. (1988) Extreme order statistics applied for opti-
mum estimation in ‘hard’ MP problems. In: Transactions of the Tenth Prague
Conference on Information Theory, Statistical Decision Functions, and Ran-
dom Processes, pp. 321-328. Academia Publishing House of the Czechoslo-
vakian Academy of Sciences, Prague.

Pintér, J. (1988) Branch-and-bound algorithms for solving global optimiza-
tion problems with Lipschitzian structure. Optimization 19, 101-110.

Boon, J. G., Pintér, J., and Somly6dy, L. (1989) A new stochastic approach
for controlling point, source river pollution. International Association for Hy-
drologic Sciences (London); IAHS Publication No. 180, 241-249.

Pintér, J. (1989) Deterministic approximations of probability inequalities.
ZOR - Methods and Models of Operations Research, Ser. Theory 33, 219-
239.

Cooke, R., and Pintér, J. (1989) Optimization in risk management. Civil
Engineering Systems 6, 122-128.

Pintér, J. (1990a) Solving nonlinear equation systems via global partition
and search: Some experimental tesults. Computing 43, 309-323.

Pintér, J. (1990b) On the convergence of adaptive partition algorithms in
global optimization. Optimization 21, 231-235.

Pintér, J. (1990c) Globally optimized calibration of environmental models.
Annals of Operations Research 25, 211-222.

Pintér, J. (1990d) Model calibration: Problem statement, solution method
and implementation manual. Research Report 90.024, National Institute for
Inland Water Management and Wastewater Treatment, Lelystad, The Nether-
lands.

Pintér, J. (1990e) Simplicial partition strategies for Lipschitzian global opti-
mization. Working Paper, National Institute for Inland Water Management
and Wastewater Treatment, Lelystad.

Pintér, J. (1990f) Stochastic decision models for risk analysis and manage-
ment: A brief methodological overview. Research Report 90.068, National In-
stitute for Inland Water Management and Wastewater Treatment, Lelystad.

Pintér, J., Benedek, P., and Darézs, A. (1990) Risk management of accidental
water pollution: An illustrative application. Water Science and Technology
22, 265-274.

Pintér, J. (1991a) Stochastic modelling and optimization for environmental
management. Annals of Operations Research 31, 527-544.

Pintér, J. (1991b) Global convergence revisited: Reply to A. Zilinskas. Com-
puting 47, 87-91.

Pintér, J. (1991c) Adaptiv particiés médszerek globdlis optimalizalasi felada-
tok megoldasara. Alkalmazott Matematikai Lapok 15, 329-352.



102

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

Pintér Janos

ten Hulscher, D., Bak-Eijsberg, C., and Pintér, J. (1991) Calibration of the
model system DELWAQ-IMPAQT for the lake Ketelmeer. Research Report
91.001, National Institute for Inland Water Management and Wastewater
Treatment, Lelystad.

Voogt, L., van Zetten, J., Bak-Eijsberg, C., and Pintér, J. (1991) Calibration
of the one-dimensional flow model ZWENDL in the Noordelijk Deltabekken
region: Some illustrative results. Research Report 91.028, National Institute
Jor Inland Water Management and Wastgwater Treatment, Lelystad.

de Lange, W. ., and Pintér, J. (1991) Groundwater quality assessment
and management: [llustrative numerical results. Research Report 91.031 , Na-
tional Institute for Inland Water Management and Wastewater Treatment,
Lelystad.

Hendrix. E. M. T, and Pintér, J. (1991) An application of Lipschitzian global
optimization to product design. Journal of Global Optimization 1, 389-401.

Pintér, J., and Pesti, G. (1991) Set partition by globally optimized cluster
seed points. European Journal of Operational Research 51, 127-135.

Pintér, J. (1992a) Convergence qualification of partition algorithms in global
optimization. Mathematical Programming 56, 343-360.

Pintér, J. (1992b) Lipschitzian global optimization: Some prospective appli-
cations. In: Recent Advances in Global Optimization (ed. C. A. Floudas and
P. M. Pardalos), pp. 399-432. Princeton University Press.

Pintér, J. (1993) Environmentally Sensitive Investment System (ESIS) Project:
Final Report. School for Resource and Environmental Studies, and School of
Business Administration, Dalhousie University, Halifax, Canada. (185 pp.)

Csendes, T., and Pintér, J. (1993a) The impact of accelerating tools on the
interval subdivision algorithm for global optimization. European Journal of
Operational Research 65, 314-320.

Csendes, T., and Pintér, J. (1993b) A new interval method for locating the
boundary of level sets. International Journal of Computer Mathematics 49,
53-59.

van der Molen, D. T., and Pintér, J. (1993) Environmental model calibration
under different problem specifications: An application to the model SED.
Ecological Modelling 68, 1-19.

Finley, J. R., Pintér, J., and Satish, M. (1994) Aquifer model calibration
applying global optimization. Research Report 94-05, Department of Indus-
trial Engineering, Technical University of Nova Scotia, Halifax. (Appeared
in modified form in: Proc. 3rd IASTED Conf. Reliability, Control, and Risk
Assessment, Washington, D.C., Oct. 1994.)

Pintér, J., and Cooke, R. (1994) Combining negotiated expert opinions:
A global optimization approach. Working Paper, Department of Industrial
Enginecring, Technical University of Nova Scotia; and Facully of Techni-
cal Mathematics and Informatics, Delft University of Technology. (Kozlésre
benynijtva.)



46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

Globdlis optimalizécid: algoritmusok és alkalmazdsok 103

Fels, M., Pintér, J. and Lycon, D. S. (1994) Optimized design of wastewaler
treatment systems: Application to the mechanical pulp and paper industry.
The Canadian Journal of Chemical Engineering. (Megjelenés alatt.)

Pintér, J., Fels, M., Lycon, D. S., Meeuwig, J. W., and Meeuwig, D. J. (1995)
An intelligent decision support system for assisting industrial waste manage-
ment. Annals of Operations Research 58, 4565-477.

Pintér, J. (19952) Environmental Studies Centers Development in Indonesia
(ESCDI) Project. End of Assignment Report (Work at Sriwijaya University,
Palembang, South Sumatra). PPPSL Jakarta, and ESCDI Project, Dalhousie
University, Halifax. (74 pp.)

Pintér, J. (1995b) Global Optimization in Action. (Continuous and Lipschitz
Optimization: Algorithms, Implementations and Applications.) Kluwer Aca-
demic Publishers, Dordrecht. (508 pp.)

Pintér, J. (1995¢) LGO: An implementation of a Lipschitzian global optimiza-
tion procedure — User’s guide. Research Report NM-R9522, Department of
Numerical Mathematics, National Research Institute for Mathematics and
Computer Science (CWI), Amsterdam.

Pintér, J., Stortelder, W. J. H., and de Swart, J. J. B. (1996) Numerical
approximation of elliptic Fekete point sets applying LGO and DAE solvers:
A global optimization approach. Research Report, Department of Numeri-
cal Mathematics, National Research Institute for Mathematics and Computer
Science (CWI), Amsterdam. (Megjelenés alatt.)

Pintér, J. (1996a) LGO — A program system for continuous and Lipschitz
global optimization. In: Developments in Global Optimization, (ed. 1. M.
Bomze, T. Csendes, R. Horst and P. M. Pardalos), Kluwer Academic Pub-
lishers, Dordrecht. (Megjelenés alatt.)

Pintér, J. (1996b) LGO — A Program System for Continuous and Lipschitz
Global Optimization. User’s Guide. Pintér Consulting Ser., Halifax. (43 pp.)
Pintér, J. (1996c) Continuous global optimization software: A brief review.
Optima (Megjelenés alatt.)

CONTINUOUS AND LIPSCHITZ-CONTINUOUS GLOBAL OPTIMIZATION:

ALGORITHMS AND APPLICATIONS

This paper reviews the subject of continuous and Lipschitz-continuous global (rmul-
tiextremal) optimization. The essentials of globally convergent adaptive partition
algorithms — basic concepts and main results — are summarized. Implementation
aspects and extensions are also discussed. Finally, several case studies are high-
lighted. The paper is based upon the research monograph Pintér (1995b). For
details, the interested Reader is referred to that book, and to the extensive list
of references. Keywords: Continuous and Lipschitz-continuous global optimiza-
tion; globally convergent adaptive partition algorithms; implementation aspects;
the LGO integrated model development and solver system; application case stud-
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TOVABBI MEGJEGYZESEK FORGO FERENC EGY
PROBLEMAJAHOZ!

SZIDAROVSZKY FERENC
Arizonas Eqyetem, Rendszer- és Iparmérnoki Tanszék

Forgé egy kordbbi dolgozataban kimutatta, hogy alkalmas feltételek mellett
a hatékony és raciondlis sztonzés akkor és csak akkor esik egybe, ha az f
jovedelemfiiggvény kielégiti az

@ vi@= [ ' f(taydt - vf(@)a

egyenletet, ahol 7 f az f gradiensvektora. Dolgozatunkban az egyenlet meg-
oldasainak pontos leirasat adjuk meg, kimutatva, hogy egy n-véaltozds, valés
értékil figgvény alkalmas differencidlhatésagi feltételek és pozitiv elsérendii
parcidlis derivaltak mellett akkor és csak akkor elégiti ki az egyenletet egy
K kiipon (K C R%), ha az elsérendii parcidlis derivéltak hényadosai vala-
mennyien konstansok és f(0) =0.

1. Bevezetés

Forgé [1] dolgozatdban egy n tagbdl 4ll6 gazdasdgi egységet vizsgdl. Jelolje
z; € [0,1] az t-edik tag intenzitdsat, ahol x; = 0 a kiindulé szintnek, z; = 1
pedig a maximilis intenzitdsnak felel meg. Az egység jovedelme az inten-
zitasok f fiiggvénye. Az f figgvény értelmezésébol kovetkezik, hogy novekvé
minden véltozéjaban. Forgé kimutatja, hogy a hatékony és raciondlis 0szton-
zés egy a intenzitdsvektor esetén akkor és csak akkor esik egybe, ha

1(@) - (@) = / v (ta)dt - vi(a)e. (1)

Goldner és Vizvari [2] cikkiikben kimutatjék hogy, ha f nem azonosan zérus,
j-edrendii (1 > 1) homogén fiiggvény, akkor tetszoleges a mellett kielégiti az
(1) egyenletet. Dolgozatukban azt a sejtést is kozlik, hogy [ homogenitasa
szitkséges feltétel is. Konnyen lathatjuk, hogy ez a sejtés nem igaz, amint azt
az f(a1,a2) = exp(a; + az) — 1 fiiggvény esete mutatja.

! Beérkezett 1996. junius 9.
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Dolgozatunkban alkalmas (és a Forgé modellnek meglelels) feltételek mel-
lett az (1) egyenletet kielégits fuggvények teljes jellemzését adjuk meg.

2. A megoldasok jellemzése

A dolgozat [6 credménye a kovetkezd tétel

TETEL. Legyen D C R™ egy nyilt halmaz. és K C R7 egy kip. Tegyiik
lel, hogy K C D, és az f: D — R [iggvény folytonosan differencidlhaté és
az elsérendll parcidlis derivaltak valamennyien pozitivak a K kipon. Egy f
fuggvény a fenti feltételek mellett akkor és csak akkor elégiti ki az (1) egyen-
letet a K kipon, ha f{0) = 0 és az fx(a)/f¢(a) hdnyadosok valamennyien
konstansok, ahol f1, fa,..., fn jeloli az elsérendii parcidlis derivaltakat.

Bizonyitds. Tegyiik fel elészér, hogy f kielégiti a fenti feltételeket és az (1)
egyenletet. Az a = 0 helyettesités azonnal mutatja, hogy f(0) = 0. Legyen
w egy valés szdm (i > 0) és helyettesitsitk pa-t az (1) egyenletbe:

£(ua) ) = [ r(tuait-7f(ualua. @)

Vezessiik be az u =ty ) valtozdt az integrdlban, akkor azt kapjuk, hogy
du = udt és

1
1 (=t
/ v/ (tpa)dt = —/ v f(ua)du.
0 HJo
A (2) egyenletet ez alapjan dtirhatjuk a kovetkezdképpen:

vi(pa)a _  fr(ua) (k
flpa) [ frlua)du

ahol csak azt kell feltenniink, hogy pa # 0, hiszen (1) alapjan f(a) >0 a #0
esetén. Minthogy mindkét oldalon a szdmldlé a nevezé p-szerinti derivéltja,

i
In f(pa) = ln/ fr{ua)du +1Ingg(a),
0
ahol gx(a) csak a-tél figg és p-t6] fuggetlen. Vagyis,
"
flua) = gk(a)/0 fr(ua)du.

Derivalva u szerint

Vf(pa)a = gr(a) - fr(ua),
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azaz a

v.f(una)a

fe(pa)

figgvény nem fiigg p-t8l. Ha felfrjuk ezt a kifejezést k valamennyi értékére
és elosztjuk egymaéssal, akkor azonnal léthato, hogy valamennyi k és £ esetén

az

Sr(pa)

fe(pa)
hényadosok is fiiggetlenek p-tél (ua # 0). Az elsérendii parcialis derivéltak
folytonossagabél adédéan a p — O hatdrdtmenettel kapjuk, hogy

fe(ua) _ f(0)
fe(ua) — £:(0)

tetszbleges a € K, p > 0 esetén. Tehst az elsérendil parcidlis derivaltak
héanyadosai valamennyien konstansok.

Tegyiik fel ezutan, hogy egy f fiiggvényre f(0) = 0 és fi(a)/fe(a) = Are
tetszbleges a € K mellett. Ekkor (1) baloldaldnak k-adik komponense:

f(a)fk (a’) )

és (1) jobboldaldnak k-adik komponense:

/ fulta)dt S fala)ac = /0 ftta)dt | ar+ 3 aeder | (a)
N =1

£k

= /1 fr(ta) | ax +Za£A£k dtfr(a) = /1 (Z fe(ta)M) dtfi(a)
0 Y ¢

£k
= [ ZH01) = (@) ~ FO) Sule) = S(@)Su(a).

Tehat f kielégiti az (1) egyenletet. m

3. Megjegyzés

Egy ltszélagos ellentmondds van a fenti tétel és a Goldner—Vizvari cikk
[2] 3. Tétele kozott, ugyanis p-edrendii (1 > 1) homogén figgvények nem
feltétleniil elégitik ki a fenti tétel feltételeit. Példdul

f(a1,a2) =a? +a2
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2-rendii homogén liggvény, de az

() 2oy _a

fa(@) 202 ay
hédnyados nem konstans. A probléma abbdl adddik, hogy p > 1 esctén a p-
edrendii homogén fiuggvények elsérendii parcidlis derivaltjai nem pozitival.
Ugyanis

v/(ta) =t""' 7 [(a),

és 7 f folytonossdga esetén ¢ = 0 helyettesitéssel lathatjuk, hogy 7 f{0) = 0.
igy a Migegvény nem elégiti ki a dolgozat egyik alapleltevését.

Irodalom
1. Forgé F., A hatékony és raciondlis elosztds (in)konzisziencidja: egy axio-
matikus megkozelités, Szigma, XXIII (1992), 1-2. sz., 1-6.

2. Goldner G.~Vizvari B., Megjegyzések Forgd Ferene egy problémajdhoz. Szig-
ma, XXV (1994), 4.sz., 203-206.
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INFORMACIOELMELETI MODSZEREK
A BIZTOSITASBAN!

KOMAROMI EVA
Budapesti Kozgazdasdgtudomdnyi Egyetem

Az informéciétartalom, entrépia, informdaciédivergencia informéciéelméleti
fogalmak, de széles korti alkalmazdssal birnak ezek a fogalmak a fizikdban,
biolégidban, orvostudoményban, mezdgazdaségban, regiondlis tervezésben,
alakfelismerésben és természetesen a kozgazdasdgtan, pénziigy, biztositas
teriiletén is. A szolgdltatésok és dijak, tartalék, fiiggdkar, megtartds stb.
szémit4sihoz elengedhetetlen a statisztikai médszerek alkalmazésa, a szamito-
gépek jelenléte egyben lehetévé és természetessé is teszi az aktudrius szdmaéra
a rendszeres statisztikai kiértékelést. Ebben a dolgozatban a statisztika egyik
olyan teriiletével foglalkozunk, amelyben a feltételek melletti optimalizélas
kiemelt jelentSséggel bir. Eleinte a haszndlt fogalmakat tisztdzzuk, a matema-
tikai appartust mutatjuk be, majd az alkalmazds lehetdségét hdrom példan
illusztraljuk.

1. Informadaciétartalom

Tegyitk fel, hogy ismerjiik egy F esemény p bekovetkezési valészintiségét.
Tegyiik fel, hogy egy késébbi idépontban hatdrozott és megbizhaté hirt ka-
punk arrdl, hogy E valéban bekovetkezett. Ha p = 0,99, ez a hir nem
lep meg, vagyis a hir informéciétartalma igen kicsi, ha p értéke 1-hez kozel
van. Ha azonban 0-hoz kozeli, példdul p = 0,01, akkor a hir meglepd
lesz, hiszen gyakorlatilag bizonyos volt, hogy az esemény nem kovetkezik
be, vagyis ekkor a hir informaciétartalma nagy. Az informiciGtartalom tehét
a valészintiség csokkend fiiggvénye. E természetes kovetelménynek, tovdbba
annak a kovetelménynek is, hogy fiiggetien események esetében additiv legyen,
eleget tesz az informdcidtartalom mérésére dltaldban hasznalt hip)=Inl=
—Inp fiiggvény. Megjegyezziik, hogy az informécidtartalom axiomatikus
megalapozéséval itt nem foglalkozunk, az érdeklddé olvasé ezt megtalélja
példaul H. Theil kdnyvében [1].

Legyenek most egy kisérlet n lehetséges kimenetelének val6sziniiségei sorra
P1,P2,--,Pn P20, 1=1,...,m, 5" pi = 1. Ha egy hatdrozott és meg-

1Beérkezett 1996. oktéber 3.
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bizhaté hirt vesziink arrdl, hogy az 7. esemény bekévetkezett, akkor ennek a
hirnek az infomdcidtartalma h(p,) = — Inp,. Mielétt a hir megérkezett, nem
tudhattuk, mekkora lesz az informéciélartalma, hiszen a h(p1),..., h(ps)
szamok barmelyike lehet. A hir megérkezése el6tt is van azonban tampontunk:
kiszamithatjuk az érkezé hir vdrhatd informdcidtartalmdt, azaz a

-~

H(P)=H(py,...,pa) = pih(p) == _pilnp;
=31l =1

értéket. A vérhaté informécidtartalom egyiittal a széban forgé valésziniliség-
eloszldsban bennefoglalt bizonytalansdg, rendezetlenség egyik alkalmazhaté
mértéke is. A H(P) fuggvény a bizonytalansdg Shannon altal bevezetett
mértéke.

2. A val6sziniiségeloszldsban megjelend bizonytalansig
mértéke: az entrépia

Fsszerii feltételezés, hogy egy kisérlet lehetséges kimeneteleit illet bizonyta-
lansdg H mértéke eleget tegyen a kovetkezd kivdnalmaknak:

(i) H a lehetséges kimenetelek valdszinfiségeinek fuggvénye:

Hil= HTL(P) = H’n.(ply e 7pn) .

(i) A p1,p2,...,pn valésziniiségeknek folytonos fiiggvénye: ezek kis valto-
zésai H, kis véltozasdt idézik eld.
(iii) Nem valtozik, ha a lehetetlen kimenetelt hozzavessziik a valészinfiségi
sémahoz:
Hug1(p1, .- ,pn,0) = Ha(p1,...,pn) -
(iv) Nem valtozik, ha a lehetséges kimenetelek sorrendjét megvéltoztatjuk,
azaz H, az argumentumainak szimmetrikus fiiggvénye.

(v) Minim4lis (zéré) értékii, ha a kimenetelt illetéen nincs bizonytalansag:
Hn(pl:»-‘)pn)zoi ha plzl (121,,71)

(vi) Maximélis értékii, ha az Gsszes kimenetel egyenlden valGszinii, azaz a
valészinliségek nem adnak tampontot, teljes a bizonytalansig azt il-
letéen, hogy milyen esemény kovetkezik be: H,, felveszi a maximumat,
ha

1
p1:p2:,_,:pn:;_
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(vil) H, maximalis értéke n értékével novekszik.

(viii) Két fiiggetlen valosziniiségi eloszlds esetén, ha Ay, ..., Ay illetve By, . .
B, jeldlnek lehetséges kimeneteleket és p1,-..,p, illetve qi,...,¢m a
kapcsolédé valésziniiségeket, akkor az A;B; lehetséges kimenetelekkel
és pig; valésziniiségekkel bird kisérlet t=1,...,n;4=1,...,m) bi
zonytalansagat méré Hyim (P U Q) figgvényre fennall, hogy

Hom(PUQ) = Hy(P) + Hn (Q).

Egy valésziniiségeloszlds bizonytalansdganak a mértékét az eloszlds ent-
répidjdnok nevezzitk. Itt az “entrépia” kifejezés informacidelméleti és nem
termodinamikai eredeti.

A bizonytalansag Shannon &ltal bevezetett (vérhaté informaciétartalom)
fiiggvénye kielégiti a felsorolt nyolc tulajdonsagot: folytonos és szimmetrikus
fiiggvény, és ha a 01n 0 = 0 konvencidt alkalmazzuk, akkor teljesiti a (111) tu-

n
lajdonsdgot. Mivel — Y p;Inp; konkév fiiggvény, ezért lokalis maximumhe-
i=1
lye: p; = %, i = 1,...,n egyttal globdlis is, és maximélis értéke Inn.
Maximaélis értéke n ndvekedésével né. Ha a valdsziniiségek egyike 1, akkor
H, = 0, ez tehit a nemnegativ H figgvény minimuma. Végul, fiiggetlen
val6sziniiségi véltozdk esetén

=37 (pigs) In(pigs)

i=1 j=1
n m m n

= Yo |dghg| - ¢ [Zpilnpl]
im1 |j=1 j=1 Li=1

Y RHA@) + 3 (P

H,m(PUQ)

Il

Az informéciéelméletben nem a felsorolt nyolc kévetelmény alkotja az egyetlen
axiémarendszert a bizonytalansig mértékét illetden, ennek megfeleléen nem a
Shannon-{éle entrépia az egyetlen entrépia-figgvény. Més axiémarendszernek
més fiiggvények tesznek eleget, erre vonatkozé utaldsokat 1d. pl. Mathai és
Rathie [3] illetve Kapur [2] kényvében. A kiilonb6z tipusd entrépidk kozotti
ésszefiiggést és az entrépiafogalom hirkézlésben vald alkalmazasat F. M. Reza
[4] részletesen téirgyalja.
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3. Informaécié-divergencia

Tegyiik fel ismét, hogy van n eseményiink, amelyek teljes eseményrendszert
alkotnak és valésziniiségeik rendre o, q,...,®,. Most és a tovdbbiakban
feltesszik, hogy a; > 0,5 = 1,...,n. Az 0q,00,..., 0, értékeket el6zetes
vagy a priori valésziniiségeknek nevezziik. Beérkezik a hir, de nem arrél, hogy
valamelyik esemény bekovetkezett volna, hanem arrdl, hogy az esélyek meg-
valtoztak: némelyik esemény valésziniibbé valt, mds meg valdsziniitlenebbé,
A hir az elézetes valésziniiségeket a py,ps,...,p, utélagos vagy a posteri-
ore valésziniiségekké véltoztatja. Ha egyik p; értéke 1, a tobbi 0, akkor a
hirben kozvetitett informécié-tartalom — In ;. Ha a hir csak az i. eseményre
szoritkozik, akkor a hirben kozvetitett informécié az elézetes és az utdlagos
valésziniiségekben [oglalt informdcié-tartalmak kiilonbsége: ln’;—"‘_. A hir
azonban nem szoritkozhat egyetlen eseményre, ellenkezéleg, azt 4llitja, hogy
minden eseménynek megvan a sajal utdlagos valdszinlisége. fgy a hirben

n
kozvetitett varhaté informécidtartalom: I,(P) = X:lpi In £ amelyet infor-
1=

mdcid divergencidnak vagy I-divergencidnak neveznek. JelSlésére az I(a; P)
is haszndlatos. Felhivjuk az olvasé figyelmét Csiszar dolgozatdra [5] az in-
formacio divergencia és az optimalizdcids problémak kozotti kapcsolatrél.
Az I,(P) varhat6 informéciétartalom nemnegativ. Ez az dllitds a szdmtani
és mértani kozép kozott fenndlls egyenlotlenségbdl adédik a kovetkezéképpen:

n n

o . Di

0> E pi ln p_:’ vagyis 0< E pi ln a—:
i=1 i=1

és egyenléség 8ll fenn akkor és csak akkor, ha p; = a;, i = 1,...,n. Meg-
jegyzendd, hogy I,(P) értéke végtelen nagy is lehet akkor, ha valamely hirre
pi > 0 és oa; = 0. Megjegyzendo tovabba, hogy teljes elézetes bizony-

talanség esetén, amikor tehdt o; = % minden ¢ indexre, akkor a varhaté

informdcié: I,(P)=Inn— Y. p;ln # =Inn— H,(P) ’
i=1 '

4. A maximum-entrépia elv

A vérhaté informécié most bevezetett fogalma és jelentése alapjan kibovit-
hetjiik az entrépia fogalmat is. A Shannon-féle entrépia maximalis értékii,
ha valamennyi lehetséges kimenetel egyenléen valészini. Ha azonban okunk
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van azt feltételezni, hogy adott egy a priori (a1, az,. .., o) eloszlds (a; > 0,
3" a; = 1), akkor egy masik entrépiat vezethetiink be a kovetkezé osszefiggés
forméjaban:

B(P)=- [Zpi In %:' —In(min{ai,...,a})

n n
Zpi ZZai =1, p>0,0; 20,
=1 i=1

n
amely az I,(P) = 3_ pi In &t helyettesitéssel
i=1 '

B(P) = —I,(P) —In(min{a,...,as})

alakban frhaté. Kapur emlitett konyvében B(P)-t Bayes-féle entrdpidnak
nevezi, mivel a kifejezés az a priori és a posteriori valészintiségeloszlasok egy
fiiggvénye. Ertéke maximalis, ha az I,,(P) informécié-divergencia minimalis
és minimalis, ha I,(P) maximalis.

Ha csak az elézetes (a1,...,0n) valdsziniiségeloszlast ismerjik, a P =
(p1,P2, - - . ,Pn) valdsziniiségeloszlasrol azt kell feltételezniink, hogy megegyezik
az elézetes valésziniiségeloszlassal, azaz minimalizélja az informéacié-divergen-
ciat. Ha azonban més informacié is rendelkezésiinkre dll, példaul a megjo-
solandé eloszlés varhaté értéke vagy szordsa, akkor nem vélaszthatjuk az
elézetes eloszldst, ha az nem elégiti ki a széban forgé feltételt. Ekkor olyan P
utélagos valésziniiségeloszldst kell vilasztanunk, amely az adott feltétel(ek)
mellett a ”legkdzelebb al1” az elézetes valészinliségeloszldshoz: minimalizélja
az informécié-divergenciat, vagyis maximalizélja a Bayes entrépidt. Ez a
"mazimum-entrépia elv”. Azt a val6sziniiségeloszlast, amelyet a maximum-
entrépia elv alkalmazaséval szamitunk, maximum-entrépia eloszlds, legvalé-
sziniibb eloszlds, legegyenletesebb eloszlas és egyéb neveken is emlitik.

A Bayes-entrépia a megszamlélhatéan végtelen lehetséges kimenetelt tar-
talmazé kisérletre a

Z pi ln —

formuldval adhaté meg. Hasonléan, folytonos esetben

i
/f(z)lna(z)d

suppa
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ahol f(z) és a(z) az utdlagos (a posteriori) és eldzetes (a priori) valosziniiséa
eloszlds siirtiségfiggvénye.Mindkét esetben a minimalizalando I informdcio-
divergencia a Bayes-entrépia negativja, a P valdszinliségeloszlds ill.  f(z)
suriiségfiggvény konvex fiuggvénye. Az informdcié-divergencia minimalizala-
sa rendszerint loglinedris model, amelynek megoldédsa konvex programozdsi
eszkozokkel torténhet.

5. Az I-divergencia minimalizilisa, mint konvex prog-
ramozasi feladat

A minimalizdciés feladat, amellyel a konvex programozas foglalkozil, a ko-
vetkezo:

6(z) — min
gi(z) < 0, ¢=1,...,m; zeR"

E feladathoz kapcsolédik a

V0(:1:)+Zungi(z) = 0, u; >0, 1=1,...,m;
i=1
Zuigi(m) = 0, gi(z)<0, i=1,...,m;
i=1

Kuhn-Tucker feladat, amelynek a megfogalmazdsdban feltételezziik, hogy 6
és g; differencidlhaté fliggvények. Az wu; véltozékat Lagrange-szorzéknak
nevezzik, a 8(z) + ) wigi(z) figgvényt pedig Lagrange fliggvénynek. A
Kuhn-Tucker feladat elsd n feltétele azt irja eld, hogy a Lagrange fiiggvény
parciélis deriviltjai legyenek O értékiiek. A kovetkezd m feltétel a Lagrange
szorzok nemnegativitdsdt illeti, az utolsé m feltétel a minimalizéciés fela-
dat feltételei. A kozbiils6 feltétel az egyensilyi feltétel: mivel u; > 0 és
¢ L0, +=1,...,m, ezért szorzataik osszege nempozitiv, és 0 csak akkor,
ha az 0sszeg minden tagja 0, azaz, u; = 0 ha ¢;(z) < 0. Ha egyenlétlenségi
feltételek helyett egyenléségi feltételek szerepelnek a minimalizéciés feladat-
ban, akkor a megfelelé u; Lagrange szorzdk elgjelkotetlenek és a megfelels
tagok az egyensilyi feltételben O értékiiek. A Kuhn-Tucker feladathoz és az
aldbb bemutatott nyeregpont feladathoz kapcsol6dé tételeket, eredményeket
1d. pl. Mangasarian [6] konyvében.

Kuhn-Tucker optimalitdsi tétel: Tegyiik fel, hogy a 8 és g; fuggvények differ-
encidlhaték az z° € R™ pontban. (1) Tegyiik fel, hogy 8 és g; konvexek. Ha
(z°,u°) megolddsa a Kuhn-Tucker feladatnak, akkor z° optimalis megolddsa
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a minimalizaciés feladatnak. (2) Tegyiik fel, hogy z° optimaélis megoldasa
a minimalizéciés feladatnak. Tegyiik fel, hogy a feladat feltételrendszere
kielégiti valamelyik regularitési feltételt. Akkor létezik olyan u° € R™, hogy
(z°,u°) kielégiti a Kuhn-Tucker feladatot.

Ezt a tételt abban az esetben fogjuk alkalmazni, amikor a széban forgé
valésziniliség-eloszlds diszkrét. Az I-divergencia konvex figgvény. Minima-
lizéldsakor azon feltételek mindig megjelennek, amelyek kikotik, hogy a p;
valtozék nemnegativok és 6sszegiik 1. A tobbi feltételek rendszerint valamely
momentum értékére, pl. a varhaté értékre vonatkoznak egyenldségi feltéte-
lek forméjaban. A tétel egyenléségi feltételek esetén akkor alkalmazhaté, ha
mind a g;, mind a —g; fiiggvények konvexek, azaz g; a p; valtozdk linedris
fiiggvénye, amely a felsorolt esetekben fenndll. A regularitasi feltételek koziil
a leggyakrabban alkalmazottak a Slater feltétel, az Arrow-Hurwitz-Uzawa
feltétel, a Kuhn-Tucker feltétel és a linearitds. Az altalunk itt targyalt ese-
tekben a feltételek linedrisak, igy a tétel masodik allitésa is alkalmazhatd.

A minimaliziciés problémahoz kapcsolédik az aldbbi, Kuhn-Tucker nye-
regpont feladat is, amelyben a nyeregfiiggvény az emlitett Lagrange fiiggvény:

Keressiink olyan z° = (z3,...,25) és u® = (u},...,u;,) > O vektorokat,
amelyekre fenndll, hogy

6(z°) + Zu,-g,-(:z:") <0(z°)+ Zuﬁ'g,-(f) < 0(x) + Zu?g,-(:z:)

i=1
minden u >0, u € R™, x € R™ mellett.

Kuhn-Tucker nyeregpont optimalitdsi tétel: (1) Ha (z°,4°) megolddsa a Kuhn-
Tucker nyeregpont feladatnak, akkor z° optimélis megolddsa a minimalizacids
feladatnak. (2) Ha z° optimalis megolddsa a minimaliziciés feladatnak és
3% € R, amelyre g;(T) > 0 ha a g; fuggvény nemlinedris, akkor 3u°, hogy
(z°,u°) megoldésa a Kuhn-Tucker nyeregpont feladatnak.

Ezt a tételt abban az esetben fogjuk alkalmazni, amikor a széban forgd
valésziniiség-eloszlas folytonos. Vizsgéljuk elszor a diszkrét esetet. Fela-
datunk tehat

I.(P) ij In % — min
=1 7

n
E aijp; = by, i=1,...,m;
j=1

P

(pla--')pn) 20
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alaku, ahol az A m x n méretli matrix és a b m-méretii vektor adottak. Mivel
a feltételek kozott a > p; = 1 szitkségképpen megjelenik, ezért az optimalis
megoldas (ha létezik) nem viltozik, ha a célfiiggvénybdl levonjuk 5 p; -t,
amit célszeriiségi okokbdl megtesziink. Célfiiggvényiink tehdt:

n n
P :
ij lnj - ij — min.
ij=1 7 ij=1
Ehhez a feladathoz kapcsolédé Kuhn-Tucker feladat a kovetkezé: Keresiink

olyan P° = (pf,...,pp) és u® = (u3,...,ud,) értékeket, amelyek megoldjak
az aldbbi feladatot:

n
Zaljpj . bi7 lzlvwmy

(p17-~'7p'n) ]
m

Inp; —Ine; + Y way; > 0, j=1,...,m

ks m
ij (lnpj —In o+ Zuiaij)
=i =

Vv
2

!
)

A Kuhn-Tucker optimalitési tétel szerint minimalizéciés feladatunknak
pontosan akkor van optimélis megoldésa, ha a leirt kapcsolédé Kuhn-Tucker
feladatnak van (P°,u°) megoldésa. Alkalmazva a 2; = —u;,i = 1,...,m
helyettesitést, a feladat P megolddsét a kovetkezd tn. multiplikativ alakban:

m
(O

i=1

m
. § 21 Qg
i=1

loglinedris alakban keressitk, amely a fenti egyensilyi feltétellel egyiitt hang-
sulyozza az utdlagos valdszintiség azon tulajdonsagat is, hogy valamelyik e-
leme a valésziniiség-eloszldsnak pozitiv értékii pontosan akkor, amikor az
elézetes valosziniliség megfelelé eleme pozitiv értéki.

Irjuk most fel a minimalizéciés feladatunk dudlisat, és nézzik meg, mit
mond a dualitdsi tétel a minimalizéciés feladat optimalis megoldésardl:

ijln Zp; ZZLZ%PJ Zl’z(“——zzl‘ﬂ*m“
=1

=1

illetve a vele ekvivalens
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m
1n£’——2z.-aijzo, ji=1,...,n.
i =

A feltételek igy is felirhatdk
p; > 0jet, j=1,...,n.

Vegyiik észre, hogy a maximalizdlandé célfiiggvény osszevonssok utén a ko-

vetkezo:
n m
S+ 3
j=1 i=1

Vegyiik tovdbba észre, hogy a feladat optimélis megoldasira a feltételek
egyenléséggel kell, hogy teljesiiljenek. Alakitsuk &t a dudlis [eladatot mini-
maliziciés feladatta ez utobbi észrevétel figyelembevételével. Ekkor az aldbbi
feltétel nélkiili optimalizécics feladatot kapjuk:

n
-
E ajez-'=1 %% _ hz — min
j=1

amely csak a (21,. . ., zm) dudlis véltozok fiiggvénye. A gyenge dualitasi tétel
értelmében a primél és dudl feladat célfiiggvényértékei kozott fennall a

n n n

™ ziag; Pj
Z "jez-=l”’—b22—§ lena_-;+§ P;
j=1 i=1 j=1

egyenl6tlenség, amely egyenloséggel teljesiil, ha p; = a_,-ezmt"“", 3=
1,...,n. A dualitasi tétel szerint tehat, ha a primdl feladatnak van op-
timalis megolddsa, akkor az ezen multiplikativ illetve az ekvivalens loglinedris
forméban irhaté fel.

Tekintsiik most a folytonos esetet. Feladatunk ekkor

f(z) — min
/ f(z)In a(z)dm

supp o

/f(I)d:L‘ = b=1,

supp &
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ahol supp « az a(z) siirliségfiggvény tartéja (az R azon legsziikebb részhal-
maza, amelynek valésziniiségi mértéke 1). E feladat Lagrange figgvénye:

L= /f(m)ln—é%dz—i—Zui /ﬂi(m)f(w)dit—bi

supp o upp «
ahol alkalmaztuk az a;(z) = 1 jelolést. Rogzitett u; értékek esetén az
L fuggvény az f(z) figgvényben minimalizdlandd, a minimalizdlds szem-

Lt .

pontjabdl pediga 3 u;b;, konstans lévén, elhagyhaté. Igy a minimalizdlandé
i=1

fuggvény:

—

f(z) (ln agg + Zulal(a))) dz

f($ Z ua,(z)

=1
a(x) e dz

m

o9 - u,0,(x)
> /f(a:) l—a(m)e Z:l dz

f(z)

mivel InZ < Z — 1 és egyenléség pontosan akkor all fenn, ha Z = 1, vagyis
amikor

— ,Z": u,a,(x)
f(z) = a(z)e =

alaki, azaz, 2; = —u; helyettesitéssel, amikor

o) = o) [T ()"

masként:
m

flz
In ﬁ e ; 20, ()
alakd, igy az eredményiil kapott reprezentécié f(z) szdméra ismét a multip-
likativ, illetve a loglinedris forma.
Megjegyzend6, hogy ha elézetes valdszinliségeloszlast nem veszink szdmi-
tdsba, akkor a fenti Gsszefiiggésekben az o; = 1, j = 1,...,n illetve a(z) = 1
helyettesités alkalmazando
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6. Entrépia-maximalizilasra épuld biztositasmatemati-
kai modellek

Standard vagy referenciaeloszldsokat, statisztikdkat kis biztositétarsasagok,
vagy nagy biztositGtarsasdgok specidlis médozataikban, nem mindig alkal-
mazhatnak rutinszertien, mert klientiirdjuk osszetétele nem feltétleniil titkrozi
annak a népességnek az Osszetételét, amelyre a statisztika készilt. A prob-
léma ekkor az, hogyan lehet elméletileg megalapozottan 6sszehasonlitani és
igazitani a referenciaeloszldst gy, hogy a létrehozott eloszlas megfeleljen a
széban forgé biztositétarsasdg klientirdjanak, de a referenciaeloszldshoz a
leheté legkozelebb legyen. Az aldbbi két problémaval Brockett [7] illetve
Brockett és Cox [8] foglalkoztak, a kozolt megolddsok télik szérmaznak.

Munkaképtelenség idétartamanak az eloszlasa

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy egyetlen feltétel van: a kliens vérha-
t6 munkaképtelenségének az id6tartama: g = 21 nap, szemben a referencia-
tdbldban feltiintetett varhaté idétartammal. A referenciatébla a qy,...,¢qn
értékekbdl &ll, ahol g; annak a valésziniisége, hogy a munkaképtelenség j
napig tart. A feladat olyan, a munkaképtelenség idGtartaméra vonatkozé
téblat létrehozni, amely a referenciatéblatol a lehet6 legkisebb mértékben
kiilonbozik, de teljesiti a 4 = 21 nap feltételt. A probléma megoldésa tobbek
kozott a dijszabas megallapitdséhoz is sziikséges.

Jelolje q; annak a valésziniiségét, hogy egy iigyfél munkaképtelensége ¢
napon &t tart, a referenciatabla szerint. Jelolje p; az ismeretlen valésziniiségét
annak, hogy az iigyfél munkaképtelenségének id6tartama 7 nap lesz. A {p;}
val6sziniiségeket az aldbbi feladat megolddsaként kapjuk:

L .
Ep.- ]n& — min
i=1 i

w

w
Zpi = 1, Zipi=21, pi>0, i=1,...,w.
i=1

i=1

A fentiek szerint ennek a probléménak a megolddsa a kovetkez6 alaki:
pi = qiez1+1‘zz — qi(ezl)(ezg)i

Mivel a célfiggvény szigordan konvex, ezért a minimalizédciés feladatnak
egyetlen optimélis megolddsa van, és igy a p;-re kapott kifejezés behelyettesi-
tése utdn a feltételeket képviseld két egyenletbdl &ll6 kétismeretlenes egyen-
letrendszernek egyetlen (21, 22) megolddsa van, amelvet iterdciés eljardssal
vagy més modszerrel kiszamithatunk. Brockett szamitasi eredményeit és az
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eredményiil kapott valésziniség-eloszlast a hivatkozott dolgozata tablazatos
formdban bemutatja.

A halandésagi tablak kiigazitiasa

Gyakori eset, hogy egy specidlis ligyfélre vonatkozéan az aktuariusnak el kell
térnie szdmitdsaiban a standard halanddsigi téblatol. Példaként tekintsiink
egy 50 éves, bizonytalan egészségi allapoti igyfelet, aki életbiztosilast is
magaban foglal6 biztositdst kivan kotni. Az aktudrius szitkségképpen vélaszt
egy standard halandéségi tablit, amelyet azonban médositania kell, ha az or-
vos az igyfél hdtralévé u vérhaté életkordt a halanddsagi tabldban szerepld
eso értéktol kiillonbozonek itéli. Tegyiik fel, hogy az orvos szerint p = 9 # esp.
Tegyiik fel tovébba, hogy emellett az orvos 50% esélyt ad annak, hogy az il-
let6 az 55. és 65. sziiletésnapja kozott hal meg. Hogyan alakitsa az aktuarius
a rendelkezésére 4ll6 halandésagi tablit, hogy az a lehetd legkevéshé térjen el
a vélasztott standard halandéséagi tédblatol, de mégis illeszkedjen az tligyfélhek
az orvosi véleményben megfogalmazott halanddsédgi tulajdonsagaihoz — ezt fo-
galmazzuk meg az aldbbi modellben, amelyben g; jeloli a standard haldlozési
valészinliségeket, p; pedig a szamitandé haldlozédsi valésziniiségeket:

ipilng—i — min

= i

=0 )
dpo= 1L D im=9,
i=0 ;

14
Zpi = 0:5) piZO: i:0717~"7w-
=5

A feladat feltételeit kielégitd p; értékeket a
zy+izo+a(i)zs

Di = qie
formdban keressiik, ahol
0, hai<5;
ali) = {1, ha << 14
0, hai> 14

A feladat megolddsa ismét egy hdaromismeretlenes, 3 egyenletet tartalmazé
egyenletrendszer megolddsét jelenti. Az eredmény Brockett és Cox (8] dolgo-
zatdban az ott kozolt halanddsédgi tabla alapjdn a kovetkezo:

g:(1,342125)(0,96353)', hai <5
pi =4 ¢i(1,891812)(0,96353)', ha 5 <4< 14
q:(1,342125)(0,96353)', hai > 14
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Egyenlétlenségi feltételeket is tartalmazé feladatok taldlhaték még Charnes
et al. [9] dolgobzatéban.

A kdrnagysag eloszldsanak szdmitdsa informaciéelméleti médszerrel

Legyen {(t) a stirliségfiiggvénye az egy bizonyos a érték folotti karigény nagy-

saganak. Akkor
o0
/fmm:L
a

A szimmetrikustdl nagyon eltérd eloszldsnak esetleg nincs véges véarhaté ér-

téke, ezért az
o0

/mﬁ@m:mb

a

feltételt tamasztjuk. Ekkor az entrépiafiiggvény maximalizdldsa két feltétel
mellett torténik, az f(t) siirliségfiiggvény alakja a kovetkezé:

f(t) — ezl+22 In t.

Hasznaljuk fel az elso feltételt:

(o] oo

1 = /ezl+’7'"‘dt=e2‘/t’7dt
[ a
g2t
B CZITZ——I, ahol 2p < -—1.

Alkalmazva az & = —zy helyettesitést, azt kapjuk, hogy e* = (a — 1)e> 1.
Az eljaras tehat az

f@t)=(a=1)a* " *t>a,a>1

stirliségfiiggvényhez vezet, ami a Pareto eloszlas siiriiségfiiggvénye. Ha a < 2,
akkor a kdrnagysdg varhato értéke nem véges, de a Int varhaté értéke véges.
Ha a > 2, akkor mindkét varhaté érték véges.
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INFORMATION THEORY IN ACTUARIAL SCIENCE

The paper deals with a branch of statistics in which optimization plays an im-
portant role. It presents the maximum entropy approach for incorporating prior
information into the determination of probability distributions. First, the concept
of ’information’ and ’uncertainty’ and their appropriate measures are introduced.
Next, the maximum entropy methodology is presented in the form of a mathemati-
cal programming mode], and duality statements are applied to develop the formula
for its situation. Finally, the method is shown to be useful in several areas in
actuarial modeling.
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A KAMAT, A JELENERTEK ES
A KOLCSONTORLESZTES OPTIMALIZALASA!

SOMOGYI LASZLO
JPTE Koizgazdasdgtudomdnyi Kar

A kamattél elvarjuk, hogy ekvivalenssé tegye egy jelenbeli Osszeg és egy
helyette felkindlt jovibeli pénzaram jelenértékét. Meglepd, de ravildgitunk,
hogy napjaink kamatszamitasanak gyakorlata — clvarasunk ellenére — lehetd-
séget nyijt a kolesoniigyletek jelenértékével valé ma nipuldldsra (ezt ne a kife-
jezés negativ jelentésével értsiik)! Megmutatjuk, hogy léteznek olyan egzakt
és meghatédrozhaté paraméterek, melyek figyelembevételével egy kolesonuigy-
let nem-zéré Gsszegii jatszmaként tekinthetd, igy a torlesztés litemezésének
helyes megvilasztdsa 4ltal lehetségessé valik, hogy annak jelenértéke mind
a kélesont adé, mind a kolcsont felvevé szaméra egyidoben pozitiv és op-
timalis legyen! Roviden bemutatdsra kerill egy algoritmus, mely a vézolt op-
timalizalsi lehetdséget — az ismertetett modell feltételrendszerének altaldanos
eset felé valé tovibblejlesztésével- a kolesonbdl finanszirozott lizingbeadds
példajan szemlélteti.

Bevezetés

Kolesdnnyijtasi gyakorlatunk rdkényszeriil, hogy integrdljon olyan jelensé-
geket, mint a kamat é& toketorlesztésekegymdstdl eltérd idépontokban vald
felszamitdsa, vagy vdltozd hosszisdgu torlesztési periédusok kezelése.

Uj jelenségek 1ij, és néha a megszokott elvek helyességét. megkérdojelezd
Kkovetkeztetéseket vonnak maguk utdn. Az egyik ilyen elv, hogy mind a kol-
csont adénak, mind a koleson felvevéjének ésszerii a koleson mielébbi vissza-
fizetésére valé torekvése.

Feliilvizsgaljuk, hogy valéban igy van-e. Kiindulépontunk, hogy meg kell
kiilonbostetni azt a két szemléletet, mellyel a kolesont add illetve a kalesont
felvevd mindsiti a pénat: Ennek alapjat a szamukra eltéré hozamtermd képes-
sége jelenti, melyet — egyeldTe @ felek megkiilonboztetése nélkul — nevezzink
kamatnak (kamatldbnak).

1 Beérkezett 1995. november 11.
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A kamat egyik tulajdonsdga, hogy kézémbossé teszi a jelenbeli X & &
Jovébeli X (1 + i) pénzmennyiségek kozotti vilasztast (3 legyen most pan-
Losan az adoll periddusra esé kamatldib): A tulajdonos a birtokaban léve
X osszegrol hajlandé lemondani, ha helyette a jovében X + Xi osszeget,
vagy ennél tobbet kap, és nem hajlandé lemondani, ha X pénzéért a jovoben
felkinalt. az elébbi hatar értékénél kevesebb. igy elmondhatjuk, hogy a tu-
lajdonos szaméra a jovébeli X (1 + 3) osszeg a jelenben X Gsszeget ér, és
megforditva.

Egy prognosztizalt pénzdram értékének becslésekor az egyik legfontosabb
figyelembe veendé tényezd — elfogadhatésdganak akdr dontési kritériuma is -
annak jelenbeli értéke.

Ha a kamat valéban kiegyenliti egy jelenbeli osszegr, és a helyette felkinalt
Jovébeli pénzdram jelenértékét, akkor nines értelime annak, hogy egy kélesén
torleszté részleteinek optimalizdldsard] beszéljiink, hiszen a torleszt részletek
Jelenértéken — a kamat révén — ekvivalensek a kolesénadott Osszeggel.

Be fogjuk ldtni, hogy a helyzet nem ez, €s igenis tud - bizonyos ese-
tekben akdr explicit formdban kifejeshets — optimdlis tdriesztési itemezést
vdlasztany mind a kolcsént add, mind a kélesin felvevdje! Meglepd, de ki fog
deriilni, hogy — amennyiben az titemezések éridkelése a Jjelenérték kritérium
alapjin Lorlénik — létezhet olyan titernezés, mely equiddben optimdlis mindkét
fél szdmadra!

Tekintsiink el alidl, hogy ma a kélesont addk a jovdare vonalkozd kalkuldcidk
bizonytalansdga miatl maclébh pénsikhios szeretnel: Jutni, és tegyiik fel a to-
vibbrakban, hogy a kélcsint adék kamalldba s infldeids virakozdse stabil,
legaldbb a kélesimiigylet dltal érintett idGintervallum Jolyamdn (nevesziik est
a tovdbbiakban stabilitasi fellételnek)! Tegyiik fel azt is, hogy tranzakeios
koltségek ninesenck, vagyis a kamatlibban megfogalmazédd értékszemlélet
tranzakeids koltségekre vonatkozd fedezete zérus! Vegyiik magd észre a szdmi-
tdsok dtgondoldsa utdn, hogy ez utdbba fellételesés az dllitdsainkra vo natkozdan
nem jelent megszoritdst, mert ~ bar a szamitdsok dsszetettebbekké valndnak
— azok igazsdga méginkabb nyilvanvalé lenne!

E feltételezések mellett a kovetkezd kérdésre keressiik a vélaszt: X dsszepet
kolesonadva, a helyette felkindglt t6ketoriesztések X 1y Xo. ..o Xy kamatos
pénzaramdnak (X = X, + X, + ... + Any X1, X2,..., X, = 0) milyen
iitemezése mellett nyeri a kolesont adé Jelenértéken a legmagasabb tsszeget,
¢ a koleson felvevoje szamdra az el6bbi pénzaram Jelenértéken mikor lesz
ligyszintén maximalis?
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A kamatszamitas lehetoségei

Kiilonbéztessiik meg a kamat felszamitdsanak aldbbi — akdr csak elmeéletileg is
lehetséges — médjait, és figyeljiik a torlesztési pénzdram jelenértékét (melyet
most ugyanazon kamatldh dltal meghatdrozott diszkonttényezbvel tekintiink)!

1. Ha a kamat felszdmitdsa folyamatos, akkor béarmilyen, kamatokkal
szamitott torlesztési pénzéram jelenértéke pontosan a kolcsonadott Gsszeg.

2. Ha a torlesztés periédusai ezonos hosszisdguak, © pontosan az egy
periddusra esé kamat, a torlesztések periddusonként torténnek tdke + ka-
mat forméajaban, akkor a torlesztési pénzéram jelenért€ke megint pontosan
a kolesonadott osszeg, a kamatol akér mindig az éppen kint 1évé tokére,
akér — mint elméleti lehetdség! — mindig az éppen aktudlis torlesztd részletre
szamitottuk fel.

3. Gyakoribb eset, mikor a kamat éves szinten van meghatdrozva, és tobb
torlesztés is torténik az éves periédus alatt. Ha — mint elméleti lehetdség!
_ a kamat felszamitdsa most mindig az aktuslis torlesztd részletre torténik,
dgy a kamat jra teljesiti, hogy a torlesztési pénzdram jelenértéke pontosan
a kolcsonadott osszeg.

A sorolt esetek egyikében sincs tehdt hatdssal az titemezés a kolesdnidigylet
pénzdramdnak jelenértékére. Azonban létezik a soroltaktdl eltéré gyakorlat
is!

4. A kamat éves szinten van meghatérozva, és tobb torlesztés is torténik
az éves periddus alatt. A kamat felszdmitdsa mindig az aktualisan kint 1évé
tékére torténik, a kamat és téketorlesztések akdr eltérd és vdltozd tartamd
idészakonként keriilhetnek felszdmitdsra, és a kamatszdmitdsi periddus hossza
nem feltétleniil kell hogy megegyezzen egyik torlesztési id6szak hosszduval sem!

Foglaljuk ossze e szandékosan utolsénak hagyott eset feltételeit, a komy-
nyebb kezelhetdség végett egyszeriisitve a probléma meglogalmazasan:

X osszeg kolesonérol van sz6; 1 éves szintii kamatlab; ket torleszbo részletet
tekintiink, X = X;+ Xy ahol X, Xp =2 0; a torlesztések egyenld idékozonkent
torténnek, mégpedig ¢ és 2t idépontokban, ahol ¢ a napok szamdl jeldli igy.
hogy 2L < 365; a kamatot, mindig az éppen kint 1évo téke utdn szamitjuk lel
(és nem az éppen torlesztett tokére, mint — elméleti lehetéség! - tertitk az
a 3. esetben!),

(Megint nem jelenti az dltaldnossdg korldtozdsdt, de az {ilemezési lehetfsé-
gek kizil részletes elemzéssel az X Gsszeg X, 6s Xq megosstdsdnuk azl o két
szélséséges esetét lekintjik, mikor X, = X és Xo = 0, illetve Xy = 0 &
Xy = X, vagyis a teljes t6két az elsd periddus végén, illctve a leljes [0Rel
a mdsodik periddus végén torlesztfik. Hogy ez nem megszoritds, mert az
dllitdsok e két részlet tetszdleges értékmegosztdsdra is igazak, az o ssdmiridsok
kovetésével nyiludinvald lesz.)
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Megjegyzés: Jelen gyakorlat szerint i éves szintii kamatlabbal felszdmitott
kamatok az évek sordn kamatos kamatként, hatvinyozédva keletkeznek, év
kozbeni torlesztésekre i éves szintii kamatlab esetén linedris a kamat felsza-
mitdsa. — Bz a gondolat azért keriilt kiemelésre, mert az eredmények lényeges
részét képezi. — Itt jegyezzitk meg, hogy a tovabbiakban kézolt szamitasok,
bar néha hosszadalmasak, de egyszeriiek. Csak azok az eredmények keriilnek
kozlésre, melyek a gondolatmenet gerincének vizoldsat szolgsljsk, mivel e
tanulmény célja nem elsédlegesen szamolési gyakorlat prezentaldsa. Kérem
az Olvasét, hogy a kozolt eredmények koztes szamitdsait — a megadott in-
strukcidk szerint — maga is végezze el, ily médon keriilve kozelebb az is-
mertetett modellhez. A kdz6lt eredmények valddisdga végett a tanulmdny
szdmitdsai a MATHEMATICA for WINDOWS 2.0 vdltozatdval keriiltek ellen-
drzésre.

Végezziik vizsgdlédasunkat eldszér a kblcsdnt adé szemszogébsl!

Igy célunk az X, és Xj Osszegek olyan megvalasztasa, hogy a kolcsoniigylet
pénzéramanak jelenértéke maximalis legyen.
Az tgylet pénzdrama:

0. idépont: X Osszeget kolcson adunk. Ennek jelenértéke: —X.

t. idépont: X; t6két és X 5=t kamatot visszakapunk. Ennek jelenértéke:

X+ X5kt
1+ gt
2¢. idépont: Xz tkét és (X — X1 )izt = Xa5i-¢ kamatot visszakapunk Ennek
jelenértéke:
Xo(1 4 7t5t)
L+ 52t

A teljes pénzdram jelenértéke dsszevonsdsok utén:

L+ 3555t +3 (g85)" ) — X1 (585)° 2

L+ 3gict +2 (52) 22

x(
PVo(X1)=—-X+

(Az a index a kolesont adéra utal.) Léthatd, hogy a jelenérték fiigg a tor-
lesztés iitemezésének megvélasztasatol (mivel most csak két torleszté részlet
van, ezért csak az els6tol)!

A jelenérték minimélis, ha az elsé részlet maximalis, vagyis X; = X.
Minimumanak értéke ekkor:

e =0
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A jelenérték maximalis, ha az els6 részlet minimalis, vagyis X; = 0. Maxi-
muménak értéke ekkor:

+1+33%t+3(%)2t2
143551 +2 (5i5) 12 )

PVpax = X (—1

Ez az érték az

;2
(z85) t°

1+ 35iet +2 (5i5) 12

szorzétényezé altal meghatdrozott mértékkel nagyobb, mint az eredetileg
kolesonadott dsszeg (és mivel e ndvekmény szamliléja és nevezbje pozitiv,
{gy PVimax-ban X szorzotényezéje nagyobb 0-ndl), vagyis az iitemezés helyes
megvalasztdsa dltal tobbletnyereséget realizaltunk! Mivel a jelenérték az elso
torlesztd részlet (X) linesris figgvénye, az elmondottakbdl nyilvdnvald, hogy
az X Osszeg tetszdleges vilasztisa esetén a PV,(X,) jelenértékre

0= PVmin S PVa(Xl) S PVmax

teljesiil.

Osszefoglalva a kolcsont adé szemszogébdl végzett vizsgélat eredményeit:
Ha feltessziik, hogy a pénz minden értéket jelenté tulajdonsdga valamint
kockizata megfogalmazédik az éltala felszémitott éves szintd kamatban, akkor
a stabilitdsi feltétellel élve azt mondhatjuk, hogy az iménti specialis, két
periédust esetben a kélesont add akkor nyeri jelenértéken méruve a leglobb
hasznot, ha a kdlesonigylet sordn minél késébb kapja vissza a kalesonadolt
téke torleszté részeteit! (A tranzakcids koltségek figyelembe vétele abban
nyilvanulna meg, hogy a jelenérték szamitdsakor az 1 4ltal meghatdrozottnal
kisebb tényezdvel diszkontalunk: Ez a jelenértékre emeld hatéssal van, igy a
kapott eredmény még inkdbb igazzd vélna.)

Foglaljuk éssze dbran is az elmondottakat (1. dbra)!
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PY (X))

|
X

1. dbra. Lehetbségek a kolcsont add pénzdramdnak jelenértékére

Végezziik vizsgaléddsunkat most a kdlesont felvevd szemszdgébol!

fgy célunk djra az X; és X, osszegek olyan megvalasztédsa, hogy a kdlesoniigy-
let pénzaramanak jelenértéke maximalis legyen. Azonban mig az el8bb joggal
feltételeztiik, hogy a kolcsont adé szaméra a pénz értékét az ¢ kamatlab fe-
jezi ki, ezért 6 a jelenértéket is az dltala meghatdrozott diszkonttényezdvel
szamitja, most kilonbozlessik meg a jelenérték szdmitdsdhoz haszndlt disz-
konttényezdt az eldbbitdl!

Jelolje T azt az éves szintll, kamatidh jellegd tényezdt, mely kifejezi, hogy
a kolcsont felvevd szdmdra a jelenbeli X dsszeg t idd milve X (1 + 7e5t)
dsszeggel ér fell (T lehet példdul a kélesont felvevd t iddtdvra kalkuldlt belsd
megtérilési rdtdjdnak éves szintd kivetitése.) (Ne feledkezziink meg a i-re

tett feltételezésiinkrdl: 2t < 365.)

Megjegyzés: r-nek ez a fajta bevezelése és az i-t8l valé megkulonboztetése
ad alapot torlesztési optimalizalasi lehet6ségre: Fgyszerden arrdl a tényrél
van $20, hogy kilonbizd cégek mikidhetnek eltérd piaci megtérilésekkel, igy
van alapja megtérilési rdtdik megkilonboztetésének. Most a két “cég” a
kolesont add, illetve a koleson felvevije!

Az tigylet pénzarama:

0. idSépont: X Osszeget kolesonvesziink. Ennek jelenértéke: X,
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t. idépont: X; tokét és X 3+c.5t kamatot visszatéritiink. Ennek jelenértéke

X1+ X3zt
1+ g5t

hiszen az elébbi Osszeget pontosan

X1+Xﬁ
1+365

1

nagysagi 0. idépontbeli tsszeggel fogjuk majd torleszteni, mivel ”a mi cégiink
ilyen megtériiléssel forgatja a pénzt”.
2t. idépont: Xo t&két és (X — Xl)éﬁt = Xgéﬁt kamatot visszatéritiink.
Ennek jelenértéke
X (1+ 5ist)
1+ g2t

hiszen az clébbi Osszeget pontosan

X2(1+365)
1+ 3552t

¥

0. idépontbeli ésszeggel fogjuk majd torleszteni.
A teljes pénzéram jelenértékére ésszevondsok utdn

PVf(Xl,T) =

X (1 + 2555t + Fe5t + 35tz 3551%) + X1 (st — w5t — s aEt’)
1+ 3565t +2 365) t2

adédik. (Az f index a kodlesént felvevire utal). Har =4, a formula pon-
tosan a kélcsont adé szemszigébdl végzett vizsgdlatndl levezelett jelenériék
formula —1-szeresével azonos! Lathaté, hogy a jelenérték ujra fiigg a torlesz-
tés iitemezésének megvélasztasatdll Mivel a fliggés jellegét most az

Ty Lt —_ & ol ;2
365 365 365 365

szamlalébeli X szorzétényezdjének eldjele donti el, ezért vizsgéljuk a kovet-
kezd eseteket:

I. eset )
T 1 1T

3650 3650 365 365 =0,
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vagyls az 1 és az ¢ kamatlabak kozott az
4

Jp—

T =

osszefiiggés all fenn. Ekkor a jelenérték a kolesont felvevd szaméra pozitiv,
dllandd Gsszeg, amely figgetlen a torlesztés Utemezésétdl, mivel az X, elsé
részlet szorzdtényezdje a PVy(Xy,r) tort szdmldidjdban zérus. A kolcsont
felvevé értékszemléletét kifejezd r kamatldb most vizsgalt kritikus értékének
(kritikus, mert téle figg az X1 szorzétényezijének eldjele, és ily mddon a
kolcsont felvevd pénzdramdnak jelenértéke) a tovabbiakban kitiintetett szerep
jut, ezért vezessiik be rd az ry jelolést:

Ty = —"—
1
1_365t

Az lgylet jelenértéke ekkor

i i 2
ka=X<1_ 1+ 2551+ Fht + 3 Tat >

2
1+ 37t +2 (35) " ¢2
(Az olvaséra bizzuk annak beldtésat, hogy az X osszeg szorzdtényezdje valé-
ban pozitiv.)

Foglaljuk 0ssze dbrén is az elmondottakat (2. dbra)!

PR ()

~
==

0 : X
X

2. dbra. A kolesint felvevd pénzdramdnak jelenértéke r = 7y kamatldb esetén
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II. eset

Ha

_T_t_ _i_t__ LL# >0
365 365 365 365 '

vagyis r > 7 (a kolcsont felvevé értékszemléletét kifejezd kamatldb meg-
haladja a kritikus 7 értéket), akkor a PVy (X1,7) jelenérték figgvény az v
kamatlab adott értéke esetén maximélis, ha az X, Gsszeg minimalis, vagyis
X; = 0. Ha most is feltessziik, hogy a pénz minden értéket jelentd tulaj-
donséga valamint kockdzata a kolesont felvevé szaméra meglogalmazodik az
6ré jellemz6 r kamatldbban, akkor a stabilitdsi feltételt rd is kiterjesztve azt
mondhatjuk, hogy e speciilis, két periédusi esetben akkor nyeri jelenériéken
mérve a legtobb hasznot, ha a kélcsoniigylet sordn minél késébb torleszii a
kolesomuvett toke torlesztd részleteit!

Nyereségének jelenértéke ekkor az 7 kamatlab figgvénye:

. o
PVox(r) = X (1_ 14 255t + 5ot + 356z o5t )
: 2 :
1+ 355t +2(555) 12

(Az index az iitemezés jellegére utal.) Vizsgaljuk meg a fiiggvényt! (Ujra az
olvasora bizzuk az 4llitasok beldtésat.) E figgvény elsé derivéltja az (rg; 00)
intervallumon hatdrozottan pozitiv, tehit a fiiggvény maga szigordan mono-
ton novekvé. Hatérértékére

14 27t 4 =t + 35k 25 t?
lim PVox(r) = lim X (1- 365 65— 63365 ) = X
r—00 r—00 l+3§%t+2(§,’ﬁ‘_§) t?f

adédik, vagyis az r kamatlab navekedésével a jelenérték aszimptotikusan
kozeliti a koleson kapott X osszeg értékét. Mivel r = ry kamatlab esetén
a jelenérték pontosan PVi, igy osszefoglalhatjuk dbran is az elmondottakat
(3. dbra):
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0 | - kamatlab

i P

J. dbra. A kolcsont felvevd pénzdramdnak jelenértéke r > i kamatldb
esetén, X; =0, Xy = X dsszegil titemezéssel

Mi torténik, ha v > rp kamatldb esetén mégsem az X| = 0, Xy = X
optimélisnak tekintett iitemezést valasztjuk? Vizsgiljuk ennek szélséséges
eseteként az X1 = X, Xz = 0 esetet (a teljes kolesont az elsé periédus végén
visszafizetjiik)! A jelenértékre, mint az r kamatldb [liiggvényére most

. o
Png(r)=X<1— L+ gt + 255t + 255 20t )

1+ 355t +2 (55) " 12

adédik. E fiiggvényrsl a PVy x (r)-nél tett megéllapitasokhoz hasonléakat le-
het elmondani: Elsé derivdltja a tekintett intervallumon hatdrozottan pozitiv
(fgy a fuggvény szigorian monoton novekvé), hatarértéke végtelenben X (a
kolesonvett Gsszeg), PVx o(rr) = PVi. Az eltérést a két jelenérték fiigguény
kozott értékeik kilonbozdsége adja, ugyanis beldthatd, hogy bdrmely r > 1y
kamatidbat vdlasztva

PVXV()(T') < P‘/o'x(’l‘) !

(Ami persze az X; = 0, X = X optimalis iitemezésbsl nyilvdnvaléan
kovetkezik.) Mivel PVi(Xi,r) jelenérték fiiggvény az elsd torleszté részlet
(X1) linedris fiiggvénye, ezért tigyszintén nyilvanvals, hogy

PV, < PVX,()(T‘) < PVf(Xl,T') < P‘/O,X(T) <X s
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vagyls adott 7 > 73 kamatléb esetén az X Osszeg értékét nem specializlva
a kolesont felvevé pénzaramanak jelenértéke az adott korlatok kozé esik.
Szemléltessiik dbran az elmondottakat (4. dbra)!

P
X -

0 kamatldb

4. dbra. A kilcsint felvevd pénzdramdnak jelenértéke r > 1y kamatldh esetén

IT1I. eset
Ha . .
A TR
365 365 365 365
vagyis i < r < 7y (a kolesont felvevo értékszemléletét kifejezd kamatldb alatta
marad a kritikus 7, értéknek és természetesen nagyobb mint a kolcsonhoz
jutds i kamatldba), akkor a PV;(X1,7) jelenérték figgvény az r kamatlab
adott értéke esetén maximalis, ha az X; 6sszeg maximalis, vagyis X; = X.
Most azt mondhatjuk, hogy e specidlis, két periédusii esetben a kolcsont
felvevé akkor nyeri jelenértéken mérve a legtobb hasznot, ha a kolcsonigylet
sordn minél gyorsabban térleszii a kolesdnvett téke torlesztd részleteit! Nye-
reségének jelenértéke ekkor az r kamatléb fiiggvénye:

<0,

1+ gt + 2551 + 2445 F5st?
14355t +2 (s35) 12

PVXyo(’f‘) =X <1 .
(Az index most is az iitemezés jellegére utal.) Vizsgaljuk meg a fuggvényt!
(Ujra az olvaséra bizzuk az allitdsok belatdsat!) E fuggvény els6 derivéltja az
[¢;7%) intervallumon hatédrozottan pozitiv, tehdt a fiiggvény maga szigorian
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monoton novekvs. Hatarértékére

14 it + 208 + 220 L 42
lim PVxo(r)=limX |1~ 365 365 36; 365 —0
1 o1 1+3ﬁ5t+2(3+65) £2

adédik, vagyis az r kamatldb csokkenésével a jelenérték zérushoz kozelir, ¢~

7 = ¢ kamatlab esetén nulla lesz. Mivel r = r; kamatléb esetén a jelenérték
pontosan PV,, igy ¢sszefoglalhatjuk ébran is az elmondottakat (5. dbra):

Ph o)

0 T kamatlih

i rk

5. dbra. A kolcsint felvevd pénzdramdnak jelenértéke i < r < r, kamatldb
esetén, X1 = X, Xo =0 osszegii titemezéssel

Mi torténik, ha most mégsem az X; = X, X3 = 0 optimdlisnak tekintett
itemezést vélasztjuk? Vizsgdljuk ennek szélséséges eseteként az X; = 0
X3 = X iitemezést (a teljes kolesont a masodik periédus végén fizetjiik vis -
sza)l A jelenértékre, mint az r kamatléb fiiggvényére most

Plox(r) = X (1_ 1+2ﬁt+%t+3ﬁ#t2>

1+ 355t 4+ 2 (5) 12

adddik. E fliggvény els6é derivdltja a tekintett intervallumon hatdrozottan
pozitiv (igy a fiiggvény szigorian monoton névekvd), PVp x(rx) = PVy és
PV x (1) = —PVimax, vagyis pontosan a kolcsont add dltal elérhets jelenérték
mazimumdnak —1-szerese!
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Beldathat6, hogy most
—PVipax < PVo'x (7‘) < PVx'o(T) < PVy .

(Ami persze az optimalis iitemezésb6] megint csak kovetkezik.) Mivel a
PV;(Xy,7) jelenérték fiiggvény az elsd torlesztd részlet (X,) linedris figg-
vénye, ezért i <7 < 11 kamatlab esetén nyilvéanvalé, hogy

PVO'x(’I‘) S PV](Xl,’!') S PVX'()(T) B

vagyis adott i < r < 7 kamatlab esetén az X, Osszeg értékét nem spe-
cializélva a kolesont felvevd pénzaramanak jelenértéke az adott korlatok ko6zé

esik.
Szemléltessitk abrén az elmondottakat (6. dbra)!

PV(Xy,r)
"

PJE’(X; )

kamat

“Phax ]

6. dbra. A kélesont felvevd pénzdramdnak jelenériéke i <1 < T kamatldb
esetén

Az 79 kamatlab, ahol az X; 6sszeg megvilasztasénak fiiggvényében a
jelenérték nulldvé valik a PV;(X1,7) =0, vagyis az

i J i 2 ] i 2
X_X(1+2§-é5t+3—'s‘;,t+33—6-§i;-5t ) + X (shst — st — mEamt)

1+3%t+2(ﬁ)2t2

egyenletbdl szamolhats. Ez r-re nézve mésodfoki egyenlet, melynek 1 <7 <
71, esetén egy pozitiv gyoke van, tehét
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= 365 36

13X + X)) — (2X — X)) N
axt

. ,/(3—;;5)%2(3X+X1) Ft(2X — 21) (14X +2X;) + (2X — X,)?
5
4Xt

A kérdés forditva is megfogalmazhaté: Ha adott az r kamatlsb értéke (t <
T < 713), akkor az iitemezés (két periédusii esetiinkben konkrétan az X els6
részlet) milyen megvélasztasa esetén lesz a jelenérték nulla? Frre az elSbbi
egyenlet X;-re val6 rendezésével megint csak explicit formula adhaté:

v I 2 2 'l v 2
X, :X?'a;sst'*‘z(sgs) t 23&.;""33(;5 565 ¢
) . )
565t — 368t — 56z sl

Ha az X, Gsszegre megoldédsként negativ szémot kapunk, az azt jelenti, hogy
az r kamatldb mellet az X; =0, X3 = X — ez esetben legkedvezétlenebbnek
tekinthet6 — iitemezéssel is pozitiv a pénzdaram jelenértéke!

Foglaljuk 6ssze eredményeinket!

Vizsgaljuk meg ehhez el6szér a 7. abrat!

kamatlab

7. dbra. Jelenérték leheldségek az titemezés és az v kamatldb fiigguényében a
kolcsimt add és a kolesont felvevd szdmdra
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A 7. 4brardl a kovetkezok olvashaték le: Ha a kolesont felvevd pénzértéket
kifejezé kamatldbdnak kritikus értéke 7y, akkor e feletti r kamatlab esetén a
kdlesont felvevd minél késébb igyekszik torleszteni a felvett Osszeg tékerészle-
teit, és mind 6, mind a kolesént addé méltén érzi gy, hogy a jelenérték krité-
rium szerint optimélisan vélasztott! (Sajat szemszogébol értékelve mindkeét
fél jelenértéken a leheté legnagyobb pozitiv hozamot érte el.)

Az i és 1 kozé esé 7 kamatlab esetén megalapozott a kolcson felvevéjének
igyekezete a részletek mieldbbi torlesztésére, hogy pénzdraménak jelenértéke
az & szemszogébdl az elérhetd maximaélis legyen. A kolesont add ekkor —
megint csak sajat szemszogébol ftélve — hatéresetként jelenértéken 0 hasznot
realizal.

Amennyiben az iitemezés a felvevd szdmdra itt optimélisnak tekinthet6tol
eltér, ligy az eltérés raciondlisan megengedheté mértékét az ekkor pontosan
szaémithaté 7o kamatlébérték és az 6 r kamatldbdnak Osszevetése hatarozza
meg. (Mint jeleztiik, a kérdés megfordithaté, és az r kamatldbbdl is kiszamit-
haté az iitemezés még racionélisnak tekinthetd hatdresete — az X, els6 részlet
olyan Xjkkritikus értéke, melynél a jelenérték a kolcsont felvevé szdmdra
nullédvs valik.)

Ha a kolcsont felvevd pénzértéket kifejezé kamatléba pontosan 7y, akkor
az iitemezés az 6 szamdra kozombos, azt a kolesont adé alkupoziciéja fogja
meghatdrozni, igy a kolcsont adénak van esélye a jelenérték sajit szemszoge
szerinti maximalizdlasara.

r < i esetén a kolesoniigylet racionélis alapon nem johet létre.

A fenti vizsgalatok — mint modell — az optimalizéldsi lehetéség talén leg-
egyszeriibb esetét szemléltették.

Azonban a jelenség ennél dltaldnosabb: Tekinthetiink n részletben valé
torlesatést; feloldhatjuk az azonos hosszisdgu tirleszld iddszakok feltételt;
megengedhetjiik, hogy a kamat és a téke torlesztése eltérd idépontokban
torténjen, és természetesen a kolesoniigylet teljes idétartama tetszdleges lehet
(meghaladhatja az egy évet).

Az dltalunk tdrgyalt egyszert eset dltaldnos esetre vald kilerjesztésére leg-
kézenfekubbb eszkizként a matematikai teljes indukcis mddszere kindlkozik.

Igy bér a jelenséget dltalanosan igazolhatjuk, az altaldnossag negativuma,
hogy a kritikus 7 kamatldb érték nem lesz explicit médon meghatarozhato!
Ertékére csak jelentds specializdcick utdn nyerhetink egzakt formuldt. Min-
den egyes konkrét ”4ltaldnos esetben” meghatdrozdsa iteracié segitségével,
kozelitéleg torténhet. (Ugyanez vonatkozik a jelenértéket nulldvad tevo o
kamatlab értékének meghatirozhatéségéra is.)

Az elemzett kétperiddusi modellben a kdlcsdnnyiijtés kamatldbat 35%-nak
véve a kolcsont felvevs pénzértéket kifejezd kamatlabanak kritikus nagysa-
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géra ry = 36,03667% addédik; az rg jelenértéket nulldva tevé kamatlab ekkor
35.49608% (a jelenérték szempontjabdl legkedvezétlenebb X; = 0, Xo = X
Osszegli litemezéssel szamitva). ¢ értékét 30 napnak feltételeztiik.

Ahelyett, hogy tovabbi szdmitésokba bocsdtkoznank, nézziink egy szdm-
példat a valds életbdl: Kolesonbél finanszirozott lizingbeadds esetén a lizingbe
vevotél bedramlé lizingdfjak kell, hogy szigorian fedezetiil szolgdljanak a
kolcsont adénak torlesztendd toke és kamat egyiittes osszegére. A koleson
torlesztd részleteit tehdt a bedramid lizingdijok korldtja alatt mozgathatjuk
csak elére, illetve hitra. A példa teljesen ditaldnos abban az értelemben, hogy
a lizingdfjak, a kamattorlesztés €s a téketoriesztés iddpontjai kozott semmiféle
dsszefiiggést nem kovetelink meg, és nem tesziink megszoritd feltételt az egyes
iddszakok hosszdra sem. (Erre kiilin felhiujuk a figyelmet!) (A program, mely
a szamitdsokat végzi, egy meglehetésen Gsszetett, tobb irdny1 iterdcidt tar-
talmazé algoritmus.) Figyeljilk meg a jelenérték viltozasanak az iitemezéstél
és a diszkontdldshoz hasznalt kamatldbtdl valé fiiggését!

Lésd: Melléklet!

Vizsgdlédasunk befejezéseként a kovetkezét mondhatjuk: Ha elfogadjuk
a jelenértéket domindns dontési kritériumként, akkor — amint azt sikeriilt
beldtni — érdemes feliilvizsgdlni kolcsonnyijtdsi gyakorlatunk elveit: Egy
kolcsoniigylet soran egyik fél szdmdra sem elegendd annak megallapitdsa,
hogy a kolcsont felvevé belsd megtérilési ratdja meghaladja a kolesonhoz
jutds kamatlabdt, igy a torlesztésnek elvileg nem lehet akadalya! Fontos
annak meghatérozdsa is, hogy a kolcsont felvevd r belsé megtériilési ratdja
adott iitemezés esetén milyen viszonyban van az iitemezéshez tartozé rg és ry
értékekkel, mert a jelenértéken mért hozam az litemezés helyes megvilasztdsa
altal igy optimalizalhaté mindkét fél szdméral

Megjegyzések

E megjegyzések kozlésével a valés gyakorlat és az ismertetett modell — mint
elméleti konstrukcié — kozotti, szdmomra érdekes kapcsolat bemutatdsa a
szandékom:

Maga a modell egy elméleti konstrukcié volt, pontosan rogzitett feltétel-
rendszerrel. Maga az emlitett algoritmus egy rendkivil rugalmas kamat- és
toketorlesztés szamitdst lehetévé tevd program:

1. A kamatfizetések és toketorlesztések idépontjaira nem tartalmaz sem-
miféle megszoritast, azok idSpontjait tetszdlegesen adhatjuk meg akar egy-
mastol fiiggetleniil.
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2. Extra lehetdsége az egyes torlesztd részletek kivdni értékeinek beallit-
hatéséga (természetesen csak értelmezheté hatérok kozott).

3. Azt is elsirhatjuk feltételekként, hogy milyen vérhaté fedezeti korld-
tokkal vagyunk képesek fizetni az egyes részleteket. (Lasd: Melléklet.)

(Utdbbi kettdt természetesen a kolesont adéval valé egyeztetés, és sajat
bevételi forrasaink alapjén &llitjuk ossze.)

Az optimalizdldst a fizelendd pénzdram jelenériékének dllandd figyelésén,
és mazimalizdldsdn alapuld tobbszirisen egymdsba dgyazott iterdcid végzi be-
dllithatdan tetszéleges szdmoldsi pontossdgig, mely iterdcid a mondott felié-
teleket is tekintetbe veszi.

Fzen tulajdonsagai rendkiviil rugalmas szdmoldsi lehetdségeket biztosita-
nak, és élesen megkillonboztetik az dltalam ismert piacon talalhatd torlesztést
szédmolé segédprogramoktdl (kivétel nélkiil mind elére rogzitendd periédus-
hosszat és egybeesé kamat- és téketorlesztési idépontokat képes csak kezelni).

Azt, hogy a jelenérték milyen érdekesen mozog az Utemezések korldtainak
vdltoztatdsakor, pontosan az algoritmus rugalmas haszndlati tulajdonsdgas
miatt vehettem csak észre.

Az algoritmus azért kerilt kifejlesztésre, mert hilelnyudjtéi igény volt a
kamat- és tékefizetési iddpontok — akdr egymdstdl is eltérd — tetszdleges eld-
frhatdsdga! Az éltala mutatott itemezéstdl fiiggd mozgdst a jelenértékben —
mint e tanulmédny mutatja — sikeriilt tisztdznom, megmagyardznom.

Az, hogy a leirt jelenség tobb periédusra is igaz, matematikai indukciéval
elméletileg beldthaté, mint arra utaltunk is. Létezését azonban a gyakorlat
is igazolja. A cégek, melyek szdmara az algoritmus kifejlesztésre keriilt rovid
téavii (7-8 hénap, de legfeljebb mésfél év), nagy osszegii (10-50 millié forint)
lizingkonstrukcickra specializalédtak. A banki finanszirozdsi kolesonok tor-
lesztésére forditandé részletek mozgatdsaval a jelenértékben mérheté valtozds
nem egy esetben milliés nagysdgrendet ért el.

Az, hogy az iménti jelenértékben kapott haszonmaximalizalds tekintheto-
e konkrét, kézzelfoghaté jovedelemtobbletnek, nézépont kérdése. Az én vé
leményem az, hogy igen: A jelenértéken kinyert, torlesztési pénzarambol
elére tudhatéan felszabadulé ésszeg mashol, més befektetéssel hozamtermésre
foghaté.
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Melléklet: Szampélda egy kolcsonbdl finanszirozott
lizingbeadas esetbdl

Koleson adott sszeg: 5 000 000 Ft.

Felvételének datuma: 1995.11.1.

A lizingbe addnak a kélesontorlesztés fedezetéiil szolgilé pénzérama min-
den esetben a kovetkezd (a kolesontdrlesztés litemezésének valtoztatssa tehdt

csak ezek korldtja alatt torténhet):

Détum | Fedezeti 6sszeg
95.12.01 300 000
95.12.15 500 000
96.01.08 2 000 000
96.01.19 2 000 000
96.02.04 500 000
96.02.07 500 000
96.02.10 500 000

Két szélsGséges iitemezést tekintiink:

I. A tirleszté részletek fizetése a fedezeti osszegek adta hatdrokon belil a

leggyorsabb. A torlesztés pénzdrama ekkor:

Kamat Toke Téke+Kamat
détum 0sszeg datum Osszeg détum osszeg
95.12.12 | 208 082 | 95.12.05 300 000 | 95.12.05 300 000
95.12.26 47 841 | 95.12.17 200 935 | 95.12.15 208 082
96.01.05 43 142 | 95.12.29 0] 95.12.17 200 935
96.03.01 61 813 | 96.01.10 2000 000 | 95.12.26 47 841
Osszesen | 360 878 | 96.01.22 | 2 000 000 | 96.01.05 43 142
96.02.03 0] 96.01.10 2 000 000
96.02.15 499 065 | 96.01.22 | 2 000 000
Osszesen | 5 000 000 | 96.02.15 499 065

96.03.01 61 813
Osszesen | 5 860 878

II. A téke egy dsszegben, a lequtolsd tékefizetési ddtummal keril vissza-

fizetésre. A tirlesztés pénzdrama ekkor:
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Kamat Toke Toéke+Kamat
détum Osszeg détum osszeg datum osszeg
95.12.15 | 210959 | 95.12.05 95.12.15 210 959
95.12.26 52 740 | 95.12.17 95.12.26 52 740
96.01.05 47 945 | 95.12.29 96.01.05 47 945

96.02.15 | 5 000 000
96.03.01 196 575
Osszesen | 5 508 219

96.03.01 | 196 575 | 96.01.10
Osszesen | 508 219 | 96.01.22
96.02.03
96.02.15 5 000 000
Osszesen | § 000 000

ol|lo|lo|c|o| O

A kblestnt add szemszogébdl vizsgalva
A koleson nyijtds kamata (i) évi 35%.

1. A torlesztd részleteket a leheté leggyorsabban megkapjuk. A Téke +
Kamat pénzdram — Kolcsonadott Gsszeg jelenértéke = 5 494 Ft.

II. A t6két egy dsszegben, a legutolsé tékefizetési datummal kapjuk vissza
(optimalis eset). A Téke + Kamat pénzdram — Kolesonadott Osszeg
jelenértéke = 12 459 Ft.

A kolesont felvevd szemszdgébdl vizsgalva

A kolesonhoz jutds kamata () évi (35%). Az 7 kamatldb, melynél az ligylet
jelenértéke fiiggetlen az iitemezéstél: évi 37.0535%. Az rg kamatléb, melynél
az tigylet jelenértéke nulla, évi 35.97055%. (Az utdbbi a legkedvezdtlenebb
esetre meghatdrozva: egy Osszegben, késén torlesztiink.)

r = 40%

1 A torlesztd részleteket a fedezeti osszegek adta korldton beliil a lehetd
leggyorsabban térlesztjiik. A Kélesonbe vett osszeg — (Tdke + Kamat)
pénzéram jelenértéke = 41 280 Ft.

T1. A tokét egy Osszegben, a legutols6 tokefizetési datummal torlesztjik
(optimalis eset). A Kolcsonbe vett osszeg — (Tdke + Kamat) pénziram
jelenértéke = 51 059 Ft.

r = 36,5%

L A torlesztd részleteket a fedezeti osszegek adta korldton beliil a lehetd
leggyorsabban torlesztjiik (optimélis eset). A Kolesnbe vett osszeg —
(Té8ke + Kamat) pénzdram jelenértéke = 8 635 Ft.
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II. A tokét egy Osszegben, a legutolss tdkefizetési datummal torlesztjiik.
A Kolesonbe vett Osszeg — (Toke + Kamat) pénzaram jelenértéke =
6 770 Ft.
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NOO o s W N =

INTEREST, PRESENT VALUE AND OPTIMISATION OF INSTALMENTS
OF A LOAN TRANSACTION

We expect the interest have to make equivalent the value of a present amount of
money and the present value of future amounts of money offered instead of it.
Surprising, but we prove that despite of our expectation today’s practice of lending
has a chance for us to manipulate (this is not the negative shade) the present value
of a loan transaction. We show there exist exact and determinable parameters,
which we can consider a loan transaction with, as a non-zero-sum game, and we
can make it’s present value definitely positive and optimal for both of the parties
at the same time through the proper selection of instalments! We introduce an
algorithm which will show the chance for the optimisation through a sample taken
from the practice of a loan based leasing construction. This algorithm extends the
simplicity of the constraints of this model towards the general case.
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OKTATAS

EGY ALLAMI EGYETEM FINANSZIROZAST
STRUKTURAJA — AZ INDIANA UNIVERSITY PELDAJA!

CzZAKO ERZSEBET
BKE Villalatgazdasdgtan Tanszék

Az alabbi irés célja, hogy rendszerében felvdzolja, hogy (i) hogyan &ll éssze
egy egyesiilt allamokbeli 4llami egyetem finanszirozasi rendszere, és (i) a
"fund raising” (adomdnygyiijtési) tevékenység hogyan valésul meg egy ame-
rikai dllami egyetemen. Az {rds nézépontja gyakorlat-orinetdlt felsévezeti
nézépont, amibdl kovetkezden sok olyan részletet nem tartalmaz, amelyek a
megvalésitds sordn akar holnaptél adaptalhaték. Ennek legfébb oka, hogy
meggyézédésem szerint, Wjra it kell gondolni a magyar egyetemek finanszi-
rozasi struktiirdjat — ezt megel6zden pedig tevékenységiiket — ahhoz, hogy 1j
finanszirozasi forrdsok utén lehessen nézni.(1) A ”fund raising” tevékenység
ismertetésekor elsésorban azokra az ismeretekre tamaszkodom, amelyeket az
Indiana University (USA) e teriileten dologzé munkatirsaival lefolytatott 25
beszélgetésbdl, illetve a t6liik kapott {rdsos anyagokbdl szarmaznak.(2)

Az Indiana University

Indiana State (4llam) teriilete kb. megegyezik Magyarorszag teriletével, mig
lakosainak szama kb. harmada. Az egyetemet Indiana dllam torvényhozésa
alapitotta 1820-ban Bloomingtonban azért, hogy az atfogé felséfokii allami
kozoktatds alapjait megteremtse. Az USA-ban a 1990-es évek elején késziilt
felmérések szerint Indiana dllam nem tartozik a megfeleléen iskoldzott népes-
séggel rendelkezd allamok kozé, amibél eredden a felsboktatds kiterjesztése
jelenleg is kiemelt dllami feladatnak szdmit.

Az egyetem llami (state) egyetem, ami abban jelenik meg, hogy (i} az
egyetem legfelsébb iranyité testilletében — a Board of Trustees-ban — a tagok
2/3-4t Indiana llam korményzdja nevezi ki, (i) a finanszirozdsban az llami
tdmogatasokbdl szirmazé Osszegek csokkené ardnyban, de a fenntartdsra

1 Beérkezett 1996. szeptember 28.
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€s a bérekre elegendd nagységban jelen vannak, (i) az Indiana &llambdl
szdrmazé hallgaték oktatdsst preferdlja, mivel tandijaik alacsonyabbak —
atlagban mintegy harmada —, mint a nem Indiana-ban lakék tandijai.

Az Indiana University-n beliil 8 kampuszon folyik oktatds, és a nyole
kampuszon mintegy 94 000 hallgatét oktatnak. A két legjelentésebb kampusz
az Bloomington-i (az egyetem kozponti kapmusza, ahol évente 11 school-
ban kb. 32 000 hallgaté tanul, ebbél kb. 22 000 nappali tagozaton) és az
Indianapolis-i (ahol kb. 28 000 hallgatét oktatnak 14 school-ban). (Lésd az
1. tabldzatot.)

1. tdbldzat: Az Indiana Universily kampuszai

M Alapitas | Hallgaték | Programok | Oktaték | Adrmin.
éve szdma szdma szdma allomény
IU Bloomington | 18201 35 594 313 1531 4 837
TU Southeast 1941 5 5843 44° 136 192
IU Kokomo 1945 3 620° 328 90 135
IU North-West 1959 5 639 56 191 225
IUPU2 1964 10 836° 1113 329 455
IU South Bend 1965 7 9223 861°% 205 239

IUPU 1969 26 7665 1793 1 396 6 853
1U East 1970 25213 273 69 104
Osszesen 98 482 848 3 950 13 040

Megjegyzések: ' Az Unio-ba éppen hogy fGlvett Indiana State torvényhozésa rogziti,
hogy az atfogé dllami kozoktatds érdekében amilyen hamar lehet, létre kell hozni egy
egyetemet is. Ennek eredményeként az dllami felséfoki oktatds 1820-ban kezdddik meg
Bloomington-ban.

2 Az Indiana University és a Perdue University kézos kampusza. Igazgatdsilag az
Indiana University-hez tartozik.

) A Perdue University-vel k6zbs programokat is beszimitva.
4 Ennek kb. 55%-a az egyetemhez tartozé oktatasi célokat is szolgdlé klinikdkon dol-
gozik.

Az egyetem finanszirozasi struktirija

A miikodéshez sziikséges bevételek harom [6 forrdsbél szdrmaznak: (1) a
hallgaték tandijai, (2) az dllami tdmogatas (helyi dllami (state) és szovetségi
korményzattdl (government) szirmazé bevételek), (3) magan adoményok és
tamogatdsok ("private grants and gifts”). Az Indiana University osszkoltség-
vetésében éves szinten ez a hdrom forrds nagyjabél megegyez6 ardnyt képvisel.
Az egyetem kétéves koltségvetést készit, ami azt jelenti, hogy két évre elére
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ismeri az dllami tdmogatasok nagysdgat, és minimum két évre eldre tervezi
az egyéb bevételeit is és kiadésait is.

1. Allami tdmogatas (State Assistance) Az éllamitdmogatas “state
assistance”-nak hivtdk, kovetkezetesen kijavitva a "state support”-ot, mivel
a kapott Osszeg aranyaiban folyamatosan csckkend tendencidt mutat. Az
allami tdmogatésok csokkend tendencidjanak oka abban is keresendd, hogy az
egyetem osszkoltségvetésébe végso soron beszdmitott nagyobb beruhdzdsokat
(pl. egy szépmiivészeti miizeum felépitése vagy egy meglévé korhaz bévitése,
az oktatési termek dtalakitdsa, vagy szamitogépes kabinet kialakitdsa) jorészét
(50-90%) magénadomanyokbdl finanszirozzak. Az éllami tdmogatds az egye-
tem miikodtetéséhez legszitkségesebb kiaddsokra elegendd (bérek és rezsi)
alapvetben, valamint lehetévé teszi azt is, hogy egy-egy nagyobb fejlesztési
projekt kapcsdn a magén adomény gyijtés elkezdédhessen.

Az sllami pénzek felhasznildsa igen kotott. Semmilyen forgalmi/fogyasz-
t4si adé nem terheli azokat az egyetemi vdsérldsokat, amelyek dllami pénzek
terhére torténnek. Az Osszkoltségvetésben az dllami és korményzati tdmo-
gatdsok ardnya kb. 1/3. (Az allami vagy korményzati forrdsokbdl érkezd
kutatési forrdsokat is ide szoktdk sorolni, tekintettel arra, hogy ezek is koz-
pénzekbél szarmaznak.)

2. Tandfjak (Tuition) Osszességiikben az éves bevételek mintegy har-
madst adjék a tandijakbdl szérmazé bevételek. A tandijak (enrollment fees)
kiilonboznek (i) a szerint, hogy a hallgaté honnan szérmazik (Indiana, més
USA éllam, kiilfold), (iii) képzési szint (undergraduate, graduate, postgrad-
uate), (iv) szakmék (pl. business, law, dentistry) és (v) melyik kampuszrél
van sz6. A tandijak mellett ide tartoznak a hallgaték mindenféle iigyeinek
intézéséhez kapcsolédé dijak (administrative fees), amelyek a felvételi dijak
kivételével egységesek, azonban kampuszonként eltér6 nagysigiak.

Becslések szerint minimum a bevételekkel megegyezd Osszeget a hallgatok
kozvetleniil vissza is kapnak az egyetem koltségvetésébdl. Minden kampu-
szon megtaldlhaték azok az intézmények, amelyek a hallgaték tdmogatéasarol
bévebb felvildgositast adnak. A hallgaték tdmogatésa alapvetden két meg-
fontolds alapjan torténhet: szocidlis és tanulményi elémenteli alapon. A
kett6t hatdrozottan elvalasztjdk egymastol.

3. Kutatasi tamogatdsok (Research Grants) A kutatdsi tdmoga-
tasok meghatérozott kutatdsi projektek finanszirozésira szolgdlnak. Ebben
az esetben a kutatési tdmogatésok valamilyen konkrét célfeladat teljesitésére
és meghatarozott idészakra érkeznek az egyetemhez.
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A tdmogatdsok forrésa lehet mind ”public” (pl. szovetségi korményzat)
mind pedig "private” (killonbozé alapitvanyok és villalatok). FEredhet pélya-
zatbdl és szakmai eredmények alapjan felkérésbdl. A kutatési tdmogatdsok a
sziiken vett kutatdsi infrastruktira megteremtésére (pl. labor berendezések,
szamitégépek és szoftverek, konyvek), a kutatdshoz szitkséges segéderd fi-
nanaszirozdsdra (pl. asszistensek alkalmazdsa), a kutatds eredményeinek
publikdldsdra (pl. konferencia részvétel koltségei), és ritkdn bérjellegii ki-
fizetésekre szolgalnak.

Az egyetemnek kiilon részlege foglalkozik a kutatdsi tamogatdsok kezelésé-
vel (adminisztrdldsdval): pl. meghatdrozott elveket érvényesitenek, nyilvan-
tartjdk a kutatdsi projekteket. A nem allami kutatési tdmogatéasok pénzigyi
kezel6je sok esetben a magdn adomanyok gyiijtésére hivatott Indiana Univer-
sity Foundation.

4. Magdnadomdnyok (Private gifts) A maginadomanyok kérébe
tartozik miden olyan adomény, amely maginszemélyektd] és maganvillal-
kozdsoktdl szdrmazik. Gyakorlatilag minden olyan nem &éllami é nem kor-
ményzati adoményt ideértenek, amely a tagan értelmezett egyetemi oktatas
szinvonaldnak az emelését szolgdlja. Az Indiana University esetében a ma-
gdnadomanyokbél szdrmazé bevétel adta az egyetemi kéltségvetés harmadat.

Az adoményok gyiijtését soroljék a "fund raising” fogalomkérébe. Az e
gyetemtd fiiggetlen, de az egyetem érdekében tevékenykeds non-profit alapft-
vény, az Indiana University Foudation szervezi, gyiijti, kezeli és gyarapitja az
egyetem maganadomanyokbél szdarmazé beyételcit. A non-profit alapitvany
azt jelenti, hogy (i) az alapitvany tevékenységét valamint pénziigyi és szam-
viteli nyilvantartdsait 6tévente feliilvizg,g)a?;jék, hogy meglelel-e a vonatkozé
non-profit jogszabalyok eloirdsainak; (ii) nem fizet semmilyen forgalmi/fo-
gyasztasi adét az alapitvanyi bevételek terhére véssrolt termékek utan, (iii)
az adomdnyozdk az adomény értéke utin adékedvezményeket vehetnek igény-
be.

A nem éllami forrdsokbdl érkezd kutatéasi tdmogatésok és a magan adoma-
nyok egyiittes ardnya jelenti az egyetemi miikodés éves osszkoltségvetésnek
kb. 1/3-dt. Az Osszeg fele kutatasi célra érkezik ("reserach grant”, azaz a
teljes egyetemi kotlségvetés kb. 1/6-a; az osszeg az 1994/95. tanévben 61,3 m
USD volt), mig a mésik fele maganadomanyokként nyilvantartott adomany
gylijtés eredménye (a teljes egyetemi koltségvetés kb. 1/6-a ez az osszeg, és
48,4 m USD volt az 1994/95. tanévben).
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Az adomianygyiijtés (fund raising)

Az egyetemi adomdanygyiijtés (fund raising) non-profit jellegi, és tarsadalmi
célok ("social purpose”, “social benefit”) megvaldsitdsat szolgalé adomany-
gylijtés. Az adoméanygytjtésnek professziondlisnak és etikusnak (professional
& ethical) kell lennie, és e kettd kivdnalomnak szorosan egyutt kell megfelelni.

Profesziondlis hozzddlds: ez alatt az értendd, hogy az adomanygyijtés
mindazon ismeret alkalmazdsit igényli, amelyet szervezetek irdnyitdsa és
miikodtetése igényel. Jelenti a mire? kitol? milyen idSintervallumon belil?
milyen koltséggel? lehet-e adomdnyt gyiijteni? hogyan lehet azt a leg-
gazdasdgosabban felhasznélni? kérdések megvalaszoldsét, valamint az ado-
ményozékkal valé kapcsolatfelvétel és kapcsolattartds megvaldsitdsat. Két
miikddési teriilet gyakorlatbani megvaldsitasa kiemelt fontossdgi: a market-
ing (kiilonésen a szolgaltatds marketing) és a pénziigyek.

Etikus magatartds: az adoményozékkal szemben és az adomédnyok kezelé-
sét illetden a legkorrektebb és legetikusabb magatartds vératik el az adomany
gyiijtése és kezelése kapcsan. Pl. az adomdnyt gylijték személyesen nem
részesedhetnek azon adomanyokbdl, amelyeket egy meghatérozott célra ossze-
gylijtottek (nincs jutalék, ez ugyanis nem iigynokéskodés!), vagy pl. az
adoméanyozdéknak joguk van tudni, hogy adoményaikat mire és kik koltik el.

Tekintettel arra, hogy 1963. 6ta évente az Egyesiilt Allamok GDP-jének
kb. 2%-ét jelenté (ez az osszeg 1994-ben a 129 millidrd USD volt) "adomény
tortéért” egyre tobb intézmény verseng, e két elvérast igen komolyan veszik,
és a gyakorlatban az ezzel a tevékenységgel foglalkozé alkalmazottak maga-
tartasukban érvényre is juttatjak.

A Foundation szerepe

Az Indina University 1870-ben hozott létre alapitvinyt az egyetem szdmdra
érkezé magin adoményok kezelésére. Az Indiana University Foundation
1936-ban az egyetemtd) fiiggetlen non-profit alapitvannya alakult &t. Az
alapitvanynak az egyetemtdl fiiggetlen sajat kuratériuma van, és az alapit-
vényi pénzek nyilvintartésa és kezelése is teljesen elkiiloniil az egyetemi egyéb
forrasoktél. Az alapitvdny azonban az egyetem érdekében tevékenykedik, ami
azt jelenti a gyakorlatban, hogy az alapitvanyi miikodés legfontosabb elveit
és az adomany gyfijtési prioritdsokat az egyetem legfébb dontéshozé féruma
jeloli ki.
Az alapitvéany legfontosabb feladatai

(i) az egyetem "school”-jai adoméany gyiijtési akciinak koordinélasa,
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(ii) az alapitvény vagyondnak megdrzése és gyarapitésa (befektetések keze-
lése ill. a befektethetd vagyon novelése),

(iii) egyiittmiikodés a “school”-okkal pl. az adomanygyiijtési akcidik lebo-
nyolitdsdban és hatékonnysd tételében,

(iv) az alapitvdnyi szédmlék kezelése: pl. bevételek beérkezésének figyelem-
mel kisérése, a kedvezményezett ”school” kérésének megfelel6 kifizetések
teljesitése (48 6ran beliili kifizetés teljesités a norma),

Az alapitvany kuratériuma kiillonbozé bizottsdgokat miikodtet, amelyek-
nek a school-ok vezetd tisztségvisel6i — pl. dékanjai — tagjai. Az alapitvany-
nak viszonylag kis létszami fofoglalkozdstiakbdl allé stadbja van. Minden
kampuszon és jénéhany school-nil ott vannak azonban azok az alkalmazot-
tak, akik az alapitvanyi alkalmazottakkal egyiittmiikodve az adomany gyiijtés
érdekében tevékenykednek (a school-ok altaldban maguk finanszirozzak az
ilyen iigyekért felel6s alkalmazottaikat).

Az egyetemi alapitvany hatékonysdgat folyamatosan figyelemmel kisérik:
minden egyes programnél meg tudjdk mondani, hogy mennyibe keriilt 1 USD
adomény megszerzése, és év végén azzal is tisztdban vannak, hogy mennyibe
keriil az alapitvdny miikodése és ez a réforditds mennyi alapftvanyi bevételt
eredményezett.

Milyen célra?

Az adoménygyiijtés dltaldban meghatdrozott célra, meghatdrozott programok
megvaldsitasdra szolgdl. Nagyobb programok (projektek) esetén elézetesen
tesztelik azt, hogy milyen eséllyel léphet fel az egyetem az adott pénzosszeg
megszerzése érdekében. A leggyakoribb adomaény gyiijtési célok a kévetkezdk:

1. Szabadon felhaszndlhaté adomanyok

Az idetartozé adoményok felhasznildsat az adoményozék nem kotik ki, az
egyetem alapitvdnya barmilyen célra fodithatja azt. Ez az dsszeg az Indiana
University esetében az egy éven belill megszerzett adomanyoknak 3-5%-dt
jelenti.

2. Cimzett adomanyok

Az egyetem esetében az legtobb adomanyt cimzett adoményként, azaz va-
lamilyen meghatérozott célra adtdk és gyiijtotték. A leggyakoribb célok a
kovetkezok:
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2.1. ”School” vagy tanszék tamogatisira szolgalé adomanyok
A megeimzett adomanyok altaldban valamilyen "school”-hoz vagy tanszékhez
rendeltek: ennek megfeleléen pl. a School of Music-nak (amit az zenei eléadé-
miivészet legjobb felsdoktatasi intézményének tartanak az USA-ban) cimzett
adomény felhasznélasérdl a School of Music dontéshozé testiilete dont. Val-
tozé, hogy ezen belill az adominyozé megjelol-e tovabbi célt.

2.2. Egyetemi stdtusz finanszirozdsa (professorship/endowed
chair) Az ilyen tipusu adoményok egy-egy hirneves oktaté-kutatd elesa-
bitdsat ill. megtartdsdt szolgdljak. Az ilyen stétuszok presztizs értéke igen
magas. Allami egyetemen [6ként a professzor oktatési és kutatési tevékenysé-
gének tdmogatasat jelenti (pl. pénzigyi keret tandrsegéd (teaching assistant),
asszistens (assistant), titkdrné (secretary) foglalkoztatdséra, kutatdshoz sziik-
séges konyvek, eszkozok beszerzésére, szakmai utak finanszirozaséra), és ke-
vésbé jelenti a személyi jovedelem kiegészitését. (Meg kell itt jegyezni, hogy
ez magénegyetemeken masként miikodik.) Az oktatdi stétusz finanszirozasa
szélhat hatdrozatlan idészakra is, és meghatarozott idészakra is az adomanyo-
26 és a kedvezményezett ”school” vagy tanszék megegyezésének fuggvényében.

2.3. Eldaddsok, eléadassorozat Egy-egy szakteriilet kiemelkedd mii-
vel6jének néhény hetes, hénapos meghivdsa egy meghatirozott témakorben
eléaddsok tartdsdra. Az adott idétartam alatt az eldadé minden koltségének
— igy pl. utazds, szillds, tiszteletdij, elhangzott eléaddsok publikildsa — fi-
nanszirozdsara szolgal.

2.4, Hallgatéi tAmogatasok A hallgatdk egyéni tdmogatésa torténhet
egyrészt jovedelmi raszorultsdg alapjan szocidlis helyzet fiiggvényében, més-
részt érdemeik, tanulmanyi elémeneteliik alapjdn. A szocidlis tdmogatéds a
legritkédbb esetben jelenik meg odaadott készpénzként. Jellemz6bb, hogy
valamit tenni kell a tAmogatdsért cserébe: pl. megjelenhet részfoglalkozta-
tasban, aminek dfjazdsdhoz ingyenes kurzus litogatds is tarsulhat. Itt je-
lenik meg a killonboz6 hallgatdi szervezetek — kiilonosen az ”undergraduate”
hallgaték ontevékeny csoportjainak — tevékenységéhez, programjaihoz valé
hozzéjarulds is. A tanulmanyi elémenetelt a teljesitett kreditekkel és azok
eredményeivel mérik a tanulmdnyi 6szténdijakndl, valamint e mellett kiirt
feltételek megpalyazdsaval is szerezhetok tanulményi osztondijak.

2.5. Kutatasokat tAmogaté adomanyok Az el6z6 pontban emlitett
kutatési tdmogatés (research grant) mellett az adomanyozdk egy meghatéro-
zott szakmai-tudoményos probléma megolddsira létrejott kutatédsi projekt
tdmogatasira is cimezhetik adoményaikat. A legjellemz6ébb a kiilonbozd
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betegségek lekiizdését, célzé programok tamogatdsa, igy pl. egy megliala:ozo
egyetemen folyé rakkutatitds tdmogatdsa.

Kitol? — az adoményozdk

Az adomdnygyiijtési programok elkezdését altaliban megelézi egy elbzetes
felmérés és becslés arra vonatkozéan, hogy kiket érdemes megkeresni, mi-
lyen koltséggel jar a megkeresés, és hogy milyen adomédny nyerhetd a meg-
keresés altal. Vannak teriiletek, ahol pénziigyi szempontbdl a fedezeti pont
elérése — azaz a bevételek fedezzék az adomédnygyiijtés koltségeit — a cél. Az
egyetem arra torekszik, hogy sok adomdnyozdja legyen, ui. ezaltal is azt hi-
vatott bizonyitani, hogy az a tevékenység, amelynek érdekében adomédnyokat
gyliitenek, tdrsadalmilag hasznos (az Indiana Unviersity-nek az 1994/95.
pénziigyi évben 86 357 adoményozdja volt). A legfontosabb adomanyozéi
csoportok a kovetkezdk:

Volt hallgaték (alumni) Az egyetem volt hallgatéi a legfontosabb
tényleges és pontencidlic adomdnyozdk; a velik valé kapcsolattartés lénye-
gében arra irdnyul, hogy a volt hallgatékban kialakuljon ill. fennmaradjon
az alma materhez valé olyan kotédés, amely hosszi tdvon az oreg didkok
tdmogatd hdlézatat jelenti az egyetem szdmdra. Az alapitvanyhoz érkezett
adomaényok 32%-a szadrmazott a volt hallgatoktél az 1994/95 pénziigyi évben.
(A pénziigyi év az Indiana egyetem esetében a tanévek logikajahoz kapcsolé-
déan, jilius 1-jén kezdédik, és jinius 30-dn végzddik.)

Péartolék Egy-egy tevékenységhez vagy school-hoz kapcsolédnak; olyan,
az egyetemhez kozvetlenill nem kapcsolédé adomdnyozdk koziil kertilnek ki,
akik valamilyen ligy szolgdlatara ajanljdk fel meghatdrozott pénzosszeg feletti
tdmogatdsukat. Az alapitvanyi bevételek 27%-a szdrmazott ettdl a kortél.

Vallalatok Az egyetem vonzdskorzetében 1évé véllalkozasok és villala-
tok, valamint az adomanyozék munkaadéi koziil keriilnek ki. Indiana allamban
létezik egy olyan rendszer, amely szerint ha az alkalmazott egy meghatérozott
Osszeggel tdmogat valamilyen non-profit szervezetet, akkor arra kérheti mun-
kaadéjat, hogy a villalata a jétékonykoddsra szant 6sszegb6l az alkalmazott
befizetésével megegyzé Osszeget adominyozzon az alkalmazott &ltal meg-
jelol non-profit szervezetnek A véllalati tdmogatédsokbdl és adomanyokbdl
szarmazo bevételek az éves alapitvanyi bevételek kb. negyedét jelentették.



Egy éllami egyetem finanszirozdsi struktiréja . .. 151

Egyéb Pl a nappali tagozatos hallgatdk sziileinek tdmogatdsai. A hall-
gatéi tdmogatdsokra cimzett adomanyok nagymértékben az egyetemistdk
sziileinek vagy hozzatartozéinak adomanyaibdl tevédnek ossze. Ettél a kortol
szarmazott az adoméanyok 9%-a.

Alapitvanyok Mads alapitvanyokkal kotott megdllapodds, vagy azok
kiirt pélyazatainak elnyerésével alapitvanyok is az adomanyozék korébe ke-
riilhetnek. Pl. az Indianapolis-i kampus egyik jelentés tdmogatéja a Lilly
Endowment, amely a Lilly csaldd (az Eli Lilly multinacionélis gyégyszeripari
véllalat alapitéi) magdnalapitvanya, és azokat az egyetemi torekvéseket té-
mogatja, amelyek a sajat killdetésével Gsszhangban vannak. Az Indiana
Egyetem esetében az alapitvinyoktdl szirmazé osszegek az éves adomanyok
8%-at tették ki az 1994/95. pénzigyi évben.

Hogyan? — Pénzszerzési formak

Az adomiényok gylijtésével foglalkozé szervezeti egységeket Development
Office”-nak nevezik. Ezek a szervezeti egységek megtaldlhaték a school-oknal
is és az alapitvanynal is. Az aldbbiakban azokat a fontosabb pénzszerzési
formdkat vessziik sorra, amelyek az adomanygyfijtés és az adomanyok érté-
kének (alapitvanyi vagyon) megérzése szempontjébél fontosak. Az adomény
gyiijtési kampéanyok szolgdlhatnak rovid, egy éven beliili felhasznéldsra sz616
adomaény gyiijtésére is, és hosszy, egy éven tili felhasznéldsra szolgalé adoma-
nyok gyiijtésére is. Ez utébbiak részben a tobb éven keresztiil megvalésitandé
programok finanszirozéséra szolgalnak, részben pedig az alapitviny vagyons-
nak novelése a cél.

1. Eves adomdny gyiijtés (annual giving) Eves rendszerességgel
megszervezett leveleken keresztiili adomény gytijtési akcié. Megkeresett ado-
ményozéi elsésorban azok, akik 25-250 dollarral tdmogattdk mér az alapit-
vanyt. Az elsédleges cél az, hogy kis Gsszegli adoményokat gyiijtsenek sok
adomanyozétél. Az adoményokat fel lehet felhasznaldsi cél meghatdrozasa
nélkiil ajédnlani, valamint az alapitvény &ltal felsorolt 2 cél érdekében ill.
egyéb, az adoményozé dltal megnevezett cél érdekében. A {6 feladat a likvid,
azaz az egy éven belill felhaszndlhaté pénzbeli adomanyok megszerzése. Az
adoményozdk szamanak novelése mellett ez az adomény gytijtési forma szolgal
arra is, hogy a megkeresettek rendszeres adomanyozdkké valjanak: Pénziigyi
szempontbdl ennél a forméndl arra torekszenek, hogy az adoménygyiijtés
koltségei megtériljenek.
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2. Telefonos adomdanygyiijtés (telefund) A telefonos marketing
(telemarketing) azon lorméja, amely célja a telefonon keresztill torténé ado-
many gyfijtése: felhivjdk a potencidlis adomdnyozdkat - a hivék nappali
tagozatos egyetemistdk —, majd az egyetemi leglrissebb hirek ismertetése utén
megkérdik a felhivott leendd adoményozét, hogy nem akarna-e az egyetem
szaméra egy kisebb Osszegii tdmogatdst felajanlani. A felhivottak lehetnek
pl. egy kijelolt évfolyam volt hallgatéi, vagy azok, akik nem adtak még
adomdnyt, attdl figgden, hogy vagy az alapitvany vagy valamelyik school
kiket kivan megkeresni. Az el6z6 formahoz hasonléan itt is kis 6sszegii, likvid
adoményok gylijtésérél van sz6. Ez a forma &ltaldban olcsébb - egy dollar
felhaszndlhaté adomény kevesebbe kerill —, mint az éves adomdny gyiijtés
(annual giving), azonban az adomdnygytjtés mellett az is fontos, hogy a
felhivottak rendszeres adomanyozdkka véljanak.

3. Pénzalap gyiijtés (capital campaing) Ezeknél az akciGknal egy-
egy kiemelt - féként beruhdzdsi — projekt érdekében kezdenek adomény
gylijtésbe. Az Indiana University pl. szeretne egy nagyobb szinhdzat felépi-
teni a meglévé mellé, aminek a kivitelelezése = millié USD-be keriil, azonban
rendelkezésre allé 2z millié USD ehhez nem elegend6. A kérdés az, hogy a
kilonboség eléteremtheté-e? Amennyiben az alapitvdny megvaldsithatésigi
tanulmdnyai és tesztejei azt mutatjék, hogy igen, a pénzalap gyiijtési akcié a
meglévé rendszeres pénzgyiijtési programok mellett elkezdédik. Tlyen tipusi
adomdnygyiijtés tortént az Indianapolisi kampusz konyvtdrédnak felépitésére
és berendezésére, benne a multimédids konyvtdr alapjainak kialakitéséra,
melynek eredményeként az 1j konyvtdr 30%-ban Indiana dllam forrdsaival,
70%-ban maganadomanyokbdl elkésziilt.

4. Tervezett adomanyok (planned giving) FEzek az adoményok
olyan id6sebb kori adomanyozoktdl szdrmaznak, akik az alapitvény javira
végrendelkeznek, azaz meghatdrozott feltételekkel az alapitvanyra hagyjdk
ingé és ingatlan vagyonukat, ill. az alapitvany javara kotnek életbiztositast.
Az {gy wegszerzett adomény tehat elére tervezhetd bevételt eredményez az
alapitvdny szdmra. A célzott adomdnyozék jémédii idés emberek.

5. A sajit vagyon gyarapitdsa és a befektetések Az alapitvany az
adott évben befolyt és felhaszndlhaté pénzbeli adoményok gyarapitdsa mel-
lett arra is torekszik, hogy novelje az alapitvany azon befektetheté vagyonat,
amelynek a hozadéka (kamataj) hosszi tévon felhaszndlhaték. Ez a hosz-
szabb idészakra 52616 nagyobb Gsszegii adomédnyok megszerzése mellett (az
alapitviny vagyondnak 90%-a az adomdanyozdk 10%-atél szdrmazik, akikkel
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killon is foglalkoznak, de a ”planned giving” egy része is ide sorolhaté), ko-
moly pénziigyi befektet6i feladatokat is ré az alapitvanyra. (Az alapitvény
hatékonysaganak egyik mércéje az, hogy az alapitvanyi vagyon utdn egy év
alatt milyen hozamot tudtak realizélni. A viszonyitési alapot a Standard &
Poor 500-as indexe jelenti az Indiana University esetén, ami gyakorlatilag azt
jelenti, hogy az alapitvédny befektetéseit az 500 legnagyobb véllalatba torténé
befektetések megtériiléseihez viszonyitjék, ily médon a non-profit alapitvany
elé az {izleti életben elérhetd eredményességet allitjak mérceként.)

A pénziigyek kezelése

Az alapitvényon beliil a pénzigyek kezelése hdrom nagy feladatcsoportra
bonthaté:

1. Befektetések kezelése (investments and real estate) Az ala-
pitvanyi vagyon befektetési politikdjanak kialakitdsa, a befektetési portfélié
(részvények, kétvények konkrét tipusai, ingatlan befektetések) alakitdsa és
menedzselése.

2. Pénziigyi menedzsment Idetartozik a szamvitel, a befektetésekel
kapcsolatos miiveletek rogzitése, a likviditds megteremtése, és a pénziigyi
beszamoldk készitése. Fontos a mitkddésre vonatkozé torvényi eléirdsok (non-
profit tortvény és szamviteli elvek) valamint a adoményozasi szerzédésben
véllaltak betartatdsa, és az alapitvany likviditdsdnak hatékony biztositdsa.

3. A pénziigyek kezelése (administration) A célok megval6sitasit
szolgals tevékenységekhez kapcsolédé pénziigyi tranzakcick lebonyolitasa a
feladat pl. figyelemmel kisérik, hogy a vért pénzek beérkeztek-e, vagy hogy a
kedvezményezettek (pl. schoolok) megbizésai alapjan kifizetéseket és atutals-
sokat teljesitenck. Az alapitvanyon beliil mintegy 300 alszdmlét (egymastdl
kiilonbozé projektet) kezelnek. Nyilvantartjdk, hogy (i) a kilonbozé ado-
ményozé csoportokon beliil kitél mire mennyi pénz érkezett be; (ii) napi
bontdsban mennyi pénz &ll rendelkezésre (mennyi pénz érkezett, mennyi
hasznélhaté fel, mennyi fektethetd be), tovabba (iii) elkészitik az alapitvany
miikodésérd] a vezetdi tajékoztatdkat pl. az alapitvany egészére az alapitvany
fels6 vezetése szaméra, kampuszokra, vagy school-okra vonatkozé kimutatéasok
az illetékes egyetemi vezetok szdmara.
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A ”school”-ok szerepe az adomanyok gyiijtésében

Mint arrél mér kordbban sz6 esett, a school-oknak fontos szerepe van az ado-
ménygyiijtésben, Az, hogy egy school-hoz milyen &sszegli adomany érkezik
be, nagymértékben fiigg attél, hogy a school dékénja mennyire tartja fon-
tosnak a magédn pénzeszkozok gyiijtését. Az, hogy pl. van-e és milyen a volt
hallgatdkkal az intézményes kapcsolat, a school-okon miilik, tekintettel arra,
hogy a volt haligaték zéme valamilyen school-hoz kétédik. Vagy azt, hogy
milyen célokra kivan a school adomdnyt gyiijteni, az adott school hatdroz-
za meg, azaz sok esetben az adomanygyiijtés kezdeményezése a school-ok
kezében van.

A jelentsebb adomanygyiijtési programoknak 6sszhangban kell allniuk
az egyetem prioritdsaival. Az adomédnygyiijtési program elSteszteléséhez, az
adoménygyiijtési akcié lebonyolitdsdhoz, valamint a megszerzett adomanyok
pénziigyi kezeléséhez a school-ok komoly tdmogatdst kapnak az alapitvanytél.

Az alapitvdny a school-okkal szemben szolgéltaté intézményként Jjelenik
meg, amely a megszerzett osszeg 10% alatti részéért (az alapitvényi munka-
térsak szerint 7%, a school-ok szerint 9-10%) cserébe végzi szolgaltatdsait
a school-ok felé. A 48 dran belilli pénzkifizetések mellett naprakész in-
formécidjuk van arrél, hogy a school-ok egyes programjaira mennyi adomény
érkezett, s abbdl mennyit koltottek. Flég meggyézének hatottak az alapitvany
munkatdrsai, amikor azt mondogattak, hogy 6k azért vannak, mert vannak
school-ok. A school-ok képvisel8i korrekt egyiittmitkodésként jellemezték az
alapitvany munkatdrsaival valé egyiittmiikodésiiket.

C)sszességében gy tiint, hogy egészséges munkamegosztés miikodik az a-
lapitvény és a school-ok kéz6tt: a school-ok tudjék, hogy mire lehet adoményt
gyljteni, s oteleteik is vannak, hogy kitél, mig az alapitvany rendelkezik
azokkal a praktikus ismeretekkel, amelyek ahhoz sziikségesek, hogy a magéan
forrdsokat meg tudjdk szerezni és hatékonyan tudjsk kezelni.

6sszefoglalés

A felséoktatdsi intézmények szémara rendelkezésre 4116 egyre sziikiils koltség-
vetési keretek sziikségessé teszik, hogy a hazai intézmények is lépéseket tegye-
nek kiegészitd pénziigyi forrdsok megszerzésére. A tanulmdnyban vézoltak
otleteket adhatnak arra, hogy milyen ”hézon belil megtehets” lépésekre
keriilhet sor. Recept nincs, viszont a recept hozzdvalsit tudjgk nydjtani a
kiilfoldi példak, és ki kell gondolnia minden felséoktatési intézménynek, hogy
hogyan és mit akar, tud és képes a tapasztalatokbél hasznosftani. Az, hogy
hol és mi valésul meg, nagymértékben a felsSoktatdsi intézmények vezetdin
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mulik. De nem csak rajtuk. Jénéhdny olyan e tanulmény keretei kozott
csak érintett, ill. meg sem emlitett intézményi feltétel megteremtésére is
szitkség lenne a megismert példék adaptéldsahoz, az otletek atvételéhez,
ami a felsboktatldsi intézmények hatokorén kiviil esik. Fel kell hivni a fi-
gyelmet tovdbbd arra is, hogy a milkodéshez szitkséges koltségvetési pénzek
kiegészitése nem csak intézmény finanszirozdsi kérdés, és nem csupéan az
egyes felséoktatasi intézmények éves feladata. Mint ahogyan a felsboktatas
finanszirozasa altaldban sem csak koltségvetési kérdés, még akkor sem, ha
idénként csak ebben a kontosben jelenik meg. Tobb beszélgeté partnerink
gy vélte, hogy a magyar felséokatds abban a'szcrencsés de igen nehéz hely-
zetben van, hogy jelentés valtozdsokat lehet és kell e téren végrehajtani. A
valtozdsok rendszerben torténd dtgondoldsa elvezethet oda, hogy kialakitdsra
keriiljon egy olyan, a magyar felséoktatdsi rendszer sajétosségait is figyelembe
vevd finanszirozasi rendszer, amely a felsGoktatdsi intézmények hosszi tavi
sikeres miikodésének financidlis kereteit adhatja. Benyomdsaik szerint erre a
magyar felsboktatds intézményeinek jé esélye van.

Megjegyzések

(1) Az alébbi frashoz a Magyar Rektori Konferencia éltal lebonyolitott "Higher
Education in Hungary. A Project for Developing New Resources” projekt
keretében, 1996 juniusdban az Indiana University-n tett tanulményit adott
alapot. A program életrehivdsdban és megszervezésében jelent6s tdmogatast
nyijtott U.S. Treasury Department-t6] Richard Bartholomew és Mark Wolf.
A tanulmdnyutakat és az azokhoz kapcsolédé Rektori Konferencia lebonyo-
litaséban US Agency for International Development (USAID), British Know
How Fund, Electronic Data System (EDS), Microsoft, Procter and Gamble,
Academy for Educational Development, Charles Stuart Mott Foundation, és
az Avonmore jarult hozza.

A széban forgé projektben tobb egyetemrél vettek részt kollégak. A velitk
folytatott beszélgetések nagyvonalakban &sszecsengnek azokkal a tapasztala-
tokkal, amit Véros Jézseffel az Indiana University-n szereztiink. A projektben
az aldbbi kollégék vettek még részt, zdrdjelben megjeldlve azon intézményt
is, ahol az adoménygyijtést tanulményozték:

Boros Ldszlé, Dékénhelyettes, ELTE Jogi kar (Holy Cross College, Mas-
sachusetts, US); Kenesei Istvén JATE Angol nyelvi tanszék, Szeged (Cor-
nell/SUNY Industrial Labor Relations School, US); Keresztes Péter, Féigaz-
gaté-helyettes, Széchenyi Istvan Féiskola (Cornell/SUNY Industrial Labor
Relations School, US); Kormos Jdnos, Kossuth Lajos Tudoményegyetem,
Debrecen (Oxford University — University of Greenwich, UK); Molndr Istvdn,
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Fdigazgatd, Szolnoki Kereskedelmi és Gazdasdgi Féiskola (Maricopa County
System, Phoenix, US); Rohdcs Jozsef, Dékanhelyettes, BME Kozlekedés-
mérnoki kar (Holy Cross College, Massachusetts, US); Szabd Gdbor, Szegedi
Elelmiszeripari Foiskola (Maricopa County System, Phoenix, US); Szendrédi
Ldszld, Soproni Erdészeti és Faipari Egyetem (Oxford University — Univer-
sity of Greenwich, UK); Virds Jozsef, JPTE Kozgzadasdgtudomanyi kar
(Indiana University, Bloomington-Indianapolis, US); Czakd Erzsébet, BKE
Gazdalkodasi kar (Indiana University, Bloomington-Indianapolis, US)

(2) Kiulon koszonettel tartozunk Patricia Eoyang-nak, az Indiana Univer-
sity (IU) Business School-janak és Giles Hoyt-nak, az IU Indianapolis-i kam-
puszanak nemzetkozi igyekért felelds igazgatoinak a beszélgetések megszerve-
zéséért, tovabba az IU azon munkatarsainak, akik a lehet6 legtobb ismerettel
igyekeztek benniinket felvértezni.

FINANCING A STATE UNIVERSITY — LESSONS OF THE INDIANA
UNIVERSITY

The study is to show the financing structure of the Indiana University. The study
describes the financing stracture of the Indiana University, and discuss the fund
raising techniques. It emphasises those elements that can be implemented at Hun-
garian universities. The study is based on experience of a study trip to Indiana
(US) this year, and 25 interviews with professors and professionals at the Indiana
University and in the Indiana University Foundation. The study trip was part
of the ,,Higher Education in Hungary. A Project for Developing New Resources”
project within that other US and European universities were also studied by Hun-
garian scholars. The project was initiated by the US Department of Treasury and
the Hungarian Rectors’ Conference.









