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INFORMACIOELMELETI MODSZEREK
A BIZTOSITASBAN!

KOMAROMI EVA
Budapesti Kozgazdasdgtudomdnyi Egyetern

Az informéciétartalom, entrépia, informaciédivergencia informéiciéelméleti
fogalmak, de széles korli alkalmazéssal birnak ezek a fogalmak a fizikdban,
biolégidban, orvostudoményban, mezdgazdasdgban, regiondlis tervezésben,
alakfelismerésben és természetesen a kozgazdasdgtan, pénziigy, biztositds
teriiletén is. A szolgdltatésok és dijak, tartalék, fiiggokar, megtartds stb.
szémitésihoz elengedhetetlen a statisztikai médszerek alkalmazésa, a szamito-
gépek jelenléte egyben lehetévé és természetessé is teszi az aktudrius szdmara
a rendszeres statisztikai kiértékelést. Ebben a dolgozatban a statisztika egyik
olyan teriiletével foglalkozunk, amelyben a feltételek melletti optimalizélds
kiemelt jelent6séggel bir. Eleinte a hasznélt fogalmakat tisztazzuk, a matema-
tikai apparatust mutatjuk be, majd az alkalmazds lehetdségét harom példan
illusztraljuk.

1. Informadaciétartalom

Tegyiik fel, hogy ismerjik egy [ esemény p bekovetkezési valoszimiségét,
Tegyiik fel, hogy egy késébbi idépontban hatarozott és megbizhaté hirt ka-
punk arrél, hogy F valéban bekévetkezett. Ha p = 0,99, ez a hir nem
lep meg, vagyis a hir informaciétartalma igen kicsi, ha p értéke 1-hez kozel
van. Ha azonban 0-hoz kézeli, példdaul p = 0,01, akkor a hir meglepd
lesz, hiszen gyakorlatilag bizonyos volt, hogy az esemény nem kovetkezik
be, vagyis ekkor a hir informéciétartalma nagy. Az informéciétartalom tehat
a valésziniiség csokkend fiiggvénye. E természetes kovetelménynek, tovabba
annak a kovetelménynek is, hogy fiiggetlen események esetében additiv legyen,
eleget tesz az informdcidtartalom mérésére dltalaban hasandlt  h(p) =1In 2 =
—lnp fiiggvény. Megjegyezziik, hogy az informécictartalom axiomutiﬁus
megalapozasaval itt nem foglalkozunk, az érdeklédo olvasé ezt megtaldlja
példsul H. Theil konyvében [1].

Legyenek most egy kisérlet n lehetséges kimenetelének valésziniiségei sorra
p1,P2,-- P :Pi 20, 1=1,...,m, 5" pi = 1. Ha egy hatdrozott és meg-

1Beérkezett 1996. oktéber 3.
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bizhaté hirt vesziink arrdl, hogy az i. esemény bekovetkezett, akkor ennek a
hirnek az infoméciétartalma h(p;) = — Inp,. Mieltt a hir megérkezett, nem
tudhattuk, mekkora lesz az informacidtartalma, hiszen a h(p1),..., (pn)
szamok barmelyike lehet. A hir megérkezése elstt is van azonban tampontunk:
kiszamithatjuk az érkezé hir vdrhats informdcidtartalmdt, azaz a

~

H(P)=H(pi,---,pn) = Y _pih(p) =~ pilup;
i=1 =1

értéket. A virhaté informécidtartalom egyiittal a széban forgé valészinliség-
eloszldsban bennefoglalt bizonytalansdg, rendezetlenség egyik alkalmazhaté
mértéke is. A H(P) liggvény a bizonytalansdg Shannon dltal bevezetett
meértéke.

2. A valésziniiségeloszliasban megjelend bizonytalansag
mértéke: az entrdpia

Esszerii feltételezés, hogy egy kisérlet lehetséges kimeneteleit illetd bizonyta-
lansdg H mértéke eleget tegyen a kovetkezd kivdnalmaknak:

(i) H a lehetséges kimenetelek valésziniiségeinek figgvénye:

H=H,(P)=H,(p1,...,pn) -

(1) A pi,p2,...,pn valésziniségeknek folytonos fiiggvénye: ezek kis valto-
zasal H, kis valtozasat idézik el6.
(ili) Nem véltozik, ha a lehetetlen kimenetelt hozzdvessziik a valésziniiségi
séméhoz:
Hog1(p1,--,Pn,0) = Hu(p1,. .., pn) -
(iv) Nem valtozik, ha a lehetséges kimenetelek sorrendjét megvéltoztatjuk,
azaz Hy az argumentumainak szimmetrikus fiiggvénye.

(v) Minimalis (zéré) értékii, ha a kimenetelt illetéen nincs bizonytalansag:
Hn(pl,...,pn)zo, ha p;=1 (iZI,...,'rL).

(vi) Maximélis értékii, ha az sszes kimenetel egyenlden val6szinii, azaz a
valésziniiségek nem adnak tdmpontot, teljes a bizonytalansig azt il-
letéen, hogy milyen esemény kovetkezik be: H,, felveszi a maximumat,
ha

1
p1:p2:”,:pn:E_
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(vii) H, maximélis értéke n értékével novekszik,

(viii) Két fiiggetlen valésziniiségi eloszlds esetén, ha Ay, ..., Ay, illetve By, ...,
B, jelolnek lehetséges kimeneteleket és py,...,Dn illetve g1,...,gm a
kapcsol6dé valésziniiségeket, akkor az A;Bj lehetséges kimenetelekkel
és piq; valésziniiségekkel bird kisérlet (t=1,...,n;5=1,...,m) bi-
zonytalansigit méré Hpim (P U Q) fiiggvényre fennall, hogy

Hnm(PUQ) :HH(P)+Hm(Q)

Egy valésziniiségeloszlds bizonytalansdgdnak a mértékét az eloszlds ent-
répidjdnak nevezzitk. Itt az “entrépia” kifejezés informécidelméleti és nem
termodinamikai eredeti.

A bizonytalansig Shannon #ltal bevezetett (varhaté informaciétartalom)
fiiggvénye kielégiti a felsorolt nyolc tulajdonsdgot: folytonos és szimmetrikus
fiiggvény, és ha a 0In0 = 0 konvenciét alkalmazzuk, akkor teljesiti a (iii) tu-

n
lajdonségot. Mivel — Y p;Inp; konkév fiiggvény, ezért lokdlis maximumhe-
i=1
lye: p; = %, i = 1,...,n egyittal globalis is, és maximalis értéke Inn.
Maximalis értéke n novekedésével né. Ha a valdszintiségek egyike 1, akkor
H, = 0, ez tehdt a nemnegativ H fuggvény minimuma. Végiil, fiiggetlen
valésziniiségi vdltozdk esetén

n m

=37 (pig;) In(pigs)

i=1 j=1

Hum(PUQ)

Il

n m

= =Y pi|D gy -4 [Zpilnpi}
i= j=1 j=1 i=1

= Xn:piHm(Q) + i q; Ha(P).

Az informaciéelméletben nem a felsorolt nyolc kovetelmény alkotja az egyetlen
axiémarendszert a bizonytalansig mértékét illetden, ennek megfeleléen nem a
Shannon-féle entrépia az egyetlen entrépia-fuggvény. Més axiémarendszernek
més fiiggvények tesznek eleget, erre vonatkozé utaldsokat !d. pl. Mathai és
Rathie [3] illetve Kapur [2] konyvében. A kiilonbozé tipusi entrépidk kozotti
osszefiiggést és az entrépiafogalom hirkozlésben valé alkalmazédsat . M. Reza
[4] részletesen téargyalja.
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3. Informacié-divergencia

Tegyiik fel ismét, hogy van n eseményiink, amelyek teljes eseményrendszert
alkotnak és valosziniiségeik rendre o, aq,...,®,. Most é a tovdabbiakban
feltessziik, hogy a; > 0, 5 = 1,...,n. Az oy, 09,...,a, értékeket elézetes
vagy a priorivalosziniiségeknek nevezziik. Beérkezik a hir, de nem arrdl, hogy
valamelyik esemény bekovetkezett volna, hanem arrdl, hogy az esélyek meg-
véltoztak: némelyik esemény valdésziniibbé valt, mas meg valdszintitlenebbé.
A hir az elézetes valdsziniiségeket a pi,pa,...,p, utdlagos vagy a posteri-
ori valdsziniiségekké viltoztatja. Ha egyik p; értéke 1, a tobbi 0, akkor a
hirben kozvetitett informécié-tartalom —In ;. Ha a hir csak az ¢. eseményre
szoritkozik, akkor a hirben kozvetitett informécié az elézetes és az utélagos
valdszintiségekben foglalt informécidé-tartalmak kiilonbsége: lnﬂ-";. A hir
azonban nem szoritkozhat egyetlen eseményre, ellenkezéleg, azt dllitja, hogy
minden eseménynek megvan a sajét utélagos valésziniisége. fgy a hirben
n

kozvetitett varhaté informdcidtartalom: In(P) = 3° p;ln 2, amelyet infor-
i=1 )

mdcid divergencidnak vagy I-dwergencidnak neveznek. Jelolésére az I(a; P)
is haszndlatos. Felhivjuk az olvas¢ figyelmét Csiszar dolgozatdra [5] az in-
formécié divergencia és az optimalizdciés problémdk kozotti kapesolatrdl.
Az I,(P) vérhaté informdcidtartalom nemnegativ. Ez az dllitds a szamtani
és mértani kozép kozott fennélld egyenlotlenségbdl adddik a kovetkezdképpen:

= — > —
= P i \Pi

1=

n n

a; . Di

0> E piln p—:, vagyis 0< E piln a—i
=1 i=1

és egyenltség &l fenn akkor és csak akkor, ha p; = a4, ¢ = 1,...,n. Meg-
jegyzendd, hogy I.(P) értéke végtelen nagy is lehet akkor, ha valamely hirre
pi >0 és a; = 0. Megjegyzends tovabba, hogy teljes el6zetes bizony-
talanség esetén, amikor tehdt o; = % minden ¢ indexre, akkor a varhaté

informdcié: I,(P) =lnn— ) p;ln % =Inn— H,(P) g
i=t

4. A maximum-entrépia elv

A varhaté informdcié most bevezetett fogalma és jelentése alapjan kibgvit-
hetjiikk az entrépia fogalmét is. A Shannon-féle entrépia maximalis értékii,
ha valamennyi lehetséges kimenetel egyenléen valészinii. Ha azonban okunk
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van azt feltételezni, hogy adott egy a priori (a1, 2, ..., 0n) eloszlas (a; > 0,
3" a; = 1), akkor egy mésik entrépidt vezethetiink be a kovetkezo osszefiggés
forméajaban:

_ [Zpi In %] ~In{(min{ai,...,a})
1=1 :

n n
Zpi :Za'ﬂ =1, p>0,0; 20,
i=1 i=1

n
amely az I,(P) = Y piIn Z* helyettesitéssel
i=1 !

B(P) = —I,(P)—In(min{a,...,an})

alakban irhaté. Kapur emlitett konyvében B(P)-t Bayes-féle entrdpidnak
nevezi, mivel a kifejezés az a priori és a posteriori valésziniiségeloszldsok egy
fiiggvénye. Ertéke maximalis, ha az I, (P) informécié-divergencia minimalis
és minimalis, ha I,(P) maximalis.

Ha csak az elézetes (a1,...,0n) valésziniliségeloszlast ismerjik, a P =
(p1,P2, - - - , Pn) valésziniiségeloszlésrol azt kell feltételezniink, hogy megegyezik
az elézetes valésziniliségeloszlassal, azaz minimalizélja az informécié-divergen-
cist. Ha azonban mads informécié is rendelkezésiinkre &ll, példaul a megjé-
solandé eloszlds varhaté értéke vagy szérdsa, akkor nem vélaszthatjuk az
elézetes eloszlast, ha az nem elégiti ki a széban forgé feltételt. Ekkor olyan P
utélagos valésziniiségeloszlast kell vélasztanunk, amely az adott feltétel(ek)
mellett a ”legkozelebb 4l1” az elbzetes valésziniiségeloszlashoz: minimalizélja
az informécié-divergenciat, vagyis maximalizélja a Bayes entrépidt. Ez a
"mazimum-entropia elv”. Azt a valésziniiségeloszlast, amelyet a maximum-
entrépia elv alkalmazasival szémitunk, maximum-entrépia eloszlds, legvalé-
sziniibb eloszlés, legegyenletesebb eloszlés és egyéb neveken is emlitik.

A Bayes-entrépia a megszamlilhatéan végtelen lehetséges kimenetelt tar-
talmazé kisérletre a

=< Zp'n In —

formuldval adhaté meg. Hasonléan, folytonos esetben

/f)ln ;

suppa
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ahol f(z) és a(z) az utdlagos (a posteriori) és elézetes (a priori) valésziniisia
eloszlds siirtiségfiggvénye.Mindkét esetben a minimalizdlando6 J informéacié-
divergencia a Bayes-entrépia negativija, a P valdsziniiségeloszlas ill.  f(x)
slirliségfiiggvény konvex fiiggvénye. Az informdcié-divergencia minimalizald-
sa rendszerint loglinedris model, amelynek megoldédsa konvex programozasi
eszkozokkel torténhet.

5. Az I-divergencia minimalizidldsa, mint konvex prog-
ramozasi feladat

A minimalizdcids feladat, amellyel a konvex programozds foglalkozik, a ko-
vetkez6:

0(z) —
gi(z) < 0, i=1,...,m; z€R"

E feladathoz kapcsolédik a

n
V0($)+Zu,-Vgi(z) = 0, u;>0, i=1,...,m;
1=1
Zuig’i(x) . 07 gl(a:) SO) 1= 17"'vm;
i=1

Kuhn-Tucker feladal, amelynek a megfogalmazasdban feltételezziik, hogy 0
és g; differencidlhaté fiiggvények. Az u; védltozokat Lagrange-szorzéknak
nevezzilk, a 0(z) + 3 u;0:(z) figgvényt pedig Lagrange fiiggvénynek. A
Kuhn-Tucker feladat elsé n feltétele azt irja eld, hogy a Lagrange fiiggvény
parciélis derivaltjai legyenek O értékiiek. A kovetkezd m feltétel a Lagrange
szorzék nemnegativitdsat illeti, az utolsé m feltétel a minimalizécids fela-
dat feltételei. A kozbiilsd feltétel az egyensiilyi feltétel: mivel u; > 0 és
g: <0, ©=1,...,m, ezért szorzataik Osszege nempozitiv, é 0 csak akkor,
ha az 0sszeg minden tagja 0, azaz, u; = 0 ha ¢;(z) < 0. Ha egyenlétlenségi
feltételek helyett egyenldségi feltételek szerepelnek a minimalizécids feladat-
ban, akkor a megfelel u; Lagrange szorzék eljelkotetlenek és a megfeleld
tagok az egyensilyi feltételben O értékiiek. A Kuhn-Tucker feladathoz és az
alabb bemutatott nyeregpont feladathoz kapcsol6dé tételeket, eredményeket
1d. pl. Mangasarian [6] konyvében.

Kuhn-Tucker optimalitdsi tétel: Tegyiik fel, hogy a 0 és g; figgvények differ-
encidlhaték az z° € R™ pontban. (1) Tegyiik fel, hogy 0 és g; konvexek. Ha
(z°,u®) megoldésa a Kuhn-Tucker feladatnak, akkor 2° optimalis megolddsa
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a minimaliziciés feladatnak. (2) Tegyiik fel, hogy z° optimdlis megolddsa
a minimalizaciés feladatnak. Tegyik fel, hogy a feladat feltételrendszere
kielégiti valamelyik regularitasi feltételt. Akkor létezik olyan u° € R™, hogy
(z°,u°) kielégiti a Kuhn-Tucker feladatot.

Ezt a tételt abban az esetben fogjuk alkalmazni, amikor a széban forgé
valészintiség-eloszlds diszkrét. Az I-divergencia konvex fiiggvény. Minima-
lizdlisakor azon feltételek mindig megjelennek, amelyek kikotik, hogy a p;
véltozék nemnegativok és 6sszegiik 1. A tobbi feltételek rendszerint valamely
momentum értékére, pl. a varhaté értékre vonatkoznak egyenléségi feltéte-
lek formajéaban. A tétel egyenloségi feltételek esetén akkor alkalmazhatd, ha
mind a g;, mind a —g; figgvények konvexek, azaz g; a p; véltozdk linedris
fiiggvénye, amely a felsorolt esetekben fennéll. A regularitdsi feltételek koziil
a leggyakrabban alkalmazottak a Slater feltétel, az Arrow-Hurwitz-Uzawa
feltétel, a Kuhn-Tucker feltétel és a linearitas. Az &ltalunk itt targyalt ese-
tekben a feltételek linedrisak, igy a tétel masodik &llitdsa is alkalmazhato.

A minimaliziciés problémahoz kapcsolédik az aldbbi, Kuhn-Tucker nye-
regpont feladat is, amelyben a nyeregfiiggvény az emlitett Lagrange fiiggvény:

Keressiink olyan z° = (23,...,23) és v® = (u},...,up,) > O vektorokat,
amelyekre fenndll, hogy

0(z°) +Zu,g, (z°) < O(= +Zu gi(z°) < 8(z) +Zu gi(z

i=1 i=1
minden u > 0, u € R™, z € R™ mellett.

Kuhn-Tucker nyeregpont optimalitdsi tétel: (1) Ha (z°, u°) megolddsa a Kuhn-
Tucker nyeregpont feladatnak, akkor £° optimélis megolddsa a minimalizacids
feladatnak. (2) Ha z° optimadlis megolddsa a minimalizéciés feladatnak és
3% € R", amelyre g;(Z) > 0 ha a g; fuggvény nemlineéris, akkor JFu°, hogy
(z°,u°) megoldésa a Kuhn-Tucker nyeregpont feladatnak.

Ezt a tételt abban az esetben fogjuk alkalmazni, amikor a széban forgé
valésziniiség-eloszlas folytonos. Vizsgdljuk el6szor a diszkrét esetet. Fela-
datunk tehat

5
—
"
f—
I

ij ln—‘ — min

n
E aijp; = b, i=1,...,m

cPn) 20

v
I
T
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alaki, ahol az A m x n méretii matrix és a b m-méretii vektor adottak, Mivel
a feltételek kozott a ) p; = 1 szitkségképpen megjelenik, ezért az optimalis
megoldds (ha létezik) nem véltozik, ha a célfiiggvénybél levonjuk 5 p; -t,
amit célszeriiségi okokbdl megtesziink. Célfiiggvényiink tehat:

n n
P .
ijlnj — ij — min.
j=1 7 4=1
Ehhez a feladathoz kapcsolédé Kuhn-Tucker feladat a kévetkezd: Keresiink

olyan P° = (p3,...,p5) és w° = (u3,...,uS,) értékeket, amelyek megoldjsk
az alabbi feladatot:

n
E ai;p; = by, 1=1,...,m;
=1

D1y s Pn)

v
f=)

™m
lnpj_lnaj"‘zuiaij > 0, j=1,...,m

i=1

i:p_,- (lnp] —Ina; + Xm:uiaij>

1=1 =1

I
o

A Kuhn-Tucker optimalitdst tétel szerint minimalizéciés feladatunknak
pontosan akkor van optimdlis megoldésa, ha a leirt kapesolédé Kuhn-Tucker
feladatnak van (P°,u°) megolddsa. Alkalmazva a 2; = —u;,71 = 1,...,m
helyettesitést, a feladat P megolddsét a kovetkezd \in. multiplikativ alakban:

m
= ases e o T e},

i=1

P

In =L = § 2,05
-
J i=1

loglinedris alakban keressiik, amely a fenti egyensiilyi feltétellel egyiitt hang-

illetve a vele ekvivalens

silyozza az utélagos valdsziniiség azon tulajdonsigét is, hogy valamelyik e-
leme a valésziniiség-eloszldsnak pozitiv értékii pontosan akkor, amikor az
elézetes valdszintliség megfleleld eleme pozitiv értékii.

Irjuk most fel a minimalizdcids feladatunk dudlisat, és nézzikk meg, mit
mond a dualitdsi tétel a minimalizdcids feladat optimélis megolddsardl:
ki) p i n m n K p . m

p & ey . b ) ] 2 N

_Z;P] In o ]Z;pl ZZI(JZ; .55 —b;) ‘jz;pi <1n @; ;zlau> S RRlIEE
j= = = = -

i=1
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m
lnp—J—EZiaijZO, ji=1...,n.
o
A feltételek igy is felirhaték
p; > ajedn® %, j=1,...,n.

Vegyiik észre, hogy a maximalizdlandé célfiggvény osszevonasok utén a ko-

vetkezo:
n m
=D _pi+ 3 zb
j=1 =1

Vegyik tovabba észre, hogy a feladat optimélis megolddséra a feltételek
egyenléséggel kell, hogy teljesiiljenek. Alakitsuk 4t a dudlis feladatot mini-
malizécis feladatt4 ez utébbi észrevétel figyelembevételével. Ekkor az alébbi
feltétel nélkiili optimalizécids feladatot kapjuk:

n
=
E a_,-ez-‘=l %% _ bz — min
i=1

amely csak a (21, . . ., 2m) dudlis valtozék fiiggvénye. A gyenge dualitdsi tétel
értelmében a primél és dudl feladat célfiiggvényértékei kozott fenndll a

n n n
Tz Dj

E a_,-ezcx’“’—bzz—é p,-lna—‘;+§ Pj

i=1 j=1 j=1

egyenlétlenség, amely egyenlGséggel teljesiil, ha p; = cxjezm:z'“‘-', ji=
1,...,mn. A dualitasi tétel szerint tehdt, ha a primal feladatnak van op-
timélis megoldésa, akkor az ezen multiplikativ illetve az ekvivalens loglinearis
forméban irhaté fel.

Tekintsiik most a folytonos esetet. Feladatunk ekkor

z) — min
/ f(z)In (I)d:c

43
supp &

/f(:r)dm = b=l
supp a

flz) 2 0,

/ai(x)f(m)d:c = b, i=2,...,m,.

supp @
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ahol supp & az a(z) siirliségfiggvény tartéja (az R azon legsziikebb részhal-
maza, amelynek valésziniiségi mértéke 1). E feladat Lagrange fiiggvénye:

/f 2dx+2“1 /ai(l')f(I)dI—bi

supp & upp @

ahol alkalmaztuk az a,(z) = 1 jelolést. Rogzitett u; értékek esetén az
L figgvény az f(z) figgvényben minimalizdland6, a minimalizdlds szem-

pontjabél pediga Y w;b;, konstans 1évén, elhagyhatd. Igy a minimalizdlandé

/ f(z) (111 % + me(m)) dz

Z U a, ()
(w) ei=1 dz

afz)

* -y usaq(z)
/f(x) l—a(m)e Z::l dz

fuggvény:

I
I
—

~

—
8

=
5

v

f(z)

mivel InZ < Z — 1 és egyenlGség pontosan akkor &ll fenn, ha Z = 1, vagyis
amikor

» iu-ﬂi(z)
f(z) = a(z)e =

alaki, azaz, 2; = —u; helyettesitéssel, amikor

f(z) = a(z) ﬁ (emm)z‘

maskeént:

zia;(z
a(m "
alak, fgy az eredményiil kapott reprezentécié f(z) szédmdra ismét a multip-
likativ, illetve a loglinedris forma.

Megjegyzend6, hogy ha elézetes valészintiségeloszlast nem vesziink szdmi-
tasba, akkor a fenti Gsszefiiggésekben az a; =1, 5 =1,...,n illetve a(z) =1
helyettesités alkalmazandé.
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6. Entrdépia-maximalizilasra épiilé biztositismatemati-
kai modellek

Standard vagy referenciaeloszldsokat, statisztikdkat kis biztositétarsasdgok,
vagy nagy biztositétarsasdgok specidlis médozataikban, nem mindig alkal-
mazhatnak rutinszeriien, mert klientiirajuk osszetétele nem feltétleniil tiikkrozi
annak a népességnek az Osszetételét, amelyre a statisztika késziilt. A prob-
léma ekkor az, hogyan lehet elméletileg megalapozottan osszehasonlitani és
igazitani a referenciaeloszldst tigy, hogy a létrehozott eloszlés megfeleljen a
széban forgé biztositétarsasdg klientirdjanak, de a referenciaeloszlashoz a
leheté legkozelebb legyen. Az aldbbi két problémaval Brockett [7] illetve
Brockett és Cox [8] foglalkoztak, a kozolt megoldasok téliik szarmaznak.

Munkaképtelenség idétartamdnak az eloszldsa

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy egyetlen feltétel van: a kliens varha-
t6 munkaképtelenségének az idétartama: p = 21 nap, szemben a referencia-
téblaban feltiintetett varhaté idétartammal. A referenciatébla a qq,...,q,
értékekbdl 4ll, ahol ¢; annak a valdsziniisége, hogy a munkaképtelenség j
napig tart. A feladat olyan, a munkaképtelenség idétartaméra vonatkozd
tablat létrehozni, amely a referenciatdblétdl a lehet6 legkisebb mértékben
kiilonbozik, de teljesiti a p = 21 nap feltételt. A probléma megoldasa tobbek
kozott a dijszabas megéllapitdsahoz is szikséges.

Jelolje q; annak a valésziniiségét, hogy egy iigyfél munkaképtelensége ¢
napon &t tart, a referenciatébla szerint. Jeldlje p; az ismeretlen valésziniiségét
annak, hogy az iigyfél munkaképtelenségének idtartama ¢ nap lesz. A {p;}
valésziniiségeket az alabbi feladat megolddsaként kapjuk:

d .
Zp.- % & min
i=1 gi

1

w w
Zpi = 1, Z"Pz=21: PiZO; 1=117“)
i=1 i=1

A fentiek szerint ennek a problémédnak a megoldéasa a kovetkezo alaki:

pi = qiezl+iz2 - q‘_(ezl)(ez;)i

Mivel a célfiiggvény szigorian konvex, ezért a minimalizaciés feladatnak
egyetlen optimélis megolddsa van, és igy a p;-re kapott kifejezés behelyettesi-
tése utan a feltételeket képviseld két egyenletbdl allo kétismeretienes egyen-
letrendszernek egyetlen (z1,22) megolddsa van, amelyet iterdciés eljdrassal
vagy mas médszerrel kiszamithatunk. Brockett szamitdsi eredményeit és az
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eredményiil kapott valésziniiség-eloszlast a hivatkozott dolgozata tdbldzatos
formaban bemutatja.

A halandésagi tablak kiigazitdsa

Gyakori eset, hogy egy speciilis ligyfélre vonatkozéan az aktuariusnak el kell
térnie szamitdsaiban a standard halanddésagi tablatél. Példaként tekintsiink
egy 50 éves, bizonytalan egészségi allapoti Ugylelet, aki életbiztositast is
magéban foglalé biztositdst kivan kotni. Az aktudrius szitkségképpen vélasat
egy standard halanddségi tablat, amelyet azonban médositania kell, ha az or-
vos az ligyfél hdtralévé pu vérhaté életkorat a halandéségi tébldban szerepld
es5o értéktdl killonbozonek itéli. Tegyiik fel, hogy az orvos szerint ;1 = 9 # exp.
Tegyik fel tovabbd, hogy emellett az orvos 50% esélyt ad annak, hogy az il-
leté az 55. és 65. sziiletésnapja kozott hal meg. Hogyan alakitsa az aktuarius
a rendelkezésére all6 halanddsdgi tdblat, hogy az a lehetd legkevésbé térjen el
a valasztott standard halandésagi tablatdl, de mégis illeszkedjen az ligyfélnek
az orvosi véleményben megfogalmazott halandésagi tulajdonsdgaihoz — ezt fo-
galmazzuk meg az alabbi modellben, amelyben ¢; jeloli a standard halélozési
valésziniiségeket, p; pedig a szdmitandé haldlozdsi valdsziniiségeket:

[

Di .
E pilnf —  min
i=0 g

1

w

w
Sopo o= 1, Z wpi =9,
i=0 i=0

14
Zpi = 0151 pizov 7;20,17-"7“)-
=5

A feladat feltételeit kielégitd p; értékeket a

zy+1izp4a(i)zs

Pi = gi€
formdban keressiik, ahol
0, hai<5;
a(i):{l, ha 5<i< 14
0, hai> 14

A feladat megolddsa ismét egy hdromismeretlenes, 3 egyenletet tartalmazé
egyenletrendszer megoldasat jelenti. Az eredmény Brockett és Cox [8] dolgo-
zataban az ott kozolt halanddsagi tabla alapjan a kovetkezo:

¢i(1,342125)(0,96353)', hai <5
pi = ¢ ¢;(1,891812)(0,96353)", ha5<i<14
gi(1,342125)(0,96353)%, ha ¢ > 14



Informéciéelméleti mdédszerek a biztositdsban 121

Egyenlétlenségi feltételeket is tartalmazé feladatok taldlhaték még Charnes
et al. [9] dolgozatéban.

A kdrnagysag eloszlasianak szamitdsa informaciéelméleti médszerrel

Legyen f(t) a siiriiségfiggvénye az egy bizonyos a érték folotti karigény nagy-

saganak. Akkor
/ ftydt = 1.

A szimmetrikustél nagyon eltéré eloszlasnak esetleg nincs véges véarhaté ér-

téke, ezért az
oo

/lntf(t)dt =Inbd

a

feltételt tamasztjuk. Ekkor az entrépiafiiggvény maximalizdldsa két feltétel
mellett torténik, az f(t) sliriségfiggvény alakja a kovetkezo:

f(t) - ezl+zz n t-

Hasznaljuk fel az elsé feltételt:

oo oc
1 = /ez‘+’2 Intgr = en /t’?dt
a a
(17'2+1
= e“ﬁ, ahol 29 < —1.
2 —

Alkalmazva az a = —z helyettesitést, azt kapjuk, hogy e* = (@ — 1)e® 1.
Az eljaras tehat az

f) =(a=1)a* "t *i>a,a>1

stirliségfiiggvényhez vezet, ami a Pareto eloszlds siiriiségfiggvénye. Ha o < 2,
akkor a kdrnagysdg varhato értéke nem véges, de a Int varhato értéke véges.
Ha o > 2, akkor mindkét varhaté érték véges.
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INFORMATION THEORY IN ACTUARIAL SCIENCE

The paper deals with a branch of statistics in which optimization plays an im-
portant role. It presents the maximum entropy approach for incorporating prior
information into the determination of probability distributions. First, the concept
of ’information’ and ’uncertainty’ and their appropriate measures are introduced.
Next, the maximum entropy methodology is presented in the form of a mathemati-
cal programming model, and duality statements are applied to develop the formula
for its situation. Finally, the method is shown to be useful in several areas in
actuarial modeling.



