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FOLYTONOS ES LIPSCHITZ-FOLYTONOS GLOBALIS
OPTIMALIZACIO: ALGORITMUSOK ES
ALKALMAZASOK!

PINTER JANOS
Faculty of Management, Dalhousie University, Canada

A dolgozat célja a folytonos és Lipschitz-folytonos szerkezetii globlis (tobb-
extrémumi) optimalizalsi feladatok korének attekintd térgyalasa. Ossze-
foglaljuk a globélisan konvergens adaptiv particiés algoritmusokra vonatkozé
alapfogalmakat és f6 eredményeket, és targyaljuk az implementécié kérdéseit
is. Végiil néhany alkalmazdsi esettanulmdnyt ismertetiink. A dolgozat a
Pintér (1995b) monografian, illetve az annak alapjdn benyijtott akadémiai
doktori téziseken alapul. A technikai részleteket illetéen erre a kdnyvre, vala-
mint az irodalomjegyzékben felsorolt munkékra utalunk.

Kulcsszavak: Folytonos és Lipschitz-folytonos globslis optimalizacio; globéli-
san konvergens adaptiv particiés algoritmusok; implementdciés kérdések; az
1LGO integrélt modellfejlesztési és algoritmus programrendszer; alkalmazasi
esettanulmédnyok.

1. Bevezetés

A doéntéshozatal alapvetd emberi tevékenység. Dontéseink egy része igen
egyszerii, és kovetkezményeik sem til lényegesek; sok mds dontési szituacié
viszont egyaltalan nem trividlis, és a dontéshozo(k) feleléssége komoly. A
dontési feladatok szamszeriisitett megfogalmazdsa nem mindig indokolt, és
sok esetben nem konnyii. Az emlitett nehézségek ellenére, a megfelelé kvan-
tifikacié — dontési modell megfogalmazasa és numerikus elemzése — gyakran
segiti az objektiv(ebb) dontéshozatalt.

A tudoményos kutatasban, miiszaki és gazdasdgi feladatok megolddsa
soran megfogalmazott dontési (optimalizéciés) modellek tipikus alapszerke-
zete a kovetkezd: optimalizdlandé egy kivalasztott (elsddleges) célfiiggvény
értéke — a dontés realitdsat biztosité — korlatozé feltételek mellett. Ennek
megfelelden, a matematikai programozas alapmodellje a kovetkezd generikus

1Beérkezett 1996. jilius 29.
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feladattipus vizsgalataval foglalkozik:
min f(z) ze€eDCR" (1)

Az (1) optimalizalasi feladatban z a dontést leiré n-véltozés valés vektor; a
dontési feladat célfiiggvényét f : R® — IR', a megengedett dontések (nem
lires) halmazét pedig D C IR™ jeloli. A megengedett halmaz tipikusan a

D= {fj(z) <0 j=1,wa,J} (2)

alakban adott; f; : R™ — R! j = 1,...,J az z-re vonatkozé feltételeket leird
fiiggvények.

Az (1)~(2) szerkezetli modell globalisan optimdlis megoldésa elemi ana-
litikus feltételek mellett létezik, (Példaként itt Weierstrass tételére utalunk.,
amelynek értelmében D korldtos és zirt volta, f folytonossdga esetén az (1)
feladat optimélis megolddsainak halmaza nem iires.)

A folytonos numerikus optimalizdcié elméletének sarkalatos klasszikus
feltevése szerint ez az optimadlis dontés lokélis informdacién alapulé keresési
eljdrasokkal egyértelmiien meghatdrozhats. Ez a feltevés sok gyakorlatilag
fontos esetben helytalls. Példaként a konvex programozdsi paradigma — kon-
vex D halmaz, szigorian konvex f fliggvény — keretében leirhaté feladatok
széles osztédlya emlithetd: itt egy megfelels lokdlisan konvergens algoritmus
altal meghatérozott optimumpont (1) abszolit (globélis) megolddsa.

A numerikus analizis és operdcidkutatds modelljeinek, algoritmusainak
és modellalkotési-dontéstdmogaté rendszereinek tilnyomé tobbsége — ldsd
pl. Bachem, Grétschel és Korte (1983), Murtagh és Saunders (1983), Hillier
és Lieberman (1986), Brooke, Kendrick és Meeraus (1988), Fourer, Gay és
Kernighan (1991), Schrage (1991), Wolfram (1991), Powell (1992), Press,
Teukolsky, Vetterling és Flannery (1992), Moré és Wright (1993), Winston
(1994), Heckert és Filliben (1995), MathWorks (1995), Reinhardt (1995),
Schittkowski (1995) munkait -— értelemszeriien lokalis megolddsok meghaté-
rozaséara szoritkozik,

Nyilvénvalé ugyanakkor, hogy léteznek olyan — gyakorlatilag is fontos —
feladatosztalyok, amelyek a globdlis optimum mellett més (lokalis) optimuir-
helyekkel is rendelkezhetnek. Tekintsunk példaként egy nemlinedris egvenlet-
rendszert, amelynek az egzakt megoldas(ok)on tilmenden lokdlis (pszeudo)
megolddsal is vannak. Ezek esetében a megfeleléen képezett hibafiiggvény
abszolit értéke pozitiv; az egyenletrendszer megoldasara alkalmazott lokéilis
keresé médszerek globalis megolddshoz valé konvergencidja pedig dltaldban
véve nem biztositott.

Egy mésik példaként ‘fekete doboz’ (black boz, oracle) rendszerek optiméa-
lis bemend paramétereinek meghatdrozasa emlithetd. A ‘fekete doboz’ pél-
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daul egy altalunk analitikusan nem ismert — vagy explicit formaban gyakor-
latilag nem kezelhetd — rendszermodell lehet, amelyet a modell-output és a
rendelkezésre 4116 mérési adatok dsszevetése alapjan szeretnénk kalibralni. Az
egyes paraméter-kombinéciok minésége gyakran csak szédmitisigényes méd-
szerekkel — pl. Monte Carlo szimuldcids ciklusok végrehajtasa, vagy egy
‘beépitett’ differencislegyenlet-rendszer numerikus megoldasa stb. itjdn —
értékelhetd ki.

Az emlitett példakban — és szdmos mas hasonlé esetben — a fent emlitett
konvexitasi feltételek nem mindig teljesiilnek, illetve azok ellendérzése nem
kényelmes, vagy gyakorlatilag kivihetetlen. Ezért az indukalt dontési feladat
tetszoleges lokalis megoldéséanak globilis optimalitdsa nem garantalt. Mivel
a lokélis megolddsok szdma é mindsége altalaban szintén nem ismert, in-
dokolt a globalis megoldas meghatdrozéséra irdnyuls, megfelelé médszer al-
kalmazésa.

A globélis optimalizécié (GO) a matematikai programozasi feladatok ab-
szolit megoldasinak meghatérozaséra iranyulé algoritmusok elméletével, gépi
realizéciés kérdéseivel és alkalmazasaival foglalkozik. A GO legels6 ered-
ményeit ismerteté munkék az 1960-as évek elejétdl kezdve jelentek meg az
operacickutatasi irodalomban (lésd pl. Moore (1962), Kushner (1964), Tuy
(1964), Mockus (1967), Piyavskii (1967), Neimark és Strongin (1969)). A
tudomanyteriilet népszeriisége az utébbi két évtizedben igen szdmottevéen
nétt: példaként Dixon és Szegd (1975, 1978), Strongin (1978), Wilde (1978),
Zielinski és Neumann (1983), Evtushenko (1985), Fedorov (1985), Zilinskas
(1986), Pardalos é& Rosen (1987), van Laarhoven és Aarts (1987), Forgé
(1988), Ratschek és Rokne (1988), Mockus (1989), Rinnooy Kan és Timmer
(1989), Torn és Zilinskas (1989), Diener (1990), Horst és Tuy (1990), Zhigl
javsky (1991), Zhigljavsky és Zilinskas (1991), Floudas és Pardalos (1992),
Hansen (1992), Horst és Pardalos (1995) munkait emlitjiik meg.

A GO iranti novekvd érdeklédést titkrozi az 1991 6ta megjelené Jour-
nal of Global Optimization, é& a Kluwer Academic Publishers altal inditott
Nonconvez Optimization and its Applications cimii konyvsorozat is. A je-
len 4ttekintd dolgozat alapjéul szofgélé monografia (Pintér, 1995b) ebben a
sorozatban jelent meg.

Az emlitett konyv a folytonos, ill. Lipschitz-folytonos szerkezeti GO fe-
ladatok megoldasara szolgalo algoritmusok egységes elméletét, implemen-
taciéjat és nébany alkalmazésat targyalja. Ezen beliil kiilonos hangsilyt
kap az adaptiv, gradiensmentes (direct) particiés stratégidk osztdlya: ezek a
médszerek a D megengedett halmaz szekvencialis felosztasahoz vezetnek, és
igen 4ltaldnos feltételek mellett rendelkeznek globilis konvergencia-tulajdon-
ségokkal. A determinisztikus particiés médszerek mellett véletlen keres6
eljarasokon, illetve ezeknek lokélis médszerekkel kombindlt kiterjesztésein
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alapulé — adaptiv sztochasztikus algoritmusokat is targyalunk. Az emlitett
médszertipusok alkalmazdsa elsésorban olyan esetekben javasolhaté, amikor a
feladattal kapesolatban rendelkezésre 4116 strukturalis informacié ‘minimalis’,
illetve annak haszndlata nem kézenfekvé. (Itt utalunk a korabban emlitett
feladattipusokra; tovébbi példdkat késébb sorolunk fel.)

A dolgozat célja a folytonos, illetve Lipschitz globilis optimalizaldsi fe-
ladatok korének dttekintd targyaldsa, a fent emlitett konyv alapjdn. (A dol-
gozatban alkalmazott jeldlések is ezt a munkat kévetik.) Oatm-:l'ng]aljuk a
globilisan konvergens adaptiv particids algoritmusokra vonatkozé alaplogal-
makal é [6 eredményeket, é kitériink az implementécio kérdéseire is. Végiil
néhdny alkalmazdsi esettanulméanyt ismertetiink. A konyvben tdrgyalt széles
korit irodalomjegyzékbél esak a legfontosabbakat emeljitk ki.

2. Glob4lis optimalizacié: modelltipusok és algoritmu-
sok

A Pintér (1995b) munka 1. része a GO témakoréhez szolgdl rovid bevezetés-
ként; két fejezetet foglal magéban (terjedelme kb. 40 oldal). Az &ltaldnos
globalis optimalizélsi probléma (GOP) formdlisan azonos az (1) feladattal,

min f(z) z€DCIRY (3)

a kovetkez6 — minimadlisan eléirt — analitikus feltételek mellett:

¢ a megengedett megolddsok D halmaza korldtos és testszerdi (robust,
tehdt egy nemn iires, nyilt halmaz lezardsa) IR™-ben;

e az f: D — R! célfiiggvény folytonos.
Musztracidképpen tekintsiik az 1. sbrat, amely egy GOP-t mutat be: kere-

sendd a Lipschitz-folytonos, tébbextrémumnii célfiiggvény abszolit minimuma
egy kétdimenziés intervallum-tartomény felett.
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1. dbra: Kétdimenzids intervallum feletl definidlt tébbextrémumi fiigguény

Jelolje X* a (3) feladat globalis megoldasainak halmazdt. A fenti elemi
feltételek biztositjak, hogy X* nem iires; legyen z* € X™* esetén 2* = f(z*).
Nyilvanval6, hogy 2* garantdlt becsléséhez — véges szami D-beli pont-
ban meghatdrozott figgvényérték alapjén — az f folytonosségéanal erésebb
feltétel sziikséges. Ez leggyakrabban a kovetkezd alaki:

e f:D — R! Lipschitz-folytonos, tehat tetszbleges z,y € D pontpérra
nézve fenndll t

|f(z) - f(@)] < Lllz -yl - (4)

L = L(f, D) az [ fiiggvény (minimdlis) Lipschitz-konstansa a D hal-
mazon (ill. annak egy tetszéleges — érvényes — felsé becslése); |} - ||
pedig az euklideszi norma.

Elméletileg a (3) GOP megoldsa X* Gsszes elemének és a 2* optimum
értékének meghatérozdsat jelenti. Az algoritmikus kezelhetoség érdekében
feltessziitk még, hogy
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e X* legfeljebb megszamlalhato.

Megjegyezziik, hogy a legtobb gyakorlati feladat esetében X* véges; sok
esetben X* csak egyetlen z* pontot tartalmaz.

Az éltaldnos globalis optimalizalasi feladatosztaly legfontosabb specidlis
kategériait a konyv 1.1. fejezete ismerteti. Ezek a kovetkezdk:

e konkav minimalizdlas (CM);
e differencislis konvex (DC) programozss;
e folytonos, ill. Lipschitz globalis optimalizécié (CGO, ill. LGO).

Itt csak az LGO problémara (LGOP) utalunk, amelyben az f := f,
Lipschitz-folytonos célfiiggvény mellett a (2) alakd D halmaz is Lipschitz-
folytonos f; : IR® — IR j =1,...,J feltételi fiiggvények altal definidlt. Az
LGOP feladatosztély igen dltaldnos; egyebek kozott tartalmazza a CM és DC
feladatok osztalyét is. (CGOP még ennél is altaldnosabb, hiszen abban csak
a problémédt definidlé fiiggvények folytonossigst tételezziik fel.) Az LGOP
vizsgilatdra irdnyuld kutatdsok szinvonalas 4ttekintését illetéen Horst és Tuy
(1990), Hansen és Jaumard (1995) munk4it emlitjiik.

Az 1.2. fejezetben a kovetkezd gyakran alkalmazott megolddsi stratégidkat
targyaljuk roviden:

o ricsfedéssel, illetve véletlen kereséssel kombinalt lokalis algoritmusok;

e szekvencidlisan javuls lokdlis megoldasok el64llitdsa (pl. tunneling);

® az oOsszes lokélis és globdlis optimum el6éllitdsara iranyuld (pl. sta-
ciondrius pontokat keresé) médszerek;

e relaxéciés (szekvencidlisan finomitott kiilsé approximdcién alapuld)
eljarasok;

® a korldtozds és szétvélasztds (branch and bound, BEB) elvén alapulé
médszerek.

Megjegyezzilk, hogy a jelen dolgozatban (a kényvben) kozponti témaként
targyalt adaptiv felosztési stratégidk osztdlyshoz tartoznak a B&B tipusd
algoritmusok is.

3. Adaptiv particiés médszerek folytonos és Lipschitz
szerkezetii feladatok megoldasara

Az elméleti targyalds gerincét a konyv L. részénck hét fejezete alkotja (mint-
egy 110 oldalnyi terjedelemben). A 2.1. fejezetben bevezetjitk az altaldnos
particiés algoritmus-séma (PAS) fogalmét.

2.1.2. Definicid. Legyen D C IR™ testszeri, I pedig egy véges indexhalmaz.
{D. : 1 € I} a D halmaz egy testszerii felbontdsa, ha D; i € T testszerii
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halmazok, amelyekre nézve érvényesek az alabbi reldcick:

D=|JD. é DinD;=8D)N6(D;) i€l i#j  (5)
icl
itt 6(D;) a D; halmaz hatérét jeloli.

2.1.3. Definjcié. Legyen adott D egy testszerii felbontdsa. A P{D;, f(D;)}
particié operdtor egy olyan funkciondl, amelynek értékét a D; halmazbd!
kivalasztott x;(m) mintavételi pontok (sample points) és az azokban felvett
zi(m) = f(z;(m)) fuggvényértékek hatdrozzék meg:

P{Dn.f(Dl)} = P{w,(m),z,(m), m= 17" ‘vM‘i}' (6)

Egyszerii példaként egy n-dimenziés intervallum részintervallumokra valé
felbontasat emlitjitk: a mintapontok pl. a részintervallumok kivélasztott cstics-
pontjai és/vagy belsé pontjai lehetnek. Megjegyezzik, hogy P{D;, f(D;)}
értéke tipikusan fiigg néhdny mads algoritmus-paramétertdl is, mint pl. a
Lipschitz-konstans (példakat késSbb idéziink).

Particiés algoritmus séma

0. (Kezdéértékek besllitésa.) Legyen k := O (iterdciés index); az Io :=
{0} indexhalmaz és Do := D, {D; : i € Io} = {Do} definidlja a
kezdeti felbontést.

1. (Mintavétel.) Minden i € Iy esetén véalasszunk mintapontokat D;-bél,
és hatdrozzuk meg az ezekben felvett fliggvényértékeket.

2. (Aggregacis.) Az {xi(m),zi(m); m=1,..., M;} informécié alapjan
hatérozzuk meg a P{D;, f(D;)} i € Ix értékeket.

3. (Kivélasztds.) Legyen t olyan index, amely kielégiti a

P{D:, f(D.)} = Q%P{Di,f(Di)} (7
-
feltételt: ekkor D, tovabbi felbontdsa kovetkezik.

4. (Particié finomitds.) A D, halmazt nem-trivialis, véges, testszerii fel-
bontédsdval helyettesitjiik:

D, = U Dcl Dt, cDy lelg (8)
leL,

fgy az 1j aktualis particié:

{Di :iEIk+1} Iy1 = IkU{t[ ZIELk}\{t}. (9)
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Ezutén éttérink az algoritmus kovetkezd ciklusdnak 1. lépésére (k :=
k+1).

Globlis optimalizaldsi algoritmusok széles kére — egyebek kozott a B&B
tipusii médszerek osztdlya — frhatd le PAS specislis eseteként. Tlusztracis-
ként, itt csupdn Kushner (1964) és Piyavskii (1967) klasszikus egyvaltozés
algoritmusait idézziik: ezek a

minf(z) ae<z<b (10)

GOP megoldéséra szolgilnak. Tetszdleges [Ti—1,2;] C [a,b] részintervallum
és 21 = f(zi1),z = f(z:) fiiggvényértékek esetén a megfelelés P, =
P{x;_y,z;,2,_1, 2]} particiés operitorok alakja a kovetkezd.

Kushner operdtor:

—2(ff, —e— =) [ — e — 2zi_1) : .
P= exp{ (o —z:1) }, fi = o z; (11)

itt ff, tipikusan egy kezdeti (rogzitett) kg-elemii mintabél adéds optimum-
becslés, e > 0, 0 > 0 pedig szintén rogzitett algoritmus-, ill. fiiggvénymodell-
paraméterek.

Piyavskii operdtor:

b= %{L(l‘i —Zio1) = (zim1 +20)}; (12)

itt L az f fiiggvény Lipschitz-konstansanak egy tetszbleges (érvényes) felss
becslése az [a, b] intervallumon.

A 2.2. fejezetben regularis particié operatorokat — és ezeknek megfelels,
PAS szerinti algoritmusokat — definidlunk. Ezt kovetéen a reguldris PAS
globalis konvergencidjira vonatkozé szitkséges és elégséges feltételek egy igen
altaldnos rendszerét hatdrozzuk meg. A kovetkezs ot fejezetben azutdn ezeket
az eredményeket specializaljuk kiilonbozé CGOP, ill. LGOP feladatosztalyok-
ra. Jelolje N a természetes szdmok halmazat.

2.2.2. Definicié. A P particid operstor reguldris, ha eleget tesz a kovetkesd
feltételeknek:

P1. A particids részhalmazok minden szigorian egymdsba skatulydzott
{D;,} sorozata egyetlen z = Mren Di, ponthoz konvergsl.

P2. A particié operitor folytonos:

P{Dikyf(Dik)}k:;P{klinchimf(klE]go Dik)}' (13)
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P3. Legyen {D;,} particiés halmazok egy tetszdleges (nem feltétleniil szi-
gortian) egymdsba skatulydzott sorozata. Ekkor mindenz € Neen Dis
esetén fennall

P{D;,, f(Di,)} > P{z, f(z)}, keN. (14)
P4. A P operétor korldtos: minden D;, C D esetén fenndll
—o0 < P{D;,, f(Di,)} < o0. (15)

A részleteket itt sziikkségképpen mellézve megjegyezzik, hogy — megfeleléen
vélasztott particié finomitdsi eljardst alkalmazva — pl. a Kushner vagy a
Piyavskii partici6 operatorok dltal vezérelt PAS egyarant reguldris. A tovab-
biakban kizarélag reguldris particié operatorokat, ill. PAS-eket tekintink, és
ezekre vonatkozo szitkséges és elégséges konvergencia-feltételeket bizonyitunk
a konyv 2.2. fejezetében.

Jelolje X° egy tetszdleges PAS tipusi médszer altal generalt limeszpontok
halmazat. A 2.2.1-2.2.7. tételek és a 2.2.1-2.2.3. korolldriumok eredményeit
— a témér lefrs érdekében — a kovetkezd éllitdsokban foglaljuk ossze.

A1l. Minden z* € X és x € D\ X* esetén fennall

P{z®, f(z*)} = ¢* > P{z, f(z)} (c* egy alkalmas konstans).
(16)
A2. A P{z,f(z)} =c z € D (c egy alkalmas konstans) reldci6 ekvivalens
az X® = D reléciéval.
A3. A P{z*, f(z*)} = c* > P{z, f(z)} (z* € X*,z€ D\ X" tetszileges
pontpdr, ¢* egy megfelels konstans) reldcick egyiittesen ekvivalensek
az X% = X* reldciéval.

Ez szavakban kifejezve a kovetkezoket jelenti. Minden reguldris particié
operéatoron alapulé PAS olyan pontsorozatot general, amelynek hatdrpontjai
a P operator értelmében ‘egyenrangiiak’; tovabba ‘jobbak’, mint a [ halmaz
hatarponttél killonbozé bsszes pohtja (lasd Al-ben a (16) reldciét). Ezen be-
liil két f6 esetet kiilonboztetiink meg. Az elsé esetben (A2) a generalt pont-
sorozat mindeniitt siirii a D halmazon; igy a mintdbdl nyert minimumbecs-
lések sorozata tart z*-hoz, és az ezeknek megfelelé mintapontok sorozaténak
torlédasi pontjai X* elemei. Megjegyezzik, hogy ez az — els6 pillantasra
taldn trivialisnak tiin — eredmény (és ennek megfelelé algoritmus-tipus)
foként a CGOP vizsgalata kapesén alkalmazhat6, tehat amikor a feladatot
definialé fiiggvényekrol csupdn folytonossigot tételez(het)iink fel. A mésodik
esetben (A3) a PAS olyan mintapont-sorozatot general, amelynek torlédési
ponthalmaza megegyezik az X* optimélis halmazzal. Specidlisan, ha X* =
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{z*}, akkor a generalt pontsorozat egyetlen torlédasi pontja éppen a globdlis
optimumhely. Az A3. eset eredménye elsésorban az altalanos LGOP kapcsédn
alkalmazhaté.

Hangsilyozzuk, hogy a fentiekben osszefoglalt dltaldnos eredmények tet-
szoleges, a PAS dltal lefrhaté algoritmus-realizécié esetére nézve érvényesek.
Példaként néhdny ismert, PAS tipusi algoritmust emlitiink. amel yek — meg-
felel parametrizdcio esetén — a kovetkezdképpen osztilyozhaték:

* A2. eset; Kushner (1964), Mockus (1967), Mockus, Tiesis és Zilinskas
(1978), Zilinskas (1981);

o A3. eset: Piyavskii (1967), Neimark és Strongin (1969), Shubert (1972),
Strongin (1978), Boender (1984).

Megjegyezziik, hogy az itt felsorolt médszerek kozvetleniil kizardlag adott
(véges) intervallum felett definialt, egyvaltozés GOP megoldasdra szolgilnak.
Ezt a feladattipust elemezziik 4 2.3, fejezetben, specializilva 2.2, eredményeit.
A lejezetet egy dltalinos érvényii hatékonysagi becslés zirja, amely szamsze-
riisiti a passziv rdcsfedés (grid search) és a PAS algoritmusosztély elemei
kozolti mindségi kiilonbseget (2.3.1. tétel, 2.3.1-2.3.2. korolldriumok).

Mivel (10) a legegyszeriibb (altalunk vizsgdlt) standard GO feladattipus,
megoldasira kb, harom évtized 6ta ismertek egyedi globdlisan konvergens
algoritmusok; ezek hatékony tobbvaltozés kiterjesztésének médja azonban a
legutébbi évekig nem volt ismert. A 2.4. fejezetben az n-dimenziés interval-
lumon definidlt GOP-t vizsgaljuk:

min f(z) a<z<b az,be R [ R - R, (17)

és megadjuk 2.3. eredményeinek kozvetlen kiterjesztését. Az n-valtozds esetre
érvényes globdlis konvergencia-eredmény (2.4.1. tétel) és hatékonysdgi becslés
(2.4.2. tétel, 2.4.1-2.4.2. korolliriumok) bizonyitdsan tilmenéen bevezetjiik
a felbonthaté particié operdtorok fogalmat.

2.4.2, Definicié. {P}, P, = P{D;, f(D;)} multiplikativan felbonthatd
particié operatorok sorozata, ha minden P, felirhaté a kévetkezd alakban:
PAD;, [(D)} = Pil{{zi(m)}} X Pf{{zi(m)}},

(18)
m=1,...,M, i=i(k), keN.

Szavakban kifejezve: P, dekompoziciéjénak elsd tényezdje csak a mintapon-
toktdl, masodik tényezéje pedig csak az ezeknek megfeleld fliggvényértékektsl
fiigg.

2.4.3. Definicié. {P}, P = PAD;, f(D:)} additivan felbonthats particié
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operdtorok sorozata, ha P; felirhaté a kévetkezd alakban:

PAD;, f(Di)} = PH{{zi(m)}} + P?{{z:(m)}} ,

(19)
m=1,...,M;, i=1k), keEN.
Ismét a korébbi példékra tdmaszkodva: Kushner (1964) operatordnak loga-
ritmusa a 2.4.2. definicié szerinti, mig Piyavskii (1967) operdtora a 2.4.3.
definici6 értelmében kozvetleniil felbonthaté.

2.4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a {P;} multiplikativan felbonthaté particio
operdtorok sorozata kielégiti a kovetkezd feltételt: x = [ [zl;, zw;], i = i(k),
k € N esetén fennéll

PH{zi(m)}} -0, vagy P{{z(m)}} 0. (20)

Ekkor a { P} operdtor-sorozat altal irinyitott PAS tipusi médszer mindentitt
stird pontsorozatot generdl a D = [a,b} halmazon; igy a minimumbecslések
sorozata f*-hoz tart, és az ezeket szolgéltaté pontsorozat minden torlédasi
pontja X*-hoz tartozik.

2.4.4, Tétel. Tegyiik fel, hogy a { P;} additivan felbonthatd particié opera-
tor-sorozat kielégiti a kévetkezd feltételt: z = (N [xh, zwi], © = i(k), kK € N,
z = f(z) esetén fennall

PH{{zi(m)}} -0 & P{{a(m)}} o Pi(2), (21)

ahol P? a z argumentum szigorian monoton csékkend fliggvénye. Ekkor a
{P;} operétor-sorozat altal irdnyitott PAS tipusid médszer olyan pontsoroza-

tot generdl a D = [a, b] halmazon, amelyre nézve fenndll az X® = X™ reldcid.

A 2.4.3-2.4.4. tételek alapjén kozvetleniil definidlhatunk n-véltozés —
globalisan konvergens — PAS mdédszerekhez vezet6 particié operdtorokat.
Példaként itt csak Piyavskii opeaétorénak egy lehetséges n-dimenziés altala-
nositasat mutatjuk be:

M,
1 :
P = L||zu, — zi;|| — YR Z zi(m) . (22)

m=1

Igy olyan 1] algoritmusok széles osztdlydhoz jutunk, amelyck konvergencia-
tulajdonsagai azonnal megadhatck, az egyvéltozés médszerek alapjdul szol-
galo célfiiggvénymodellek — gyakorlatilag analitikusan és/vagy numerikusan
nem kezelheté — dltaldnositdsanak bevezetését elkerilve.
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Szimplex tartomédnyon definidlt particiés algoritmusokat targyalunk a 2.5.
fejezetben. Tekintsik a (3) alaki LGOP-t, amelyben D egy — az adott
Vo, V1, .. .,Un € IR™ vektorok dltal meghatirozott — n-dimenziés szimplex:

D = D(vo,v1,...,un) =

n n
{meR":z:Zajvj, a; 20 j=0,1,...,n, Zajzl}. (23)
j=0 j=0

Az éltaldnos PAS-t erre az esetre alkalmazva, a konvergencia-feltételeket ele-
mezzik, és példaként egy megfelels particié operdtort definislunk. Erre az
esetre is kiterjesztjiik — valamivel 4ltaldnosabb formaban — a felbonthaté
operétorok fogalmat.

A 2.6. fejezetben az ltaldnos konvex halmazon, illetéleg a esillaghalmazon
(star set) definidlt LGOP-t vizsgaljuk. Bzt a feladatosztalyt — a Lipschitz-
folytonos célliiggvény alkalmas kiterjesztésével — egy a D halmazt beloglalé
n-intervallumon definidlt LGOP-ra vezetjiik vissza (2.6.1-2.6.2. lemmik). gy
kézvetleniil adédik a konvex, ill. csillagalalii megengedett tartoméany esetére
érvényes konvergencia-credmény (2.6.1. tétel). Ezt kévetSen numerikus szem-
pontbdl kiilon elemezzitk a konvex D tartomdnyt meghatdrozé linedris és
nemlinedris feltételek kezelését, valamint a csilaghalmaz D esetét.

A 2.7. fejezet targya az altaldnos LGOP megoldaséira alkalmas PAS be-
vezetése, €s az crre az esetre vonatkozé globalis konvergencia-eredmény bizo-
nyitdsa. Tekintsiik ismét az f; j =0,1,...,J (fo := f) Lipschitz-fiiggvények
altal definidlt optimalizdldsi feladatot:

min f(z) € DCR", D={fi(x)<0j=1,...,M}. (24)
A (24) feladat kapcsén — a korabbiakkal osszhangban — feltessziik, hogy

e D C [a,b], és az fi 7 =0,1,...,J Lipschitz-fiiggvények értelmezve
vannak az [a,b] intervallumon;

® ha D # (), akkor eléallithatd véges szdmt testszerti halmaz uniéjaként;

® az X* halmaz legfeljebb megszdamlélhats.

Ezt az igen éltaldnos feladattipust illusztralands, tekintsiik pl. egy nemlincs-
ris egyenletrendszer megoldésst az [a, ] tartomanyon, a megolddsra vonat-
kozd tovabbi explicit feltételek mellett.

Az alapveté PAS sémét a (24) LGOP feladat esetére — a B&B algoritmu-
sok szellemében — kiterjesztjiikk. Nevezetesen, a Lipschitz-informacio alapjdn
a D nem-megengedett, illetve szuboptimalis részhalmazainak kizardsdra ird-
nyuld lépéseket iktatunk be, és megadjuk a korlatok megfelels finomitésanak
modjat is. igy a kovetkez6 dltaldnos eredményhez jutunk
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2.7.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (24) LGOP rendelkezik a fent részletezett
szerkezeti tulajdonségokkal, és az LGOP megolddsira szolgdlé algoritmus
a PAS megfelels B&B tipusi kiterjesztésén alapszik. Ekkor a kovetkezé
allitdsok érvényesek:
e ha D = 0, akkor ezt véges szémi lépésben megéllapitva az algoritmus
véget ér;
e ha D nem iires, és az algoritmus véges szdmi lépésben befejezddik,
akkor a taldlt optimumbecslés globélisan optimalis;

e ha D nem iires, és az algoritmus végtelen, akkor a generdlt mintapont-
sorozat torlédasi pontjainak X¢ halmaza azonos a globélis megoldédsok
X* halmazaval.

A 27.1. és 2.7.2. korollariumok ezt az eredményt specializéljdk, a PAS-
B&B algoritmus posztuldlt tulajdonsdgainak fuggvényében.

2.7.2. Korollarium. Tegyiik fel, hogy a 2.7.1. tételben a (24) feladat
szerkezetére eléirt kovetelmények fenndllnak, és a PAS-B&B algoritmust egy
additivan felbonthaté particié operdtor-tipus irdnyitja, amely kielégitia 2.44.
tétel feltételeit. Ekkor — minden ilyen tipusi algoritmus-realizdcicra nézve
— érvényes a 2.7.1. tétel.

Megjegyezziik, hogy a mindeniitt siiri mintapont-halmazt generdlé algorit-
musok esetére vonatkozé eredmények természetesen ebben a legaltaldnosabb
targyalt esetben is fennéllnak (tehdt elvileg a 2.5-2.7. fejezetek keretében is
alkalmazhaték). A CGOP esetére nézve szamitdsi szempontbél szintén igére-
tes sztochasztikus stratégidk vizsgélatdval a konyv II1. részében foglalkozunk.

4. Implementiciés kérdések, médositdsok és sztochasz-
tikus algoritmus kiterjesztések

Az adaptiv particios algoritmusok elméleti kerete rendkivil altaldnos, igy tag
teret biztosit szamitégépi megvaldsitdsukra. A globalis optimalizalasi prob-
léma inherens nehézsége szliks(-'?gmsé teszi olyan realizécidk megvaldsitésat,
amelyek elfogadhaté megbizhatdsaggal és hatékonysaggal oldanak meg reélis
méretii GOP-kat. A konyv 1II. része ennek a kérdéskornek a vizsgdlatdval
foglalkozik (hét fejezetben, kb. 100 oldalnyi terjedelemben).

A 3.1. fejezetben elséként egyvaltozés GO algoritmusok hatékony (‘taka-
rékos’) n-dimenzi6s kiterjesztéseit vizsgaljuk. Tekintsiik ismét a min f(z),
a <z <b(azbe R") feladatot; a D = [a,b] n-intervallum D; = [z, i)
(i = i(k), k € N) részintervallumokra valo felbontédsdra irdanyuld, PAS tipusi
médszereket vizsgalunk
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3.1.1. Definicié. A P, particié operator diagonalis tipusd, ha
PA{D;, f(Di)} = Pk, xus, f (zl:), f(zui)} (25)

alakban felirhaté: P; értéke tehdt csupdn az intervallum végpontjaits] és
az ott felvett fiiggvényértékekts] fiigg (esetleges tovabbi figgvénymodell-
paraméterek mellett).

A jelSlés egyszeriisitése érdekében az i indexet elhagyjuk, és a 21 = flzl).
2u = f(zu) jelolést alkalmazzuk.

3.1.2, Definicié. A P diagonalis operator multiplikativan felbonthatd, ha
Plzl,zu, 21, 2u} = Pzl zu} x Pp{zl. 2u} (26)

alakban felirhato.

3.1.8. Definicié. A P diagondlis operdtor additivan felbonthatd, ha
P{zl,zu, 2l, 2u} = Py {zl,zu} + Pa{zl, zu} (27)

alakban felirhaté.

3.1.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P multiplikativ diagonilis operator ren-
delkezik a kovetkezé tulajdonsdggal: tetszéleges © € I esetén

li’rcnzl = li}rcn:ru. =z, zsl<z<zu, zl=ul(k), zu=zulk), keN
(25)

maga utdn vonja a

liin Pi{zl,zu} =0, vagy li{n Po{zl,zu} =0 (29)

reldciét. Ekkor a P 4ltal iranyitott PAS — egy CGOP-ra alkalmazva —
mindeniitt sird pontsorozatot generdl a D = [a,b] halmazon; igy a mini-
mumbecslések sorozata f(z*)-hoz tart, és az optimumbecslések sorozatinak
minden torléddsi pontja X*-hoz tartozik.

3.1.2, Tétel. Tegyiik fel, hogy a P additiv diagonalis operdtor rendelkezik
a kovetkez6 tulajdonsdggal: tetszéleges T € D esetén (28) maga utsn vonja a

lik(n P {zl,zu} =0, és liin Py{zl, zu} = Po(z) (30)

reldcickat; itt » = f(x) és Py szigorian monoton csékkend fliggvénye z-nek.
Ekkor a P &ltal irdnyitott PAS — egy LGOP-ra alkalmazva — olyan pontso-
rozatot generdl a 1) halmazon. amelvnek limeszpont-halmaza azonos X*-gal.
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Altalanos diagonilis particié operatorok esetére nézve a kovetkezd ered-
mények adédnak.

3.1.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P{zl,zu,zl,zu} diagonalis operétor ren-
delkezik a kévetkesd tulajdonsiggal: tetszéleges z € D esetén (28)-bdl kovet-
kezik, hogy alkalmas ¢ konstanssal fennéll

P{z,z,z,2} = lil?l P{zl,zu,zl,2u} =c. (31)

Ekkor a 3.1.1. tétel dllitdsa érvényes.

3.1.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P diagonélis operétor rendelkezik a kovet-
kez$ tulajdonséggal: tetszéleges x € D esetén (28) alapjin kévetkezik, hogy
a

P{z,z,2,2} = li;n P{zl,zu, 2l, zu} (32)

hatdrérték z-re nézve transzlicié-invaridns, z-nek pedig szigorian monoton
csokkend fiiggvénye. Ekkor a 3.1.2. tétel dllitdsa érvényes.

A 3.1.1-3.1.4. tételek dimenzié-filggetlen volta lehetdvé teszi — egyebek
kozott — az ismert egyvaltozés algoritmusok n-dimenziés diagondlis kiter-
jesztését. A konyvben részletezett példék kozill itt csak Strongin (1978)
operatordnak kozvetlen dltaldnositdsat idézzik:

(2u — 21)?

Plal,zu, 2, zu} = Kllou —alll + gem—0 -

2(zl+ 2u);  (33)
itt K > 4L tetszéleges valés szam (L az f fiiggvény Lipschitz-konstansa).

A 3.2. fejezetben a Lipschitz-konstans becslésének — gyakorlati szem-
pontbél igen fontos — kérdését vizsgdljuk. Ennek sordn ramutatunk arra,
hogy az elméleti konvergencidhoz elegendd részhalmaz-specifikus becslések
érvényes sorozatat szolgdltatni: az ebbdl szdrmazé numerikus elényok igen
szamottevéek lehetnek. Vizsgdljuk a PAS egy megfeleld realizdcidja sordn
ad6d6 — determinisztikus és/vagy sztochasztikus médszerrel generdlt — min-
tapontok alapjén megadhaté alsd korldtok kiilonbo6zd formait is. Ezt kovetéen
az extremdlis statisztikdk elméletének klasszikus eredményeit foglaljuk ossze.
Végiil egyszeriien realizdlhaté numerikus médszert adunk az emlitett elméleti
eredmények algoritmusokba valé beépitésére nézve.

Az ltalanos (24) alaki LGOP megoldéséra a 2.7. fejezetben javasolt PAS-
B&B algoritmus-keret elméletileg korrekt (2.7.1. tétel), ennek hatékony im-
plementéciGja és konkrét feladatok kapesan torténd alkalmazésa azonban nem
feltétleniil egyszerii. Fzért a 3.3. fejezetben roviden foglalkozunk (24)-nek
a standardizalt (n-dimenziés intervallumon definialt) LGOP-ra torténd re-
dukciéjaval. A klasszikus biintetéfiggvény-transzformécié (lasd pl. Fletcher
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(1983), Hillier és Lieberman (1986)) a célfuggvény és a korldtozo feltételek
egylittesét egy parametrikus aggregalt fliggvénnyel helyettesiti: példaként az
LGOP esetén jol alkalmazhaté

f(@,p) = pofol) + Y _p; max{f;(<),0} (34)

j=1

alakot javasoljuk (p = (po,p1,...,Ps), p; > O alkalmasan vélasztott szor-
z6tényezdk). igy olyan LGOP-hoz jutunk, amelyben a (Lipschitz-folytonos)
célfiggvény ugyan meglehetésen bonyolult lehet, a megengedett halmaz ko-
zelitése viszont igen egyszerl, és ezért az hatékonyan particionalhaté. A
3.3.2-3.3.3. — szakirodalombdl idézett — tételek a biuntetofiiggvény-eljdras
elméleti hatterére utalnak; ennek alapjdn iterativan parametrizélt PAS tipusi
mdédszerek ciklikus (interaktiv vagy automatikus) vegrehajtdsa javasolhaté.

A 3.4. fejezetben a CGOP/LGOP feladatosztalyok megolddséra dltalunk
kifejlesztett LGO nevil programrendszert irjuk le. LGO egyesiti a modell-
épités és numerikus megoldds folyamatdnak {6 lépéseit, egy — a felhasznilé
dltal aktivizdlhaté — menii-rendszer keretében. Ez a menu lehet6vé teszi
a felhaszndlé 4ltal elemzett CGOP/LGOP feladatok (tetszés szerinti médon
ismételhetd) megfogalmazasat, szintaktikus ellenérzését, osszeszerkesztését,
futtatdsst és az — alfanumerikus formédban eléallitott és grafikusan is meg-
jelenitheté — eredmények elemzését. A felhaszndlénak a menii alatt ‘el-
rejtett’ operativ kornyezettel csak a minimalisan sziikséges mértékben kell
érintkeznie; igy szabadon koncentralhat a modellfejlesztés feladatdra.

Az LGO-ba épitett globalis és lokdlis (komponens-)algoritmusok végrehaj-
tdsa az emlitett menii-rendszerhez kapcsolédik. Az optimalizdcids rendszerbe
a kovetkezé megoldd eljdrasok vannak beépitve (interaktiv vagy automatikus
végrehajtast egyardnt megengedd médon):

e adaptiv particién alapulé globélis keresés;

e egyszerii (globdlis) véletlen keresés;

e Fletcher-Reeves-Polak-Ribiere lokalis keres6 algoritmus (4ltalunk meg-
feleléen médositott formaban);

o Powell-Brent lokalis keres6 algoritmus (ismét: médositott forméban).

Az LGO programrendszert Lahey, illetve Unix professziondlis Fortran
77 és 90 kornyezetben fejlesztettiik ki; IBM-kompatibilis személyi szamité-
gépeken, illetve egyedi workstation gépeken és -halézatokon installaltuk (a
jelen dolgozat elkészitése idején: az Egyesilt Allamok, Hollandia, Indonézia,
Kanada és Németorszdg néhdny kutatSintézetében, illetve egyetemein). Meg-
emlitjik, hogy természetesen més hardware/software kornyezet is alkalmas
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platformként szolgathat (a programrendszer {6 alkotéelemei standard Fortran
nyelven frottak; a menii és grafika viszont értelemszeriien kornyezetfiggd).

Itt nem térhetiink ki az implementéciék részleteire; tovabbi informéciét
tartalmaz Pintér (1995¢; 1996a, b). Igy csak megemlitjiik, hogy a konyv 3.4.
fejezetében LGO-t illusztricidképpen 50-véltozés tesztfeladatok megoldédsara
alkalmazzuk. (Gyakorlati alkalmazésokat aldbb targyalunk; idékézben oldot-
tunk meg nagyobb valtozészdmi, CGOP/LGOP szerkezetii feladatokat is.)

A 111 rész hatralévé 3.5-3.7. fejezeteiben sztochasztikus elemektdl is figgd
dontési modelleket, illetve globalis optimalizalési eljardsokat vizgsgalunk. Bzt
nem csak a véletlentdl (is) fiiggd dontési feladatok gyakorlati jelentGsége in-
dokolja, hanem az a koriilmény is, hogy a globalis optimalizdciés — kiilonos-
képpen a CGOP megolddsdra iranyulé — médszerek kozott a sztochasztikus
algoritmusok igen fontos szerepet jatszanak. Mivel a konyvnek ezek a fe-
jezetei részben a sztochasztikus programozés szakirodalmdn, részben pedig
korabbi (dokumentdlt) munkdnkon alapszanak, itt csak igen rovid dttekintést
nyijtunk. A sztochasztikus dontéselemzés és optimalizdcié széleskori iro-
dalmabél példaként Dempster (1980), Berger (1985), Ermoliev és Wets (1988),
Kushner és Dupuis (1992), Prékopa (1995) munkait emlitjik; a sztochasztikus
GO médszereivel kapesolatban pedig Boender és Romeijn (1995) state-of-the-
art attekintd tanulmanyéra utalunk.

A 3.5. fejezetben roviden ismertetjik a sztochasztikus dontési modellek
fogalmét, majd néhdny modell-varidnst targyalunk (ezek egy része a konyv
1V. részében alkalmazasra keriil). Igen tomoren kitériink néhdny megoldési
stratégia bemutatdséra is.

A 3.6. fejezetben adaptiv sztochasztikus optimalizélas cljardsok egy élta-
lanos osztalyanak vizsgalatival foglalkozunk. A 3.6.1. tétel a sztochasztikus
programozisi feladatok széles osztalydra nézve ad feltételeket, amelyek garan-
téljak a globalis optimumpont(ok) létezését. Bzt kovetoen a Borel-Cantelli
lemmat altalanositjuk (3.6.1-3.6.2. lemmak), az adaptiv algoritmusokra valé
alkalmazas érdekében. Ezt az eredményt felhasznélva, adaptiv véletlen kere-
sési eljards-varidnsok 1 val6szinfiségii konvergenciajat igazoljuk (3.6.2. tétel,
3.6.1. korolldrium, 3.6.3. tétel).

A konvergencia-tulajdonsdgok megdrzése, egyben a lok4lis hatékonysag
névelése érdekében sztochasztikusan kombindlt (hibrid) algoritmusok egy
igen éltaldnos osztdlyat vezetjiik be, Fzek [6 iterdci6i lehetové teszil —
minden egyes lépésben — egy globalis (adaptiv véletlen keresé tipusi) al-
goritmus, illetve egy lokalis (pl. konjugdlt iranyokon alapuld) algoritmus so-
ron kovetkezéd lépésének (ciklusanak) randomizdlt megvdlasztasat. A 3.6.3.
lemma a Borel-Cantelli lemma tovdbbi — a hibrid stratégianak megfelelé —
kiterjesztését szolgédltatja. Ennek alapjan egy igen altalanos szerkezetii szto-
chasztikus programozési feladat megoldésdra adunk olyan hibrid algoritmus-
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sémat, amelynek alkalmazdsa sordn a feltételi figgvények és a célfiiggvény
véletlen zaj altal torzitott értékeit megfelelé mdédon novekvd pontossiggal
hatérozzuk meg. Igy sztochasztikus CGOP-kra vonatkozé — 1 valdsziniiségii
— globalis konvergencia-eredmény igazolhaté (3.6.4. tétel).

A 3.7 fejezetben zaj éltal torzitott fliggvényértékek hatékony becslésének
kérdéseit vizsgaljuk. Feltessziik, hogy a becslés Monte Carlo szimuldciés cik-
lusok realizdciéin alapszik; igy — adott pontossagot és becslési megbizhatGss-
got eléirva — a véletlen realizdaciok szamanak lehetd redukeiéjdra toreksziink.
A valészinliségszamitas klasszikus eredményeinek (Csebisev- és Bernstein-
egyenlétlenség és kiterjesztéseik) felhasznélasdval bizonyitjuk a 3.7.1-3.7.2.
lemmakat és a 3.7.1. tételt: a tétel fels6 becslést ad a sziikséges fiiggetlen re-
alizaciok szamara nézve. A 3.7.1. korolldrium ezt az eredményt specializélja
ismeretlen valdsziniiségek becslésére.

Amint erre mdr utaltunk, a 3.5-3.7. fejezetekben tédrgyalt modellek és
eredmények az LGO algoritmus-implementéciéba épitve, illetéleg a sztochasz-
tikus modellekhez vezet6 alkalmazdsok kapcsan keriiltek felhaszndlasra.

5. Alkalmazasi esettanulmanyok

CGOP és LGOP tipusu feladatokra vezetd alkalmazédsokat tirgyalunk részle-
tesen a konyv I'V. részében (tizenkét fejezetben, mintegy 200 oldalon keresztiil).
A leirt alkalmazasok koziil néhdnyat 6nallé kutatasként, masokat pedig team-
munka keretében dolgoztunk ki; a globslis optimalizdldsi stratégia és algorit-
mus-implementacié minden esetben sajat munkank.

Néhany bemutatott feladattipus kapcsan tesztproblémak megolddséra szo-
ritkozunk, ezek jellege és mérete azonban nem-trividlis. Més esetekben a
vizsgélt dontési feladatot egy nagyobb volumenii kutatdsi project szerves
részeként oldottuk meg, és igy kozvetlen gyakorlati hasznositdsra is sor keriilt.

Az alkalmazott optimalizélési metodika (kiilondsen az algoritmusok adott
implementécidja) értelemszerfien a konkrét GO feladat vizsgslata idején ren-
delkezésre 4ll6 szintet titkrozi. A kozolt szémitdsi eredményeket — megold-
haté feladatok mérete, miiveletigény, gépidé — természetesen ennek fiiggvé-
nyében kell értelmezni; erre vonatkozé adatok tehat kizardlag illusztrativ
Jjelleggel szerepelnek itt, vagy a konyvben.

Az alabbiakban a konyvben targyalt feladattipusok igen tomor ismerte-
tésére szorftkozunk. Az alkalmazott matematikai jelolések az egyedi fela-
dattipusokra vonatkoznak (tehét nem feltétleniil kovetik minden tekintetben
a kordbban bevezetett jeloléseket).
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Nemlinedris approximacié; egyenlet- és egyenlGtlenség-rendszerek
megolddsa

Egyenletek és egyenlétlenségek rendszerének megolddsa a numerikus mate-
matika és — természettudoményi, miiszaki, kozgazdasagi — alkalmazasainak
egyik kiemelkedé fontossagi teriilete. Tekintsik az

filx)y=0 i=1,...,m, zeDCR" (m>n) (35)

nemlineéris egyenletrendszert, amelynek dltalinos értelemben vett legjobb
— egzakt vagy kozelité — megoldasét keressiik. Tegyuk fel ismét, hogy
az fi 1 = 1,...,m fiiggvények Lipschitz-folytonosak a D korlétos, testszert
tartoméanyon (gyakran D = [a,b] C IR"); az éltaldnos értelemben tekintett
globélis megolddsok X* halmaza pedig legfeljebb megszdmlalhatd. Legyen
F={fi,....fm} F:R"— R™, N{} pedig egy tetszdleges adott norma
az IR™ térben. Ekkor a keresett X* halmaz megegyezik a

min N{F(z)} reD (36)

LGOP megoldéshalmazaval. (Ha (35) egzakt megoldasainak halmaza iires,
akkor (36) megolddsa a legjobb — normafiiggé — kozelitd megoldés.) Nem-
lineéris egyenlétlenségek rendszere konnyen illeszthetd ehhez a leirdasmédhoz:
az fi(z) < 0 feltételt pl. a max{fi(z),0} komponens képviselhetia megfeleléen
kibévitett F' vektorfiiggvényben.

A javasolt megkozelitésen alapulé mddszert részletesen teszteltitk, tobb
széz véletlenszeriien generalt feladatra vonatkozé eredményeket Osszesitve. A
tesztfeladatok tobbextrémumi jellegét polinomargumentumi trigonometrikus
fiiggvények linedris kombinaciéi és méds — pl. a GO irodalmébol ismert Shekel-
tipusd — fiiggvények szolgaltattdk; 1-5 véltozés egyenletrendszereket vizs-
géltunk. Az elmilt években tovébbi — esetenként bonyolultabb és nagyobb
valtozdszdmi — (35) tipusu feladatokat is megoldottunk.

A részleteket mellézve megjegyezziik, hogy igen altaldnos (Lipschitz-struk-
tiiraji) nemlinedris approximécios feladatok is targyalhaték és oldhatdk meg
LGOP-ként: néhdny erre vonatkoz6 példét az aldbbiakban is bemutatunk.

Adatosztalyozas (cluster analysis) és konfigurdcié-tervezés

Egy véges clemszdmi halmaz elemeinek megadott kritérium szerinti csopor-
tositdsa az operacidkutatds és alkalmazott statisztika szémos feladatdnak
lényeges része. Legyen

O={ox|k=1,...,N} az osztdlyozandé elemek halmaza;

dy; = d(ox,0,) 0k,01 € O az elempérok kiilonbozdségének mérdszama;
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D = {dw | k,l =1,...,N} a killonbozdségi matrix;

Py = {Cy,...,Cy} az O halmaz egy M szimi csoportra (clusterre)
valé diszjunkt felbontdsa (C; # 0, C; N C; =0, U; C; = 0);

Ty a lehetséges Py particidk halmaza.

A fenti jelolésekkel az optimadlis halmaz-felbontés feladaténak (Optimal
Set Partition, OSP) szokédsos megfogalmazasa a kovetkezd: keresendé az a
Py € mwy felbontés, amely — a D matrix altal kifejezett értelemben —
‘leginkabb homogén’, illetve ‘leginkdbb diszkriminativ’ osztélyozdst biztosit.

Megjegyezziik, hogy (OSP) szémos kritériumfiiggvény-varidns sltal kife-
jezhet6; a problémakér nagyfoki kombinatorikus bonyolultsiga szintén is-
mert. A feladat megoldasira olyan GO megkozelitést javasolunk, amely
a clusterck magpontjainak (seed point) pozicidjat optimalizdlja: az egyes
magpont-konfigurdcidk iterativ megvélasztdsit kovetéen az O halmaz ele-
meinek osztilyozdsa adott — a D mdtrix definiciéjat tiikrozé szabily (pl. a
‘legkozelebbi magpont’) szerint automatikusan addédik. A véazolt médszert
néhdny széz (kétdimenzids) vektor 3-5 csoportba valé soroldsan teszteltitk
el6szor; azéta nagyobb méretil feladatok megolddsara is alkalmaztuk.

Megemlitjiik még, hogy ez a megkézelités jéval sltaldnosabb konfigurécis-
tervezési problémdk kapcsén is haszndlhatd; erre a kovetkezd alkalmazési
feladattipus is példaként szolgdl.

Egyeztetett szakértéi vélemények optimalizdlt Ssszegzése

Szakért6i becslések és vélemények (pozicidk) Gsszegzése sok esetben szitkséges
és indokolt: példaként idbjards-elérejelzésre, pénzpiacok és tézsdék mozgsss-
nak kovetésére, természeti eréforrdsok feltardsaval kapcsolatos hozambecslé-
sekre, vagy — egészen mads terilletrdl — kiszolgéldsi csomépontok (service
facilities), illetve zajos, veszélyes stb. létesitmények egyeztetésen alapulé
elhelyezésére utalunk. (Nyilvdnvalé e problémakornek az adatosztdlyozdsi
feladattal és kiterjesztéseivel valé rokonséga is.)

Adott kvantitativ vélemények egyeztetésen alapulé aggregicidja matema-
tikailag pl. a kovetkez6 alakban fogalmazhaté meg:

rréig l(wid(a1,ac), ..., wnd(ans, a))l, a. =T{a,z} € A. (37)

Itt @ = (a1,...,a,) az adott szakértéi pozicick (vektorok, valésziniiség-
eloszldsok sth.) vektora; a. az ¢ € D vektorral parametrizalt T operétor
altal definidlt (aggregélt) és az a. € A feltételt kielégité poszicid; d(-,") a
vélemények kiilonbézéségét kifejezd fuggvény; wi, . .., w, az egyes szakértok
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‘siilyat’ kifejezo szorzék; || - || pedig adott norma. Ez az altaldnos feladat-
megfogalmazds igen sokféleképpen specializdlhaté. Numerikus példdkban
vektorok és valésziniiségeloszldsok globdlisan optimalizalt aggregdci6jat vizs-
galtuk (pl. binomidlis és Poisson-eloszlésok keverékének aggregaciéjat meg-
hatérozé LGOP-kat oldva meg).

Termék (keverék) tervezés

A fentiekben roviden bemutatott problémékkal valé szoros kapcsolat miatt itt
csak megemlitjiik, hogy megfeleld keverékek tervezése szintén modellezhetd
LGOP-ként. (A kényvben leirt numerikus példék gyakorlati hatterét egy mo-
sGszergyértasi feladat szolgéltatta.) Matematikailag egy adott Lipschitz-foly-
tonos egyenlétlenségrendszer megengedett megoldésait kerestiik egy szimp-
lex-tartomanyon, amelynek csiicspontjai a gyértési alapanyagokat reprezen-
t4ltdk. Ezek a feladatok még kis méretek (pl. 3-5 gyartési komponens és
5-15 nemlinesris egyenlStlenség-feltétel) esetén sem feltétleniil egyszeriiek:
a megengedett megolddsok halmazénak relativ mértéke ugyanis igen kicsi
lehet, és ez a halmaz gyakran ‘bonyolult’ (konvex é nem-konvex, diszjunkt
részhalmazokbdl is dllhat).

Komplex rendszermodellek kalibracidja

Osszetett rendszerek modellezése a tudoményos és alkalmazott kutatdsokban
alapvetd szerepet jatszik. A kvantitativ modellalkotas folyamata a kovetkezd
{6 fazisokra bonthaté:

o identifikacié: a modellvizsgalat célkitiizéseinek megfogalmazésa, a mo-
dell alapszerkezetének kivilasztasa;
e kalibracié: a modell illesztése (parametrizacidja) a rendelkezésre allo
informécié alapjan;
e verifikacié és alkalmazds (clemzés, eldrejelzés, szabalyozas).
A modellkalibréicié feladata matematikai szempontbol gyakran egy 'fekete
doboz’ jellegii nemlinedris approximacios problémahoz vezet. A témakor iro-
dalmébol példaként itt csupan a Beck (1985) 4ltal nyijtott (a konyvben is-
mertetett alkalmazésok téméjahoz kapcsolddé) dttekintést, a hazai — globdlis
optimalizéciGhoz vezeté — kutatdsok koziil pedig Csendes (1993) munkéjat
emlitjik.

A kdnyvben (4.5. fejezet) el6szor egy altalinos iterativ kalibraciés sémat
frunk le, és azt a GO témakorének keretébe illesztjilk. A kalibrdcids fela-
dat megfogalmazdsét specidlis részletek — modell-diszkrétizécio, statisztikus
lefrdsméd, tobbcéli modell-paraméterezés és a globalis optimum meghatéaro-
zasénak sziikségessége — targyaldsa kovetl.
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Ezt kovetéen kalibraciés modell-varidnsokat és illusztrativ gyakorlati pél-
dékat elemzink. Ennek sordn bevezetjiik az l,-norma fogalméan alapulé il-
leszkedési kritériumok osztdalyat, és foglalkozunk a lehetséges (acceptable)
kalibracik kérdéskorével is. Példaként a kovetkezd esettanulméanyokat tar-
gyaljuk (igen roviden, a konyv 4.6. fejezetének szakaszaiként):

o szélkeltette iiledék-felkeveredés sekély tavakban (Balaton);

e mikroszennyez8k transzportja, eloszldsa és elbomldsa tavakban (Ketel-
meer, Hollandia);

o egydimenzids (longitudinlis) folyami vizallas-vizhozam modell (Noor-
delijk Deltabekken, Hollandia).

A matematikai modell-lefrds dltaldban véve megfelel$ kozonséges, ill. par-
cidlis differencidlegyenletek rendszeréhez vezet; a kalibracié tehat ezek op-
timalt paraméterezését jelenti. A Balatonnal kapcsolatos feladatban a —
modell-parametrizaciétél fiiggd — numerikus megoldds el6éllitdsa viszonylag
egyszerii, a mésik két modell kiértékelése viszont komolyabb szdmitasigényii.
Mindhérom feladat esetében a korabban alkalmazott leirdst helyettesitd, szé-
mottevé mindségi javuldst eredményezé modellalakot és paramétereket taldl-
tunk GO metodika alkalmazasival. Fizek az eredmények a modellek alkalma-
zésa soran kozvetleniil hasznosithatdk.

Sekély tavak eutrofizdcidjanak vizsgilata esetén az iiledékbél kibocsdtott
tapanyagok elemzése az okoszisztéma leirdsa szempontjabél nagy fontossdggal
bir, ldsd pl. Somlyédy és van Straten (1986). A SED modell a foszfor-
kibocsétds dinamikéjét irja le; a modell illesztését a Veluwe t6 (Hollandia)
adataira nézve végeztiik el (4.7. fejezet). Ennek sordn részletesen elemeztilk
a kiilonb6z6 modell-varidnsoknak az eredményre gyakorolt hatdsit, és igy a
megfelel kalibraciés modellformék kivélasztdasanak kérdését is.

A fentiekben emlitettt modellkalibrdciés esettanulmanyokban az illesz-
tendé paraméterek szama viszonylag kicsi (3-6) volt, kivéve a Noordelijk
Deltabekken modell néhény varidnsat. A 4.8. fejezetben egy felszin alatti viz-
vezetd réteg (aquifer) modelljének paramétereit hatdrozzuk meg, a Wolfville
Formation (Nova Scotia, Kanada) esetére alkalmazva. A felszin alatti viz-
készletek mozgasdnak és mindségének nyomon kovetése soran adédé modell-
illesztési feladatok nehézsége az e teriileten dolgozé szakemberek korében j6l
ismert. A nehézségek f6 oka — a ’bedgyazott’ multiextremalis paraméterezési
probléman tilmenéen —- az, hogy a parcidlis differencidlegyenleteken alapulé
rendszermodellek numerikus kiértékelése rendkiviil szimitasigényes. (Esetta-
nulmédnyunkban a modellparaméterek szdma 60 felett volt; a workstation gépi
kornyezetben végrehajtott kalibriciés futtatdsok id6igénye néhany perctél
tobb 6réig terjedt.) Az LGO programrendszer alkalmazésa igen szdmottevéen
javitotta a modell mérési adatokhoz valé illeszkedését.
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Ipari szennyviztisztité rendszer tervezése és iizemeltetése

A redlisan fenntarthaté gazdasdgi fejlédés stratégidjanak kialakitdsa szik-
ségessé teszi a kornyezetvédelmi szempontok fokozott érvényesitését is. Az
ESIS (Environmentally Sensitive Investment System) Project (Halifax, Kana-
da) keretében egy olyan dontéstdmogatd rendszert dolgoztunk ki, amely lehe-
t6vé teszi ipari szennyvizkezelési stratégidk kiértékelését és optimalizalasat,
adott miiszaki feltételek és kornyezetvédelmi (szennyezdanyag-kibocsitdst
limitdl6) elsirdsok mellett. Bzt a munkét a 4.9. fejezetben ismertetjitk. Az
ESIS prototipust a kanadai papiripar egy meghatdrozott szektordra nézve
dolgoztuk ki, de a koncepcié széles kérii (hatdsigi, ipari, konzulensi és ku-
tatdsi) alkalmazdsanak lehetsége -—— mas ipardgak kapcsén is — nyilvanvald,

Az interaktiv ESIS programrendszer — amelynek optimalizdldsi modulja
teljes egészében, szennyviztisztitomi modellje pedig részben sajat munkank
— jelenlegi véltozatdban a kovetkez6 tipusi on-line alkalmazasokat teszi
lehetové:

e miiszaki, gazdasdgi és kornyezetvédelmi informécié (alapadatok), va-
lamint tisztitémii modell-paraméterek ellenérzése és modositasa;

e adott (kivédlasztott) paraméterézésii szennyvizkezel$ rendszerek mi-
kodésének determinisztikus szimulacidja;

e optimalizalt paraméterézésii tisztitomii-tervezési és -uzemeltetési va-
ridnsok meghatérozasa.

Matematikai szempontbél az utébbi feladat ismét egy ‘fekete doboz’ jel-
legii rendszer globdlisan optimalizdlt paraméterezéséhez vezet (a miiszaki
rendszermodell szamitégépi programja tobb ezer soros). A dontési valtozdk
szdma — a vizsgdlt tisztitémil tipusatdl és a modelltdl fiiggben, a jelenlegi
programrendszerben — 10 és 20 kozott véltozik.

Regiondlis szennyviztisztitisi stratégia optimalizdldsa

Hatékony regionélis szennyvizkezelési stratégidk kialakitdsa az utébbi évtize-
dekben intenziv kutatdsok térgya: ldsd pl. Bower (1977), Deininger (1977),
Beck (1985), Somlyédy és van Straten (1986), Patry és Chapman (1989). A
legtSbb ez irdnyt vizsgdlat 1ényegileg determinisztikus rendszer-leirasra épi-
tett szabslyozési modelleken alapszik, bar léteznek fejlettebb — és redlisabb
— sztochasztikus modellvariansok is. A 4.10 fejezetben leirt sztochasztikus
dontési modell olyan megkozelitésen alapszik, amely a vizmindségi el6irasok-
nak a szokdsosnal pontosabb érvényesitését teszi lehetévé; a modell megolds-
sa ismét egy ‘fekete doboz’ rendszer globalis optimalizicidjéhoz vezet. A Zala
folyé térségére vonatkoz6 illusztrativ esettanulméany optimalizalssi feladatat
az LGO rendszer egy korabbi viltozatdnak felhasznildsival oldottuk meg,
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négy szennyviztisztitémil egyedi hatdsfokdnak koltséghatékony kombindcisit
hatdrozva meg. FEnnek kapcsan parametrikus érzékenységi vizsgdlatot is
végeztiink, és az eredményeket egyszeriisitett determinisztikus approximéacién
alapulé eredményekkel vetettitk ossze.

Eutrofizdcié szabalyozasa

A Balaton vizmindségének vizsgélatdra ést szabdlyozdsdra irdanyuls project
keretében (kordbban) kidolgozott sztochasztikus dontési modelleket frunk le
a 4.11. fejezetben. (A project kapcsdn végzett kutatasokat illetSen lasd pl.
a Somlyédy és van Straten (1986) altal szerkesztett kotetet.) Az &ltalunk
targyalt dontési modellekben adott eréforrds-korldtok mellett keressiik az
elérhet6 ‘legjobb’ kornyezetallapotot, amelynek statisztikusan védltozé jellegét
explicit médon figyelembe vesszilk. Igy kiilonbézé — statisztikai alapokon
nyugvé, nem feltétleniil konvex — sztochasztikus modellvaridnsokhoz jutunk.
Az egyes regiondlis vizminéségszabdlyozasi stratégidk kiértékelése Monte Car-
lo szimulécié alapjdn hajthaté végre. Az igy nyert ‘fekete doboz’ modell
optimadlis megolddséra (a tanulmény készitésének idején) egy egyszerii — &l-
talunk kidolgozott — adaptiv véletlen keresé eljardsnak az ismert MINOS
nemlinedris programozési rendszerrel (Murtagh és Saunders, 1983) valé kom-
binécigjat alkalmaztuk.

Baleset jellegii vizszennyezés elharitdsa

A baleset jellegii (véletlen) kornyezetszennyezési események hatékony meg-
el6zése, ill. elhdritdsa vildgszerte novekvé fontossdgi feladat: gondoljunk pl.
olajszallité tankhajok — gyakran igen jelentos negativ kovetkezményekkel
jaré — baleseteire. A konyv 4.12. fejezetében egy illusztrativ esettanulményt
frunk le, amelyben a Duna (hipotetikus) baleset jellegii szennyezését, és ennek
az ivévizszolgdltaté kitrendszerre gyakorolt potencidlis hatdsat vizsgaljuk.
(A Duna baleseti szennyezésének kockdzatat és néhdny korabbi esetét vizs-
gélja pl. Benedek (1988) munkaja.)

Az esettanulmény kapcsdn egy altaldnos sztochasztikus kockazatelemzési
dontési modell-keretet specializilunk. Ezt kovetGen elemezzik egy vegyi
anyagokat gyarté iizembdl tartdly-meghibdsodds kovetkeztében kibocsdtott
szennyezés tjdt, a folyéban torténd elkeveredését és az ivéviz kiitrendszerbe
valé bejutdsit. A baleseti kdr elhdritdsdnak médjst és koltségvonzatait az
fizemben alkalmazandé ellenérzési-karbantartdsi stratégia koltségeivel vetjiik
ossze: igy lehetévé valik egy megbizhaté és koltséghatékony stratégia megva-
lasztdsa. Ez a feladattipus matematikai szempontbél ismét egy ‘fekete doboz’
Jjellegii, sztochasztikus rendszer globdlisan optimédlt bemené paramétereinek
meghatirozdsihoz vezet. Az egyszeriisitett numerikus példdban csak egyetlen
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modellparamétert optimalizalunk; ez a példa azonban evidens médon ter-
jeszthet6 ki redlisabb — és joval bonyolultabb — GO feladatok irdnyaba.

A koényv 1V. része tovabbi perspektivikus alkalmazasok felsoroldsdval fe-
jezédik be. Az Olvasé tajékozédasat segiti a konyv kiterjedt irodalomjegyzéke
is (41 oldal terjedelemben). A munkail a legfontosabb targyszavak jegyzéke
zarja.

Koszdnetnyilvanitas

A jelen dolgozat alapjaul szolgalé munka témakore kb. két évtized 6ta foglal-
koztat. Szeretném készénetemet kifejezni legaldbb néhény professzoromnak
és kutaté-kollégamnak, 6sztonzd hatdst munkajukért és gondolatébresztd esz-
mecserékért. Alfabetikus felsoroldsban ezek a személyek a kovetkezok:

Blair T. Bower, Ekaterina V. Bulinskaya, Rolf A. Deininger, Forgé Ferenc,
Boris V. Gnedenko, Pierre Hansen, Reiner Horst, Brigitte Jaumard, Klafsz-
ky Emil, Kovacs Lészlé Béla, Majthay Antal, Prékopa Andréas, Charles R.
Scherer, Somly6dy Laszl6, Roman G. Strongin és Szollosi-Nagy Andrés.

Térsszerzoként valé kozremiikodésiikért szeretném koszonetemet kifejezni
kovetkezd kollégaimnak:

Carlijn Bak-Ijsberg, Benedek P4l, Johan G. Boon, C. Fodor Jénos, Roger M.
Cooke, Csendes Tibor, Dardzs Attila, Willem J. de Lange, Jacques J. B. de
Swart, Mort Fels, Russell J. Finley, Sjur D. Flam, Eligius M. T. Hendrix,
David S. Lycon, Dirk J. Meeuwig, Jay W. Meeuwig, Pesti Géza, Mysore G.
Satish, Somlyédy Laszlé, Walter J.H. Stortelder, Szabé Janos, Dorien ten
Hulscher, Diederik T. van der Molen, Johan van Zetten és Leo Voogt.

Munkémat elsésorban a kovetkezd intézmények tdmogattak (ahol hosz-
szabb vagy rovidebb ideig dolgoztam a konyvben targyalt problémakon):

Egyetemi Szdmitékozpont, Budapest

Eb6tvos Lorand Tudoméanyegyetem, Budapest
Kézgazdasigtudomanyi Egyetem, Budapest

Kaliforniai Egyetem (UCLA); é szdmos mds amerikai egyetem, ill.
kutatéintézet

Moszkvai Allami (Lomonoszov) Egyetem

Vizgazdélkoddsi Tudoményos Kutaté Kozpont (VITUKI), Budapest
Delfti Miiszaki Egyetem

Vizgazdalkodési és Szennyvizkezelési Kutatdintézet (RIZA), Lelystad
Dalhousie Egyetem, Halifax

Atlanti Ipari Kutatéintézet (AIRI), Halifax

Nova Scotia-i Miiszaki Egyetem (TUNS), Halifax
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e Matematikai és Széamitdstudomdnyl Kutatdintézet (CWI), Amster-
dam

e Agrartudomdnyi Egyetem, Bogor

e Sriwijaya Egyetem, Palembang
Itt szeretném megkoszonni az Orszdgos Tudomdnyos Kutatési Alap (OTKA),
a Holland Kutatasi Alapitvany (STW), és a Német Kutatdsi Tarsulat (DFG)
tdmogatdsdt; valamint néhdny — az irod#lomjegyzékben felsorolt — kutaté
kollégstdl és software-fejlesztd intézménytol kapott informdciét és tamogatast

is.

Koszénoém John Martindale-nek és a Kluwer Akadémiai Kiadénak a konyv-
project kezdeményezését, valamint a munka elkészitése sordn nyijtott tamo-
gatast.

A konyv alapjaul szolgdlé anyagok, illetve egyes fejezetek dtnézésével és
nagyszamn konstruktiv megjegyzéssel elsésorban Ray Céte, Csendes Tibor,
Fiilop Janos, Eldon Gunn, Eligius Hendrix, Reiner Horst, Don Jones, Walter
Stortelder és Terlaky Tamés segitette munkdmat. Természetesen hasonld
értelmili koszonet illeti tarsszerzéimet is. Csendes Tibor és Fiulop Jéanos a
jelen dolgozat anyagat is szivesek voltak dtnézni.

Megkiilonboztetett koszonettel tartozom Leslie Stockhausen-nek a kényv
elkészitése soran végzett rendkivill gondos szévegszerkeszt6i munkéjaért, és
minden hatédron tilmend segitokészségéért.

Végiil — de nem utolsé sorban — szeretném koszonetemet kifejezni Susan-
nak és Jocinak, a Pintér és Pitman csalddtagoknak, kozeli és tavoli bardtaim-
nak.
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CONTINUOQUS AND LIPSCHITZ-CONTINUOUS GLOBAL OPTIMIZATION:

ALGORITHMS AND APPLICATIONS

This paper reviews the subject of continuous and Lipschitz-continuous global (mul-
tiextremal) optimization. The essentials of globally convergent adaptive partition
algorithms — basic concepts and main results — are summarized. Implementation
aspects and extensions are also discussed. Finally, several case studies are high-
lighted. The paper is based upon the research monograph Pintér (1995b). For
details, the interested Reader is referred to that book, and to the extensive list
of references. Keywords: Continuous and Lipschitz-continuous global optimiza-
tion; globally convergent adaptive partition algorithms; implementation aspects;
the LGO integrated model development and solver system; application case stud-

ies.
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