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A KAMAT, A JELENERTEK ES
A KOLCSONTORLESZTES OPTIMALIZALASA!

SOMOGYI LASZLO
JPTE Kizgazdasdgtudomdnyi Kar

A kamattél elvarjuk, hogy ekvivalenssé tegye egy jelenbeli osszeg és egy
helyette felkindlt jovobeli pénzdram jelenértékét. Meglep6, de ravilagitunk,
hogy napjaink kamatszdmitdsdnak gyakorlata — elvarasunk ellenére — leheto-
séget nyijt a kolesoniigyletek jelenértékével vald manipulélasra (ezt ne a kife-
jezés negativ jelentésével értsiik)! Megmutatjuk, hogy léteznek olyan egzakt
és meghatarozhaté paraméterek, melyek figyelembevételével egy kolesontigy-
let nem-zéré dsszegii jatszmaként tekinthetd, igy a torlesztés iitemezésének
helyes megvélasztasa sltal lehetségessé valik, hogy annak jelenértéke mind
a kolcsont adé, mind a kolesont felvevé szdmdra egyidSben pozitiv és op-
timalis legyen! Roviden bemutatdsra keril egy algoritmus, mely a vézolt op-
timalizaldsi lehet&séget — az ismertetett modell felté.elrendszerének dltaldnos
eset felé val tovabbfejlesztésével- a kélesonbél finanszirozott lizingbeadds
példdjan szemlélteti.

Bevezetés

Kolesonnyiijtasi gyakorlatunk rakényszeriil, hogy integraljon olyan jelensé-
geket, mint a kamat és toketorlesztések egymadsidl eltérd idépontokban vald
felszamitasa, vagy vdltozd hosszisdgu torlesztési periédusok kezelése.

Uj jelenségek 1ij, é néha a megszokott elvek helyességét megkérddjelezd
kévetkeztetéseket vonnak maguk utdn. Az egyik ilyen elv, hogy mind a kol-
csont adénak, mind a kdleson felvevéjének ésszerti a koleson miel6ébbi vissza-
fizetésére valé torekvése.

Feliilvizsgaljuk, hogy valéban igy van-e. Kiindulépontunk, hogy meg kell
kilonbéztetni azt o két szemléletet, mellyel a kélcsént add illetve a kélesont
felvevd mindsiti a pénzt: Ennek alapjat a szamukra eltérd hozamtermé képes-
sége jelenti, melyet — egyeldre a felek megkiilénboztetése nélkiil — nevezziink
kamatnak (kamatldbnak).

1 Beérkezett 1995. november 11.
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A kamat egyik tulajdonsdga, hogy kizombossé teszi a jelenbeli X és a
jovébeli X (1 + 2) pénzmennyiségek kozditi valasztast (i legyen most pon-
tosan az adott periddusra est kamatlib): A tulajdonos a birtokdban léve
X osszegrél hajlandé lemondani, ha helyette a jovében X + Xi osszegel,
vagy ennél tobbet kap, é nem hajlandé lemondani, ha X pénzéért a jovében
felkindlt az eldbbi hatdr értékéndl kevesebb. Igy elmondhatjuk, hogy a tu-
lajdonos szamidra a jovébeli X (1 + 1) osszeg a Jelenben X Gsszeget ér, és
meglorditva,

Egy prognosztizalt pénzdram értékének becslésekor az egyik legfontosabb
figyelembe veendé tényezs — elfogadhatdsdganak akar dontési kritériuma is —
annak jelenbeli értéke.

Ha a kamat valéban kiegyenliti egy jelenbeli osszeg, és a helyette felkinalt
jovobeli pénzdram jelenértékét, akkor nincs értelme annak, hogy egy koleson
torleszté részleteinek optimalizaldsardl beszéljiink, hiszen a torlesztd részletek
Jelenértéken — a kamat révén - ekvivalensek a kélcsénadott osszeggel.

Be fogjuk ldtni, hogy a helyzet nem ez, €s igenis tud - bizonyos ese-
tekben akdr explicit formdban kifejeshets - optimdlis torlesztési titemezést
vdlasztant mind a kolesont add, mind a kélesin Jelvevdje! Megleps, de ki fog
deriilni, hogy - amennyiben az titemezések értékelése a Jelenérték kritérium
alapjdin Lovténik — létezhet olyan titemezés, mely eqyiddben optimdlis mindkét
fél szdmdra!

Tekintsiink el alldl, hogy ma a kilcsint addk a Jovdre vonalkozd kalkuldcioh
bizonytelunsdga maatt mieldbb pénzikhoz szeretnek Jutni, és legyiik fel a to-
vabbrakban, hogy a kilesint addk kamalldiba és infldcids wvirakozdsa stabil,
legaldbb a kéleséntigylet dltal érintett iddintervallum folyamdn (nevezziik est
a tovdbbiakban stabilildsi feltételnek)! ‘Tegyiik fel azt is, liogy tranzakcics
kéltségek ninesenek, vagyis a kamatlabban megfogalmazédé értékszemlélel
tranzakcids koltségekre vonatkozé fedezete zérus! Vegyiik majd észre a s2dmi-
tdsok dtgondoldsa utdn, hogy ez uldbbi feltélelezés az dllitdsainkra vonatkozdan
nem jelent megszoritdst, mert — bar a szémitdsok dsszetettebbekké valnanak
— azok igazsdga méginkdbb nyilvdnvals lenne!

E feltételezések mellett a kovetkezé kérdésre keressiik a valaszt: X Gsszepel
kélesonadva, a helyetle felkindlt léketorlesztések X 1. Xo, ..., X, kamatos
pénzdramdnak (X = X; + X, + ... + X, X1, Xg,-.. . Xy = 0) milyen
litemezése mellett nyeri a kolesont adé jelenértéken a legmagasabb osszeget,
s a koleson felvevije szamdra az elébbi pénziram Jjelenértéken mikor lesz
tigyszintén maximalis?
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A kamatszamitis lehetoségei

Kiilonboztessiik meg a kamat felszamitédsanak alabbi — akdr csak elmeéletileg is
lehetséges — médjait, és figyeljiik a torlesztési pénzdram jelenértékét (melyet
most ugyanazon kamatldb dllal meghaldrozott diszkontiényezével tekintiink)!

1. Ha a kamat felszdmitdsa folyamatos, akkor barmilyen, kamatokkal
szamitott torlesztési pénzdram jelenértéke pontosan a kolcsonadott osszeg.

2. Ha a torlesztés periédusai azonos hosszisdguak, 1 pontosan az egy
periddusra esé kamat, a torlesatések periédusonként torténnek téke + ka-
mat formajéban, akkor a torlesztési pénzdram jelenértéke megint pontosan
a kolcsonadott osszeg, a kamatot akar mindig az éppen kint lévé tokére,
akér — mint elméleti lehetdség! — mindig az éppen aktudlis torleszid részletre
szamitottuk fel.

3. Gyakoribb eset, mikor a kamat éves szinten van meghatdrozva, és tobb
torlesztés is torténik az éves periédus alatt. Ha — mint elméleti lehetoség!
_ a kamat felszamitdsa most mindig az aktualis torleszté részletre torténik,
igy a kamat ijra teljesiti, hogy a torlesztési pénzdram jelenértéke pontosan
a kolcsonadott osszeg.

A sorolt esetek egqyikében sincs tehdt hatdssal az Gtemezés o kolesonigylet
pénzdramdnak jelenértékére. Azonban létezik a soroltaktdl eltéré gyakorlal
is!

4. A kemat éves szinten van meghatérozva, és tobb torlesztés is torténik
az éves periédus alatt. A kamat felszdmitdsa mindig az aktudlisan kint 1évé
tékére torténik, a kamat és toketirlesztések akdr eltérd és vdltozd tartamad
id§szakonként keriilhetnek felszdmitdsra, és a kamatszdmitdsi periddus hossza
nem feltétleniil kell hogy megegyezzen egyik torlesztési idészak hosszdval sem!

Foglaljuk 6ssze e szandékosan utolsénak hagyott eset feliételeit, & kony-
nyebb kezelhetoség végett egyszeriisitve a probléma meglogalmazdsa.

X 6sszeg kolesonérol van sz6; i €ves szintl kamatlab; két torleszLo részletet
tekintiink, X = X;+Xs ahol X;, Xy > 0; a térlesztések egyenld idokozonként
torténnek, mégpedig t és 2t idépontokban, ahol ¢ a napok szamat jeloli gy,
hogy 2t < 365; a kamatot mindig az éppen kint 1évé toke utdn szamitjulc fel
(és nem az éppen torlesztett tokére, mint elméleti lehetéség! - tettiih azl
a 3. esetben!).

(Megint nem jelenti az dllaldnossdg korldtozdsdt, de az tilemezési lehotfse-
gek kozil részletes elemzéssel az X dsszeg Xy €5 Xo megoszldsdanak azl a ket
szélsbséges esetét tekintjiik, mikor X, = X és Xo = 0, illetve Xy =0 &
Xo = X, vagyis a teljes tokél az elsd periddus végén, dlletve a leljes 1ORED
o mdsodik periddus végén torlesstyik. Hogy ez mem megszorilds, mert oz
dllitdsok e két részlet tetszileges értékmegoszidsdra s igazak, oz o ssamilisok
kivetésével nyilvdnvald lesz.)
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Megjegyzés: Jelen gyakorlat szerint ¢ éves szintii kamatldbbal felszamitott
kamatok az évek sorén kamatos kamatként, hatvanyozédva keletkeznek, év
kozbeni torlesztésekre ¢ éves szintli kamatlab esetén linedris a kamat felsza-
mitasa. — Kz a gondolat azért keriilt kiemelésre, mert az eredmények lényeges
részét képezi. — Itt jegyezzilk meg, hogy a tovébbiakban kézolt szamitdsok,
bar néha hosszadalmasak, de egyszertiek. Csak azok az eredmények keriilnek
kozlésre, melyek a gondolatmenet gerincének vézoldsit szolgédljdk, mivel e
tanulmény célja nem elsédlegesen szdmoldsi gyakorlat prezentdlisa. Kérem
az Olvasét, hogy a kozolt eredmények koztes szamfitdsait — a megadott in-
strukciék szerint — maga is végezze el, ily médon keriilve kozelebb az is-
mertetett modellhez. A kozolt eredmények valddisdga végett a tanulmdny
szdmitdsai a MATHEMATICA for WINDOWS 2.0 vdlto zatdval keriiltek ellen-
drzésre.

Végezziik vizsgdléddsunkat el8szor a kdlcsdnt adé szemszdgébésl!

fgy celunk az X; és X3 Osszegek olyan megvélasztdsa, hogy a kélesoniigylet
pénzaramanak jelenértéke maximadlis legyen.

Az ligylet pénzdrama:
0. idépont: X Gsszeget kolcson adunk. Ennek jelenértéke: —X.

t. idépont: X; t6két és X ﬁt kamatot visszakapunk. Ennek jelenértéke:

Xy + Xgget
1+ gt
2t. idépont: X3 tékét és (X—Xl)s—ést = X2 3¢zt kamatot visszakapunk.Ennek
Jelenértéke: _
Xg(l + ﬁt)
L+ =2t
A teljes pénzdram jelenértéke Gsszevondsok utén:

1+ 3556+ 3 (ﬁs)%?) — X, (5)° 12

1+ 350t + 2 (55) 82

x{
PV, (X1)=-X+

(Az a index a kolesont adéra utal) Lathaté, hogy a jelenérték fiigg a tor-
lesztés iitemezésének megvélasztasatol (mivel most csak két torlesztd részlet
van, ezért csak az els6tol)!

A jelenérték minimélis, ha az elsé részlet maximdlis, vagyis X; = X
Minimumaénak értéke ekkor:

PVain=0.
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A jelenérték maximalis, ha az elsé részlet minimalis, vagyis X; = 0. Maxi-
mumaénak értéke ekkor:

i i V212
PVma,(:X(—1+1+3mt+3(T5) t ) ‘

1+ 3t + 2 (55)° 12

Ez az érték az

(2
(g85) ¢*

1+ 35t + 2 (55) " 12

szorzétényezd altal meghatdrozott mértékkel nagyobb, mint az eredetileg
kélesonadott dsszeg (és mivel e novekmény szdmléldja és nevezdje pozitiv,
igy PViax-ban X szorzétényezbje nagyobb 0-ndl), vagyis az iitemezés helyes
megvélasztdsa dltal tobbletnyereséget realizaltunk! Mivel a jelenérték az elso
torlesaté részlet (X)) linedris figgvénye, az elmondottakbdl nyilvanvalé, hogy
az X, Gsszeg tetszOleges valasztdsa esetén a PVy(X)) jelenértékre

0= PVain < PVa(X1) €< PViax

teljesul.

Osszefoglalva a kolesont adé szemsz0gébdl végzett vizsgalat eredményeit:
Ha feltessziik, hogy a pénz minden értéket jelentd tulajdonsdga valamint
kockézata meglogalmazédik az dltala felszamitott éves szintii kamatban, akkor
a stabilitdsi feltétellel élve azt mondhatjuk, hogy az iménti specidlis, két
periédusi esetben a kdlcsint add akkor nyer: jelenériéken mérve a leglabb
hasznot, ha a kilcsdniigylet sordn minél késdbb kapja vissza a kolesonadott
téke toriesztd részleteit! (A tranzakciés koltségek figyelembe vétele abban
nyilvanulna meg, hogy a jelenérték szamitdsakor az ¢ dltal meghatdrozottndl
kisebb tényezével diszkontdlunk: Ez a jelenértékre emeld hatéssal van, igy a
kapott eredmény még inkabb igazza vélna.)

Foglaljuk éssze dbran is az elmondottakat (1. dbra)!
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Py )

0 ; X]
X

1. dbra. Lehetdségek a kolcsont add pénzdramdnak jelenértékére

Végezziik vizsgalédasunkat most a kdlcsont felvevd szemszdgébdl!

igy célunk djra az X; és X, Osszegek olyan megvalasztasa, hogy a kolesonligy-
let pénzaramadnak jelenértéke maximalis legyen. Azonban mig az eldbb joggal
feltételeztilk, hogy a kolcsont adé szdmadra a pénz értékét az 1 kamatlab fe-
jezi ki, ezért & a jelenértéket is az dltala meghatirozott diszkonttényezével
szamitja, mosi kiulonboztessik meg a jelenérték szdmitdsdhoz haszndlt disz-
konttényezot az eldbbitdl!

Jelolje v azl az éves szintl, kamatldd jellegd tényezdét, mely kifejezi, hogy
a kolcsont felvevd szdmdra a jelenbeli X dsszeg t idd malva X (1 + 3651)
dsszeggel ér fell (v lehet példdul a kolesont felvevd t iddtdvra kalkuldlt belsd
megtérilési rdtdjinak éves szinti kivetitése.) (Ne feledkezziink meg a t-re

tett feltételezésinkrdl: 2t < 365.)

Megjegyzés: r-nek ez a fajta bevezetése és az i-t6l valé megkiilonboztetése
ad alapot torlesztési optimalizalasi lehetoségre: Egyszeritien arrdl a tényrél
van 526, hogy kildnbozd cégek mikodhetnek eltérd piaci megtérilésekkel, igy
van alapja megtérilési rdtdik megkilonboztetésének. Most a két "cég” a
kolesont add, illetve a koleson felvevijel

Az ligylet pénzarama:

0. id6épont: X osszeget kolcsonveszunk, Ennek jelenértéke: X
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t. idépont: X; tokét és X 3%;5t kamatot visszatéritiink. Ennek jelenértéke

X1 +X3+;5t
1+ﬁt

?

hiszen az el6bbi 0sszeget pontosan

X1+ X gzt
1+ %=t

?

nagysagi 0. idépontbeli tsszeggel fogjuk majd torleszteni, mivel ”a mi cégiink
ilyen megtéruléssel forgatja a pénzt”.
2t. idépont: Xo t&két és (X — X1)3+;.5t . X23—égt kamatot visszatéritunk.
Ennek jelenértéke
 Xo (1+ z5t)
1+ 552t

hiszen az elébbi osszeget pontosan

Xa (14 5it)
1+ =2

0. id6pontbeli 6sszeggel fogjuk majd torleszteni.
A teljes pénzaram jelenértékére Gsszevondsok utén

PVf(Xl,T‘) =

Mmoo 2 3 i 2
X (1+ 255t + 35t + 355 365t )+ X (35t — 75t — me a6’ )
N2
1+ 355t +2 (g55) 12

adédik. (Az f index a kolesont felvevére utal). Ha r = %, a formula pon-
tosan a kolesont add szemszogébél végzett vizsgdlatndl levezetett jelenérték
formaula —1-szeresével azonos! Léthats, hogy a jelenérték djra fiigg a torlesz-
tés iitemezésének megvélasztasatoll Mivel a fiiggés jellegét most az

Fa ta & T
365 365 365 365

szémldlébeli X, szorzétényezbjének eljele donti el, ezért vizsgéljuk a kovet-
kezo eseteket:

I. eset i )
r 1 1T,

3650 365" 365365 =0,
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vagyis az r és az ¢ kamatlabak kozott az
T
1-—

i =
365t

osszefiiggés 4ll fenn. Ekkor a jelenérték a kélcsont felvevé szdméra pozitiv,
dllandd &sszeg, amely figgetlen a torlesztés itemezésétél, mivel az X, elsé
részlet szorzdtényezdje a PVy(Xiy,r) tort szdmlidldjdban zérus. A kolcsont
felvevo értékszemléletét kifejezé r kamatldb most vizsgalt kritikus értékének
(kritikus, mert téle figg az Xy szorzétényezdjének eldjele, és ily mddon a
kolcsont felvevd pénzdramdnak jelenértéke) a tovabbiakban kitiintetett szerep
jut, ezért vezessiik be ra az ry jelolést:

Az ligylet jelenértéke ekkor

PV, = X (1 1+ 255t + 351 + 3555 3T65t2)
1+37st +2(25)° 12

(Az olvaséra bizzuk annak beldtdsat, hogy az X Osszeg szorzétényezdije valé-
ban pozitiv.)
Foglaljuk 6ssze dbran is az elmondottakat (2. 4bra)!

PE Xp1)

M
==

0
, 4
X

2. dbra. A kélcsont felvevd pénzdramdnak jelenértéke r = ry, kamatldh esetén
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II. eset

Ha

TSR R - S
365 365 365 365 !

vagyis r > 7 (a kolcsont felvevd értékszemléletét kifejezé kamatldb meg-
haladja a kritikus 75 értéket), akkor a PV;(Xi,7) jelenérték figgvény az r
kamatldb adott értéke esetén maximélis, ha az X dsszeg minimélis, vagyis
X, = 0. Ha most is feltessziik, hogy a pénz minden értéket jelentd tulaj-
donséga valamint kockdzata a kolesont felvev szamara megfogalmazédik az
ra jellemzé r kamatlabban, akkor a stabilitdsi feltételt rd is kiterjesztve azt
mondhatjuk, hogy e specidlis, két periédusi esetben akkor nyeri jelenériéken
mérve a legtdbb hasznot, ha e kélcsonigylet sordn minél késdbb lorleszti a
kélesonuvett téke torlesstd részleteit!

Nyereségének jelenértéke ekkor az 7 kamatlab figgvénye:

. o
onx(r)—x(1— 14258t + g5t + 338z 65t )
il e - 2 .
14355t +2(55) 12

(Az index az utemezés jellegére utal.) Vizsgaljuk meg a figgvényt! (ljjra az
olvaséra bizzuk az allitdsok beldtdsit.) E fuggvény elsé derivaltja az (r); 00)
intervallumon hatdrozottan pozitiv, tehdt a fiiggvény maga szigorian mono-
ton novekvé. Hatérértékére

142t 4 Lot + 34 L-t2
lim PVpx(r) = lim X |1 - 365 365 963885 ) = X
nice s L+ 3355t +2 (55) 2

adédik, vagyis az r kamatldh novekedésével a jelenérték aszimptotikusan
kozeliti a koleson kapott X Gsszeg értékét. Mivel 7 = 7y kamatldb esetén
a jelenérték pontosan PVy, igy osszefoglalhatjuk dbrén is az elmondottakat
(3. dbra):
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P%.X'("j

0 | . kamatlab

i "

3. dbra. A kolcsont felvevd pénzdramdnak jelenértéke r > vy, kamatldd
esetén, X1 =0, Xo = X 0dsszeqd titemezéssel

Mi torténik, ha 7 > rp kamatlsb esetén mégsem az X; = 0, Xy = X
optimédlisnak tekintett iitemezést vélasztjuk? Vizsgdljuk ennek szélsGséges
eseteként az X; = X, Xy = 0 esetet (a teljes kolesont az elsé periédus végén
visszafizetjiik)! A jelenértékre, mint az r kamatlab fuggvényére most

, .
Png(r):X<1— 1+ ghet + 250t + 25k 2ot )

1+ 355t +2 (55s) 12

adddik. E fiiggvényrél a PVp x (7)-nél tett megallapitdsokhoz hasonléakat le-
het elmondani: ElsS derivéltja a tekintett intervallumon hatdrozottan pozitiv
(fzy a fliggvény szigoriian monoten novekva), hatérértéke végtelenben X (a
kolesonvett osszeg), PVx o(rx) = PVi. Az eltérést a kél jelenérték filgguény
kozott értéketk killinbizdsége adja, ugyanis beldthatd, hogy bdrmely r > 1,
kamatldbat vdlasztva

PVX'(](’I‘) < P%'X(T) !

(Ami persze az X; = 0, X; = X optimélis iitemezésbsl nyilvanvaléan
kovetkezik.) Mivel PVy(X1,r) jelenérték fiiggvény az elsé torlesztd részlet
(X1) linedris fiiggvénye, ezért vigyszintén nyilvanvals, hogy

PVk < Pvao(’f') < PVf(Xl,T) < P%'X(T‘) < X 3
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vagyis adott 7 > 7 kamatléb esetén az X Osszeg értékét nem specializdlva
a kolesont felvevd pénzaraménak jelenértéke az adott korlatok kozé esik.
Szemléltessiik 4bran az elmondottakat (4. dbra)!

PV(X.;,I‘)
I
X

0 kamatlab

4. dbra. A kilcsént felvevd pénadramdnak jelenértéke v > i kamatldb esetén

III. eset

Ha b g
T 1 i T

- ——t— =1 <0

365 365 365 365 ’
vagyisi < T < 7 (a kolesont felvevd értékszemléletét kifejezd kamatlab alatta
marad a kritikus 7 értéknek és természetesen nagyobb mint a kolesonhoz
jutds ¢ kamatldba), akkor a PV;(Xj,r) jelenérték fiiggvény az r kamatlab
adott értéke esetén maximélis, ha az X Osszeg maximailis, vagyis X; = X.
Most azt mondhatjuk, hogy e specialis, két periédusi esetben a kolesont
felvevé akkor nyeri jelenértéken mérve a legtobd hasznot, ha a kilcsonugylet
sordn minél gyorsabban tirleszti a kilesinvett téke torlesztd részleteit! Nye-

reségének jelenértéke ekkor az r kamatléb fiiggvénye:

i ] 2
B 1+mt+2ﬁt+237f53&t
2
1+ 355t +2 (g55) 12

PV)('()(’!') =X <1

(Az index most is az litemezés jellegére utal.) Vizsgdljuk meg a fuggvényt!
(Ujra az olvaséra bizzuk az éllitdsok belatdsat!) E fiiggvény elsé derivéltja az
[4;7%) intervallumon hatérozottan pozitiv, tehdt a fiiggvény maga szigorian
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monoton novekvé. Hatdrértékére

1+ giet + 250t 4 22t 2T t2
lim PVxo(r) = lim X (1_ 365° T 23650 + 2365 365 ) _

. L+ 3375t +2 (g55) ¢

adédik, vagyis az r kamatldb csokkenésével a jelenérték zérushoz kozelir. -
7 = ¢ kamatlab esetén nulla lesz. Mivel r = r; kamatldb esetén a jelenérték
pontosan PVy, igy osszefoglalhatjuk dbrén is az elmondottakat (5. gbra:

Pfj,' o

0 g kamatlih

i "k

5. dbra. A kélesont felvevd pénzdramdnak jelenértéke i < r < vy kamatldb
esetén, X; = X, Xo =0 dsszeqil titemezéssel

Mi torténik, ha most mégsem az X; = X, X, = 0 optimalisnak tekintett
litemezést valasztjuk? Vizsgdljuk ennek szélséséges eseteként az X| = (
Xz = X iitemezést (a teljes kolesont a mdsodik periédus végén fizetjik visy -
sza)! A jelenértékre, mint az r kamatlab fiiggvényére most

o i . . v 42
Pox(r) = X (1_ L4 Qabet 4 hat + Bt 2ot >

LBt +2 (55) " 12

adédik. E fiiggvény els6 derivéltja a tekintett intervallumon hatdrozottan
pozitiv (igy a fiiggvény szigoriian monoton névekvd), PV x(rx) = PVi &
PVp x (i) = —PVinax, vagyis pontosan a kilcsént add dltal elérhetd jelenériek
mazimumdnak —1-szerese!
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Belathatd, hogy most
—PVigax < PV(),x(’r') < PVx'o(’I‘) < PV .

(Ami persze az optimdlis iitemezésbol megint csak kovetkezik.) Mivel a
PV;(Xy,7) jelenérték fuggvény az elsé torlesztd részlet (X;) linedris fligg-
vénye, ezért i <7 < rj kamatldb esetén nyilvanvald, hogy

P‘/o'x(’l‘) S PVf(Xl,T') S PVX’O(T) 5

vagyis adott ¢ < r < rp kamatldb esetén az X, Osszeg értékét nem spe-
cializdlva a kolcsont felvevd pénzéramanak jelenértéke az adott korlatok kozé

esik.
Szemléltessitk 4bran az elmondottakat (6. abra)!

PVX;,r)
f 1
PY(X;.r)

P

Py PV o)
/\/J PY, ()
0 i kamai
fI r0 rk

_"lenax_

6. dbra. A kilesont felvevd pénzdramdnak jelenértéke 1 <1 < 7Tg kamatldb
esetén

Az ro kamatldb, ahol az X; Osszeg megvélasztdsdnak fiiggvényében a
jelenérték nullava valik a PVy(Xy,7) =0, vagyis az

1 T

2 ] L 2
X (1425t + =t + 3 amt’) + X gﬁt—ﬁz—ﬁgﬁ—st ) _o
14335t +2(35) ©°

egyenletbdl szamolhaté. Ez r-re nézve masodfoki egyenlet, melynek 1 <7 <
7}, esetén egy pozitiv gyoke van, tehdt
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BX+X1) = (2X - X,) |
4Xt

= 365 365 (

\/(ﬁ)"’tz(w( + X1)? — 35=t(2X — 21) (14X 4 2X;) + (2X — X;)2
4Xt

A kérdés forditva is megfogalmazhats: Ha adott az 7 kamatlab értéke (z <

T < 11), akkor az iitemezés (két periédusi esetiinkben konkrétan az X, elsé

részlet) milyen megvélasztisa esetén lesz a jelenérték nulla? Frre az elébbi
egyenlet X;-re valé rendezésével megint csak explicit formula adhaté:

365

¢ 2 2 2
X, _Xzig_s""z(:”i‘%'J t? — 2545t — 35ke okt
=
3;5C—-é—5t 36.:3&5t

Ha az X, Osszegre megoldédsként negativ szémot kapunk, az azt jelenti, hogy
az 7 kamatldb mellet az X; =0, X3 = X — ez esetben legkedvez6tlenebbnek
tekinthetdé — iitemezéssel is pozitiv a pénzéram jelenértéke!

Foglaljuk dssze eredményeinket!

Vizsgéljuk meg ehhez elészor a 7. dbrat!

kamatlab

7. dbra. Jelenériék lehetdségek az litemezés és az v kamatldb figguényében a
kolcsont add és a kolcsont felvevd szdmdra
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A 7. &brarél a kovetkezdk olvashaték le: Ha a kolesont felvevs pénzértéket
kifejez6 kamatidbanak kritikus értéke y, akkor e feletti r kamatlab esetén a
kolesont felvevd minél késébb igyekszik torleszteni a felvett osszeg tékerészle-
teit, és mind 6, mind a kolcsont adé méltan érzi gy, hogy a jelenérték krité-
rium szerint optimélisan vélasztott! (Sajat szemszogébdl értékelve mindkét
{6l jelenértéken a lehetd legnagyobb pozitiv hozamot érte el.)

Az i és 1y kozé esd T kamatlab esetén megalapozott a kolcson felvevéjének
igyekezete a részletek mieldbbi torlesztésére, hogy pénzaramédnak jelenértéke
az 6 szemszogébdl az elérheté maximalis legyen. A kolcsont adé ekkor —
megint csak sajat szemszogébol itélve — hatdresetként jelenértéken 0 hasznot
realizal.

Amennyiben az iitemezés a felvev szdméra itt optimalisnak tekinthet5t6l
eltér, gy az eltérés raciondlisan megengedhetd mértékét az ekkor pontosan
szamithaté o kamatlébérték és az 6 r kamatlabdnak csszevetése hatarozza
meg. (Mint jeleztilk, a kérdés megfordithatd, és az r kamatldbbdl is kiszdmit-
hat6 az iitemezés még racionalisnak tekinthetd hataresete —az X elsd részlet
olyan X;kkritikus értéke, melynél a jelenérték a kolesont felvevé szdmaéra
nullavé valik.)

Ha a kolesont felvevd pénzértéket kifejezd kamatldba pontosan 7, akkor
az iitemezés az 6 szamara kozombos, azt a kolesont add alkupozicidja fogja
meghatdrozni, igy a kolcsont adénak van esélye a jelenérték sajat szemszoge
szerinti maximalizélasara.

r < i esetén a kolesoniigylet raciondlis alapon nem johet létre.

A fenti vizsgalatok — mint modell — az optimalizélasi lehetség talén leg-
egyszeriibb esetét szemléltették.

Azonban a jelenség ennél altaldnosabb: Tekinthetiink n részletben vald
torlesztést; feloldhatjuk az azonos hosszisdgu tirlesztd iddszakok feltételt;
megengedhetjiik, hogy a kamat és a téke torlesztése eltérd iddpontokban
torténjen, és természetesen a kolcsoniigylet teljes idétartama tetszbleges lehet
(meghaladhatja az egy évet).

Az dltalunk tdrgyalt egyszerd eset dltaldnos esetre vald kiterjesztésére leg-
kézenfekudbb eszkizként a matematikai teljes indukcid mdodszere kindlkozik.

fey bar a jelenséget dltaldnosan igazolhatjuk, az iltalinossag negativuma,
hogy a kritikus 7, kamatléb érték nem lesz explicit médon meghatérozhatd!
Ertékére csak jelentds specializdcidk utdn nyerhetink egzakt formuldt. Min-
den egyes konkrét "altalinos esetben” meghatérozédsa iterdcié segitségével,
kizelitéleg torténhet. (Ugyanez vonatkozik a jelenértéket nulldva tevé ro
kamatléb értékének meghatérozhatésdgara is.)

Az elemzett kétperiddusi modellben a kolcsonnyijtds kamatlabat 35%-nak
véve a kolcsont felvevd pénzértéket kifejezd kamatldbénak kritikus nagysé-
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géra 1, = 36.03667% adddik; az o jelenértéket nulldva tevé kamatlab ekkor
35.49608% (a jelenérték szempontjabdl legkedvezétlenebb X; = 0, Xo = X
Gsszegil litemezéssel szdmitva). ¢ értékét 30 napnak feltételeztiik.

Ahelyett, hogy tovédbbi szémitdsokba bocsdtkoznénk, nézziink egy szadm-
példét a valés életbdl: Kolesonbol finanszirozott lizingbeadds esetén a lizingbe
vevotdl bedramlé lizingdijak kell, hogy szigorian fedezetiil szolgéljanak a
kolcsont adénak torlesztends téke és kamat egyiittes osszegére. A koleson
torlesztd részleteit tehdt a bedramld lizingdijak korldtja alatt mozgathatjuk
csak eldre, illetve hatra. A példa teljesen dltaldnos abban az értelemben, hogy
a lizingdijak, a kamattorlesztés és a t6ketoriesztés iddpontjai kézott semmiféle
dsszefiiggést nem kovetehink meg, és nem tesziink megszoritd feltételt az eqyes
iddszakok hosszdra sem. (Erre kiilon felhivjuk a figyelmet!) (A program, mely
a szamitdsokat végzi, egy meglehetdsen osszetett, tobb irdnyi iterciét tar-
talmazé algoritmus.) Figyeljilk meg a jelenérték viltozdsdnak az litemezéstél
és a diszkontdldshoz haszndlt kamatlabtél valé fliggését!

Léasd: Melléklet!

Vizsgdléddsunk befejezéseként a kovetkezét mondhatjuk: Ha elfogadjuk
a jelenértéket domindns dontési kritériumként, akkor — amint azt sikeriilt
beldtni — érdemes feliilvizsgalni kolecsonnyijtasi gyakorlatunk elveit: Egy
kolcsoniigylet soran egyik fél szdmdra sem elegendé annak megéllapitdsa,
hogy a kolcsont felvevd belsé megtériilési ratdja meghaladja a kélcsénhoz
jutés kamatlabét, fgy a torlesztésnek elvileg nem lehet akadilya! Fontos
annak meghatérozdsa is, hogy a kolcsont felvevd 7 belsé megtériilési rataja
adott litemezés esetén milyen viszonyban van az litemezéshez tartozé rq és ry,
értékekkel, mert a jelenértéken mért hozam az litemezés helyes megvélasztisa
altal igy optimalizdlhaté mindkét fél szdmaral!

Megjegyzések

E megjegyzésck kozlésével a valds gyakorlat és az ismertetett modell — mint
elméleti konstrukcié — kozotti, szémomra érdekes kapcsolat bemutatdsa a
szandékom:

Maga a modell egy elméleti konstrukeié volt, pontosan rogzitett feltétel-
rendszerrel. Maga az emlitett algoritmus egy rendkiviil rugalmas kamat- és
téketorlesztés szamitést lehetové tevd program:

1. A kamatfizetések és t6ketorlesztések idépontjaira nem tartalmaz sem-
miféle megszoritdst, azok idépontjait tetszélegesen adhatjuk meg akar egy-
mastdl fiiggetleniil.
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2. Extra lehetdsége az egyes torlesztd részletek kivdnt értékeinek beallit-
hatésdga (természetesen csak értelmezhetd hatdrok kozott),

3. Azt is eldirhatjuk feltételekként, hogy milyen vérhaté fedezeli korld-
tokkal vagyunk képesek fizetni az egyes részleteket. (Lésd: Melléklet.)

(Utébbi kettét természetesen a kolesont addval valé egyeztetés, és sajat
bevételi forrasaink alapjdn allitjuk ossze.)

Az optimalizildst a fizetendd pénzdram jelenértékének dllandd figyelésén,
és mazimalizdldsdn alapuld tébbszorosen eqgymdsba dgyazott iterdcid végzi be-
dllithatéan tetszGleges szdmoldsi pontossdgig, mely iterdcid a mondott felté-
teleket is tekintetbe veszi.

Ezen tulajdonsigai rendkivil rugalmas szdmoldsi lehetdségeket biztosita-
nak, és élesen megkiilonbéztetik az dltalam ismert piacon taldthaté torlesztést,
szamolé segédprogramoktél (kivétel nélkiil mind elére 16gzitendd periédus-
hosszat és egybeest kamat- és tSketorlesztési idépontokat képes csak kezelni).

Azt, hogy a jelenérték milyen érdekesen mozog az tutemezések korldtainak
vdltoztatdsakor, pontosan az algoritmus rugalmas haszndlati tulajdonsdgat
miatl vehettem csak észre.

Az algoritmus azért kerilt kifejlesztésre, mert hitelnyijidi igény volt a
kamat- és tokefizetési idépontok — akdr egymdstdl is eltérd — tetszdleges eld-
frhatdsdga!l Az 4ltala mutatott iitemezést&l fiiggd mozgast a jelenértékben —
mint e tanulmédny mutatja — sikerult tisztdznom, megmagyardznom.

Az, hogy a leirt jelenség tobb periédusra is igaz, matematikai indukciéval
elméletileg belathatd, mint arra utaltunk is. Létezését azonban a gyakorlat
is igazolja. A cégek, melyek szdméra az algoritmus kifejlesztésre keriilt révid
tavid (7-8 honap, de legfeljebb masfél év), nagy osszegi (10-50 millié forint)
lizingkonstrukcidkra specializélédtak. A banki finanszirozdsi kolesondk tor-
lesztésére forditandé részletek mozgatasaval a jelenértékben mérhetd valtozas
nem egy esetben milliés nagysdgrendet ért el.

Az, hogy az iménti jelenértékben kapott haszonmaximalizdlds tekinthets-
e konkrét, kézzelfoghaté jovedelemtobbletnek, nézépont kérdése. Az én vé-
leményem az, hogy igen: A jelenértéken kinyert, torlesztési pénzarambol
elére tudhatéan felszabadulé dsszeg mashol, més befektetéssel hozamtermésre
foghatd.
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Melléklet: Szampélda egy kolcsonbdl finanszirozott
lizingbeadas esetbdl

Koleson adott ¢sszeg: 5 000 000 Ft.

Felvételének ddtuma: 1995.11.1.

A lizingbe adénak a kolcsontorlesztés fedezetéiil szolgalé pénzarama min-
den esetben a kovetkezd (a kolcsontorlesztés litemezésének valtoztatdsa tehdt

csak ezek korldtja alatt torténhet):

Déatum | Fedezeti osszeg
95.12.01 300 000
95.12.15 500 000
96.01.08 2 000 000
96.01.19 2 000 600
96.02.04 500 000
96.02.07 500 000
96.02.10 500 000

Két szélsGséges litemezést tekintink:

I A torlesztd részletek fizetése a fedezeti isszegek adta hatdrokon belil a

leggyorsabb. A tirlesztés pénzdrama ekkor:

Kamat Toke Toke+Kamat
détum Osszeg datum osszeg datum osszeg

95.12.12 | 208 082 | 95.12.05 300 000 | 95.12.05 300 000
95.12.26 47 841 | 95.12.17 200 935 | 95.12.15 208 082
96.01.05 43 142 | 95.12.29 0| 95.12.17 200 935
96.03.01 61 813 | 96.01.10 | 2000000 | 95.12.26 47 841
Osszesen | 360 878 | 96.01.22 2 000 000 | 96.01.05 43 142
96.02.03 0] 96.01.10 | 2 000 000

96.02.15 499 065 | 96.01.22 | 2 000 000

Osszesen | & 000 000 | 96.02.15 499 065

96.03.01 61 813

Osszesen | & 360 878

II. A téke egy dsszegben, a legutolsd tékefizetési ddtummal keril vissza-

fizetésre. A torlesztés pénzdrama ekkor:
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Kamat Toéke Toke+Kamat
datum 08SZeg datum osszeg datum osszeg
95.12.15 | 210959 | 95.12.05 95.12.15 210 959
95.12.26 52 740 | 95.12.17 95.12.26 52 740
96.01.05 47 945 | 95.12.29 96.01.05 47 945

96.02.15 | 5 000 000
96.03.01 196 575
Osszesen | 5 508 219

96.03.01 196 575 | 96.01.10
Osszesen | 508 219 | 96.01.22
96.02.03
96.02.15 5 000 000
Osszesen | 5 000 000

clo|lo|o|o|le

A kolcsdnt adé szemszdgébol vizsgilva
A kélesdn nyijtas kamata (3) évi 35%.

1 A térleszté részleteket a lehetd leggyorsabban megkapjuk. A Téke +
Kamat pénzaram — Kélcsonadott Osszeg jelenértéke = 5 494 Ft.

II. A t8két egy dsszegben, a legutolsé tékefizetési ddtummal kapjuk vissza
(optimalis eset). A Téke + Kamat pénzaram — Kélcsonadott Osszeg
jelenértéke = 12 459 Ft.

A kdlesont felvevd szemszdgébdl vizsgalva

A kdlesonhoz jutds kamata (i) évi (35%). Az ry kamatldb, melynél az iigylet
jelenértéke fiiggetlen az itemezéstol: évi 37.0535%. Az 9 kamatldb, melynél
az tigylet jelenértéke nulla, évi 35.97055%. (Az utébbi a legkedvezdtlenebb
esetre meghatdrozva: egy Osszegben, késén torlesztiink.)

r =40%

L A torleszté részleteket a fedezeti Gsszegek adta korldton beliil a lehetd
leggyorsabban torlesztjiik. A Kolcsonbe vett osszeg — (Téke + Kamat)
pénzéram jelenértéke = 41 280 Ft.

II. A tékét egy Osszegben, a legutolsé tOkefizetési datummal torlesztjitk
(optimalis eset). A Kolcsonbe vett Gsszeg — (Téke + Kamat) pénzdram
jelenértéke = 51 059 Ft.

r = 36,5%

1. A torlesztd részleteket a fedezeti osszegek adta korldton beliil a lehetd
leggyorsabban torlesztjiik (optimalis eset). A Kolesonbe vett osszeg —
(Téke + Kamat) pénzaram jelenértéke = 8 635 Ft.
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IT. A t6két egy Osszegben, a legutolsé tékefizetési ddtummal torlesztjiik.
A Kolesonbe vett osszeg — (Toke + Kamat) pénzaram jelenértéke =
6 770 Ft.
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N oo A W N e

INTEREST, PRESENT VALUE AND OPTIMISATION OF INSTALMENTS
OF A LOAN TRANSACTION

We expect the interest have to make equivalent the value of a present amount of
money and the present value of future amounts of money offered instead of it.
Surprising, but we prove that despite of our expectation today’s practice of lending
has a chance for us to manipulate (this is not the negative shade) the present value
of a loan transaction. We show there exist exact and determinable parameters,
which we can consider a loan transaction with, as a non-zero-sum game, and we
can make it’s present value definitely positive and optimal for both of the parties
at the same time through the proper selection of instalments! We introduce an
algorithm which will show the chance for the optimisation through a sample taken
from the practice of a loan based leasing construction. This algorithm extends the
simplicity of the constraints of this model towards the general case.



