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TOVABBI MEGJEGYZESEK FORGO FERENC EGY
PROBLEMAJAHOZ!

SZIDAROVSZKY FERENC
Arizonai Egyetem, Rendszer- és Iparmérnoki Tanszék

Forgd egy korabbi dolgozatdban kimutatta, hogy alkalmas feltételek mellett
a hatékony és raciondlis 0sztonzés akkor és csak akkor esik egybe, ha az f
jovedelemfiiggvény kielégiti az

f@ vi@= | Ol ta)dt - 7f(a)a

egyenletet, ahol 7 f az f gradiensvektora. Dolgozatunkban az egyenlet meg-
oldésainak pontos leirasét adjuk meg, kimutatva, hogy egy n-véltozds, valds
értékil fiiggvény alkalmas differencidlhatésagi feltételek és pozitiv elsérendii
parcislis derivéltak mellett akkor és csak akkor elégiti ki az egyenletet egy
K kipon (K C R%), ha az elsérendii parcidlis derivaltak hényadosai vala-
mennyien konstansok és f(0) = 0.

1. Bevezetés

Forgé [1] dolgozatdban egy n tagbdl 4116 gazdasagi egységet vizsgdl. Jelolje
z; € [0,1] az i-edik tag intenzitdsat, ahol z; = 0 a kiindul6 szintnek, z; =1
pedig a maximélis intenzitdsnak felel meg. Az egység jovedelme az inten-
zitasok f fiiggvénye. Az f figgvény értelmezésébodl kovetkezik, hogy novekvd
minden véltozéjdban. Forgé kimutatja, hogy a hatékony és racionalis oszton-
zés egy a intenzitdsvektor esetén akkor és csak akkor esik egybe, ha

(@) i) = [ vrtay vfap. (1)

Goldner és Vizvari [2] cikkiikben kimutatjdk hogy, ha f nem azonosan zérus,
p-edrendii (¢ > 1) homogén fiiggvény, akkor tetszéleges a mellett kielégiti az
(1) egyenletet. Dolgozatukban azt a sejtést is kozlik, hogy f homogenitdsa
szitkséges feltétel is. Konnyen lathatjuk, hogy ez a sejtés nem igaz, amint azt
az f(a1,02) = exp(ay + ag) — 1 fiiggvény esete mutatja.

1Beérkezett 1996, juinius 9.
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Dolgozatunkban alkalmas (és a Forgé modellnek megfeleld) feltételek mel-
lett az (1) egyenletet kielégito figgvények teljes jellemzését adjuk meg.

2. A megoldasok jellemzése

A dolgozat [6 eredménye a kovetkezo tétel

TETEL. Legyen D C R™ egy nyilt halmaz, és K C R’ egy kup. Tegyuk
fel, hogy K C D, és az f : D — R fiiggvény folytonosan differencialhaté és
az elsérendii parcidlis derivdltak valamennyien pozitivak a K kidpon. Egy f
Faggvény a fenti feltételek mellett akkor és csak akkor clégiti ki az (1) egyen-
letet a K kipon, ha f(0) = 0 és az fr(a)/f,(a) hanyadosok valamennyien
konstansok, ahol fi, fa,..., fa jeloli az elsérendii parcidlis derivaitakat.

Bizonyitds. Tegyik fel elészor, hogy f kielégiti a fenti feltételeket és az (1)
egyenletet. Az a = 0 helyeltesités azonnal mutatja, hogy f(0) = 0. Legyen
1 egy valés szam (p > 0) és helyettesitsik pa-t az (1) egyenletbe:

£ (40) @ £(ua) = / V/(tua)dt - 2 f (ua)ua. (2)

Vezessiik be az u =ty dj valtozdt az integrdlban, akkor azt kapjuk, hogy

du = pdt és
/ v (tpa)d / Vv f(ua)du

A (2) egyenletet ez alapjén atirhatjuk a kovetkezdképpen:

vf(pa)a  fr(pa) _
fu) ~ P hwaydn B0

ahol csak azt kell feltenniink, hogy pa # 0, hiszen (1) alapjén f(a) >0 a #0
esetén. Minthogy mindkét oldalon a szdmldlé a nevezd p-szerinti derivaltja,

s M)

n
In f{pa) = ln/ fr(ua)du + Ingp(a),
0
ahol gi(a) csak a-tdl figg és p-t6] fiiggetlen. Vagyis,
i
£(uo) = (@) [ filua)a
0

Derivélva p szerint

vf(pa)a = gr(a) - fr(pa),
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azaz a

v f(pa)a

fe(pa)

fiiggvény nem fiigg p-t6l. Ha felirjuk ezt a kifejezést k valamennyi értékére
és elosztjuk egymdssal, akkor azonnal ldthatd, hogy valamennyi k és € esetén

B fx(0)

fe(pa)

hanyadosok is fiiggetlenek p-t8l (pa # 0). Az elsérendii parciilis derivéltak
folytonossdgabdl adédéan a p — 0 hatdrdtmenettel kapjuk, hogy

fu(ua) _ £(0)
fe(ua) — fo(0)

tetszoleges a € K, u > 0 esetén. Tehat az elsérendii parcidlis derivéltak
hényadosai valamennyien konstansok.

Tegyiik fel ezutan, hogy egy f fiiggvényre f(0) = 0 és fr(a)/fe(a) = Axe
tetszdleges a € K mellett. Ekkor (1) baloldaldnak k-adik komponense:

f(a)fi(a),

és (1) jobboldalanak k-adik komponense:

/1 fk(ta)dti fg(a)a[ = / fk(ta.)dt ag + ZGZAEk fk(a)
0 =1 0

£k

= /1 fk(ta) ar + Za,gAgk dtfk(a) = A (Z f[(ta)ae) dtfk(a)
0 ¢

P£K
N /0 %f(ta)dtfk(a) = (f(a) ~ £(0)) fr(a) = f(a)fu(a).

Tehat f kielégiti az (1) egyenletet. ™

3. Megjegyzés

Egy latszélagos ellentmondés van a fenti tétel és a Goldner-Vizvari cikk
[2] 3. Tétele kozott, ugyanis p-edrendii (4 > 1) homogén filggvények nem
feltétleniil elégitik ki a fenti tétel feltételeit. Példaul

f(a11a2) = a? +ag
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2-rendii homogén fiiggvény, de az

fila) _ 200 _ &
fz(ﬂ) a 205 N Qs

hianyados nem konstans. A probléma abbdl adadik, hogy je > 1 esetén a p-
edrendil homogén fliggvények elsdrendii parcidlis derivaltjai nem pozitival.
Ugyanis .

v/f(ta) ="' v [(a),

és 7 f folytonossaga esetén £ = 0 helyettesitéssel lathatjuk, hogy 7/(0) = 0.
igy a ligagvény nem elégiti ki a dolgozat egyik alapleltevését.
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