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A LEONTIEE-MATRIXQKNMASODIK
SAJATERTEKEROL!

BRODY ANDRAS
MTA Koézgazdasdgtudomdnyi Intézet

1. Bevezetés

Leontief és Neumann modellekkel dolgozva felttint, hogy az egyensiilyi palya
kiszdmitdsa nagy rendszerekben kevesebb matrixszorzést igényel. Ezért vizs-
giltam e matrixok szubdominéns sajatértékét, mivel ez hatarozza meg a kon-
vergencia sebességét.
Bodewig (1959) az ilyen iteracidt elemezve abbdl indult ki, hogy barmely
v vektor leirhaté az A matrix sajtvektorainak linedris kombindcidjaként,
azaz
v=xi+x2+...+X. (1)

A kombindcidéban az Osszes sajatvektor egységnyi koeflicienssel szerepel, ez a
sajatvektorok hosszanak szabad megvalasztisa miatt mindig elérhetd. (Fel-
tettik, hogy a matrix diagonalizdlhatd, azaz szimpla szerkezetii, és a v vek-
tornak valéban minden s‘éjétvektor irdnydban van komponense).

Ha most k-szor iteralunk, akkor a szorzat az alibbi alakot o6lti

Aby = A'{x1+/\’§xz+...+/\£xn , (2)

ahol A a megfeleld vektorhoz tartozo sajatérték. A sajatértékeket abszolit
értékben csokkend nagysidgrendben indexeltem, az elsd index a legnagyobb
sajatértékhez tartozik. A; az egyszerii \jratermelést leiré Leontief matrix
esetében egységnyi nagysigi. Frobenius tétele alapjan ehhez és csak ehhez
tartozik teljesen pozitiv sajatvektor. Ez szabja meg az egyensiilyi termelés
aranyait.

Ha noveljik az iterdciok szamat, akkor a tobbi sajatérték hatvanyai egyre
jobban eltorpiilnek a legnagyobb sajatérték hatvanyaihoz képest. A tdbbi
sajdtvektorbdl szarmazé befolyas egyre kevésbé ”zavarja” az egyensiilyi meg-
oldast, amely igy egyre pontosabbd vélik. Az itercid aszimptotikusan stabil.

1Az OTKA 15.345 sz4m alatt tAmogatott kutatdsa. Koszénetet mondok Kérési Gabor,
Molnér Gydrgy és Simonovits Andras kollégdimnak, valamint az Economic Systems Re-
search két ismeretlen referensének értékes észrevételeikért.
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A sziikséges iteraciok szamat nyilvan a szubdominans sajatérték szabja meg,
mert ez tiinik el a leglassabban a szamitas folyamadn.
Osszefoglaléan azt mondhatjuk, hogy az iterdcid, tehat a

Vg4l = Avy (3)

muvelet anndl gyorsabban vezet eredményhez, mennél kisebb a méasodik sa-
jatérték az elséhoz képest. A konvergencia geometrial és sebességét a geo-
metriai sor quotiense adja meg. Mennél kozelebb van ez zérushoz, annal
gyorsabb a konvergencia.

Ha példaul a madtrix rangja 1, tehat ha a matrix egyetlen diadbdl &ll,
akkor az Osszes "kisebb” sajatérték zérus. Ilyenkor egyetlen szorzas azonnal
szabatosan megadja a keresett vektort. Ez a lehetd leggyorsabb konvergencia,
amit el lehet képzelni. Azt szeretném megmutatni, hogy ha egy pozitiv és
véletlen szamokkal kitoltott matrix sorainak és oszlopainak szama novekszik,
akkor struktirsja hatarértékben egyetlen diad felé tart, és ezt a diddot a
matrix bal- illetve jobboldali pozitiv sajatvektora hatarozza meg.

2. A két legnagyobb sajatérték viszonya

Tekintsik az n X n méretii A matrix oszlopait olyan n elemi fiiggetlen
mintdknak, amik egy nemnegativ és folytonos valdszinliségi valtozd elosz-
14sdbdl erednek. Legyen a valtozd varhato értéke E(x) = p és szdrasnégyzete
o2 = E((x—p)?).

Minden egyes minta (oszlop) szérdsa 0+/n, az elemek Gsszegének (az osz-
lop 6sszegének) varhaté értéke pedig nu. E két érték hanyadosa o/n/np =
o/(uy/n). Ez a hanyados tehat a mintavétel ismert szabdlya szerint n no-
vekedtével zérushoz tart. A minta elemszamdit novelve a minta dtlaga az
eloszlas varhatd értékéhez konvergdl. Ha a minta elemszama végtelenné
valik, akkor teljesen ”lefedi” az eloszlast. Ekkor a minta atlaga és az eloszlas
varhatd értéke azonossa valik.

Ha egy nemnegativ matrix oszloposszegel egyenl8ek, akkor ez az Gsszeg
azonos a matrix legnagyobb sajatértékének nagysagaval. Véletlen elemekbél
allé matrixunk oszloposszegel azonban nem egyenlSek egymadssal, amig véges
nagysagi a matrix. Varhaté értékik mégis azonos és nu nagysagi. Mivel
egy nemnegativ matrix legnagyobb sajatértéke mindig a legnagyobb és a
legkisebb oszloposszeg kozott van, ezért ez a varhatd érték jo becslést ad erre
a sajatértéekre.

A matrix n novekedtével egyre nagyobbd valik. Elemeinek Osszege az
n?p értékhez tart, az oszloposszegek varhatd értékének n-szereséhez. Ennek
az n szamui mintabdl allé “hipermintdnak” a szérasa no. Mindkét érték
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végtelenné valik, de aranyuk most mar n "sebességgel” tart zérushoz. Minden
oszloposszeg y/n értékével tart sajal varhato értékéhez, és az oszloposszegek
Ssszege Ujabb /n "sebességgel” tart a varhaté n*p értékhez. A legnagyobb
sajatérték becslése az oszloposszegek varhaté értékével tehat egyre ”javul”
és a végtelenben teljesen szabatossa valik.

Valasszunk most le az eredeti A métrixbél egy olyan diddot, amelynek
minden eleme egyenld az alapul vett @ valdszintiségi véltoz6 F(x) = u varhatd
értékével. Ami — negativ és pozitiv el8jelekkel — megmarad, az nem mas,
mint a matrix egyes elemeinek eltérése a varhaté értéktél. E maradékmatrix
legnagyobb sajatértékére (amely az eredeti matrix szubdominans sajatértéke)
j6 becslést ad az egyes oszlopokban taldlhatd abszolit eltérések Osszege. A
valésziniségi valtozd ingadozdsinak ez a mértéke, amelyet Rényi varhaté
eltérésnek nevezett (i. m. 298) altalaban kisebb, és legfeljebb akkora, mint a
valtoz6 szérdsa. A matrix szubdominans és dominans sajatértékének ardnya
enért kozel lesz a szérds és a varhaté érték hdnyadosshoz, a o/n/np =
o/(uy/n) értékhez. (Mivel a varhato eltérés nem haladhatja meg a széras
mértékét, e hanyados esetleg valamelyest tilbecsiili a mdsodik sajatérték
viszonylagos nagysigit.) A két sajétérték ardnya ezért a zérushoz tart n
noévekedtével.

Mig egy kis, mondjuk 3 x 3 nagysagi matrix esetében néha 9 - 10 lépésre
is sziikség lehet négy tizedesnyi pontossig eléréséhez, addig egy 10% x 10°
matrix minden 1épésben 1-2 ijabb megbizhaté jegyet ad. A 10% x 10° métrix,
amely mar kezdi leképezni a valésigban talalhaté termékek és szolgaltatdsok
tényleges boségét (vagy, ha gy tetszik, a piac szerepléinek valdsagos szamat)
esetleg mér egyetlen szorzds utan megadja ezt a pontossdgot. Az meglehetd-
sen biztos, hogy a gyakorlatban tapasztalhaté maximélisan 10-20 szdzalékos
egyensilyhidnyt, ”hibat”, mar egyetlen iterativ 1épés is jelentéktelenné és
elhanyagolhatdva tesz.

Ellenérizziik a kovetkestetést szamitégépes szimuldciéval. Tegyiik fel,
hogy a méatrix elemeit a (0, 1) intervallumban egyenletesen eloszlo valdszini-
ségi valtozok adjék. A métrix legnagyobb sajatértéke ekkor kortilbelil n/2,
szubdominéns sajatértéke pedig, mivel az eloszlas szordsa 1/(24/3), legfeljebb
V/n/(24/3) lesz. A két érték arnya tehat 1/v/3n. (Ha a véletlen matrixot
egységnyi legnagyobb sajatértékre " normaljuk”, mint Leontief-matrixot, akkor
az utébbi érték ennek szubdominans sajatértékél adja meg.)

Az 1. dbra mutatja a szamitégépi szimuldcié adatait. 100 x 100 matrixig
bezardlag szamitottam ki a fenti véletlen matrix két legnagyobb sajatértéke-
nek aranyat.
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1. dbra: A domindns és szubdomindns sajdiértek ardnya
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Figyeljiik meg, hogy a tapasztalt ingadozds az elméleti érték koril szintén
csokken, mégpedig (ahogyan azt az elmélet eléirja) szintén zérushoz tart
1/+/n értékével.

Ez talan tilsidgosan is optimista becslés, mert a Leontief matrixok ko-
efficienseinek eloszldasa nem kozelithet6 meg jOl az egyenletes eloszldssal. A
gyakorlati matrixokban igen sok a kicsi, zérushoz kozeli elem, és csak szérva-
nyosan mutatkozik néhany nagyobb, a tiz szazalékot meghaladé koefficiens.
A tényleges eloszlast jobban leirjik a zérus varhaté értékii és 1/n szdérdsd
normdlis eloszlasbdl vett és négyzetre emelt valtozdk. E valdszinliségi eloszlas
varhaté értéke értelemszertien 1/n (tehdt az alapul vett eloszlis szérasa)
sz6rdsa pedig éppen kétakkora. Ez esetben is zérushoz tart a két sajatérték
aranya, csak valamivel lassabban. Ardnyuk elméleti értéke ebben az esetben

2/+/n lesz.

3. 6sszefoglalés

A piac ereje méretében van. A nagyobb terjedelml piac gyorsithatja a
mennyiségi alkalmazkoddst. Ennek okat végs6 fokon a centralis hatareloszléas
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tétele adja meg. Barmilyen eloszlasok Osszege a normalis eloszlds felé tart.

Az ¥’ = (A = 1)x differencidlegyenlet, ha A nemnegativ és legnagyobb
sajatértéke egységnyi, aszimptotikusan stabil. Minden sajatértéke negativ, a
kereslet és kindlat egyensilyat add zérus sajatértéken kivil. Ebbdl azonban
hiba volna a piac hasonléan aszimptotikusan stabil viselkedésére kovetkez-
tetni. A nyereséget leiré p(1 — A) szorzat példaul mar nem ”"stabil”, mert az
A matrix lehetséges negativ sajatértéke miatt az (1 — A) matrixnak egynél
nagyobb sajétértéke is lehet, s6t altaliban szokott is lenni. Ekkor a diffe-
rencial- és differencia-egyenlet egyarant destabilizald, mert nem az egyensily
felé vezet.

Az A matrix legnagyobb negativ sajatértékét is vizsgalni kellene. Tapasz-
talatom szerint az ehhez tartozé vektor a folyé- és a tékerdforditasok egyen-
legét adja meg, ahol a munkardforditds is az utébbiak kozé kerdl, mintegy
emberi tékeként. Matematikailag itt taldn a nagyobb és a kisebb elemek
kiilonbsége a dontd.

Valdszintiségekrdl lévén szd, vatossigra kell inteni. Ha az alapul vett
eloszlasnak nincs, vagy nem véges a varhato értéke és szérasa (mint példaul a
normalis eloszlas reciprokénak, vagy a Pareto eloszldsnak, bizonyos paraméter
tartomanyokon kiviil), akkqr a fenti gondolatmenet nem alkalmazhaté. Nem
lesz szabatos akkor sem, ha a matrixnak sajatos és maradandé strukturaja
van (példdul, ha a matrix ciklikus). Végiil pedig, mint minden ilyen kovet-
kestetés, nem az egyes, hanem nagyobb szdmu esetre, az eléforduld esetek
atlagara vonatkozik.
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ON THE SECOND LARGEST EIGENVALUE OF LEONTIEF MATRICES

The relation of the dominant and subdominant eigenvalue of nonnegative random
matrices is inspected. This relation determines the speed of convergence of the
power method, used to compute the equilibrium eigenvector. It is found that the
first and second moment of the random distribution (that is: the mean and the dis-
persion) asymptotically approximate these eigenvalues. Under fairly general condi-
tions this relation tends toward zero if the size of the matrix increases. Therefore
the larger the matrix the faster the convergence.






