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AZ 'ELETLEN’ HALMAZOK ARITMETIKAJA
NEM "TOKELETLEN’ ARITMETIKA'

(A fuzzy aritmetika 1j megkozelitése a déntéstdmogatasban)

PAULER GABOR
JPTE KTK PhD-hallgatls

Jelen tanulmanyban elséként az eddigi fuzzy aritmetikai médszereket értékel-
Jik, majd szakaszonként linearis tagsdgfiiggvények defindlasa és a maxmin
szkenelési technika alkalmazdsa révén olyan ij fuzzy aritmetikai modszert
vezetink be, amely kikiiszobdli a korabbi eljirdsok egyes hatranyait.

Kulcsszavak: fuzzy szamok, fuzzy aritmetika, kiterjesztési alapelv, maxmin
konvolicio, szakaszonként linedris tagsagfiiggvény, maxmin szkenelés.

1. Bevezetés

A fuzzy elmélet alkalmazdsa a dontéshozatal egyre jabb teriileteire tort be
az elmiilt két évtizedben. Mégis, sok elméleti és gyakorlati szakember ma
is ugy latja, hogy a fuzzy matematika helytelen és zavaros dolgok gytijte-
ménye, mert ez az elmélet teljesen mds gondolkoddsmédot 1gényel mint a
hagyomanyos, kétértéki logikdn alapuld teoridk. A kiviilallok szamara elég
nehéz elképzelni, hogy lehet fuzzy szamokon aritmetikai miiveleteket végezni.
Jelen tanulmédny célja, hogy az eddigi fuzzy aritmetikai modszerek rovid
attekintésével enyhitsen az elSitéleteken, emellett egy hatékonyabb megko-
zelitést vezessen be.

Miel6tt belekezdenénk a fuzzy aritmetika vizsgalataba, rviden felidéziink
néhany alapveté definiciét [Zadeh, 1965], amelyekre a késébbickben gyakran
hivatkozunk:

1. Fuzzy halmaz: olyan halmaz, amelynek elemei kilonbozé mértékben
tartoznak a halmazhoz.

A={z,palz) |z € X}  pa(z)>0 (1.1)

ahol:

1Beérkezett: 1996. juinius 29.
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A — fuzzy halmaz

z — alaphalmaz elem

pa(z) — az adoll alaphalmaz elem tagsdgfiggvénye
X - az alaphalmaz univerzuma

2. Normalizdlt fuzzy halmaz: g tagsdgfiggvény érteke nem haladhatje
meg az egyel

sup pa(z)=1. (1.2)
zeX

3. Fuzzy halmaz supportja: a fuzzy halmaz alaphalmazinak olyan
alhalmaza, ahol o tagsdgfigguvény értéke nagyobd, mint 0

S(A) ={z € X | pa(z) > 0} . (1.3)

4. Fuzzy halmaz a-szintii halmaza: e fuzzy halmaz alaphalmazdnak
olyan alhalmaza, ahol a tagsdgfiggvény értcke nagyobb (nem szigori esetben
nagyobb vagy egyenld), mint a.

Szigord esel:

Ao ={z € X | pa(z) > o} (1.4)

Nem szigord eset:

Ao ={z € X | ualz) > a} (1.5)

5. Fuzzy halmaz kardinalitdsa: a tagsdgfigguény alatti terilel.
Folytonos esetben:

4] = / ) i (1.6)
X
Diszkrél esetben:
4= Y uae) (17)
zeX
6. Fuzzy halmazok metszete:
C = (AN B) | pe(z) = min[pa(z), up(z)] Vee X . (1.8)

7. Fuzzy halmazok unidja:

C = (AU B) | pc(z) = max[pa(z), ps(z)] VeeX . (1.9)
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8. Fuzzy halmaz relativ kardinalitdsa: a fuzzy halmaz kardinalitdsa
€s az alaphalmazdnak kardinalitdsa kdzti ardny:

4]
1Al =+ - 1.10)
X1 (
9. Fuzzy halmaz komplementere:
poa(@) =1—pa(z). (1.11)

2. Az eddigi fuzzy aritmetikai médszerek attekintése

Amig az éles aritmetikai operatorok kiviil esnek a kutatdk érdekl8dési korén
— mindenki megtanulhatja éket az dltalanos iskoldban — a fuzzy aritmetikai
operatorok komoly kihivast jelentenek. Mivel a fuzzy halmazok jéval t6bb in-
formédciét képesek hordozni, mint az éles dontési valtozdk, a fuzzy aritmetikai
operatoroknak jéval magasabb a szdmitdsi igénye is. fgy ezen operatorok
hatékonysaga alapvetden befolydsolja a gyakorlatban alkalmazott fuzzy rend-
szerek sebességét és koltségigényét. MielStt dttekintenénk a fuzzy aritmetikai
moédszereket, idézzik fel a fuzzy szdmok definicidjat és az éles aritmetikai
miveletek fuzzifikdldsanak alapelvét.

2.1 A fuzzy szamok definicidja

A fuzzy szdm bizonytalan, pontatlanul megfogalmazott mennyiségek (pl.
"koriilbeliil 77, 78 és 10 kozt” stb.) dbrdzoldsira szolgald fuzzy halmasz:

M = {[z, py(2)]} r€R py(z)el0,1] (2.1)

A tagsagfiiggvény azon allitds igazsigi fokdt jelzi, hogy M @ értékét vessi
fel. Fuzzy szdm folytonos és diszkrét alaphalmazon is definialhaté.

2.2 A kiterjesztési alapelv

A kiterjesztési alapelvet L. A. Zadeh vezette be [Zadeh, 1973] éles aritmetikai
operatorok fuzzy-va konvertdlasa céljibdl. Az egyszeriiség kedvéért diszkrét
fuzzy szdmokon, és csak két operandusz esetén mutatjuk be mikodését. Az
érdeklsdSk kénnyen altalanosithatjdk ezt tobb operandusz esetére.

— Tételezziik fel, hogy A és B két fuzzy operandusz, alaphalmazaik Uy,
illetve Uy.
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~ Tayy--rTa, € Ug és my,,...,2p, € Up a két fuzzy halmaz alaphal-
mazanak diszkrét elemei.

— Legyen Z a miivelet eredményeként létrejové fuzzy szam, U, alaphal-
mazzal és z1, ...,z diszkrét alaphalmaz elemekkel.

— Legyen f egy figgvény, ami U, x Uy-t U,-be képezi le, vagyis z =
f(za,z3). Ez az éles aritmetikal operator, amit fuzzifikalni akarunk.

— A és B Descartes szorzata legyen:

C = {(zq,, ws,), minfu 4(2a,), pa(2s,)]} 2.2)
Vg, 2oy, t=1,..,n, 7=1,...,m. .

— Z eredmény fuzzy halmazt a kovetkez8képpen kaphatjuk meg A-bdl és
B-bél:

Z = {[Z1,05(20)] | Zy = f(%ai, 85;), Tai € Ua, @5 € Us}  (2.3)
ahol

i . MAX MiNZ, = f(z,,,5,) [LA(Tair w5(Tsi)]  ha f7H(71) # 0;
uz(21) {0. ’ killsnben.

A konnyebb érthetéség kedvéért lassunk egy grafikus példat két operan-
dusz Osszeaddsdra (ldsd 1. dbra). A kérdés, hogy hogyan hatdrozzuk meg
az eredmény fuzzy halmaz alaphalmazdnak egy egyedi z’ értékéhez rendelt
tagsagfiiggvény értéket. Kiinduldskor az éles operatort jelentd fiiggvényt
(z = x5 + x3), valamint A és B halmazok Descartes szorzatat ismerjuk.
A kovetkezd 1épésben meghatdrozzuk az éles fiiggvény z/-szintii metszetét
(olyan (z4i, xs;) parokat keresiink, ahol z4; +z); = z'). A Descartes szorzat-
ban is megkeressiik ezeket a parokat (lasd a sotétebb oszlopokat a Descartes
szorzat oszlopdiagrammjaiban). Harmadik lépésben az elhatarolt elemek tag-
sagfliggvény értékeinek a maximumat vesszik, ez lesz 2’ tagsagfiggvény ér-
téke az eredmény fuzzy halmazban. Ezt a hirom lépést minden z értékre
meg kell ismételniink.

A kiterjesstési elv legnagyobb probléméja, hogy nem alkalmazhatd koz-
vetleniil a gyakorlatban, mert nagyon sok gépidét fogyaszté probléma az
éles fliggvény z' szintd metszetét meghatdrozni, f8ként ha sok operandusz
van, folytonos kozelités sziikséges és az operatorfiggvény bonyolult. Ezért
kiilonboz8 szerzék [Jain 1976), [Mizumoto & Tdnaka 1976], [Baas & Kwaker-
nak 1977], [Dubois & Prade 1980] egyszeriisitett moédszereket vezettek be,
amelyek mind a kiterjesztési elven alapulnak.
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1. abra Grafikus példa fuzzy Gsszeadasra|

az ¢les operator
fuggvénye

L~ =ath
z'-szintii
metszete

2.3 Fuzzy aritmetikai médszerek

A mddszereket a fuzzy operanduszok diszkrét vagy folytonos jellege alapjan
két nagy csoportra oszthatjuk. A folytonos fuzzy szamokat kezeld médszer
az a-szinthalmazokon alapul. Egy fuzzy halmaz a-szinthalmaza:

M = {[m, upr(m)] | m € Uns, upa(m) > a} . (2.5)

Egyszeriisitésként, csak két operandusz esetével foglalkozunk. Folytonos es-
etben az operanduszok legyenek:

M ={[mupu(m)] {meUn} és N={nun(n)]|neUy} (26)

ahol
My =[mi,my] és Ny =[ng, ny) (2.7)

a-szinthalmazal M-nek és N-nek
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A diszkrét fuzzy szamokat a maxmin konvoliciés mddszer kezeli. Diszkrét
operanduszokként az el6z8 részben leirt A és B fuzzy szamokat hasznaljuk.

2.3.1 Osszeadds
Folytonos eset:

Mo (+) No = [mq + ny,ma + ng) VYa €[0,1] . (2.8)
Diszkrét eset:

Au’A(+)B(Z): max V[uA(xﬂi)n”B(zbj)] i=1:"'1ny i=1,...,m,
3

2=Tqit+Tp
(2.9)
ahol N a minimum operdtor. Az osszeadas tulajdonsdgai: kommutativ, asszo-
clativ, a neutralis érték 0.

2.3.2 Kivonds
Folytonos eset:

My (=) No = [m1 —ng,me+m]  Vael0,1]. (2.10)
Diszkrét eset:

pa-yp(z) = _max [pa(za)Nup(ey)] i=1,...n j=1,...,m,

j

(2.11)
2.3.3 Szorzas
Folytonos eset:
My (X)Ng =[m1 xny,me xng]  Vag€[0,1]. (2.12)

Diszkrél eset: ha az eredmény fuzzy halmaz ’jobb 1dbandl’ tartunk, vagyis
z> 2 | pax)s(2') =1, akkor
ﬂA(x)B(Z): m?'x _[MA(xai)m/‘B(mbj)] i=l,...,n, j:]-)-":ma
28 TaiXThj
(2.13)
ha az eredmény ’bal 1dbandl’ tartunk, vagyis 2 < 2’ | pa(x)B(#') = 1, akkor
#A(x)B(Z): WL $ [ﬂA(xai)mliB(zbj)] i=1,...,n, j=1,...,m,

22TaiXThj
(2.14)
A szorzas jellemz6i: kommutativ, asszociativ, a neutralis érték 1, disztributiv
az Osszeaddssal és a kivondssal.
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2.3.4 Osztas

Folytonos eset:
Mo (/) No = [mi/ng,ma/ni] Ve €[0,1]. (2.15)

Diszkrétl eset: ha az eredmény fuzzy halmaz ’jobb labandl’ tartunk, vagyis
2>z | payp(2') =1, akkor

vay(z) = <rna;(z (Ba(za) Npplay)] i=1,...,n, j=1,....m,
Z5Tar by
(2.16)
ha az eredmény ’bal 14bandl’ tartunk, vagyis z < 2’ | ta(B(z') =1, akkor

payB(z) = e (wa(za) Nupley;)] i=1,...,n, j=1,...,m,
(2.17)

2.3.5 Specidlis fuzzy szdmok aritmetikdja

Néhany szerz6 [Kaufmann & Gupta 1985], [Laarhoven & Pedrycz 1983] spe-
cidlis fuzzy szamokat alkalmazott, hogy jelentds mértékben leegyszeriisitse és
felgyorsitsa a fuzzy aritmetikai miveleteket (lasd 2. dbra).

2. abra Specialis fuzzy szamok

k(%) triangularis  p(X) trapezoidalis
A A
A 4

0 a2 B ¢ X0 a b <©¢ o¢>¥

Itt csak a trapezoidalis fuzzy szdmok aritmetikajat részletezzitk. Az
érdeklédék konnyen visszavezethetik ezt trianguléris fuzzy szdmok esetére.
A trapezoidalis operandusok legyenek:

M= (al,bl,cl,dl) és N = ((lz,bz,CZ,dz) (218)
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Osszeadds:
M ()N = (a1 +az, by + by, e + ¢a,d1 + do) (2.19)

Kwonds:
A)\'](—)N:(al—dg.bl—CQ‘Cl—bg,dl—az) (220)

Szorzds:
ha M >0 és N > 0 akkor

M (x)N = (a1 X az,b1 X by, e x ¢3,d} x dy) (2.21)
ha M > 0és N < 0 akkor

M (x)N = (a1 x dg, by X ca,¢1 X by, dy X an) (2.22)
ha M < 0és N < 0 akkor

M (x)N =(dy x dy,e1 X ca,b1 X by, a1 X as) (2.23)

Oszids:
ha M >0 és N > 0 akkor

M (/)N = (a1/da, b1/ca,c1/b3,d1/az) (2.24)

ha M < 0 és N > 0 akkor

M (/)N = (di/da,c1/c2,b1/bg,a1/as) (2.25)
ha M < 0 és N < 0 akkor

M (/)N = (di/as, c1/by,b1/c2,a1/dy) (2.26)

2.4 Az eddigi fuzzy aritmetikai médszerek értékeldse

A fuzzy aritmetiké,nak tlianguléris és trapezoidalis fuzzy szé,mok hasznalata
fuzzy rendszerek esetén is eléfordulhat, hogy az eredmeny fuzzy halmaz tag-
sagfiiggvénye igen Osszetett formdjd, ami ezekkel az egyszeriisitett aritmetikai
modszerekkel nem dolgozhatd fel tovdbb.

A folytonos, a-szinthalmazokhoz kapcsolédé mddszer a tagsagfiiggvény
Jjoval finomabb felbontdsat teszi lehetdvé, de feltételezi, hogy mind az operan-
duszok, mind az eredmény fuzzy halmaz egycsicsu tagsigfiiggvénnyel ren-
delkemk a ‘bal 1db’ nem szigoriian monoton nd, a ’jobb ldb’ nem szigorian
monoton csokken. Igy komplex fuzzy rendszerek (pl. heurisztikus MAUF)
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[Esthatiou & Rajkovic 1979] eredményei szintén nem dolgozhaték fel toviabb
velik. Barmilyen torekvés viszont, amely az eredmény fuzzy halmaz csticssza-
manak csokkentését célozza (pl. minimum-Gsszeg kompozicié alkalmazdsa)
igen kemény informéciévesztéssel jar. A diszkrét fuzzy szamokat kezel§ max-
min konvohicié alkalmazdsdnak hatrényait egy ’csindld-magad’ példaval szem-
léltethetjiik. Prébaljunk meg ésszeszorozni két diszkrét fuzzy szdmot a kiter-
Jesztési alapelv kozvetlen alkalmazdsaval:

HacoB(x) = _max [ua(ze)Npp(esy)]  i=1..,m j=1,..,m.

Z=Ta:1XThy
(2.27)
A helyzet dgy modellezheté a legjobban, ha kiilonbézé hosszisdgl szogeket
verunk egy asztal lapjdba, amelyek A és B diszkrét fuzzy szdmok Descartes
szorzatat szimbolizdljak (ldsd 3. dbra). Ezutdn megprébalunk a szogek kozé
cstsztatni egy hiperbolikusan meghajlitott lemezt, amely az éles szorzat
operator z’-szintli metszetét jelképezi.

3. abra Példa
diszkret fuzzy
szamok extenzios

alapelv szerinti
OsSZeSZOrZasara

Lehetséges, hogy a lemez alsd éle egy hosszii szdg tetején landol. De
eléfordulhat olyan szerencsétlen eset is, hogy a lemez lecsiszik az asztalig,
vagy egy rovid szogon landol, holott t6bb hosszii sz6g van a lemez kézvetlen
kozelében. Fz az oka, hogy ’szakadékok’ (lasd 4. abra), vagyis varatlanul
alacsony tagsagfiiggvény értékek jelennek meg az eredmény fuzzy halmazban.
Ha a 2’-szintii metszet csak kevés ’keresstezddést’ érint a Descartes szorzat-
ban, a tagsigfiiggvény érték torzulhat. Ha az operanduszok alaphalmazai
csak kevés diszkrét elemet tartalmaznak, és ezek egymastdl mért tavolsdga
nem konstans, sok ’szakadék’ keletkezik. A jelenség végss soron a diszkrét
alaphalmazok és a folytonos éles operator kozti konfliktusra vezethetd vissza.
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4. abra A 'szakadékok' problémaja

L - maxmin
py(X) a‘szakadék’ kF(X)  konvoluciés
3 { = A ,lépc s0

Iz Nz /
‘ballaba' | "hal 1aba' l [,-’

A maxmin konvolhiciés médszer meglehetésen primitiv médon oldja meg a
'szakadékok’ problémajat. Feltételezi, hogy csak egycsicsi tagsagfiggvények
vannak, ahol a ’bal 14b’ nem szigoriian monoton nd, a ’jobb lib’ nem szigorian
monoton csokken. Ezen a médon a szakadékok betomhetdk (ldsd 4. dbra) és
furcsa ’lepcsok’ keletkeznek az eredmény fuzzy halmaz tagsagfuggvenyeben
fgy a maxmin konvolici6 a diszkrét fuzzy szamok kezelésének egy igen durva
megkozelitése, rdaddsul csak egycsiicst fuzzy halmazok kezelésére alkalmas.
A kovetkezd részben egy 1ij megkozelitést vezetiink be, ami mas médszerrel
oldja meg a ’szakadékok’ problémajat.

3. Szakaszonként linearis, tobb csicsid tagsagfiiggvény-
nyel rendelkez6 fuzzy szamok aritmetikéja

Ha bonyolult fuzzy rendszerek output fuzzy szdmaival szeretnénk miveleteket
végezni, akkor lehetSvé kell tenni olyan t6bb csicsii tagsagfiiggvények haszna-
latat, ahol az egyes csticsok tagsagi értéke egynél kisebb is lehet. Alapveté fel-
tételezésiink, hogy szakaszonként linedris tagsagfiiggvények segitségével bar-
milyen profil elfogadhaté pontosséggal leirhaté.

3.1 Fuzzy szidm koncepcié

Legyen A egy specidlis fuzzy szdm, amely tetszGleges szdmi toréspontbdl
(alaphalmaz érték — tagsagfiiggvény parok) és a szomszédos toréspontokat
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Osszekotd linedris szakaszokbdl 4ll (1dsd 5. abra):

A= {[alnu/\(al)] | 1= 1!"'1”) u; € UA} U{(a,u) l
p=Buala;) + (1= PBpalaipr) a= Pa; + (1 — Baiy1,
Buel0,ll,eeRi=1,...,n—1}

ap < dp <az <...<an

aiy+1 — a; nem konstans 1 = 1,...,n — 1 esetén.

ahol:
U, - az alaphalmaz univerzuma
a; - az t-edik toréspont alaphalmaz értéke
tala;) - az i-edik toréspont tagsagfliggvény értéke
n - a toréspontok szama

43

A toréspontok alaphalmaz értékei szigorian novekvé sorrendben helyez-
kednek el. A szomszédos toréspontok kozt eltérd tévolsig lehet. fgy a
tagsdgfuggvény szakaszonként differencidlhaté (nem tartalmazhat fiiggéleges
szakaszokat). A szakaszonként linedris tagsigfliggvény alkalmazdsa lehet6vé
teszi a diszkrét és a folytonos megkozelités kombindlasat. Lassuk, hogyan

végezhetink aritmetikai miveleteket ilyen fuzzy szamokon.

5. abra Szakaszonkent linearis tagsagfiiggvény
toréspont: ( aj, 2 laj) )

| M 4 —

B,.A.(ajl

0 a, a3n4 ag  ag

3.2 A ’maxmin szkenelés’ fuzzy aritmetikai mdédszere

A médszert itt csak két operandusz esetén mutatjuk be. Tbb operandusz
hasznélataval a kovetkezd részben foglalkozunk majd. ElsSként, tegyiik fel,
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hogy A (lasd 3.1) és B operanduszok szakaszonként linearis tagsagfliggvénnyel
rendelkeznek:

B={[b,us(b;)]1i=1,...,m, b € Up}U{(b,p) |
p= Bup(b;) + (1 — B)up(bj+1),b = Bb; + (1 — B)bj+1, (3.4)
/BHU‘ € [011])b€ R!J e 1)"'1m— 1}
Az éles operator legyen:
z = f(a,b) . (3.5)
A célunk az, hogy meghatarozzuk az eredmény fuzzy szam szakaszonként
linearis tagsagfiiggvényét.
Z:{(Z,NZ(Z)) IZE[Zl,Z,-], 21,2y EUZ} (36)
Az operanduszok Descartes szorzata:
C ={l(a,b), uc(a,b)] | a € [a1, an], b € [b1, brm], @)
uc(a,b) = minf[ua(a), up(b)]} .

Masodik 1épésben megprobalunk szakaszonként linedris profilokat kivagni A
és B Descartes szorzatabdl (lasd 6. abra). A szkenelt P profilokat 4 lehetséges
irdnyban definialjuk:

1. b tengellyel parhuzamosan:

P, = {[a,-,bj,uc(a.-,bj)] li=k,j=1,....m k€ {1,2,...,n}}U
{(a,b, 1) | 1= Buc(ai, bj) + (1 — Buc(ai, bj+1), a = fa; + (1 — Ba;,

b:ﬂb] +(1_ﬂ)b]+1) ﬂ,ﬂe [0)1]lz= k!J: l’lm_ 1}
(3.8)
2. a tengellyel parhuzamosan:

en = {[a,;,bj,;tc(ai,bj)]|i:1,...,n,j=k', k€{1,2,...,m}}U
{(a,b, 1) | u = Buc(ai, b;) + (1 — Buc(ai+1, b;), a = Pa; + (1 — fait1,

(3.9)
3. Diagonalis 1:

Pk:{[ai,bj,uc(ai,bj)]|i+j=k'€Z,i=1,...,n,j:1,...,m}U
{(a,b, 1) | u = Buc(ai, b;) + (1 — B)pc(aiv, bj-1), a = fai + (1 — flai4,

b:ﬁb]+(1—ﬂ)6]_1,ﬂ,u€[0,1],z+1:Ic,z:l,,n—1,3:2,,m}
(3.10)
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4. Diagonalis 2:

Pr = {[ai, b5, pc(ai, b)) | =i+ k,i=1,...,n,j=1,...,m, k €Z}U
{(a,b,1) | 1 = Buc(ai, b5) + (1 — B)uc (ais1, bj+1),
a=fa;+(1—Paiys, b= b + (1 - Bbj41, B, 1 €[0,1],
j=itki=1,..,n-1,j=1,....m-1}

(3.11)

Egy szkenelt profil a Descartes szorzat szomszédos ’oszlopait’ (az operan-
duszok térésponti alaphalmaz értékeinek parositasai folotti tagsagfiiggvény
értékek) tartalmazza toréspontokként, valamint a szomszédos toréspontokat
osszekotd linedris szakaszokat. (A 6. dbrdn diagonalis 1 tipusd szkenelést

lathatunk az @ < 0, b > 0 és b < 0, @ > 0 szektorokban, valamint diagonalis
2 tipusu szkenelést az a > 0,5 >0ésa<0,b<0 szektorokban.)

6. abra Szkenelt profilok A és B fuzzy szamok
Cartesian szorzataban z= a x b éles operatornal

A szkenelési irdny kivélasztisa alapvetd fontosségn a médszer pontossaga
szempontjabdl. Elméletileg a szkenelés idealis irdnya barmely (a;,b;) pont
esetén az éles operdtorfiiggvény adott pontbeli gradiensvektora. fgy a szke-
nelés mindig a fiiggvény z-szintvonalaira merdlegesen futhat. A késébbiekben
azonban sz6 lesz réla, hogy a szkenelésnek ajanlatos a Descartes szorzat ten-
gelyiranyban vagy atlésan kdzvetleniil szomszédos oszlopai mentén halad-
nia, mert tavolabb es8 oszlopok Osszekdtése jelentds torzitast okozhat. Az
egyszeril operdtorfiiggvények (Gsszeadas, kivonds, szorzds, osatds) szkenelésé-
re a fentebb definidlt négy irdny megfeleld pontossigii kozelitést ad (a 6. dbra
szkenelési irdnyai OsszevethetSk a szorzat fliggvény sajatossagaival).

A mésodik lépésben minden P, szkenelt profilt leképeziink Z eredmény
fuzzy halmaz (z,mz(2)) terébe. A leképezett profilokat P{-val jeldljiik. A
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szkenelt profilok torési pontjai konnyen leképezhetdk z = f(a,b) éles opera-
torfliiggvény segitségével:

Pkdiscr. = {[as, b, uc(ai, b;)] | a € [a1,a,], b € [b1,bm]} —
discr.
P = {f(az, by), pe(ai, b))

A probléma a szkenelt profilok linedris szakaszainak leképezésével van. Nemli-
nedris operdtorfliggvény esetén a leképezett szakaszok elvesztik linearitasukat.
Ezt figyelmen kiviil hagyva, a leképezett profil toréspontjai kozt is lineris sza-
kaszokat definidlunk. A leképezett profilok a kovetkez8képppen definialhaték
(diagonalis 2 tipusu szkenelés esetén):

(3.12)

PI; = {[f(ai;bj),ﬂc(ai;bj)] I]: i+ki=1...,n3j= 1,...,m}U
{(z,0) | = Buc(ai, b)) + (1= Buc(ait, bj 1),
z = ﬂf(aij b]) + (1 . ﬂ)f(ai-}—l 3 bj-l-l):ﬁ) H (S [01 ]-]1
j=itki=1,..,n-1,j=1,...,m—1)}
(3.13)
Analitikus értelemben, a fenti 1épés helytelen. De vegyiik tekintetbe, hogy a
toréspontok szdménak novekedésével a hiba egyre kisebb lesz. Késébb latni
fogjuk, hogy a toréspontok szama tobb fuzzy aritmetikai mivelet elvégzése
folyamdn novekvd tendenciat mutat. A hiba csdkkentése végett csak szom-
szédos Descartes szorzat oszlopok kozt haladd szkenelést engedtiink meg.

A harmadik lépésben meghatdrozzuk Z eredmény fuzzy szam tagsagfiigg-
vényét, mint a leképezett profilok unidjat:

Z =A{lz,nz(2)] | nz(2) = Up P'k, z € U, }eqno(3.14)

A gyakorlatban célszer(ibb mindig az utoljara leképezett profil uniéjat venni
az osszes eddigi leképezett profil unidjival. Igy két, szakaszonként linedris
profil unidjanak meghatsrozasara vezethetjiik vissza a problémat. Egy alkal-
mas algoritmussal paronként Ssszehasonlithatjuk a két profil linearis szaka-
szait, megkeresve azokat a lokalis maximumokat és metszéspontokat, amelyek
az unid fuzzy halmaz profiljat alkotjak. A szakaszmetszéspontok 1 1j toréspon-
tokként jelennek meg az eredményben. Hogy van-e két linedris szakasznak
metszéspontja, azt a kovetkezokeppen allapithatjuk meg:

Legyenek (211, tz(211)) 6s (212, 1tz(212)) az egyik szakasz végpontjai.

Legyenek (221, 1z(221)) és (229, pz(292)) a mésik szakasz végpontjai.

_ 221 — za0] X [mz(212) — pz(222)] + [222 — 210] X [uz(221) = pz(229)]

 [uz(z21) = pnz(222)] X [211 — 212) — [291 — 229] X [ez(z11) — pzlz12))]
(3.15)
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s [211 - 212] X [NZ(Zzz) s #2(212)] + [le - 222] X [IJZ(Zn) - ,UZ(le)]
[z (211) — pz(212)] X [221 — 220] — [211 — 212] X [z (221) — uZ(Zzz)] )
3.16
Ha [pz(221) — #z(222)] X [211 — 212] — [221 — 222] X [pz(211) — pz(z12)] # 0 és
v,6 € [0, 1], a metszéspont létezik, a kovetkezd koordindtakkal:

[vz11 + (1 = v)z12],  [ypz(z01) + (1 — 7)pz(212)] - (3.17)

3.3 A maxmin szkenelés mdédszerének értékelése

A maxmin szkenelés fuzzy aritmetikai médszer legnagyobb elénye, hogy jobb
kozelitését adja a kiterjesztési alapelv szerinti elméleti eredménynek, mint a
maxmin konvolicid, mert itt nincsenek konvohiciés "lépesSk’ (14sd a szdmpél-
dét aldbb). Ezenkiviil lehet8ség nyilik osszetett formaju, tobb cstcsi tagsdg-
fliggvények kezelésére, mig a maxmin konvolicid egycsicsii tagsagfiiggvénye-
ket feltételez. A szakaszonként linearis tagsigfiggvény hasznalata megengedi
a diszkrét és a folytonos megkozelités kombinaldsat (a toréspontokat diszkrét
elemekként is értelmezhetjiik), mig a maxmin konvolicié kizardlag diszkrét
modszer.

A legnagyobb hatrany, hogy nemlinearis operatorfiiggvény esetén az ered-
mény fuzzy halmaz nem pontos, csak kozelitése az elméleti eredménynek.
Réaddsul, a maxmin szkenelés tobb operatoros kiterjesztése igen kevéssé ha-
tékony. k darab operanduszt feltételezve, a Descartes szorzat IRF+! tér, igy
a szkenelendd profilok szama rendkivil gyors iitemben né az operanduszok
szamanak novekedtével. fgy célszerlibb az operanduszokon paronként miive-
leteket végezni. A maxmin szkenelésnek joval magasabb a szdmitdsi igénye,
mint a maxmin konvolicidnak (bar ez utébbi csak diszkrét esetek kezelésé-
re alkalmas). Ezért nem ajanljuk hasznilatat olyan terilleteken, ahol fuzzy
szamok triangularis vagy trapezoidalis tagsagfiiggvények alkalmazdsival is
j6l kezelhetSk. Ennél bonyolultabb esetben lehetdség van a triangularis-tra-
pezoidalis és a szakaszonként linedris tagsagfiggvények kombinalt hasznala-
tara. Trapezoiddlis és trianguliris modulok barmiféle metszetét és unidjat
konnyedén atkonvertdlhatjuk szakaszonként linearis tagsagfliggvénnyé. El-
lenvetésként felhozhaté, hogy a konverzid forditott irdnyban nem mifkédik,
ha olyan fuzzy halmazok is vannak, ahol egyes csiicsok tagsagfiiggvény értéke
nem éri el az egyet. A maxmin szkenelés eredményei azonban mér néhany
mivelet elvégzése utan is ersen a trapezoidilis forma felé tendalnak, még
akkor is, ha az operanduszok tobb csicstak voltak. A jelenség lgy érthetd
meg a legjobban, ha a Descartes szorzatot egy "hegyvidéknek’ tekintjiik, amit
kiilonbozé iranyokbdl megszemlélink. A megfigyelési pozicié valtoztatdsaval
a volgyek konnyen eltinhetnek a csicsok kozott. Tovabbi érdekes problémat
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jelent, hogy néhény miivelet elvégzése utan az eredmény fuzzy halmaz to-
réspontjainak szdma gyors novekedésnek indul. Egy miiveletben a Descartes
szorzatbél maximdlisan n x m darab toréspont johet létre, ehhez jarulnak
hozz4 a leképezett profilok uniéja soran szakaszmetszéspontként jelentkezd
toréspontok. Egyrészt, ez a jelenség természetes, hiszen az eredménynek tar-
talmaznia kell majdnem minden informaciét, amit az operanduszok tartal-
maztak. Masrészt, a jelenség karos, mert feltorndssza a miveletek szamitési
igényét. Igy valamilyen médon redukalnunk kell az eredmény fuzzy szadm
téréspontjainak szamat. A redukcié alapelve, hogy minimalizéljuk a tagsag-
fiiggvény integraljdban bekovetkezd viltozdst, amit egyes torési pontok eltiin-
tetése jelent (lasd 7. dbra). Eldszor ast a torési pontot tiintetjiik el, amely
a legkisebb teriiletdl haromszoget alkotja jobb és bal oldali szomszédjival.
Mindaddig folytatjuk a toréspontok eltiintetését, amig a kumuldlt terileti
valtozas meg nem haladja az eredeti integral egy bizonyos szazalékat. Azonos
teriiletl hdromszogek estén el8szor a 'volgy’ haromszoghoz tartozd toréspon-
tot tiintetjiik el, mert a maxmin szkenelés eredménye altalaban alulrél kozeliti
a kiterjesztési alapelv szerinti elméleti eredményt.

7. abra Az eredmeny fuzzy szam redukcidja

F,.A,{ a)|

|
a]  apdy

.
Amriié E [}bm[‘u - ) -Bylam - o) +&ylay 'iml]! 2

1. Szdmpélda: A mazmin konvolicid és a mazmin szkenelés osszehasonlitdsa

Tételezziik fel, hogy két, szakaszonként linearis tagsagfiggvénnyel rendelkezd
fuzzy szamot akarunk Osszeszorozni (csak a toréspontokat soroltuk fel):

A=1{(0,0),(1,0.5),(2,1),(3,0.75), (4,0.5), (5,0.25), (6, 0)} ,
B = {(0,0),(1,0.25),(2,0.5),(3,0.75), (4,1), (5,0.5), (6,0)} ;
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a1 =0,ay=1,a3=2,a4=3,a5 =4,a6 = 5,a7 =6,
b1 =0,bp=1,b3=2,b4,=3,b5 =4,bs=5,b: =6 .

Mindkét operandusz tagsigfiiggvényének burkolégorbéje triangularis (lasd
8. abra). Igy a trianguldris aritmetika (lasd 2.21) eredményével torténd Sssze-
hasonlitas révén ellendrizhetjilk az eredményeket. Mivel z = a x b fiiggvény
mindkét elsérendii parcialis derivaltja nemnegativ barmely (a;, b;) elem felett
az a > 0, b > 0 szektorban, igy diagonalis 2 iranyu szkenelést vélasztunk. A
szkenelt profilok a kovetkezdk (csak a toréspontokat soroltuk fel):

{[(a7) bl)) 0]};

{[(as’ bl)v 0]1 [(a7, bz)’ 0]};

{[(a5> bl)v O], [(as, bZ)) 0'25]: [(a7’ b3): 0]}

stb.

A kovetkezd lépésben minden szkenelt profilt leképeziink a (z, pz(z))
térbe (lasd 8. 4bra), és a leképezett profilok unidjat vessziik. Az uniéhdl
két 1) torési pont keletkezik (korokkel jelélve pontok helyett az dbrdn).

8. abra Numerikus példa g g)crat Descartes szorzat

|'
' “1“2"‘3"‘1“5“8“7
A z{Z] lekepezett prnﬁluk a Descartes szorzathol

|é$iss oY -y 1si6|e o 2455

,mz[z]tnangu]ms, konvolucms és szkeneles1 ered-
Ly . _ ] me-

L,

I30EC t56 2 ke fuo'




50 Pauler Gabor

A trianguldris, konvoliciés és szkenelési eredményeket osszehasonlitva
kitdnik, hogy a maxmin szkenelés eredménye csak egy kozelités a trian-
guléris eredményhez képest. De sokkal jobb eredményt ad, mint a konvohicid,
elkeriilve a 'lépcsBket’ (lasd sotét oszlopok), amelyek a maxmin konvolicié
diszkrét eredményében megjelennek.
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FUZZY ARITHMETIC WITH 'SHARPLESS’ SETS

In this paper, we overview and evaluate the existing fuzzy arithmetic methods
at first. Then we introduce a developed approach to make arithmetic operations
on fuzzy numbers defining sectionwise linear membership functions and maxmin
scanning technique which avoidssome failures of the maxmin convolution method.

Key words: fuzzy numbers, fuzzy arithmetics, extension principle, maxmin convo-
lution, sectionwise linear membership, maxmin scanning.



