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KOCKAZAT ELUTASITAS TOBBFORRASU KOCKAZAT
ESETEBEN!

VARGA JOZSEF
PTE Kozgazdasagtudomdnyi Kar

A kockdzat elutasité dontéshozé birmely két flggetlen kockdzatos eszkdzt
nemkivanatosnak tekint. Fontos elméleti és gyakorlati szempontbdl is az a
kérdés, hogy ha a kockézat elutasité déntéshozé mér rendelkezik egy kockéza-
tos eszkozzel, akkor mddositja-e a portfélidjat egy mdsik szintén kockdzatos
eszkOzzel? Ha a vélasz tagadd, akkor a dontéshozd megfelel kockdzat el-
utasitasi attitliddel rendelkezik. A dolgozatban a megfeleld kockdzat elu-
tasitds elégséges feltételeit dllapitjuk meg a kockdzatot képviseld valdszintiségi
véaltozdk momentumaira és a hasznossigi figgvény magasabb rendii derivélt-
jaira kirdtt feltételekkel. Bemutatunk tovdbbi két példdt a megfeleldséget
nem mutaté hasznossigi fliggvényekre. A megfelelé kockazat elutasitds fontos
gyakorlati kdvetkezményekkel jdr, mivel biztositja példdul, hogy a biztositdasok
és més fedezetl miiveletek irdnti kereslet nem csokken a kockdzati tényezdk
szamanak novekedtével.

1 Bevezetés

Tobbforrasu kockézat az élet szdmos teriiletén eléfordul, azonban csak nagyon
ritkdn taldlkozik a dontéshozé olyan egyedi kockdzatokkal, amelyek tisztdn
elkiilonithet6k egymdstél. Ugyanakkor még a sztochasztikusan fliggetlen
kockézatokkal kapcsolatban is gy vélhetjiik, hogy ha a déntéshozd kénytelen
elviselni egy bizonyos kockédzatot, akkor ez a kockdzatvillalds csdkkenti a haj-
landdsagat egy mésik kockdzat elviselésére.

A kockézat elutasité befektetd nemkivanatosnak tekint minden egyes fiig-
getlen kockdzatos eszkozt. Ha vélasztani kényszerill egy kockdzatos eszkozt,
akkor vajon folytatja-e a befektetési lehet&ségek elemzését egy masik kocka-
zatos eszk0z megvizsgilasaval? Mésképpen fogalmazva, kivanatosnak tekint-
het-e a kockédzat elutasitd befektetd egy kockdzatos szerencsejatékot, ha mdr
rendelkezik egy masik kockdzatos szerencsejatékkal? Ha a fenti kérdésre adott
vélasz nemleges, a dontéshozot, befektetét megfeleld kockdzat elutasitonak
mondjuk. Ezt a fogalmat Pratt és Zeckhauser (1987) vezette be, egy gyengébb
valtozatdnak vizsgdlata pedig Gollier és Pratt (1993) dolgozatéban taldlhatd.
Az &sszes nemkivanatos szerencsejaték par esetére a megfeleld, illetve gyenge
értelemben megfeleld kockdzat elutasitdst mutatd hasznossdgi fiiggvénycsald-
dok leirasa megtaldlhaté Kimball (1993), Gollier és Pratt (1993, 1995) dol-
gozatdban. Ebben a dolgozatban mds szempontbdl vizsgdljuk ezt a kérdést.

1Beérkezett: 2001. jinius 25. E-mail: varga@ktk.pte.hu
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Azok a feltételek, amelyek garantiljdk a megfelelGséget és a gyenge érte-
lemben vett megfeleléséget, nem érvényesek mindegyik nemkivanatos koc-
kdzat parra, ezért a hasznossdgi fliggvényt alkalmazzuk ezek jellemzésére
kockézat elutasitdsi, Svatossagi és mértékletességi egylitthatdk segitségével.

A megfelel kockdzat elutasitdsnak olyan fontos gyakorlati kdvetkezményei
vannak mint példdul az, hogy biztositja, hogy a biztositds irdnti kereslet,
valamint més fedezeti miiveletek kereslete nem csokken a fliggetlen, eldnytelen
kockdzatok szdmanak névekedtével.

Az aldbbi probléma a raciondlis befektetd viselkedésével kapcsolatos és
még nem teljesen tisztdzott kérdésre irdnyitja a figyelmet.

Legyen X és Y két nemkivénatos kockdzatos eszkoz. Tegyiik fel, hogy
a befektetd kivdlasztotta az Y eszkozt. Folytatja-e a befektetési lehetdségek
értékelését a mdsik (X) eszkoz értékelésével? Masként fogalmazva, ha a racio-
nalis befektetd portfélidjadban mér szerepel egy Y kockédzatos, nemkivénatos
eszkoz, akkor médositja-e a befektetését egy masik fuggetlen, nem fair koc-
kézatos eszkdznek a portfdlidjdba vélasztisdval?

Az elsd pillantédsra, csupdn intuiciénkra tdmaszkodva adhaté nemleges
vélaszt két tényezl tdmasztja ald. Az egyik az, hogy a feltételezés szerint X
nem fair, a mdsik pedig, hogy az ugyancsak feltételezett fiiggetlenség nem
vonja maga utdn a portfolié variancidjdnak csOkkenését. Ennek ellenére
szédmos példa azt mutatja, hogy még nagyon egyszerii konkdv hasznossdgi
fiiggvények esetében is adhatd pozitiv vélasz a fenti kérdésre. Ezeket az ese-
teket Pratt és Zeckhauser (1987) vizsgédlta elstként, akik a megfeleldség fo-
galmét bevezették az emlitett paradox eredmények kikiisz&bolésére. Vizsgal-
tak a megfeleléség elégséges feltételeit. Az egyik ilyen feltétel az, hogy az u
hasznosségi fiiggvény legyen analitikus fiiggvény (Pratt és Zeckhauser, 1987),
egy mésik pedig, hogy mind az abszolit kockdzat elutasitds, mind pedig az
abszohit dvatossdg a vagyon csokkend fiiggvénye legyen (Kimball, 1993). Gol-
lier és Pratt (1993) vezeti be a gyenge értelemben vett megfeleldség fogalmat,
amely ugyanazokat a komparativ statikus eredményeket indukélja, mint a
megfeleléség feltételezése.

A kockézat elutasitist gyenge értelemben megfeleldnek mondjuk, ha egy
nemkivanatos kockdzat nem tehetd kivdnatossd egy olyan Y hattér kockdzat
esetében, amelyre E(Y") < 0 teljesill. A gyenge megfelel6ség elégséges feltétele
az abszolit kockdzat elutasitds csdkkend és konvex volta.

A kovetkezékben el8szor rdmutatunk a fentebb emlitett viselkedés nyil-
vanvaldéan paradox voltara, majd intuitiv magyardzatot adunk erre a para-
doxonra. Ennek érdekében felhaszndljuk, hogy az u magasabb rendd de-
rivaltjait a vizsgilt kockdzatok magasabb rendii momentumaihoz rendelt
sulyoknak tekinthetjilk. Megmutatjuk, hogy egy bizonyos momentumban
bekdvetkezd nemkivanatos véltozds (példaul a variancia ndvekedése) ellen-
stilyozhaté egy mésik momentum alkalmas valtozasival (példdul a ferdeség
névekedésével egy évatos befektetd esetében).

Olyan, a hasznosségi fliggvénnyel kapcsolatos enyhébb feltételeket dllapi-
tunk meg, amelyek biztositjdk a gyenge megfelelséget a kockdzat elutasitdsi,
Svatossdgi és mértékletességi mértékek segitségével.
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A kovetkezd szakaszban Osszefoglaljuk a targyaldshoz sziikséges fogal-
makat, Osszefliggéseket, majd magyardzatot adunk a paradox viselkedésre.
Ezutédn a gyenge megfelelség elégséges feltételeird] szélunk, majd példakkal
fejezziik be az elemzést.

2 Fogalmak

Tekintsiink egy viarhaté hasznossig maximalizalé dontéshozdt az u Neumann-
Morgenstern tipusi hasznossagi fuggvénnyel. A kovetkezbkben feltessziik,
hogy a szdba jovO valdszinlség-eloszlasok n-ed rendig véges momentumokkal
rendelkeznek (n > 1). A hasznosségi fliggvények halmazat korldtozzuk azokra,
a fliggvényekre, amelyek biztositjdk a varhatd hasznossig 1étezését. Ezt a
feltételt teljesitik példdul azok az akdrhdnyszor differencidlhaté u fliggvények,
amelyekhez létezik olyan k negativ egész szam, hogy
: 2 kanu
minden n esetében fenndll.
Ertelmeziink az elemzésben eléforduld néhdny fogalmat.

1. Definicié. Az X kockdzatos eszkéz (kockdzat) nemkivinatos az w hasz
nossagi flgguénnyel jellemzett befektetd szamdra a véletlentdl fliggé W hdt-
térvagyon mellett, ha

Eu(W + X) <E(W) .

Tekintsiink most olyan valdszintiségi valtozdkat, amelyek rendelkeznek az
u fiiggvénnyel kapcsolatos néhdny tulajdonsiggal. Definidljuk a ¥; szerinti
megfeleldség fogalmat.

2. Definicié. Az u Neumann-Morgenstern tipusi fiiggvény &; (i = 1,2,3)
szerint megfelelé a w pontban, ha semmilyen nemkivdnatos kockdzat sem
tehetd kivdnatossd valamely Y fiiggetlen kockdzat bevezetésével adott w hattér-
vagyon mellett. Jelekben:

EBu(w+ X +Y) <Eu(w+Y), hacsak Eu(w+ X) <u(w)

Y eX(w,u), (1)

ahol
Si(w,u) ={Y  Ed(w+Y) >u'(w)}

Solw,u) ={Y : Bu(w+Y) < ulw)}
Ya(w,u) ={Y:E(Y)<0}.
A 3 szerinti megfeleléséget Kimball (1993) standard kockdzat elutasitds-

nok nevezte, a Yg szerinti a Pratt-Zeckhauser (1987) féle megfeleld kockdzat
elutasitds, mig a X3 szerinti a Gollier-Pratt (1993) féle gyenge értelemben
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vett megfeleld kockdzat elutasitds. Megmutathatd, hogy a standard megfelels
kockézat elutasitds magdban foglalja a megfelelé kockazat elutasitdst, a meg-
felelS kockazat elutasitds pedig a gyenge értelemben vett megfeleld kockszat
elutasitést.

3 A lokdlis viselkedés intuitiv magyarazata

Vegylik az (1) dsszefliggésbeli varhatd hasznossdg kifejezésekben az u hasz-
nossagi figgvény Taylor-sordt. Ekkor a kdvetkezdt kapjuk:

Eu(w+ X +Y) = u(w) + o/ (w)EX +Y) -+ “”( BX +Y)2 +

4 “";(!“J) E(X+Y®+.. .40 (E(X + Y) )

Eu(w+Y) = u(w) + ' (w)E(Y) + #E(}ﬂ) +

u/u(w) (3)

+ E(Y®) +...+0(BY™)

3!
Eu(w + X) = u(w) + v’ (w)E(X) + 2(' )E(XQ)
ulll (’UJ) (4)

+ E(X?) +...+o(E(X™) .

3!

Abban az esetben, amikor X és Y sztochasztikusan fiiggetlenek, amikor

tehdt barmely g és h Borel fliggvény esetében a g(X) és h(Y') valdsziniiségi

véltozdk is fiiggetlenek?, a w pontbeli, ¥; szerinti megfelel§ kockdzat elu-
tasitds ekvivalens a kdvetkezdvel:

u' (W)B(X) + i ) [E(X?) + 2E(X)E(Y)] +

ol
+ 2250 [5(x7) 1 SB(C)E(Y) + SBCOB(YY)] +
U(Z:(w) [E(X*) + 4E(X*)E(Y) + 6E(X?)E(Y?) + 4E(X)E(Y?)] +... <0
! (5)

feltéve, hogy

/I/ ('LU)

u’(w)E(X)+ME(X2) )

T ——E(X*+...<0 é Y eZi(wu). (6)

A (2), (3) és (4) dsszefiiggések az ul® (w) derivaltak jelentését vildgitjak meg.
Ezek a derivaltak a vizsgdlt valdsziniiségi valtozé i-edik momentuménak a
fontossdgat mutatjdk a dontéshozd szempontjabdl. Az u(i)(w) pozitivitasa a
dontéshozd preferencidjat (elutasttdsdt) mutatja az i-edik momentum pozi-
tivitdsdval (negativitdsdval) kapcsolatban.

2Bzért példaul két fiiggetlen valészintiségl valtozd dsszegének harmadik momentumas:
E(X +Y)® = E(X3) + SE(X?Y) 4 3E(XY?) + E(Y?) = E(X®) 4+ 3E(X2)E(Y) +
SE(Y2)E(X) + E(Y3)



Kockdzat elutasitds tobbforrdsi kockdzat esetében 131

Ez pedig a ,,nem megfelelden” donté befektetd paradoxikus viselkedésének
intuitiv magyardzatat szolgsltatja. Az (5) valamelyik tagjdban bekovetkezd
véltozds ellenstlyozhaté egy mésik tagjdnak megfelels valtozasdval. Példaul
egy biintetd jellegli véltozds az E(X + Y)? misodik momentumban kompen-
zélhaté az E(X +Y)3 harmadik momentumbeli kedvezd irdny1 véltozésival.
Maésképpen kifejezve egy kedvezdtlen ndvekedés a variancidban kiegyensi-
lyozhaté a ferdeségben bekdvetkezé kedvezé valtozassal. fgy példdul pozitiv
harmadik derivélt esetében a dontéshozd a pozitiv ferdeségii valdsziniiségi
véltozot részesiti eldnyben, vagyis olyan szerencsejatékot méltdnyol, amely-
ben nagy osszeget kis valdszinliséggel mig kis Osszeget nagy valdsziniiséggel
veszit. Ilyen esetben a ferdeségben mutatkozd novekedés természetes fedezetet
jelent a jelentos veszteségekkel szemben.

A kovetkezbkben megvizsgdljuk ennek az allitdsnak az analitikus aldté-
masztdsat. Az (5) feltétel ekvivalens az aldbbival:

u’ (w uw(w u®(w
u' (w)B(X) + %E(XQ) + %E(X% + %E(X‘l) +...<
ulll(w)

— {u”(w)E(X)E(Y) + [E(X?*)E(Y) + E(X)E(Y?)] +

2!

w® (w)
4

[AE(X3)E(Y) + 6E(X*)E(Y?) + 4E(X)E(Y®)] +.. } ,

ahol az egyenlStlenség bal oldaldn 4116 kifejezés negativ értékil és egyenls az
Eu(w+ X) — u(w) kifejezéssel. Ennek felhaszngldsaval a kovetkezdt kapjuk:
Eu(w+ X) —u(w) <
ul// (w)
2!

[E(X?)E(Y) + E(X)E(Y?)] +

— {u”(w)E(X)E(Y) + 7

4

[AE(X*)E(Y) + 6E(X?)E(Y?) + 4E(X)E(Y®)] + .. } :

Ez az eredmény azt mutatja, hogy a megfeleléséget biztositja az X kockdzat
elegendSen nem kedvelt volta, vagyis, ha az Eu(w + X) — u(w) killénbség
nem nagyobb egy a hasznossdgi fliggvény magasabb rend(l derivéltjai és a
momentumok dltal meghatdrozott korlatndl.

Az is leolvashaté a (7) feltételré], hogy a megfelel6ség az aldbbi két médon
biztosithaté:

(1) az u derivéltjai relativ értékeire vonatkozo feltételek eléirdsdval,

(i) az u deriviltjainak rogzitése utdn a valdszinliségi valtozék momentu-
maira vonatkozé eldirdsokkal.

Az els6ként emlitett feltételekkel az irodalomjegyzékben taldlhaté dolgozatok
foglalkoznak, itt a masodikként emlitett esetet elemezzik. A tovébbiakban
szigordan novekedd és konkav hasznossagi fiiggvényeket vizsgalunk.
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4 A gyenge értelemben lokalis megfeleloség
feltételei

Tegylik fel, hogy E(Y) < 0. A formulérdl kozvetleniil leolvashatd, hogy (7)
mind negativ, mind pedig pozitiv varhaté értékii X esetében teljestilhet.

Elsd eset. Legyen E(X) > 0. A gyenge értelemben lokdlis megfeleldség
elégséges feltételét ekkor (7) jobb oldaldnak pozitivitdsa adja, vagyis
O (w)

3!

E(X) {u”(w)E(Y) + @E(W)} +E(Y) [ME(XQ) o E(X%)| +

2
u® (w)
41
Az elégségesség feltételel més alakban a kovetkezOk:

E(Y
<2579

[6E(X*)E(Y?) +E(X)E(Y?®)] <0.

AE(X?) > 3E(X?)
u™ (w) [BE(X?)E(Y?) + 2E(X)E(Y?)] <0,

ahol p = —u""/u” a Kimball (1990, 1993) &ltal bevezetett dn. dJvatossdgi
egyiitthatd, A = —ul® /u""" pedig a mértékletességi egyiitthaté (1d. Eeckhoudt
és Schlesinger (1991), Gollier és Pratt (1993, 1995)).

Midsodik eset. Legyen most E(X) < 0. Ebben az esetben az elégségesség
feltétele (7) jobb oldaldnak pozitiv volta, vagyis

E(X) <0
i > 0
u [2E(XH)E(Y) + 3E(X)E(Y?) + 2E(X)E(Y?®)] <0,

Az utolsé egyenlbtlenség teljesiilése ul® eléjelétd] figg. Ha ul® < 0 és u
analitikus fiiggvény, akkor a gyenge érelemben vett megfelelség biztositott
(1d. Gollier-Pratt, 1993), abban az esetben pedig, ha uw® > 0, a kitiizdtt cél
az X és/vagy Y momentumaira vonatkoz6 kikGtésekkel érhetd el, példaul a
kévetkezé médon:

u® >0
_ 2 2y _ 3
B(X%) > 3E(X )E()Q’E)(Y>2E(X)E(Y ) .

Ezek az eredmények tehdt azt mutatjék, hogy amennyiben az (¥ (w) derivél-
takat a dontéshozé vagyondt jelenté valdszinlségi valtozé momentumainak
fontossdgat kifejezd silyoknak tekintjik, akkor a megfelelé kockédzat elutasi-
tés biztosithatd az X és Y momentumaira kir6tt alkalmas feltételekkel.
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A kovetkezékben olyan hasznossigi fliggvényeket vizsgdlunk, amelyek nem
megfeleld kockdzat elutasitdst tulajdonsagot mutaté dontéshozot jellemeznek.
Az els6 példaban nem-differencidlhatd hasznosségi fliggvény szerepel.

1. Példa. Legyen a befektet hasznossagi fliggvénye

| w, ha w < 20;
u{w) = w/2+10, ha w > 20,

és tekintsik az

—4, p=1/2
S { +5, p=1/2
kockézatos eszkozt. Ekkor a w = 21 hattérvagyon mellett Eu(21 + X) = 20,
és mivel u(21) = 20.5, az u hasznossigi fliggvénnyel jellemzett befektetd
szadmara X nemkivdnatos kockdzatos eszkoz. Legyen

Y - =10, p=1/2
+10, p=1/2

az X-t0l fliggetlen kockazatos eszkdz. Ekkor ugyancsak a w = 21 héttérvagyon
mellett Eu(21 +Y) = 18.25 és Eu(21 + X +Y) = 18.625, tehdt az X
nemkivénatos eszkdz kivanatossd valik a befektetd széméra, ha az Y fiiggetlen
és ugyancsak kockézatos eszkdz is szerepel a portfélidjdban. Ennek az ir-
racionalis viselkedésnek a magyardzatat a kovetkezd szamitdsi eredmények
sugalljdk.

E(X)=0.5; E(Y) =0; E(X+Y)=05;
E(X?%) =20.5; E(Y?) =100 E(X +Y)?2=120.5;
E(X®) =305; E(Y3)=0; E(X +Y)3=1805;
E(X*) =440.5; E(Y*) =10000; E(X +Y)*=22740.5.

Tehdt X bevezetése kedvezOtlen névekedést eredményez a médsodik momen-
tumban, ha azonban dvatos a dontéshozd, akkor ez kiegyenlithetd a harmadik
momentum novelésével. Megjegyezziik, hogy a vizsgélt esetben

E(X +7Y)? > E(X3) +E(Y?).

A fenti példdban szerepl6 hasznossigi fiiggvény mésodik és anndl magasabb
rendll derivéltjai azonosan zérussal egyenléek, ezért a (7) feltétel teljesiilése
nem ellendrizhetd. A kovetkez& példaban olyan hasznossigi fliggvényt vé-
lasztunk, amelyre ellenérizheté a megfeleld kockdzat elutasitds feltétele.

2. Példa. Tegyliik fel, hogy a befektetd hasznossigi figgvénye kozelithetd a
v(w) = w® — 255w?% 4 15652w

harmadfokd polinommal. Legyen a héttérvagyon ismét w = 21, X pedig
ugyanaz a kockazatos eszkdz, mint az el6z6 példdban. Ekkor Ev(21 + X) =
224725 és v(w) = 225498. Az X eszkoz tehdt nemkivénatos a v hasznossigi
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fuggvénnyel jellemzett befektetd szdméra. Mivel pedig a (7) feltétel nem
teljesiil, a megfelelé kockdzat elutasitds sem all fenn. A (7) feltétel ugyanis
séril, ha az

,U/II(21)
2

egyenlStlenség fenndll. Egyszert szdmoldssal ellenérizhetd, hogy a fenti egyen-
16tlenség teljesiil, vagyis a v hasznossagi fliggvénnyel jellemzett befektetd
nem rendelkezik megfelelé kockdzat elutasitd attitiddel. Megjegyezziik még,
hogy a v'" pozitivitdsa esetén a dontéshozdé a nagyobb ferdeségl valdsziniiségi
valtozdval jellemzett vagyont részesiti elényben,

A maésodik példa azt is mutatja, hogy nem a hasznossdgi fliggvény dif-
ferencidlhatésdgdnak hidnya az oka a dontéshozé nem megfeleld kockazat
elutasitd attitiidjének.

Ev(21 + X) — v(21) > —v"(21)E(X)E(Y) — E(X)E(Y?)

5 A nem megfelel6 kockazat elutasitas és a
dontési gyakorlat

A biztositdsi kereslet vizsgdlata irdnyitotta a figyelmet a tobbforrdsu kockazat
jelenlétében tevékenykedd kockdzat elutasitéd dontéshozé viselkedésére.

Ha egy kockdzat kikiiszobdlésére biztositdst kot a dontéshozé (vagyis sem-
legesiti az Y héttérkockazatot), akkor ez Gszténozheti egy ) X kockdzat
elfogaddsdra. Fzért 4j opcids és hatdridés piacok megnyitdsa serkentheti a
versenyhelyzetben levé piacok aktivitdsat. Ez nyilvdnvaléan nem teljesiil, ha
a befektetSk nem megfeleld kockdzat elutasitd attitiiddel rendelkeznek. Ha,
ugyanis a befektetd vagyona a véletlentdl fiiggd W + Y, akkor hajlandé elfo-
gadni, mig ha az indulé vagyona a nem véletlentdl fliggd w, akkor inkabb
visszautasitja az Uj X kockazatot.

A dolgozatban csak a fiiggetlen kockdzatok esetét vizsgdltuk. A (2)
Osszeflggésbdl leolvashatd, hogy a megfeleldség feltételei tartalmazzak a w+
X + Y véletlen Osszeg Osszes momentumaét, ezért nyilvanvald, hogy a kor-
reldcids egytitthaté nem megfeleld eszkoz a megfeleld kockazat elutasitas
feltételeinek meghatdrozdsara abban az esetben, amikor a kockdzatok nem
feltétleniil fuggetlenek, mert a korreldcids egyltthatd csak az X és Y kozotti
fiiggdségi strukturdnak a w+X+Y Osszeg variancidjira gyakorolt hatasat mu-
tatja. Alkalmas [liggdségl mértékek meghatdrozdsa és beillesztése a kockdzati
attitud vizsgdlataba tovabbi vizsgalatokat igényel.
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RISK AVERSION UNDER PRESENCE OF MULTIPLE SOURCES OF RISK

Sufficient conditions to guarantee properness and weak properness properties in the
case of independent risks are discussed in this paper. Proper risk aversion should
have important consequences in applications. For example, properness guarantees
that the demand in insurance and in other forms of hedging does not decrease as the
number of independent unfavourable risks increase. Examples of utility functions
violating the properness property are also reported.



