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ALTALANOSITOTT MONOTONITAS MIKROOKONOMIAI
MODELLEKBEN!

KOMLOSI SANDOR,
PTE Kézgazdasdgtudomdnyi Kar

Az 3ltaldnositott monotonitéds ,karrierje” 1990-ben a Karamardian-Schaible
cikk megjelenésével kezdéddtt. Ebben a cikkben a szerzék tobbvaltozds dif-
ferencidlhaté fliggvények dltalénositott konvexitdsi tulajdonségait vizsgaltik
és megmutattik, hogy ezek a tulajdonsdgok a szébanforgé figgvények gra-
diensének bizonyos éltaldnositott monotinitasi tulajdonsgaival ekvivalensek.
Ez a tanulmény arra hivja fel a figyelmet, hogy az dltaldnositott monotonitds,
mint természetes médon j6 tulajdonsdg, mar reflektorfénybe keriilése elStt is
szdmos kézgazdasdgi munkdban, mikrodkonémiai modellben megjelent.

1 Bevezetés

Az altaldnositott monotonitds ,karrierje” 1990-ben a Karamardian-Schaible
cikk [16] megjelenésével kezd8dstt. Ebben a cikkben a szerz8k differencidlhaté
tobbvéltozds fiiggvények éltaldnositott konvexitdsi tulajdonsdgait vizsgaltak
és megmutattdk, hogy ezek a tulajdonsdgok a szébanforgé fiiggvények gra-
diensének bizonyos altalanositott monotonitdsi tulajdonsdgaival ekvivalensek.

A pszeudomonotonitds fogalmdt S. Karamardidn vezette be egy 1976-
ban megjelent cikkében [15]. Ennek a tulajdonsdgnak a haszndlhatésdgara
mér kordbban is rdjottek. Reinhard John hivta fel a figyelmet arra (ldsd
[11]), hogy Wald Abmhém, hires egzisztencia bizonyitdsdban, ezt a tulaj-
donségot feltételezve tudta a Walras-féle egyensiilyi modell megoldhatdsdgat
bizonyitani [27]. Ugyancsak R. John mutatott rd arra, hogy Samuelsonnak ,,a
kinyilvénitott preferencia gyenge axiémaja” nem mds, mint a szigori pszeu-
domonotonitds megkovetelése [12].

A kvézimonotonitds fogalmat 1983-ban vezette be A. Hassouni marokkéi
matematikus [9]. Azbta tbb véltozata is az érdeklédés kézéppontidba keriilt,
Az egyik legfigyelemreméltébb véltozatat a valédi kvézimonotonitdst Dani-
ilidis és Hadjisavvas vezették be [4]. Keresleti rel4cidk, illetve keresleti leké-
pezések racionalizdldsdban jétszott szerepére ugyancsak R. John mutatott rd
elészor [12, 14].

1.1 Jelolések

X,Y atovabbiakban lok4lisan konvex Hausdorff-féle topologikus vektorteret
jelolnek.

1 Beédrkezett: 2001. junius 25. FE-mail: komlosi@ktk.pte hu
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R a valds szdmok halmazdt, R, (R_) pedig a nemnegativ (nempozitiv)
valds szamok halmazat jeldli.

L{X,Y) az X-en értelmezett és Y-ba képezs folytonos linedris operdtorok
terét jeldli.

X* = L(X,R) az X topologikus dudljat jeloli, vagyis az X-en értelmezett
folytonos linedris funkciondlok terét.

Az (z*,z), z* € X* és z € X bilinedris forma jelentése: (z*,z) = z*(x).
Ha F C X* és z € X, akkor (F,z) jelentése a kovetkezd:

(Fyz) ={({f,z): feF}.

Annak ellenére, hogy kozgazdasdgi alkalmazdsokban X, Y rendszerint vé-
ges dimenzids euklideszi terek, én mégis —ahol lehet— az altaldnossdgnak
ezt a szintjét tekintem. Aki nem szivesen kalandozik a véges dimenziébdl
végtelenbe, az nyugodtan gondolja azt, hogy X = ", amikor is X* = R"
és az (z*,z) bilinedris forma pedig az z,z* n-dimenziés vektorok skaldris
szorzata.

1.2 Kvazimonotonitas és pszeudomonotonitas

Ebben a részben —pusztin a rend kedvéért— két klasszikus eredményt sze-
retnék felidézni [16].

1. Definicié. Az f(z) flggvényt az A konver halmazon kvézikonvexnek
mondjuk, ha bdrmely z,y € A és barmely 0 < X <1 esetén

fl@) < fly) = fOz+ (1= Ny) < fly) . (1)

Az F : A - X*, A C X leképezést az A halmazon kvizimonotonnak
nevezzik, ha bdrmely x,y € A esetén

(F(z),y —a) > 0= (Fy),z —y) <0. (2)

2. Definicié. Az f(z) figgvényt az A konver halmazon pszeudokonvexnek
mondjuk, ha bdrmely z,y € A esetén

f@) < fly) = (Vf(y),z —y) <0. (3)

Az F: A - X*, A C X leképezést az A halmazon pszeudomonotonnak
nevezzik, ha barmely x,y € A esetén

(F(e)y —z) 2 0= (F(y),z —y) <0. (4)

Az F: A— X*, AC X leképezést az A halmazon szigoriian pszeudomono-
tonnak nevezzik, ha bdrmely ©,y € A,z # y esetén

(F(z),y —z) 2 0= (F(y),z —y) <0. (5)
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A kovetkezd alaptétel teremt kapcsolatot az ltaldnosftott monotonités
és az altaldnositott konvexitds kozott. Legyen f : A — R differencialhaté
figgvény, ahol A C X konvex halmaz. Jelolje Vf : A — X* az f fiiggvény
gradiensét,

1. Tétel. [16] Legyen az f : A — R fiiggvény differencidlhaté az A C X
konvex halmazon. Ekkor igazak o kovetkezd dllitdsok.

(i) Az f figguény akkor és csak akkor kvdzikonvez A-n, ha a V[ leképezés
kvdzimonoton A-n.

(i) Az f figguény akkor és csak akkor pszeudokonvez A-n, ha a Vf leké-
pezés pszeudomonoton A-n.

1.3 Pszeudomonotonitds és a komplementaritdsi fela-
dat

A pszeudomonotonitds fogalmét Karamardidn a kovetkezd feladat megold-
hatdsdga szempontjdbdl taldlta célszeriinek. Legyen adott egy K C X konvex
kip és egy F': K — X* leképezés. Jelolje K+ a K kip (pozitiv) poldrisat:

Kt ={z* € X*: (z*,2) > 0 minden = € K-ra} .
Az F és K éltal meghatdrozott komplementaritdsi feladat a kévetkezd:

keressiink olyan a € K elemet, melyre F(a) € K+ és (F(a),a) = 0. Mds
széval: oldjuk meg a kévetkezd CP(F, K) feladatot

reK, F(z)eK*t, (F(z),z)=0. (6)
A kovetkezd tételt, X = R™ esetén, Karamardian bizonyitotta be [15)].
Hilbert térre Cottle és Yao terjesztette ki [1].

2. Tétel. Legyen a K kip zdrt és konvez, legyen tovdbbd int (K) # 0 és KN
(=K) = 0. Legyen az F : K — R™ leképezés folytonos és pszeudomonoton.
Ha F(K) N int (KT) # 0, akkor a CP(F, K) feladatnak van megolddsa.

2 Altaldnositott monotonitds és egyensulyi
modellek

A komplementaritdsi feladatnal dltaldnosabbak a varidciés egyenlGtlenségek.
Legyen adott egy F': A — X* A C X leképezés. Stampacchia-féle varidcios
egyenlStlenségnek a kivetkezd feladatot szoktdk nevezni [19):

SVI(F,A): Keressink olyan a € A elemet, hogy minden = € A esetén
(F(a),z—a) >0.

Nem nehéz beldtni, hogy amennyiben az A halmaz konvex kip, akkor az
SVI(F, A) feladat egybeesik a CP(F, A) komplementaritési feladattal.
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Dualis feladatnak, vagy Minty-féle varidcids egyenlStlenségnek a kovetkezd
feladatot nevezzik [7, 19, 13}:

MVI(F,A): Keressink olyan a € A elemet, hogy minden z € A esetén
(F(z),a—x) <0.

Mindkét feladattipust dltaldnositani lehet arra az esetre, amikor F': X —
L(X,Y). Ekkor vektor-varidcids egyenlStlenségekrdl beszéliink. Vegyiik észre,
hogy az Y = Resetben L(X, R) = X*, tehét specidlis esetként a nem vektoros
eset adédik. A vektor varidcids egyenl6tlenségeknek bdséges irodalma van
(14sd pl. a [2,19,20] cikkeket és a benniik taldlhaté hivatkozdsokat), de ezt az
esetet ennek a dolgozatnak a keretében nem térgyalom. Kozgazdasigi alka-
Imaz4isok szempontjabél nagyobb érdeklédésre tarthatnak szdmot a varidcids
egyenltlenségek halmazértékil véltozatai [25).

Legyen adott egy halmazérték F': A — 2X°, A C X leképezés. Ebben az
esetben mind az (SV TI)-nek, mind pedig az (M V I)-nek tGbbféle dltaldnositésa
is lehetséges. A kovetkezd feladatot az (SVI) erés véltozatdnak szokés te-
kinteni.

(mv-eSVI): Keressink olyan a € A elemet, amelyhez létezik olyan a* c
F(a), hogy minden z € A esetén

(a*,z—a) >0. (7)

A (7) feltételnek eleget tevd a € A elemet az F leképezés A folott vett
erds eqyensulyi pontjdnak nevezzik. Szokds az ilyen pontot Stampacchia-féle
erds egyensilyi pontnak is nevezni. Jelolje eS(F, A) az Osszes erds egyensilyi
pont halmazdt. A kovetkezd valtozatot tekintik sokan az (SVI) természetes
altaldnositasanak.

(mv-SVI): Keressiink olyan a € A elemet, hogy minden x € A-hoz taldlhato
olyan a* € F(a), hogy
(a*,z—a) > 0. (8)
A (8) feltételnek eleget tevd a € A elemet az F' leképezés A folott vett egyen-
stilyi pontjdnak nevezzik. Szokds az ilyen pontot Stampacchia-féle egyensily:
pontnak is nevezni. Jelblje S(F, A) az egyensilyi pontok halmazit.
Egy lehetséges dudlis feladat a kovetkez:

(mv-MVI): Keresstink olyan a € A elemet, hogy minden x € A és minden
z* € F(z) esetén
(z*,a—1z) <0. (9)
Az (9) feltételnek eleget tevd a € A elemet az F' leképezés A {6l6tt vett stabil
egyensilyi pontjidnak nevezziik. Szokds az ilyen pontot Minty-féle egyensiilyi
pontnak is nevezni. Jeldlje M(F, A) a stabil egyensiilyi pontok halmazat.
Legutébbi feladatunkat gyengithetjiik a kdvetkezoképpen:

(mv-gyMVI): Keressink olyan a € A elemet, hogy minden z € A-hoz
létezik olyan z* € F(x), hogy

(z*,a—z) <0. (10)
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A (10) feltételnek eleget tevd a € A elemet az F leképezés A folétt vett
gyengén stabil egyensilyi pontjanak (Minty-féle gyenge egyensilyi pontjdnak)
nevezzik. Jeldlje gyM(F, A) a gyengén stabil egyensilyi pontok halmazat.

Mind a négy feladattipust altaldnositani lehet arra az esetre, amikor
F: X — 2LXY) Ekkor halmazértéki vektor varidcids egyenlStlenségekrol
beszéliink. Vegyiik észre, hogy az ¥ = R esetben L(X,R) = X*, tehst
specidlis esetként a nem vektoros halmazértékl eset adddik. A halmazértéki
vektor varicids egyenl6tlenségeknek is béséges irodalma van (ldsd pl. a [20,
21] cikkeket és a benniik taldlhaté hivatkozdsokat), de ezt az esetet sem
targyalom ennek a dolgozatnak a keretében.

Amennyiben az F(z) halmaz minden z-re egyetlen elembél 4ll, akkor visz-
szakapjuk az egyértékii esetet, és ekkor —nyilvdnvalé médon— az (mv-eSVI)
és (mv-SVI) feladatok egybeesnek az (SVI) feladattal, illetve az (muv-gyM VI)
és (mv-MVI) feladatok egybeesnek az (MVI) feladattal. Az nyilvédnvald a
definiciékbdl, hogy

eS(F,A)CS(F,A) é  M(F,A) CgyM(F,A). (11)

A definiciékbdl a Minty-féle egyensilyi pontok és a Stampacchia-féle egyen-
silyi pontok halmazai kdzétt semmiféle kapcsolat nem kévetkezik.

Az egyensily elmélet egyik alapvetd kérdése, hogy az F leképezésnek
mikor van erés egyenstilyi, egyenstilyi, gyengén stabil, illetve stabil egyensilyi
pontja A folott. Ezekre a kérdésekre 4ltaldban igen nehéz vélaszt adni.
Egyensulyi, illetve stabil egyenstilyi pontok létezésére vonatkozé vizsgalatok
azonban szép eredményeket hoztak. Ezekben a vizsgalatokban fontos szerepet
kapnak a kovetkez6 halmazértékii leképezések:

Sp(z) ={y € A: Iy* € F(y), hogy (y*,2—y) >0},
Mp(z) ={y€ A:Vz* € F(z), (z",y —z) <0} .

Nem nehéz beldtni, hogy

€A
M(F, A) = (] Mp(=) . (13)
€A

Egyensilyi pontok létezése tehdt ckvivalens a
ﬂ Sp(z)#0  és ﬂ Mp(z) #0
T€A €A

feltételekkel.
Az Sp(z) halmazérték{ fiiggvénynek van egy fontos tulajdonséga: minden
T1,T2,...,T € A esetén

conv {1‘1,1‘2, e ,xk} C SF(l'l) U SF(.’L‘Q) U...uJ SF(.'E/C) . (14)



116 Komlosi Sandor

Ezt a tulajdonsdgot —mely a nevezetes Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz
tételben alapvett szerepet jatszik— KK M-tulajdonsdignak, azokat a hal-
mazértékii leképezéseket pedig, melyek rendelkeznek a K K M-tulajdonsdggal,
KK M-leképezéseknek nevezzik.

3. Tétel. Az Sr(x) leképezés KK M -leképezés.

Bizonyitas. Indirekt médon okoskodve tegyiik fel, hogy létezik olyan z €
conv {z1,Z9,...,2k}, hogy z ¢ Sp(z;),t = 1,2,...,k. Ez azt jelenti, hogy
minden z* € F(z)-re és z;-re

(z*,2; —2) <0.

Legyen z = Ajzy + Aowa + ... + Apzi. Az egyenl6tlenség mindkét oldaldt
Ai-vel szorozva (A; > 0), majd i-re sszegezve (3 ;A = 1), a kovetkezd
ellentmondas adédik:

(z*,2—2) <0.
d

Ez a tétel azért érdekes, mert a Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz-féle
fixpont tételt dltaldnosité Ky Fan Lemma éppen a K K M-leképezésekre vo-
natkozik [18, 23].

A Ky Fan Lemma. Legyen A részhalmaza az X Hausdorff topologikus
vektortérnek. Legyen T : A — 2% egy kompakt halmazértéki figguény, vagyis
legyen. minden x € A esetén a T(z) C X halmaz zdrt és legyen legaldbb egy
olyan xg, hogy T'(xo) rdaddsul még kompakt is. Ha T' K K M -leképezés, akkor

ﬂT(m)#@.

z€EA

Mivel
S(F,A) = () Sk(=)

zCA

igy az S(F,A) # 0 feltételhez elegendd, hogy az Sp : A — 2% leképezés
kompakt legyen. Mivel Sp(z) C A, ezért az ember ezek utdn azt hihetné,
hogy kompakt A halmaz esetén az F : A — 2% halmazértékii leképezésrsl
mar csak valamilyen alkalmas médon értelmezett folytonossigot kell feltenni,
amely biztositja az Sp(z) halmazok zdrtsdgdt, és mar keziinkben is van egy
tétel egyensilyi pont 1étezésérdl. A helyzet valéban ilyen szép, ha X véges
dimenzids, F' : A — X*, A C X pedig folytonos egyértékii leképezés [17].
Végtelen dimenziéban sajnos nem ismert olyan folytonossigi fogalom, amely
garantdlnd az Sp(z), * € A halmazok zirtsdgdt. Alkalmasan értelmezett
folytonossdggal azonban egy 1épéssel el6rébb juthatunk.
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3. Definicid. Legyenek X és Y topologikus terek és tekintsiink eqgy F : X —
2Y halmazértéki leképezést.

(i) F-et az a € X helyen feliilrél félig folytonosnak nevezzik, ha bdrmely
olyan V C 'Y nyitott halmazhoz, melyre T'(a) C V teljesiil, taldlhato
olyan U C X nyitott kérnyezete a-nak, hogy valahdnyszor xz € U, mind-
annyiszor T(z) CV teljesiil.

(i) Legyen X topologikus vektortér, Y = X* és legyen A C X konvex
halmaz. F-et A-n radidlisan vetitve feliilré] £lig folytonosnaknevezziik,
ha barmely a,b € A esetén a ®qp(t) = (Fla+t(b—a)),b—a), t € [0,1]
halmazértékd leképezés jobbrdl feliilrdl félig folytonos t = 0-ban.

Ha az F': A — 2X7 A C X leképezés rendelkezik ezzel a specidlis folyto-
nossagi tulajdonsdggal, akkor F-nek A f6létt vett minden stabil egyensulyi
pontja egyuttal egyensilyi pontja is.

4. Tétel. Haaz F: A — 2X" | A C X leképezés radidlisan vetitve feliilrél
félig folytonos a konver A halmazon, akkor

M(F, A) C S(F, A) . (15)

Bizonyitas. Indirekt médon okoskodva tegyiik fel, hogy a € A stabil
egyensilyi pontja F-nek A f5l6tt, de nem egyenstilyi pontja. Ekkor van olyan
z € A pont, hogy

(a",z—a) <0 minden a* € F(a) esetén .

Mivel a @, ,(t) = (F(a +t(z — a)),z — a) ,t € [0, 1] leképezés jobbrdl feliilrsl
félig folytonos t = O-ban és $,(0) = (F(a),r —a) C intR_, ezért ,ele-
gendden kicsi” pozitiv t-vel a 2 = a + t(z — a) pontra

)
@op(t) = (F(2),z —a) C int R_

teljesul. Mivel z —a =t(x —a), ezért (F(2),z—a) C intR_, ami (9) szerint
ellentmond az a € M(F, A) feltevésnek. O

Az F'leképezésrél tehdt egy sajatos radislis félig folytonosségot feltételezve
az S(F, A) # ) problémét —végsé soron— 4t lehet jdtszani az

M(F, A) = (| Mp(z) #0

€A

probléméra. Sajnos az Mp(z) halmazértékil leképezés azonban altaliban
nem KK M-leképezés. Viszont minden esetben zdrt és konvex. Ha az (muv-
MVT) feladatot konvex kompakt A halmazon tekintjiik, akkor Minty egyensu-
lyl megoldds létezéséhez elegendd az, ha az My (z) leképezés K K M-leképezés.
Hogy ez a feltétel a kvdzimonotonitdssal van kapcsolathan, az az elmilt évek
egyik szép felismerése. Ez a felismerés a kvdzimonotonitdsnak egy varidnsdra,
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a valédi (proper) kvézimonotonitdsra hivta fel a figyelmet [4]. A célszerliség
kedvéért halmazértékii leképezésekre t&bh altaldnositott monotonitési fogal-
mat is bemutatunk.

4. Definicié. A halmazértéki F: A — 2X°, A C X leképezést

(i) kvazimonotonnak nevezziik, ha bdrmely x1,x0 € A és xf € F(xy),
x5 € F(xs) esetén igaz a kivetkezd implikdcid

(z}, 20 —z1) >0 = (z3,21—ax2) <0, (16)

(ii) wvalédian kvézimonotonnak nevezzik, ha minden x1,z9,...,2, € A és
z € conv {x1,T2,...,Tk} esetén létezik olyan j € {1,2,...,k}, hogy
minden x§ € F(z;)-re

(z},z—z;) <0. (17)

(iii) pszeudomonotonnak nevezzik, ha bdrmely x1,z9 € A és x} € F(x1),

zy € F(z2) esetén igaz a kivetkezd implikdcio

(7,00 — 1) 20 = (3,21 —z2) <0, (18)

A definicidk kozvetlen kdvetkezménye, hogy pszeudomonoton leképezés
szitkségképpen valddian kvdzimonoton, mig egy valddian kvazimonoton leké-
pezés szitkségképpen kvizimonoton. (Legyen z = (z1 + w2)/2.) Megmutat-
hatd, hogy a forditott kapcesolatok azonban altalaban nem érvényesek.

5. Tétel. [4] A halmazértéki F : A — 2%, A C X leképezés akkor és csak
akkor valddian kvdzimonoton, ha az Mp : A — 2%, A C X leképezés KKM
leképezés.

Ebbél és a 4. Tételbdl azonnal adddik a kdvetkezd egzisztencia tétel:

6. Tétel. Legyen A C X kompakt konvex halmaz, legyen tovdbbd F' valédian
kvdzimonoton A-n. Ekkor F-nek A folott létezik stabil (Minty-féle) egyensilyi
pontja. Ha rdaddsul F' radidlisan vetitve felilrdl félig folytonos A-n, akkor
manden stabil egyensilyi pont egyittal egyensilyi pont is.

Ha az F' leképezésté] pszeudomonotonitdst koveteliink (ami erdsebb, mint
a valédi kvdzimonotonitas), akkor az el6zd tétel dllitdsa élesithetd. Igaz
ugyanis a kovetkezé tétel.

7. Tétel. Legyen az F: A — 2X° A C X leképezés pszeudomonoton az A
konvex halmazon. Ekkor

S(F,A) C M(F,A).
Bizonyités. Azt fogjuk megmutatni, hogy minden z € A-ra

Sp(z) C Mp(x) . (19)
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Legyen y € Sp(z). Ez azt jelent, hogy van olyan y* € F(y), hogy
(y*,z—y) > 0.

(18)-bdl az kovetkezik, hogy
(z",y —z) <0

minden z* € F(z) esetén. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy y € Mp(z). D

Megjegyzés. Az, hogy a pszeudomonoton esetben az My halmazértékii
leképezés K K M-leképezés, kézvetlentil is adédik a (19) tartalmazasbél.

8. Tétel. Legyen A C X kompakt konvex halmaz, legyen tovibbd F pszeu-
domonoton A-n. Ekkor F-nek A folott létezik stabil (Minty-féle) egyensilyi
pontja. Ha rdaddsul F' radidlisan vetitve felilrdl félig folytonos A-n, akkor
manden stabil egyensilyi pont egyittal egyensilyi pont is és forditva.

Az A halmaz kompaktsdgénak feltételezése azt a célt szolgalja, hogy a Ky
Fan Lemmét kozvetleniil alkalmazni lehessen. A varidciés egyenlétlenségek
elméletében természetesen a nemkompakt A halmazok esete is fontos. Ilyenkor
a kompaktsdg hidnydt bizonyos koerszivitdsi (coercive) feltételekkel lehet el-
lenstilyozni [3]. Ezekre azonban itt most nem széndékozom kitérni.

3 Altalanositott monotonitis a mikrodkoné-
miaban
3.1 Georgescu-Roegen fogyasztasi elmélete

Gyakori jelenség, hogy hasznosnak bizonyult fogalmakat mér ,,sziiletésiik
el6tt” felfedesték és elnevezés nélkil haszndltdk. Reinhardt John-t6l tudjuk
[14], hogy {gy van ez az dltaldnositott monotonitdssal is. 1936-ban Georgescu-
Roegen fogyasztéi magatartds elméletében ”észrevétleniil” mér hasznidlta a
szigori pszeudomonotonitds tulajdonsdgdt [5).

A fogyasztdselmélet azt vizsgilja, hogy a fogyaszté miként vilaszt a fo-
gyasztdsi javak kotegeibdl. A fogyasztdselmélet olyan fogyasztét feltételez,
aki képes ,,raciondlisan” vilasztani, dontéseit egy (sajit) preferenciarendezés
vezérli. Egy fogyasztasi joszégkoteget (fogyasztdsi kosarat) jeléljon egy @ €
R vektor.

Tekintsiink egy fogyasztét, aki szdméra adott egy fogyasztéi kosdr z € kT
Tegyiik fel, hogy a fogyaszté az adott fogyaszt6i kosar helyett mdsik, y € R?,
fogyasztdi kosir vélasztdsat fontolgatja. Georgescu-Roegen lokdlis preferen-
ciarendezést feltételez, vagyis azt, hogy a fogyaszté szdméra a valaszthatd
joszagkoteg csak egy valddi A részhalmaza R%-nak. Tovabbi feltételezés,
hogy a fogyasztd képes eldénteni, hogy az = € A fogyaszt6i kosirrdl az y €
A fogyasztéi kosarra valé 4ttérés szdméra el6nydsebb, hitrényosabb, vagy
teljesen mindegy. Georgescu-Roegen modelljében ezt a dontési szabélyt egy
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F: A — R leképezés formalizélja a kovetkezd médon: az {z — y} vdltds
preferalt, nem-preferdlt illetve kozombos akkor és csak akkor, ha

(F(z),y—x) >0, <0, illetve =0.

Georgescu-Roegen az © € A jészagkoteget a fogyaszté megelégedettséyr
pontjdnak (point of saturation) vagy egyensilyi joszdgkétegnek nevezi akkor,
ha

(F(z),y—z) <0 minden y€ A esetén .

(Egyik birdlém hivta fel a figyelmemet, hogy a magyar nyelvii szakirodalom-
ban a megelégedettségi pont helyett inkdbb a telitédési pont elnevezés hasz-
nélatos.)

Vegyliik észre, hogy a megelégedettségi pont fogalma mai modern termi-
nolégia szerint nem egyéb, mint az F' leképezés Stampacchia-féle egyensiilyi
pontja A folott.

Természetesen alapvetd kérdés a fogyasztdselméletben a megelégedettségi
pont létezése. A létezés , kikényszeritéséhez” természetesen a preferencidrdl
(Jelen esetben az F' leképezésr6l) valami specidlis tulajdonsdg meglétét is
fel kell tenni. Ez vezette Georgescu-Roegent a kovetkezd posztuldtumhoz
(principle of persisting nonpreference): ha a fogyaszté az € A mellet nem
preferdlja az y € A jészdgkoteget, azaz az y — x véltozds nem preferilt,
vagy kozombos z-ben, akkor a valtozdsnak ez az irdnya y-ban nem preferalt,

formalisan
(Flz),y—z) <0 = (Fly),v—=z)<0. (20)

Ez a posztuldtum valéjdban az F(z) leképezés szigori pszeudomono-
tonitdsat irja el6. Egy késébbi dolgozatdban ezt a posztuldtumot Georgescu-
Roegen a kovetkezd, enyhébb viltozatban haszndlta [6]:

(Fz),y—2) <0 = (Fly)y—=z) <0, (21)

ez pedig F' pszeudomonotonitdsét jelenti.

Georgescu-Roegen —kikeriilve a fixpont tételek hasznélatdt— a variacids
egyenlStlenségek ma mdr jél kidolgozott elméletének alapvetd megédllapitdsai-
hoz is eljutott. Feltételezve az A halmaz konvexitdsdt és kompaktsigat, vala-
mint az F' leképezés folytonossagit, bebizonyitotta egyensiilyl pont létezését,
egyensulyi pont és stabil egyensilyi pont egybeesését és az egyensilyi pontok
halmazanak konvexitdsat.

Megjegyzés. A figyelmes olvasé szemiinkre vetheti, hogy a Georgescu-
Roegen modellben szereplé F(z) leképezéssel kapesolatban helyteleniil hasz-
ndltuk a (szigori) pszeudomonotonitds fogalmat. A (20) és a (21) feltételek
valéjdban a —F(z) leképezés (szigort) pszeudomonotonitdsat jelentik. A
probléma gytkere abban van, hogy az altaldnositott monotonitds az dltaldno-
sitott konvexitdssal van 6sszhangban. Az dltaldnositott konkavitdsi tulajdon-
sagok az antigradiens, vagyis a —V f(x) leképezés dltaldnositott monotonitdsi
tulajdonsagaival jellemezhetSek. Ha tehat dltaldnositott konkavitdst a gradi-
enssel szeretnénk kozvetlenill jellemezni, akkor be kellene vezetniink az ” anti”
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altaldnositott monotonitdsi fogalmakat. Ekkor pl. a (20) tulajdonsdgot anti
pszeudomonotonitdsnak kellene neveznlink. Ez a megkiilonboztetd széhasz-
nélat még nem alakult ki, ezért nem tesziink kiilonbséget se most, se pedig a
kés&bbiek folyamdn az ,,anti” és az ,eredeti” viltozat kozott.

3.2 Fogyasztdi valasztas és keresleti megfeleltetés

A fogyasztél magatartds egzakt leirdsdra tobbféle megkozelités alakult ki.
Szokdsos a fogyasztoi magatartdst (a) preferencia reldciéval, (b) hasznossigi
fiiggvénnyel, illetve (c) keresleti reldciéval, keresleti megfeleltetéssel lefrni.
A fogyasztési elmélet egyik kozponti kérdése a hdrom megkozelités kapcso-
lata [12, 25, 26, 28]. Ismertetésiinkben a fogyasztéi preferencia és az 3ltala
indukalt keresleti megfeleltetés vizsgdlatara szoritkozunk.

Sziikségiink lesz a tovédbbiakban néhdny fogalomra. A figyelembe veendd
Jjoszdgokra nézve nem tesziink semmiféle megkdtést, azaz a teljes R hal-
mazt jészdgtérnek tekintjik. Jeldlje p € int N7 az aktudlis drak vektordt és
tekintsiik egységnyinek a fogyasztd ltal elkolthetd jovedelmet.

5. Definicié. A
K(p)={zeR}:{p,z) <1}, peintR?

halmazértéki figguényt o fogyasztd koltségvetési leképezésének nevezzik.
Amennyiben a fogyasztdi magatartdst az R preferenciareldcid irja le, akkor
azt a D C int NG x N reldcict, amelyre

pDrz <= =z c K(p) és mindeny € K(p) estén zRy ,
keresleti reldcidnak nevezzik. A keresleti reldcié helyett dolgozhatunk a
Dr(p) = {z € R} : pDpz} ,
keresleti hozzarendeléssel,amennyiben minden p € int R esetén Dr(p) # 0.

Megjegyzés. Ha xRy jelentése: x ,,nem rosszabb, mint” y, akkor pDgrz
jelentése: p drszinvonalat feltételezve nincs z-nél jobb vélasztds.

A keresleti reldcié a gyakorlat széméra jobban megragadhatd, kdzvetlen
megfigyeléseket végezhetiink rd vonatkozéan. Természetesen adédik tehdt a
kérdés, hogy a megfigyelt adatokbdl lehet-e rekonstrudlni azt az R reldciét,
amely a Dp keresleti reldciét indukdlja? Hogy ezt a kérdésfeltevést pon-
tositsuk, vezessiik be a kdvetkezd fogalmakat.

6. Definici6.
(i) ADCintRY x R reldciot keresleti reléciénak mondjuk, ha
pDr = (p,z)=1. (22)
(i) A D :intR? — 2% halmazértékd hozzdrendelést keresleti megfelel-

tetésnek nevezzik, ha minden p € int R} esetén D(p) # O és minden
z € D(p)-re (p,z) = 1.
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(il) Azt mondjuk, hogy az R preferenciareldcid racionalizdlja a D keresleti
reldcidt (a D keresleti megfeleltetést), ha D C Dg (D(p) C Dgr(p)),
minden p € int R esetén. Ha D = Dpg, akkor szigori racionalizdldsrol
beszélink.

Megjegyzés. Nem nehéz igazolni, hogy a Dy reldcid csak akkor rendelkezik
a (22) tulajdonsiggal, ha az R reldcid lokdlisan kielégitetlen, ami azt jelenti,
hogy bdrmely z € %7} esetén az x barmely U kornyezetében talalhaté olyan
y € N, amelyre (z,y) ¢ R, verbélisan: ,,z rosszabb, mint 3.

A keresleti relacidkra (megfeleltetésekre) vonatkozd olyan feltevéseket,
amelyek biztositjak racionalizalhatdsdgukat kinyilvdnitott preferencia axio-
maknak szokds nevezni. Az ezekben az axiémékban megfogalmazott tu-
lajdonsdgok interpretdalhatdak ugy is, mint raciondlis fogyasztdi dontésekkel
szemben tamasztott konzisztencia.

Az egyik ilyen nevezetes axiéma Samuelsontdl ered [24], és a kinyilvdnitott
preferencia gyenge aviomdjaként (WARP) szokds emlegetni.

(WARP): Tegyiik fel, hogy a p drrendszer esetén az x joszdgkoteget vilasztom
(zx € Dgr(p)), a q drrendszer esetén az z-t6l kilonbozd y-t wdlasziandm
(y € Dgrlq)), mikozben tudom (felfedem), hogy a p drrendszer mellett —
tisztdn kéltséguetési szempontbdl— az y-t is vdlaszthattam volna ((p,y) <
1= (p,x)). A konzisztens viselkedés —Samuelson szerint— azt jelenti, hogy
ekkor a q drrendszer esetén —koltséguetési szempontbol— nem lehetséges az
w vdlasztdsa ((g,z) > 1 = (q,y)). Ez a ,konzisztens” viselkedés tehdt a
kovetkezbképpen formalizdlhato:

z € Dp(p), y € Dg(q), (py—2) <0 = {q,z—3y)>0. (23)

Sokan tul erésnek taldltdk ezt a fajta konzisztencidt, és a kovetkezdvel
helyettesitették:

z € Dr(p), y € Dr(q), (p,y—2) <0 = {(g,z—y)>0. (24)

Tekintettel a (p,z) = {(q,y) = 1 koltségvetési azonossigra, az el8bbi
feltételek a kovetkezd alakban is felirhatéak:

vy € Dr(q), z € Dr(p), (y,p—q) <0 = (z,q—p)>0, (WARP)

y € Dr(q), = € Dr(p), (y,p—q) <0 = (z,q—p)>0. (ARP)

A (WARP) illetve az (ARP) feltételek —modern szdhasznélattal élve— a
Dr(p) koltségvetési megfeleltetés szigori pszeudomonotonitésdt, illetve kvi-
zimonotonitdsat jelentik. Hogy ezeknek a ,,konzisztencia” kovetelményeknek
a posztuldldsa j6 intuiciéra vallanak, bizonyitja R. John aldbbi tétele.

9. Tétel. [12] Ha az R preferenciareldcid konvez és lokdlisan nem kielégithetd,
akkor a Dg(p) keresleti megfeleltetés kvdzimonoton.

Ennek a tételnek van egy nagyon fontos kovetkezménye.
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Koévetkezmény. Ahhoz, hogy a D(p) keresleti megfeleltetést egy konver és
lokdlisan nem kielégithetd preferencia racionalizdljon, sziikséges, hogy a D(p)
halmazértéki leképezés kvdzimonoton legyen.

Bizonyitas. Feltételezésiink szerint van olyan R konvex és lokdlisan nem
kielégithetd preferencia, hogy D(p) C Dg(p). A 9. Tétel szerint Dg(p)
kvdzimonoton. Egyszerlien beldthatd, hogy a D(p) C Dg(p) tartalmazés
miatt D(p) is kvézimonoton. a

R. John bebizonyitotta, hogy az dllitdsa megfordithaté.

10. Tétel. [12] Ahhoz, hogy a D(p) keresleti megfeleltetést egy konvex és
lokdlisan nem kielégithetd preferencia racionalizdljon, szikséges és elegendd,
hogy a D(p) halmazértéki leképezés kvdzimonoton legyen.

Az el6z6 két tételben azzal a nagyon erds feltételezéssel éltink, hogy min-
den p drvektor esetén Dg(p), illetve D(p) nem iires. Tetszbleges keresleti
reldcid esetén ez a feltétel dltaldban nem teljesiil. Eppen ezért érdekes R. John
kovetkezo tétele, melynek megfogalmazdsahoz értelmezniink kell a D keresleti
reldcié valédi kvézimonotonitdsat.

7. Definicié. 4 D : int R xRN keresleti reldcidt valédian kvdzimonotonnak
nevezzik, ha a G(z) = {p € intR? : (p,z) € D} halmazértékd fiigguény
valddian kvdzimonoton.

Konnyii beldtni, hogy a D : int R7 x N7 keresleti relacié akkor és csak
akkor valédian kvézimonoton, ha nem léteznek olyan (p1, 1), (p2,z2), ...,
(P, zk) € D elemek és A1, Ao, ..., Ay pozitiv valés szémok, melyek Osszege 1,
hogy az z = A1z + Ao + ... + A\yz vektorra minden ¢ = 1,2, ..., k esetén
(ps, z) < 0 teljesiil.

11. Tétel. [12] Ahhoz, hogy a D : int R xR keresleti reldcidt egy konvex és
lokdlisan nem kielégithetd preferencia racionalizdljon, szikséges és elegends,
hogy a D halmazértéki leképezés valddian kvdzimonoton legyen.

R. John azt is megmutatta, hogy ebben a tételben a valédi kvizimonoto-
nitds nem gyengithetd kvizimonotonitdsra.

3.3 Wald Abrahdm egzisztencia bizonyitdsa

Tovabbi érdekes példat taldlhatunk a pszendomonotonitds tulajdonsigdnak
,korai” eléforduldsira Wald Abrahdm nevezetes egzisztencia bizonyitdsdban
[27]. Az egyensiilyi modell, amit Wald megoldott, lényegében a kévetkezd [22,
28]. Keresiink olyan z*,p*,¢* € W} vektorokat, amelyek adott » € int R,
A€ R és F: RT — int R mellett kielégitik az aldbbi feltételrendszert.

p<gA é (¢A—p,z)=0, (25)
Az <r é (q,Az—7r)=0, (26)
p=F(z). (27)

Wald a kovetkez6 feltételekkel dolgozott:
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(W1) Minden j € {1,2,...,n} indezhez taldlhaté olyan i € {1,2,...,m}
index, hogy a;; > 0.

(W2) F folytonos.
(W3) Minden x1,xy € R, z1 # x2 esetén

(Fz1), 20 —21) <0 = (F(xg),z1 —x32) >0.

A (W1) feltétel biztositja, hogy a lehetséges megoldisok L = {z € N7} :
Az < r} halmaza korldtos. L emellett még zdrt is és konvex is. Ezek a j6
tulajdonsdgok garantéljdk, hogy barmely adott p vektor mellett a

és a

p<qA, q=>0

linedris programozasi duélis feladat-pdrnak van z* és ¢* optimalis megoldésa,
melyekkel a (p,¢*,2*) hdrmas kielégiti a (25) és (26) feltételeket, a (27)
feltételt azonban nem sziikségképpen. A (27) feltétel teljesiilését kikény-
szerithetjik azédltal, hogy elészor keresiink egy olyan z* € L vektort, amely
maximalizélja az (F(z*),z) fiiggvényt az L halmazon. Nyilvdnvald, hogy
z* akkor és csak akkor rendelkezik a kivdnt tulajdonsdggal, ha eleget tesz a
kovetkezd feltételnek:

(F(z*),z —z*) <0, minden =z € L-re. (28)

Ez azt jelenti, hogy x* az I leképezés Stampacchia egyensilyl pontja
kell, hogy legyen L folott. Mivel L korldtos és zart konvex halmaz, F' pedig
folytonos, ezért a varidcids egyenlStlenségek elméletébdl ismert, hogy ilyen
z* létezik. Megmutathatd, hogy ha az elé6bb emlitett linedris programozdsi
feladat-part a p* = F(z*) vélasztds mellett oldjuk meg, akkor a kapott (p*,
q*, ©*) hdrmas kielégiti a (25) — (27) feltételrendszert.

Az elmondottak alapjdn nyilvanvald, hogy az F' leképezés szigord pszeu-
domonotonitésit megkdvetelé (W3) tulajdonsig nélkil is igazolhatd az egzisz-
tencia tétel. A (W3) feltétel egyébként nem mds, mint a D(p) = F~1(p)
keresleti fliggvényre kirétt szokdsos konzisztencia: a kinyilvdnitott preferen-
cla gyenge axiémaéja.

Sokaknak okozott fejtérést, hogy mi szitksége volt Waldnak az emlitett
konzisztencia megkovetelésére. Wald bizony{tdsa nem hasznal fixpont tételt,
ehelyett n szerinti indukciéval dolgozik. Az F' leképezés szigori pszeudomono-
tonitdsa ekvivalens azzal, hogy az F' leképezésnek barmely C' C L zért kon-
vex halmazon létezik egyetlen Stampacchia egyensiilyi pontja. Ez az a fontos
tulajdonsiga a szigoru pszeudomonotonitdsnak, melyre Wald Abrahdmnak
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ténylegesen sziiksége volt, és amelyet R. John fedzett fel. Igaz ugyanis a
kovetkezt Martos-tipusil tétel.

12. Tétel. [10] Tekintsik az F : A — R" leképezést, ahol A C R™ konvez
halmaz. Ahhoz, hogy F' szigorian pszeudomonoton legyen A-n, szikséges és
elégséges, hogy barmely kompakt konver C' C A esetén az S(F,C) halmaz
pontosan egy elemi legyen.
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EARLY APPEARANCE OF GENERALIZED MONOTONICITY
IN MICROECONOMICS

Generalized monotonicity is a very useful property of maps figuring in complemen-
tarity problems, variational inequality problems and equilibrium problems. The
"carrier” of these concepts started with the seminal paper of Steven Karamardian
and Siegfried Schaible published in 1990, in which the authors revealed the links be-
tween several generalized convexity properties of smooth functions and generalized
monotonicity properties of their gradient maps. Based on the results obtained by
Reinhard John very recently the paper provides on overlook on the early appearance
of these favourite concepts in Microeconomics.



