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TERMELESI ES KOLTSEGFUGGVENYEK
INTERPOLACIOS KOZELITESE!

BESSENYEI ISTVAN
Janus Pannonius Tudomanyegyetem, Kozgazdasdgtudomdnyi Kar

Ez a dolgozat az ismert, adatigényes statisztikai mddszerekkel kivdnja szembe-
allitani az interpoldcié egyetlen megfigyelésre tdmaszkodd médszerét. A méd-
szer a mikrookondémidban szokdsos vegyes hozadékd, kvdzikonkdv termelési
fliggvény esetén alkalmazhatd, melyhez U alakd hatdr- és atlagkoltséggorbék
tartoznak. Az alkalmazdshoz szitkséges egyetlen megfigyelés a technikai maxi-
mumhoz tartozd kibocsidtds, vdltozd tényezOmennyiség és a véltozd tényezd
egységara. A becslés a kéltsépgorbék relevéns tartomdnydban, az lizembezé-
rdsi pont folott ad jo kozelitést.

1. Bevezetés

A termelési és koltségfliggvények jelentOs szerepe az elméleti és alkalmazott
kozgazdasigtudoményokban kozismert. Elegendd csupdn Kotler [1] és Var-
ian [3] kozismert munkdira utalni. Ismertek azok a statisztikal eljdrdsok
is, melyek segitségével e fuggvények becsilheték. E mddszerek azonban
nagyszdamu megfigyelésre tdmaszkodnak, s ez nem minden esetben 4ll ren-
delkezésre. Elegendé csupdn arra az esetre gondolni, amikor egy beruhdzas
nyomén létrejové lizem rovid tdvi koltséggorbéinek elzetes meghatdrozdsa
a feladat. Mivel a koltséggorbéket ekkor még a termelés megkezdése elott
kell meghatdrozni, a statisztikal becsléshez sziikséges adatdllomany nem 41l
rendelkezésre. Altaldban ismert azonban a létesitendd iizem maximdlis ki-
bocsitisa, az ennek el6dllitdsdhoz sziikséges valtozd tényezb mennyisége és a
valtozo tényez6 egységéira. Ezekre az adatokra tdmaszkodva keressiik a vél-
tozdkoltség-fiiggvény egy interpoldcics kozelitését. A kozelitést két 1épésben
végezziik: el0szdr az egyetlen vdltozo tényezo parcidlis hozadéki figgvényét
koézelitjiik egy harmadfokd polinommal, majd pedig Vords [4] megjegyzése
nyomsén e fliggvény inverzének a véltozo tényezd egységdrdval vett szorzatdt
(ami tulajdonképpen a védltozdkéltség-fliggvény) kozelitjik egy mésik har-
madfokd polinommal.

1Beérkezett: 1997. szeptember 20.
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Jelolje (Q a véllalat kibocsatdsét, K a felhaszndlt tke, L pedig a fel-
hasznalt munka mennyiségét. Foltessziik, hogy K nagysiga rovid tdvon
rogzitett, mig L értéke szabadon véltozhat.? A kibocsétds és tdke-, munkafel-
hasznédlds kozti Osszefuggést fejezi ki Altaldban a ) = F(K,L) termelési
fliggvény, rovid tdvon pedig a @ = f(L) parcidlis hozadéki fiiggvény. Hatdr-
termelékenységen a parcidlis hozadéki fliggvény deriviltjdt értjuk, dtlagter-
melékenységen pedig (J-val vett hdnyadosat. Jeldlje Py, a vdltozé tényezd,
azaz a munka egységdrat, ekkor a parcidlis hozadéki fliggvény inverzének P -
lel vett szorzata a valtozdkoltség-fuggvény. A parcidlis hozadéki fliggvényrol
{oltessziik az aldbbiakat:

1. Véltozd tényezo felhaszndldsa nélkil nincs kibocsatés.,
2. Az els6 egység véltozd tényezd hatdrtermelékenysége zérus.
3. A véltozé tényez0 hatdrtermelékenysége eleinte novekszik, majd cstkken.

4. Egyértelmiien létezik a parcidlis hozadéki fliggvény maximumhelye, a
technikal maximum.

Ha a parcidlis hozadéki fliggvény rugalinassiga egységnyi, az lizem technikai
optimumdrdl beszélink. Jeldlje L, a technikai optimumhoz, L,, a tech-
nikai maximumnhoz tartozé véltozd tényezd-felhaszndldst, Q, pedig a tech-
nikal optimumhoz tartozé kibocsdtdst, mig (J,,, a technikal maximumhoz tar-
tozdt. A technikai optimumhoz VC,, a technikal maximumhoz pedig VC,,,
nagysagl véltozd koltség tartozik. Ismertnek tekintve az L, Q,., és P
nagysdgokat, keressiik a parcidlis hozadéki és véltozdkoltség fliggvények in-
terpolédcids kozelitését.

2. A parcialis hozadéki fiiggvény kozelitése

A parcidlis hozadéki fiiggvényt a Q@ = aL® + bL? 4+ ¢L + d polinommal
kozelitjiik. Az 1. feltétel miatt d = 0, a mdsodik miatt pedig ¢ = 0.
Mivel a technikal maximumban a véltozé tényez6 hatdrtermelékenysége nulla,
0= 3aL2, + 2bL,, teljesiil, amibol

2b

L.,” . 73—04 . (1)

2Természetesen K és L tetszdleges termelési tényezbt jelolhet, akar tényezdk valamiféle
aggregatumat is. Csak azt kell kik6tni, hogy elemzésiink sordn K értéke fix, mig L nagysiga
valtozhat.
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Alkalmazva most az (1) Osszefiiggést a technikal maximumra, a parcidlis
hozadéki fliggvénybe helyettesitve az aldbbi egyenlet adédik:

8b3 4b? 3
Q= —agg + by = ~0.5aL;,
amibé] 5
a= L;" . (2)

e

Visszahelyettesitve az (1) egyenletbe, a b paraméter értékét kapjuk:

Q’le
Lz’

7

b= —1.5aL,, = 3" 3)
Amibdl rogton ldtszik, hogy a < 0 és b > 0, amint az vdrhaté volt.

Az {gy nyert parcidlis hozadéki fliggvény technikai optimumpontjénak
meghatdrozdsahoz abbdl indulunk ki, hogy a keresett pon‘cban a viltozo
tényez0 hatdr- és atlagtermelekenysege megegyezik, azaz 3aL + 2bL, =
aL?+ bL,, amibsl

b
%" (4)

Ismét a parcidlis hozadéki fiiggvénybe helyettesitve a technikai optimumhoz
tartozé kibocsdtdst kapjuk:

b\?* b\? b
Qo=a<_z> +b<_%> 2@ (5)

3. A valtozdkoltség-fiiggvény kozelitése

L,=—

Az interpoldcid alappontja egyrészt a technikali maximum mésrészt a tech-
nikai optimum. Felhaszndljuk tovdbbd, hogy ismert a kozelitendd fiiggvény
derivéltjdnak értéke a technikai optimumban (Hermite-interpoldcid [2]), tehdt
azt az dltaldnosan ismert tényt, mely szerint a technikai optimumhoz tartozé
kibocsdtds eléallitdsa esetén a hatdr- és dtlagvdltozdkoltségek megegyeznek.
Az interpolécié negyedik alappontja az origé, melyen a vdltozdkoltség-figg-
vény definicié szerint keresztilmegy. A figgvényt a kovetkezd polinommal
kézelitjiik: VO(Q) = aQ® + 3Q% + vQ. Mivel a technikai optimumban a
véltozé tényez6 hatdr- és dtlagvdltozdkoltsége megegyezik,

30Q%+28Q0 +7 = aQ?+ 8Q, + 7,
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amibol:
8=-2Q,a. (6)
VC(Q,) = PrL, miatt tovibba az alibbi egyenletet irhatjuk:
aQ} + BQE + Qo = PLLy,
amibél a (6) dsszefiigeést felhaszndlva
PuL,
y= =
adodik. Végil VC(Q,,.) = PLL,, Blhaszndldsdval
aQp, + BQ +vQu = PLy,
amibdl a (6) és (7) dsszeflggést felhaszndlva

Pu (Lo~ $2L.)

Q-m(Qm = Qu)z l

+a? (7

(8)

=

* ~ F(L)
o,
R W

1. dbra A parcidlis hozadéki fligguény
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140 A Va(Q)
Ve,
VC,

0, 0. 0

2. dbra A vdltozokiltség-fiiggvény
VC/o A

MC(©)

267 - AVC(O)

\-.../ 8.44 :Q

8. dbra A hatar- és dtlagkdltség fliggvények

4. Egy konkrét példa a hozadéki és koltségfiiggvények
kozelitésére, az interpoldcié hibdja

Legyen a tervezett lizem maximélis kapacitdsa 10 egység, az ennek elodllitds4-
hoz sziikséges valtozd tényezd mennyisége 6 egység, a vdltozd tényezd egység-
dra pedig 5. A (2) és (3) egyenletek fGlhaszndldsdval a vdltozd tényezd hoza-
déki figgvényére a kovetkezd formula adddik:

Q = —0.0926L3 + 0.8333L2 .

A technikai optimumhoz tartozé véltozo tényezofelhaszndlds a (4) Osszefiggés
szerint: L, = 4.5, az ehhez tartozé kibocsdtdst az imént nyert hozadéki
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fliggvénybe helyettesitve kapjuk: @, = 8.4375. Ezen adatok ismeretében
a véltozékodltség-fliggvény o paramétere a (8) egyenletbdl nyerhets. A (7)
osszefiiggés a v, a (6) a 3 paraméter értékét szolgsltatja. {gy a valtozokoltség-
fliggvény aldbbi kozelité képletéhez jutunk:

VC(Q) = 0.1365Q° - 2.3040Q% + 12.387Q) .

A parcidlis hozadéki fuggvényt az 1. dbra szemlélteti, a vdltozdkoltség-
figgvényt a 2. dbra. A véaltozdkoltség-fliggvény derivdltjdt hatdrkoltség-
figgvénynek, ()-val vett hanyadosdt pedig dtlagvdltozdkoltsée-fiiggvénynek
nevezik. Ezek ldthatdk a 3. dbrdn. Amint az 1. dbrérdl megdllapithato, a
parcidlis hozadéki fliggvény a szokdsos tankonyvi dbrédzoldsnak felel meg, Ezt
a bevezetében felsorolt négy feltétel biztositja. A viltozdkoltsée-fliggvény
abrdja azonban durva elvi hibat tartalmaz: a fliggvénynek van negativ mere-
dekségu szakasza. Ez egyértelmiien az interpoldcids kozelités hibdjdnak tud-
haté be. Konnyen ldthatd,® hogy ha a piaci 4r nem éri el az atlagvélto-
z6koltség-fliggvény minimumaét, a termelést nem érdemes fenntartani, ezért
ezt a pontot iizembezardsi pontnak nevezik. Amennyiben azonban célunk a
koltséggorbék relevéns tartomanyba, tehdt lizembezédrdsi pont 616 esé darab-
janak kozelitése, itt ez a hiba nem jelentkezik. Ezek utdn azonban feltétleniil
szukséges megvizsgdlni, mekkora hibat kovetiink el a mdsodik interpoldcié
soran. Ehhez a technikal optimumhoz és technikai maximumhoz tartozé
foglalkoztatdsi szintek kozti intervallumot osztjuk fel ekvidisztdns alappon-
tokkal, és e pontokban szamitjuk ki a valtozokoltség-figgvény pontos értékét.
Az interpoldcié sordn nyert parcidlis hozadéki fliggvény segitségével meg-
hatdrozhaté tovdbbd az ezen alappontokhoz tartozd kibocsdtds, a valtozé-
koltsép-fliggvény kozelité formuldjdnak felhaszndldsdval pedig az ezen ki-
bocsdtdsokhoz tartozd valtozdkoltség. A szadmitdsok eredményét az 1. t4bld-
zat foglalja Ossze, melynek els6 oszlopdban a valtozd tényezd kiillénb6z6 meny-
nyiségei taldlhatdk a technikai optimum és technikai maxirmum 4ltal meghata-
rozott intervallumban. A mésodik oszlop a vdltozo tényezd felhaszndldsdnak
kilonbozé szintjel mellett elodllithaté kibocsdtds-mennyiségeket tartalmazza.
Az itt szerepld adatok kiszdmitdsdhoz az imént nyert

Q = —0.0926L° + 0.8333L2

fiiggvényt haszndltuk. A harmadik oszlop a vidltozokoltség-fiiggvény “pon-
tos” értékeit tartalmazza. A “pontos” jelzd itt arra utal, hogy az adatok
kiszémitdsa a VC = P L formula felhaszndldsdval tortént. A negyedik osz-
lopba a viltozokéltségfigevény VC(Q) = 0.1365Q°% — 2.3040Q2 + 12.387Q)
kozelité formuldval nyert értékei kerliltek. Az utolsé oszlop a “pontos” és
kozelité értékek kozti eltérést tiinteti f6l, szdzalékos formdban.

3l4sd pl. Varian [3] pp. 452454 vagy Vorés [4] pp. 47-50.
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Amint a tdbldzatbdl kitunik, a kozelités hibdja az interpolédciés alappon-
tokban nulla, de ott, ahol a legnagyobb, sem haladja meg az 5%-ot. Helyesnek
tinik tehdt VOrOs azon megdllapitdsa, mely szerint a hozadéki figgvény in-
verze jo! kozelitheté egy harmadfoki polinommal.? Megjegyezzitk még, hogy
a koltséggorbék relevdns szegmensében a koltségek becsllt nagysdga sehol
nem kisebb a tényleges nagysdgndl, tehdt a mddszer nem sérti a "kereskeddi
Gvatossag” elvét. Az elsé sor adataibdl az is kitlnik, hogy az lizembezdrdsi
ponthoz tartozd dr: 5-4.5/8.4375 = 2.67.

3 0 VC | kozelits VC | hiba %
45000 | 8.4375 | 22.5000 | 22.5000 0.00
46000 | 8.6207 | 23.0000 | 23.0282 0.12

4.7000 | 8.7951 | 23.5000 23.6071 0.46
4.8000 [ 8.9600 | 24.0000 24.2273 0.95
4.9000 | 9.1149 | 24.5000 24.8775 1.54
5.0000 | 9.2593 | 25.0000 25.5451 2.18
5.1000 | 9.3925 | 25.5000 26.2162 2.81

5.2000 | 9.5141 | 26.0000 26.8764 3.37
5.3000 | 9.6234 | 26.5000 27.5104 3.81
5.4000 | 9.7200 | 27.0000 28.1028 4.08
5.5000 | 9.8032 | 27.5000 28.6386 4.14
5.6000 | 9.8726 | 28.0000 29.1030 3.94

5.7000 | 9.9275 | 28.5000 29.4825 3.45
5.8000 | 9.9674 | 29.0000 29.7651 2.64
5.9000 | 9.9918 | 29.5000 29.9402 1.49

6.0000 | 10.0000 | 30.0000 30.0000 0.00

1. tdbldzat

A mésodik interpolédcids kozelités sordn tehét nem kovettiink el 5%-ndl
nagyobb hibdt, de mi a helyzet a hozadéki fuggvény kozelitésével? Erre a
kérdésre nehezebb vdlaszt taldlni. Az mindenesetre biztos, hogy minél inkdbb
megfelel a valdsdgnak a bevezetésben fOlsorolt négy feltétel, anndl jobb a
fiiggvény kozelitése. Az elsG interpoldcié tovébbi gyengesége, hogy az origd
mint alappont kiviil esik a véltozd tényez6 technikai optimuma és maximuma
altal definidlt relevéns intervallumon. Réaddsul nemcsak ezen irrelevans alap-
pontra tdmaszkodik az interpolécid, hanem a kozelitend$ fliggvény derivélt-
jénak itteni értékére is. Médsrészt azt is ldtni kell, hogy a szokdsos tan-

4Véros [4] p.43.
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kinyvi dbrézoldsnak megfelel6® hozadéki fiiggvény kézelitéséhez minimdlisan
harmadfoku polinom sziikséges, ennek interpoldcidjdhoz pedig legaldbb négy
fuggetlen adat kell. Az 1. és 2. feltétel helyettesithetd ugyan két olyan megfi-
gyeléssel, melyek a relevdns szférdba esnek, ezzel azonban nemesak a kozelités
vélik szdmitdsigényesebbé, hanem az interpoldcids eljdrds adatigényessége is
né, célunk pedig egy olyan eljdrds bemutatdsa volt, mely a lehetd legkevesebb
megfigyelésre tdmaszkodik.

5. ésszegzés

Hozadéki és koltségfuggvények becslésére az ismert statisztikal mddszerek
mellett interpoldcids eljardsok is alkalmazhatck. Ezek az eljardsok, ha nem is
adnak mindenhol j6 kézelitést, az fizem miikddése szempontjédbd] relevdns tar-
tomanyban a gyakorlatban hasznilhaté eredményt szolgdltatnak. Az eljérds
nem kiilonosebben szdmitdsigényes, az interpoldcids polinomok egyiitthatdi
a (2), (3), (6), (7), (8) Osszefiggések folhasznildsival egyszeriien adddnak.
A kozelités pontossdga a megfigyelések szdménak novelésével javithato, ezért
azonban — csakigy, mint a statisztikal mdédszerek esetében — az input ada-
tok szdmanak novelésével kell “fizetni”.
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CUBIC INTERPOLATION OF PRODUCTION AND COST FUNCTIONS

This paper compares the well known data demanding statistical methods with the
method of extrapolation based on one observation. The method is applicable at
the examination of mixed return, quasiconcave production-functions with U-shaped
marginal and average cost curves. The single observation needed by the method is
the level of output at the technical maximum, the varying factor and the unit price
of the factor. The method gives a good estimation in the relevant domain of the
cost curves, above the shutdown point.






